Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

K. Malyxev

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE I KORREL˚TORY Z-KOMPONENT LOKAL^NYH SPINOV V XY I XX MAGNETIKAH GE`ZENBERGA

1. Vvedenie

V rabotah [1] pokazano, qto proizvodØwaØ funkciØ statiqeskih korrelØtorov z-komponent lokal~nyh spinov v XX magnetike Geæzenberga moßet byt~ predstavlena s pomow~¸ gaussovyh funkcional~nyh integralov, opredelennyh na mnoßestve traektoriæ, kotorye zavisØt ot mnimogo vremeni “avtomorfnym” obrazom. Drugimi slovami, peremennye funkcional~nogo integrirovaniØ umnoßa¸tsØ na opredelennoe kompleksnoe qislo pri sdvige mnimogo vremeni na period. PredlagaemaØ rabota prodolßaet [1] i svØzana s rasprostraneniem podhoda na sluqaæ XY magnetika.

Interes k funkcional~nym integralam, zadannym na traektoriØh s “avtomorfnoæ” zavisimost~¸ ot mnimogo vremeni, moßno svØzat~ s upomØnutymi v [1] rabotami [2] i [3]. V [2, 3] takße voznika¸t funkcional~nye integraly po traektoriØm s neobyqnoæ zavisimost~¸ ot mnimogo vremeni. Suwestvennoe otliqie [1] ot [2, 3] sostoit v tom, qto “avtomorfnoe” graniqnoe uslovie na otrezke mnimogo vremeni okazyvaetsØ prostranstvenno “neodnorodnym”, tak kak voznikaet tol~ko dlØ qasti uzlov rassmatrivaemoæ rexetoqnoæ modeli. Delo v tom, qto v [1] vyqislØetsØ sled operatornoæ ffksponenty, i v pokazatele ffksponenty stoit kvadratiqnyæ operator, opredelennyæ tol~ko na pervyh m uzlah modeli (m ≤ M , M – polnoe qislo uzlov). Napomnim, qto XX model~ rassmatrivaetsØ v [1] v predstavlenii svobodnyh fermionov. V rezul~tate, pri perehode ot kratnogo integrala po grassmanovym kogerentnym sostoØniØm k kontinual~nomu, okazyvaetsØ vozmoßnym opredelit~ oblast~ integrirovaniØ tak, qto na

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 01-01-01045. 206

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 207 pervyh m uzlah peremennye integrirovaniØ “avtomorfny” po mnimomu vremeni, a na ostal~nyh uzlah – (anti-)periodiqny. V rabotah ße [2, 3] zavisimost~ peremennyh integrirovaniØ ot mnimogo vremeni odinakova na vseh uzlah.

V predlagaemoæ rabote procedura [1] obobwena dlØ XY magnetika Geæzenberga, kotoromu sootvetstvu¸t kvazi-svobodnye fermiony (t.e. gamil~tonian diagonalizuetsØ preobrazovaniem Bogol¸bova). V razdele 2 poluqena proizvodØwaØ funkciØ korrelØtorov z-komponent spinov (t.e. operatorov σ^z_n, n – nomer uzla) v vide kombinacii funkcional~nyh integralov s nestandartnymi graniqnymi usloviØmi. Funkcional~nye integraly vyqislØ¸tsØ v razdele 3 metodom dzeta-regulØrizacii. Provereny redukcii poluqennyh otvetov k izvestnym sootnoxeniØm. V razdele 4 poluqeny formuly dlØ korrelØcionnyh funkciæ. V razdele 5 proizvodØwaØ funkciØ vyqislØetsØ dlØ XX modeli, no, v otliqie ot [1], peremennye integrirovaniØ rassmatriva¸tsØ teper~ ne v impul~snom, a v koordinatnom predstavlenii (preobrazovanie Fur~e delaetsØ tol~ko po mnimomu vremeni). Sootvetstvu¸wie rezul~taty voznika¸t v vide beskoneqnyh proizvedeniæ po qastotam racional~nyh vyraßeniæ, qislitel~ i znamenatel~ kotoryh – mnogoqleny, postroennye iz mnogoqlenov Qebyxeva. V razdele 6 poluqeny nekotorye ocenki, svØzannye s korrelØtorami XX modeli pri nizkoæ temperature v sil~nom, t.e. prevyxa¸wem kritiqeskoe, magnitnom pole. Obsußdenie v razdele 7 zaverxaet rabotu. Qast~ neobhodimyh ssylok pereqislena v [1].

2. ProizvodØwaØ funkciØ korrelØtorov v predstavlenii funkcional~nogo integrala

Rassmotrim XY magnetik Geæzenberga spina 1/2 na periodiqeskoæ cepoqke dliny M (M qetno) [4, 5]. Pust~ Q(m) oznaqaet qislo kvaziqastic na pervyh m uzlah rexetki (m ≤ M ). ZaæmemsØ vyqisleniem vakuumnogo srednego operatornoæ ffksponenty exp(αQ(m)): G(α, m) ≡ ⟨e^{αQ(m)}⟩ = Tr (e^{αQ(m)}e^{−βH} ) Tr (e^{−βH} )

, α ∈ C , (2.1)

gde H – gamil~tonian modeli, β – obratnaØ temperatura (β = 1/T ). Srednee (2.1) igraet rol~ proizvodØweæ funkcii stati-

208 K. MALYXEV qeskih korrelØtorov tret~ih komponent spinov v magnitnyh cepoqkah [6–9].

Gamil~tonian XY modeli imeet vid:

H = H_0 + γH_1 − hS^z , (2.2)

H_0 = − 1 2 M∑ n=1 (σ^+_n σ^−_{n+1} + σ^−_n σ^+_{n+1}),

H_1 = − 1 2 M∑ n=1 (σ^+_n σ^+_{n+1} + σ^−_n σ^−_{n+1}), S^z = 1 2 M∑ n=1 σ^z_n, gde S^z – polnyæ spin, h – vnexnee magnitnoe pole (h ≥ 0, [6]). Algebra spinovyh operatorov Pauli na uzlah, σ^α_n , n ∈ {1, . . . , M }, opredelØetsØ sootnoxeniØmi:

[ σ^α_k , σ^β_n ] = 2i δ_{kn} ∈^{αβγ} σ^γ_n, σ^±_n = (1/2)(σ^x_n ± iσ^y_n),

gde indeksy α, β, γ prinima¸t “znaqeniØ” x, y, z. Krome togo, naloßeny periodiqeskie graniqnye usloviØ: σ^α_{n+M} = σ^α_n , ∀n. Vewestvennyæ parametr γ harakterizuet anizotropi¸; pri γ = 0 poluqaem XX magnetik Geæzenberga.

Ispol~zuem preobrazovanie Iordana–Vignera ot peremennyh σ^α_k k kanoniqeskim fermionnym peremennym c_k, c^†_k:

c_k = exp ( iπ k−1∑ n=1 σ^−_n σ^+_n ) σ^+_k , c^†_k = σ^−_k exp ( − iπ k−1∑ n=1 σ^−_n σ^+_n ) . (2.3)

Peremennye c_k, c^†_k podqinØ¸tsØ antikommutacionnym sootnoxeniØm: {c_k, c_n} = {c^†_k, c^†_n} = 0, {c_k, c^†_n} = δ_{kn}. V rezul~tate primeneniØ (2.3) gamil~tonian (2.2) prinimaet vid [10]:

H = H^+P^+ + H^−P^−, (2.4)

H^± = − 1 2 M∑ k=1 [ c^†_kc_{k+1} + c^†_{k+1}c_k + γ(c_{k+1}c_k + c^†_kc^†_{k+1}) ]

+h M∑ k=1 c^†_kc_k − hM/2.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 209 Gamil~toniany H^± (2.4) sootvetstvu¸t vyboru graniqnyh usloviæ dlØ c_k, c^†_k v sledu¸wem vide:

c_{M±1} = ∓c_1, c^†_{M±1} = ∓c^†_1. (2.5)

V novyh peremennyh imeem: Q(m) =^m ∑ k=1 c^†_kc_k, polnoe qislo kvaziqastic sut~ N ≡ Q(M ), i proektory P^± (2.4) opredeleny standartno: P^± = (1/2)(1 ± (−1)^N ) [10].

V rezul~tate, prihodim k sledu¸wemu predstavleni¸ dlØ G(α, m) (2.1) [11]:

G(α, m) = (2Z)^{−1}(G^+_F Z^+_F + G^−_F Z^−_F + G^+_BZ^+_B − G^−_BZ^−_B ),

G^±_F Z^±_F ≡ Tr ( e^{αQ(m)}e^{−βH±} ) , (2.6)

G^±_B Z^±_B ≡ Tr ( e^{αQ(m)}(−1)^N e^{−βH±} ) . DlØ statsummy Z imeem: Z = (1/2)(Z^+_F + Z^−_F + Z^+_B − Z^−_B ), Z^±_F = Tr (e^{−βH±} ), Z^±_B = Tr ( (−1)^N e^{−βH±} ) . (2.7)

ZaæmemsØ vyqisleniem G^±_F Z^±_F , G^±_BZ^±_B (2.6) v podhode funkcional~nogo integrirovaniØ [1]. DlØ opredelennosti rassmotrim G^±_F Z^±_F : G^±_F Z^±_F = ∫ dzdz^∗e^{z∗ z}⟨z^∗|e^{αQ(m)}e^{−βH±} |z⟩, gde sled operatora zapisan kak integral po antikommutiru¸- wim peremennym [12], i opredeleny kogerentnye sostoØniØ: ⟨z^∗| = ⟨0| exp(z^∗c), |z⟩ = exp(c^†z)|0⟩ (ispol~zu¸tsØ sokrawennye oboznaqeniØ:^M ∑ k=1 c^†_kz_k ≡ c^†z,^M ∏ k=1 dx_k ≡ dx, . . .). OpuskaØ izloßennu¸ v [1] proceduru, zapixem okonqatel~noe integral~noe predstavlenie:

G^±_F Z^±_F = ∫ ∏ τ∈[0,β] dx^∗(τ )dx(τ ) exp (^β∫ 0 ~L(τ )dτ ) . (2.8)

210 K. MALYXEV Peremennye funkcional~nogo integrirovaniØ x^∗_k(τ ), x_k(τ ) ØvlØ- ¸tsØ nezavisimymi kompleksnoznaqnymi fflementami algebry Grassmana, kotorye zavisØt ot nomera uzla k ∈ {1, . . . , M } i ot mnimogo vremeni τ ∈ [0, β]. Zavisimost~ x^∗_k(τ ), x_k(τ ) ot indeksa k podqinena (2.5), a ot argumenta τ – usloviØm “avtomorfnosti” [13]: x_k(τ ) = −e^{−α}x_k(τ + β), 1 ≤ k ≤ m, x_k(τ ) = −x_k(τ + β), m < k ≤ M. (2.9)

PeremennaØ x^∗_k(τ ) podqinØetsØ uslovi¸, analogiqnomu (2.9), no s faktorom e^α vmesto e^{−α}.

Lagranßian ~L(τ ) v (2.8) vyglØdit sledu¸wim obrazom: ~L(τ ) ≡^M ∑ k=1 x^∗_k(τ ) dx_k(τ ) dτ − ~H(x^∗(τ ), x(τ )), (2.10)

~H(τ ) = − 1 2 M−1∑ k=1 ′ ( x^∗_k(τ )x_{k+1}(τ ) + x^∗_{k+1}(τ )x_k(τ ) )

− γ 2 m−1∑ k=1 ( x_{k+1}(τ )x_k(τ )e^{−2ατ/β} + x^∗_k(τ )x^∗_{k+1}(τ ) e^{2ατ/β} )

− γ 2 M−1∑ k=m+1 ( x_{k+1}(τ )x_k(τ ) + x^∗_k(τ )x^∗_{k+1}(τ ) )

+ h M∑ k=1 x^∗_k(τ )x_k(τ ) − hM/2

− 1 2 ( x^∗_m(τ )x_{m+1}(τ )e^{ατ/β} + x^∗_{m+1}(τ )x_m(τ )e^{−ατ/β} +x^∗_M (τ )x_{M+1}(τ )e^{−ατ/β} + x^∗_{M+1}(τ )x_M (τ )e^{ατ/β} ) − γ 2 ( x_{m+1}(τ )x_m(τ )e^{−ατ/β} + x^∗_m(τ )x^∗_{m+1}(τ )e^{ατ/β} +x_{M+1}(τ )x_M (τ )e^{−ατ/β} + x^∗_M (τ )x^∗_{M+1}(τ )e^{ατ/β} ) , gde xtrih u znaka ∑ oznaqaet, qto k ≠ m (indeksy^± u ~H opuweny). Lagranßian (2.10) otliqaetsØ ot naivno oßidaemogo vyraßeniØ prisutstviem mnoßiteleæ exp(±ατ /β). Ukazannye ffksponenty obespeqiva¸t periodiqnost~ ~L(τ ) po mnimomu vremeni

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 211 [1]. Zametim, qto v [2] i [3] usloviØ “avtomorfnosti” odinakovy dlØ vseh uzlov, i neobhodimosti v “kompensiru¸wih” mnoßitelØh net.

Pereædem k impul~snomu predstavleni¸: x_k(τ ) = (βM )^{−1/2}e^{−iπ/4} ∑ p e^{i(ωτ−i αβ τ+qk)}x_p, 1 ≤ k ≤ m, x_k(τ ) = (βM )^{−1/2}e^{−iπ/4} ∑ p e^{i(ωτ+qk)}x_p, m < k ≤ M, (2.11)

gde p = (ω, q) sut~ 2-impul~sy. Summirovanie v (2.11) idet po macubarovskim qastotam ω = πT (2n + 1), n ∈ Z, i po kvaziimpul~sam q ∈ X^±, X^+ = {q = −π + π(2l − 1)/M | | l = 1, . . . , M }, X^− = {q = −π + 2πl/M | | l = 1, . . . , M }. Ispol~zuem (2.9)–(2.11) v (2.8) i poluqim predstavlenie:

G^±_F Z^±_F = ∫ ∏ p dx^∗_pdx_p exp S(α), (2.12)

S(α) = αm 2 + 1 2 ∑ p (x^∗_p, x_{−p}) ( iω − ε_q −Γ_q −Γ_q iω + ε_q ) ( x_p x^∗_{−p} )

+ α 2β ∑ p1,p2 (x^∗_{p1} , x_{−p1}) ( ~ Q_{p1p2} 0 0 − ~Q_{p1p2} ) ( x_{p2} x^∗_{−p2} ) , gde vvedeny oboznaqeniØ:

ε_q = h − cos q, Γ_q = γ sin q, ~Q_{p1p2} = δ_{ω1ω2} Q_{q1q2} , Q_{pq} = 1 M sin^m_2 (p − q)

sin^{p−q}_2 . Vse kvazi-impul~sy nezavisimo prinima¸t znaqeniØ v X^+ ili X^−. Sleduet otmetit~ nekotoru¸ formal~nost~, dopuwennu¸ v zapisi S(α) (2.12) dlØ sluqaØ, kogda kvazi-impul~sy prinadleßat mnoßestvu X^−. Deæstvitel~no, v sluqae q ∈ X^− sootvetstvu¸wie kofffficienty Fur~e x_{ω,q} i x^∗_{ω,q} nußda¸tsØ v otdel~- nom rassmotrenii pri q = 0, π, i vse nußnye poØsneniØ moßno

212 K. MALYXEV naæti v [10]. Budem podrazumevat~, qto dlØ q = 0, π sootvetstvu- ¸wiæ indeks (argument) −q sleduet polagat~, sootvetstvenno, nulem ili π. Slagaemoe αm/2 voznikaet v matriqnoæ zapisi S(α) (2.12) kak rezul~tat predpoloßeniØ o fermievskom haraktere perestanovoqnyh sootnoxeniæ dlØ x^∗_{p1} , x_{p2} . Vynußdennost~ takogo predpoloßeniØ ob¨ØsnØetsØ tem, qto dannoe slagaemoe igraet vaßnu¸ rol~ pri poluqenii pravil~nyh otvetov dlØ korrelØcionnyh funkciæ.

3. Vyqislenie funkcional~nogo integrala

Rassmotrim G^+_F Z^+_F (2.12) i vypolnim v S(α) preobrazovanie Bogol¸bova:

(x^∗_p, x_{−p}) = (A^∗_p, A_{−p}) g_θ, (3.1) gde g_θ ≡ exp ( −i θ_q 2 σ^2 ) ∈ SU (2), tan θ_q = −

Γ_q ε_q , θ_{−q} = −θ_q . Zdes~ podrazumevaetsØ, qto σ^α, gde α prinimaet znaqeniØ 1, 2, 3, a nißniæ indeks otsutstvuet, oznaqaet ne spinovyæ operator na uzle, a prosto matricu Pauli. V rezul~tate pridem k deæstvi¸ ~S(α) = αm 2 + 1 2 ∑ p (A^∗_p, A_{−p}) [ iω − E_qσ^3 ] ( A_p A^∗_{−p} )

+ α 2β ∑ p1,p2 (A^∗_{p1} , A_{−p1} ) g_{θ1} ( ~Q_{p1p2} σ^3) g^{−1}_{θ2} ( A_{p2} A^∗_{−p2} ) , (3.2)

gde θ_i ≡ θ_{qi} (i = 1, 2), i E_q ≡ (ε^2_q + Γ^2_q )^{1/2}. Podstanovka (3.2) v (2.12) (s zamenoæ mery integrirovaniØ) privodit [12] k otvetu:

G^±_F Z^±_F = e^{αm/2}Det^{1/2}A(α), A_{p1p2} (α) ≡ [ iω_1 − E_{q1} σ^3 ] δ_{p1p2} + α β g_{θ1} ( ~Q_{p1p2} σ^3) g^{−1}_{θ2} .

(3.3)

V sluqae, kogda q ∈ X^−, preobrazovanie Bogol¸bova vypolnØetsØ s pomow~¸ (3.1) dlØ q ≠ 0, π, a dlØ q = 0, π nußno uqest~ zameqanie, sdelannoe v konce predyduwego paragrafa. V oboih sluqaØh okonqatel~nyæ rezul~tat zapisyvaetsØ v vide odnogo sootnoxeniØ (3.3), gde podrazumevaetsØ, qto q ∈ X^±.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 213 RegulØrizovannyæ opredelitel~ matriqnogo operatora A(α) (3.3) opredelim s pomow~¸ obobwennoæ dzeta-funkcii ζ(s|A(α)) fftogo operatora:

log Det^{1/2}A(α) = − 1 2 lim_{s→0} d ds ζ(s|A(α)), gde podrazumevaetsØ standartnoe predstavlenie ζ(s|A(α)) integralom Mellina [14]. OtsylaØ za podrobnostØmi k [1] i procitirovannoæ tam literature, zapixem otvety:

G^±_F = det^{1/2}_M (e^α b_Q ) det^{1/2}_{2M} { I + ~g [ ^ Q ⊗ ( exp(−ασ^3 ) − I) ] ~g^{−1} I + exp(−β ^E ⊗ σ^3) } , (3.4)

Z^±_F = det^{1/2}_{2M} { I + exp(β ^E ⊗ σ^3) } . (3.5)

Opredeliteli beskoneqnomernyh i koneqnomernyh matric oboznaqeny v (3.3)–(3.5), sootvetstvenno, Det i det, a indeksy M i 2M oznaqa¸t razmer matric. V (3.4) ~g oboznaqaet bloqnodiagonal~nu¸ 2M × 2M matricu, soderßawu¸ matricy g_θ (3.1) na glavnoæ diagonali; ^Q i ^E sut~ M × M matricy s matriqnymi fflementami Q_{q1q2} i E_{q1} δ_{q1q2} , sootvetstvenno. Krome togo, ispol~zovany sootnoxeniØ: exp ( −α ~g( ^Q ⊗ σ^3) ~g^{−1} ) − I = ~g [ ^ Q ⊗ ( exp(−ασ^3) − I )] ~g^{−1}, i det(exp α ^Q) = exp(αm) (sm. obozn. v (2.12)). OboznaqeniØ tenzornyh proizvedeniæ v (3.4), (3.5) soglasovany s matriqnoæ zapis~¸ v (3.2), (3.3).

Proverim nekotorye redukcii sootnoxeniæ (3.4), (3.5). Preßde vsego, vyqislim (3.5):

Z^±_F = √ ∏ q∈X^± (1 + e^{−βEq} )(1 + e^{βEq} ) = ∏ q∈X^± 2 ch βE_q 2 . (3.6)

Dalee, rassmotrim (3.4). Pri m = M matrica ^Q stanovitsØ ediniqnoæ matriceæ, i dlØ α = iπ poluqaem (sm.(2.6) i (2.7)):

G^±_F = Z^±_B /Z^±_F = ∏ q∈X^± th βE_q 2 . (3.7)

214 K. MALYXEV Pust~ teper~ m = M , a α – proizvol~no. Togda G^±_F = e^{αM/2} √ ∏ q∈X^± det_2 [ I − (1 − ch α)I + sh α g_{2θ} σ^3

I + exp(−βE_q σ^3) ]

= e^{αM/2} √ ∏ q∈X^± ( ch^2 α 2 − sh α cos θ_q th βE_q 2 + sh^2 α 2 th^2 βE_q 2 ) , (3.8)

gde g_{2θ} – matrica povorota na ugol 2θ_q . S drugoæ storony, rezul~tat [11] glasit:

G^±_F = det_M ( I + (e^α − 1) ^Q 2 diag { 1 − e^{iθq} th βE_q 2 } ) . (3.9)

PrØmaØ proverka pokazyvaet, qto (3.9) pri m = M sovpadaet s (3.8). Nakonec, pust~ γ = 0, a α i m – proizvol~ny v (3.4). Togda prihodim k otvetu dlØ XX sluqaØ:

G^±_F = det^{1/2}_M (e^{αQ12} ) det^{1/2}_{2M} ( δ_{q1q2} +^{exp(−αQ12)−1}

1+exp(−βε1) 0

0 δ_{q1q2} +^{exp(αQ12)−1}

1+exp(βε1) )

= det_M ( I + exp(α ^Q) − I I + exp(β^ε) ) , (3.10)

gde Q_{12} ≡ Q_{q1q2} , ε_1 ≡ ε_{q1} = h − cos q_1 i ^ε = diag {ε_q}.

Iz (3.6)–(3.8), (3.10) vidno, qto predstavleniØ (3.4), (3.5) soglasu¸tsØ s rezul~tatami [1] i pravil~no vosproizvodØt sootnoxeniØ XX modeli [6, 7, 11]. Vyqislenie dlØ G^±_BZ^±_B (2.6) provoditsØ soverxenno analogiqno prodelannomu vyxe, no prisutstvie (−1)^N pod znakom sleda privodit k zamene minusa v usloviØh (2.9) na pl¸s. V rezul~tate, summirovanie v ~S(α) osuwestvlØetsØ teper~ po bozevskim qastotam ω = 2πT n, n ∈ Z, a okonqatel~nye otvety dlØ G^±_B i Z^±_B da¸tsØ (3.4) i (3.5), no pri uslovii, qto znaki pered exp(±β ^E⊗σ^3) izmenØ¸tsØ na protivopoloßnye (analogiqno, v [11] rezul~taty dlØ G^±_F i G^±_B otliqa¸tsØ tol~ko znakom pered exp(βE_q )).

4. KorrelØcionnye funkcii Vyqislenie korrelØcionnyh funkciæ svØzano s differencirovaniØmi proizvodØweæ funkcii G(α, m) (2.1) po α i m [6–9].

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 215 Ispol~zuemaØ v rabote dzeta-regulØrizaciØ privodit k udobnym formulam differencirovaniØ sootvetstvu¸wih opredeliteleæ. Pri fftom ispol~zuetsØ formal~noe sootnoxenie: d dα ( log Det A(α) ) = − d dα ∞∫ 0 Tr (e^{−A(α)t}) dt t = Tr B(α), (4.1)

gde operator A(α) lineen po α, A(α) ≡ A_1 + αA_2, i B(α) ≡ A_2A^{−1}(α). Vyvod (4.1) opiraetsØ na ravenstvo [14]: d dα ( Tr e^{−A(α)t} ) = t d dt (B(α)e^{−A(α)t}). DlØ interesu¸wego nas matriqnogo operatora A(α) (3.3) poluqaem otvet: d dα ( log Det^{1/2}A(α) ) = = − 1 2 tr ( ~g ( ^ Q ⊗ σ^3 ) ~g^{−1} I + exp ( − β ^E ⊗ σ^3 + α ~g ( ^Q ⊗ σ^3) ~g^{−1} ) ) . (4.2)

Dal~neæxie differencirovaniØ standartny, i my poluqaem dlØ ⟨Q^n(m)⟩ = (d^n/dα^n) G(α, m) | |_{α=0} (termodinamiqeskiæ predel):

⟨Q(m)⟩ = m 4π π∫ −π C_qdq, ⟨Q^2(m)⟩ = m 4π π∫ −π C_qdq + ( m 4π π∫ −π C_qdq )_2

+ 1 4 π∫ −π π∫ −π Q_{pq}Q_{qp}(S_pS_q − C_pC_q) dp dq, (4.3) gde C_q ≡ 1 − cos θ_q th βE_q 2 , S_q ≡ sin θ_q th βE_q 2 . Ispol~zovanie, vmesto (4.2), formuly (3.9) takße privodit k (4.3). Poluqennye sootnoxeniØ privodØt k pravil~nym otvetam dlØ korrelØcionnyh funkciæ [5–7]: ⟨σ^z_m⟩ = (1/2π) π∫ −π cos θ_q th βE_q 2 dq,

216 K. MALYXEV

⟨σ^z_{m+1}σ^z_1⟩ − ⟨σ^z_m⟩^2 = (1/4π^2) π∫ −π π∫ −π cos m(p − q)(S_pS_q − C_pC_q) dp dq. Umestno otmetit~, qto ispol~zovanie predstavleniØ

G^±_F = e^{αm/2}Det^{1/2} { I + α β ~g ( ^Q ⊗ σ^3) ~g^{−1} iω − ^E ⊗ σ^3 }

= e^{αm/2} exp 1 2 ∞∑ k=1 (−1)^{k−1} k Tr [ α β ~g ( ^Q ⊗ σ^3) ~g^{−1} iω − ^E ⊗ σ^3 ]_k

(t.e. bolee tradicionnaØ dlØ kvantovoæ teorii polØ regulØrizaciØ Det A(α)) privodit k tem ße otvetam (4.3), qto i predstavlenie (4.2).

5. XX magnetik v qastotno-koordinatnom predstavlenii 5.1. Funkcional~nyæ integral.

Vyqislim G^±_F (2.6) v sluqae XX modeli Geæzenberga (γ = 0), rassmatrivaØ deæstvie v pokazatele ffksponenty v (2.8) v qastotno-koordinatnom predstavlenii. Vospol~zuemsØ integral~nym predstavleniem:

G^±_F Z^±_F = ∫ aut.b.c. D(x^∗, x) exp S^±_{XX} (α), (5.1) gde S^±_{XX} (α) = ∑ ω L^±_ω (α) + M βh/2, L^±_ω (α) = M∑ k1,k2=1 x^∗_{k1} M_{k1k2} (α)x_{k2} .

(5.2) V (5.1) indeksy^± sootvetstvu¸t graniqnym usloviØm (2.5), aut.b.c. oznaqaet graniqnoe uslovie po mnimomu vremeni (2.9), i D(x^∗, x) – mera integrirovaniØ po peremennym x^∗_k(τ ), x_k(τ ), predstavlenym rØdami Fur~e: x_k(τ ) = β^{−1/2} ∑ ω x_k(ω)e^{i(ωτ−i αβ τ)}, 1 ≤ k ≤ m, x_k(τ ) = β^{−1/2} ∑ ω x_k(ω)e^{iωτ} , m < k ≤ M, (5.3)

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 217 gde ω = πT (2n+1), n ∈ Z, i k – nomer uzla. V zapisi kvadratiqnoæ formy L^±_ω (α) (5.2) podrazumevaetsØ, qto x^∗_k ≡ x^∗_k(ω), x_k ≡ x_k(ω), k ∈ {1, . . . , M }. V silu togo, qto razloßeniØ (5.3) razliqny dlØ pervyh m i dlØ ostal~nyh M − m uzlov, kvadratnaØ matrica ^M(α) ≡ | | | |M_{k1k2} | | | |, k_1, k_2 ∈ {1, 2, ..., M} (5.2) imeet bloqnu¸ strukturu, harakterizuemu¸ dvumØ kvadratnymi blokami razmera m × m i n × n, n ≡ M − m, na glavnoæ diagonali. RazbivaØ peremennye integrirovaniØ na dve sootvetstvennye podgruppy, perepixem L^±_ω :

L^±_ω (α) ≡ A^† ^M_m(α)A + B^† ^M_n(0)B + 1 2 P_±B + 1 2 B^†Q_±, (5.4)

A ≡ x_1 x_2 . . x_m , B ≡ x_{m+1} x_{m+2} . . x_M , Q^± ≡ x_m 0 . . 0 ∓x_1 ,

gde ^M_l(α) – matrica razmera l × l vida:

^M_l(α) ≡ a_α c c a_α c c a_α c . . . . . . c a_α c c a_α .

V (5.4) ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ:^† – kompleksnoe soprØßenie i transponirovanie, a_α ≡ iω +^α_β − h (niße takße ispol~zuem a ≡ a_0 = iω − h), c = 1/2 i P_± ≡ Q^†_±. Kvadratnye matricy ^M_m(α) i ^M_n(0) obrazu¸t glavnu¸ bloqnu¸ diagonal~ matricy ^M(α). Struktura prØmougol~nyh blokov na poboqnoæ diagonali legko vosstanavlivaetsØ iz lineænyh po B^†, B qlenov v (5.4).

Razloßenie x^∗_k, x_k v koneqnye rØdy Fur~e po kvazi-impul~sam ffkvivalentno soprØßeni¸ matricy ^M(α), perevodØwemu ee v matricu | | | | (iω_F − ε_{q1} )δ_{p1p2} + α β ~Q_{p1p2} exp(i(m + 1)(q_1 − q_2)/2) | | | | , q_{1,2} ∈ X^± , (5.5)

218 K. MALYXEV harakternu¸ dlØ XX modeli [1] (sm. obozn. v (2.12)). Matrica (5.5) sØzana s predstavleniem G^±_F , rassmotrennym v [1]:

G^±_F = Det [ (iω_F − ε_q )δ_{pp}′ +^α_β ~Q_{pp}′ ] Det [(iω_F − ε_q )δ_{pp}′ ]

, q ∈ X^± . (5.6)

DlØ vyqisleniØ G^±_F rassmotrim (5.1) s L^±_ω (α) (5.4), t.e. rassmotrim beskoneqnoe proizvedenie grassmanovyh integralov: G^±_F Z^±_F = e^{Mβh/2} ∏ ω ∫ dA^†dAdB^†dB exp L^±_ω (α). (5.7)

Vypolnim v (5.7) sdvig peremennyh integrirovaniØ:

B −→ B − (1/2)( ^M_n(0))^{−1}Q_± ,

B^† −→ B^† − (1/2)P_±( ^M_n(0))^{−1} .

V rezul~tate, integrirovaniØ po A^†, A i B^†, B stanovØtsØ nezavisimymi, i pod znakom proizvedeniØ po qastotam voznikaet proizvedenie integralov: ∫ dA^†dA exp ( A^† ^M_m(α)A − (1/4)P_±( ^M_n(0))^{−1}Q_± )

× ∫ dB^†dB exp ( B^† ^M_n(0)B ) . (5.8)

PrØmaØ proverka pokazyvaet, qto vypolnØetsØ ravenstvo: − 1 4 P_± ( ^ M_n(0) )_{−1} Q_± = − 1 4 A^† a_{nn} . . . ∓a_{1n} . . . . . . . . . ∓a_{n1} . . . a_{11} A,

gde v matrice sprava a_{ij} ≡ ( ^ M_n(0) )_{−1} ij i vypisany tol~ko nenulevye fflementy.

Tak kak (5.8) – proizvedenie dvuh standartnyh integralov [12], to v rezul~tate poluqaem:

G^±_F = ∏ ω det_m ^N (α) det^{−1}_m ^N (0), (5.9)

^N (α) ≡ ^M_m(α) − (4d_n)^{−1} d_{n−1} . . . ∓(−c)^{n−1} . . . . . . . . . ∓(−c)^{n−1} . . . d_{n−1} ,

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 219 gde d_n ≡ det_n ^M_n(0), a integraly po B^†, B v qislitele i znamenatele sokratilis~. Opredelitel~ matricy ^M_n(0) vyqislØetsØ:

d_n = 2^{−n}U_n(a), U_n(cos ϑ) = sin(n + 1)ϑ sin ϑ , gde U_n(cos ϑ) – mnogoqlen Qebyxeva II roda [15]. Opredelitel~ matricy ^N (α) takße vyqislØetsØ:

det_m ^N (α) = 1 2^m ( U_m(a_α) + U_{m−2}(a_α)

U^2_{n−1}(a) − 1

U^2_n(a) − 2 U_n(a) ( U_{m−1}(a_α) U_{n−1}(a) ∓ 1 ) ) . 5.2. ProizvodØwaØ funkciØ.

Vospol~zuemsØ izvestnymi svoæstvami mnogoqlenov Qebyxeva [15]:

U^2_{n−1}(a) − 1 = U_n(a) U_{n−2}(a), a U_{n−1}(a) = U_n(a) − T_n(a), U_{m−2}(a) = 2a U_{m−1}(a) − U_m(a), gde T_n(cos ϑ) – mnogoqlen Qebyxeva I roda, T_n(cos ϑ) = cos nϑ, [15]. PrivodØ podobnye qleny poluqaem:

det_m ^N (α) = g_±(m, α | iω) 2^{M−1}d_n , gde g_±(m, α | iω) oznaqaet mnogoqlen g_±(m, α | |λ) = ((λ − h + α β )(λ − h) − 1 ) U_{m−1}(λ − h + α β ) U_{n−1}(λ − h) + T_m(λ − h + α β ) T_n(λ − h) ± 1 (5.10)

pri λ = iω. V rezul~tate prihodim k

G^±_F = ∏ ω g_±(m, α | |iω) g_±(m, 0 | iω) . (5.11)

Esli primenit~ sootnoxeniØ

2(a^2 − 1) U_{m−1}(a) U_{n−1}(a) = T_{m+n}(a) − T_{m−n}(a),

220 K. MALYXEV 2T_m(a)T_n(a) = T_{m+n}(a) + T_{m−n}(a), to moßno uprostit~ znamenatel~ v (5.11) i perepisat~ G^±_F tak:

G^±_F = ∏ ω (a_αa − 1) U_{m−1}(a_α) U_{n−1}(a) + T_m(a_α)T_n(a) ± 1 T_M (a) ± 1

. (5.12)

V sluqae G^±_B vid otveta sohranitsØ, no proizvedenie budet vyqislØt~sØ po bozevskim qastotam.

Rassmotrim dva qastnyh sluqaØ, demonstriru¸wih , qto (5.12) vosproizvodit pravil~nye otvety. DlØ sravneniØ budem pol~zovat~sØ (3.10).

(a) Pust~ m = M . Rassmotrim mnogoqlen g_±(M, 0 | |λ) = T_M (λ − h)±1. Napomnim, qto M qetno i qto dopustimye kvazi-impul~sy q ∈ X^± opredelØ¸tsØ uravneniem cos M q = ∓1. Sledovatel~no, korni g_±(M, 0 | |λ) sut~ λ = ε_q, q ∈ X^±. Togda (5.12) prinimaet vid:

G^±_F = ∏ ω T_M (a_α) ± 1 T_M (a) ± 1 = ∏ ω ∏ q∈X^± iω − ε_q + α/β iω − ε_q , (5.13)

DlØ vyqisleniØ proizvedeniØ po qastotam prodifferenciruem (5.13) po α i pridem k differencial~nomu sootnoxeni¸: dG^±_F G^±_F = ∑ q∈X^± dα 1 + e^{βεq −α} . (5.14)

IntegriruØ (5.14), nahodim:

G^±_F = ∏ q∈X^± 1 + e^{−βεq +α} 1 + e^{−βεq} . Nesloßno ubedit~sØ, qto (3.10) privodit k takomu ße otvetu.

(b) Pust~ m < M . Rassmotrim pervu¸ proizvodnu¸ G^±_F po α: d dα G^±_F | | | |_{α=0} = m β ∑ ω T_n U_{m−1} + U_{n−1} T_m T_M ± 1 = m β ∑ ω U_{M−1} T_M ± 1 = m β ∑ ω (d/da)(T_M ± 1) T_M ± 1 = m βM ∑ ω,q∈X^± (iω − ε_q)^{−1} , gde summirovanie idet po fermievskim qastotam ω ≡ ω_F . Snova poluqaem pravil~nyæ otvet.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 221 Itak, ispol~zovanie dlØ vyqisleniØ G(α, m) funkcional~nyh integralov po polØm, podqinennym “avtomorfnym” graniqnym usloviØm po mnimomu vremeni, pozvolØet poluqit~ dlØ G^±_F , G^±_B novye predstavleniØ, ispol~zu¸wie mnogoqlen g_±(m, α | λ). Mnogoqlen g_±(m, α | λ) imeet stepen~ M (m i α – parametry, λ – argument), zapisyvaetsØ v terminah mnogoqlenov Qebyxeva i ØvlØetsØ harakteristiqeskim mnogoqlenom M × M matricy ^ε −^α_β ^Q (sm. (5.5), (5.6)). DlØ nebol~xih znaqeniæ M i m (naprimer, dlØ M = 2, m = 1 i M = 4, m = 1, 2) ffto moßno proverit~ Øvno.

6. Ob ocenke korrelØtorov XX-modeli v sil~nom magnitnom pole

Praktiqeskiæ interes predstavlØet asimptotiqeskoe povedenie korrelØcionnyh funkciæ. Naprimer, v klassiqeskoæ rabote [5], posvØwennoæ obwemu sluqa¸ XY modeli, predstavleny nekotorye asimptotiqeskie rezul~taty dlØ namagniqennosti, magnitnoæ vospriimqivosti, avtokorrelØcionnoæ funkcii. Povedenie korrelØcionnyh funkciæ XX i XY modeleæ v magnitnom pole izuqalos~ v [10, 16, 17], a takße v nedavnih rabotah [9, 18]. V [19] rassmotren korrelØtor ⟨σ^z_{m+1}σ^z_1⟩ v dlinnovolnovoæ oblasti dlØ XX modeli (vzaimodeæstvie kak na blißaæxih uzlah, tak i qerez dva uzla) v slabom magnitnom pole 0 ≤ h ≤ h_c. V predlagaemoæ rabote rassmotren odin iz podhodov k ocenke korrelØtorov obyqnoæ XX modeli v sil~nom magnitnom pole: h ≥ h_c.

DlØ zavisØweæ ot vremeni dvuhtoqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcii , kotoraØ opisyvaet vzaimodeæstvie tret~ih komponent spinov na razliqnyh uzlah pri nenulevoæ temperature, imeet mesto sledu¸wee analitiqeskoe predstavlenie [5, 6]:

A(m, t) ≡ ⟨σ^z_{n2} (t_2)σ^z_{n1}(t_1)⟩ − (σ^z )^2 = −|F (m, t)|^2 + 2I_m(it)F^∗(m, t), (6.1) gde σ^z = ⟨σ^z_m⟩ – namagniqennost~ [6], a funkciØ F (m, t) zadaetsØ v termodinamiqeskom predele integralom sledu¸wego vida: F (m, t) ≡ π^{−1} π∫ −π e^{i(mq+t cos q)} 1 + e^{βεq} dq. (6.2) V (6.1), (6,2) prinØty oboznaqeniØ: m ≡ n_2 − n_1, t = t_2 − t_1, ε_q = h − cos q > 0 pri h > h_c = 1, i I_m(z) – modificirovannaØ

222 K. MALYXEV funkciØ BesselØ [15]. Pri t = 0 vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (6.1) prinimaet vid: 2δ_{m0}F^∗(m, 0).

Pol~zuØs~ formuloæ dlØ ubyva¸weæ geometriqeskoæ progressii so znamenatelem exp(−βε_q ), poluqaem dlØ F (m, t) (6.2) predstavlenie v vide rØda: F (m, t) = −2 ∞∑ k=1 (−1)^ke^{−βhk}I_m(βk + it), h > 1, β > 0. (6.3) Poloßim β = 0 v (6.2) i poluqim: F (m, t) = I_m(it). V interesu¸- wem nas nizkotemperaturnom sluqae β ≫ 1, i rØd (6.3) shoditsØ potoqeqno kak znakoperemennyæ. Pri β(h − h_c ) ≫ 1 moßno otbrosit~ edinicu v znamenatele (6.2) i poluqit~: F (m, t) ≈ 2e^{−βh}I_m(β + it). (6.4) Oba predstavleniØ dlØ F (m, t), (6.2) i (6.3), udovletvorØ¸t “volnovomu” uravneni¸ [5]: ∂^2_{tt}F (m, t) + 1 4 [F (m + 2, t) + 2F (m, t) + F (m − 2, t)] = 0.

Itak, rassmotrim, pol~zuØs~ (6.3) i (6.4), asimptotiqeskie ocenki dlØ funkcii F (m, t), kotoraØ vhodit v korrelØtor (6.1). OgraniqimsØ tremØ sluqaØmi:

(a) t = 0, β ≫ m ≫ 1;

(b) t = 0, m ≫ β ≫ 1 ili m ∼ β ≫ 1; (v) t ≠ 0, m = 0.

(a) Vospol~zuemsØ ocenkoæ dlØ I_m(z) pri bol~xom argumente i ograniqennom porØdke [15]: I_m(z) ≃ (2πz)^{−1/2}e^z [ 1 + ( 1 4 − m^2 ) (2z)^{−1} ] , (6.5)

gde z ≡ βk + it. S pomow~¸ (6.3) i (6.5) poluqaem: F (m, 0) ≃ (2/πβ)^{1/2}e^{β(hc −h)} ( 1 − m^2 2β ) , β(h − h_c) ≫ 1, lim h→h_c +0 F (m, 0) ≃ (2/πβ)^{1/2} ( a_1 − a_2 m^2 2β ) , β(h − h_c) ≪ 1, (6.6)

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 223 gde a_1 ≡ (1 − √ 2) ζ(1/2) i a_2 ≡ (1 − 1/ √ 2) ζ(3/2). Zdes~ ζ(s) – dzeta-funkciØ Rimana, opredelennaØ rØdom, kotoryæ shoditsØ pri ℜs > 0 [15]. SootnoxeniØ (6.6) utoqnØ¸t zakon ubyvaniØ funkcii A(m, 0) (6.1) v dvuh predel~nyh situaciØh.

(b) V fftom sluqae funkci¸ BesselØ moßno ocenit~ pri ograniqennom argumente i bol~xom porØdke [20]:

I_p(x) ≃ (2π)^{−1/2}(p^2 + x^2)^{−1/4} exp [ (p^2 + x^2)^{1/2} − p Arsh p x ] , (6.7)

gde p, x > 0, i ostatoqnyæ qlen priveden v [20]. Vospol~zuemsØ (6.4) i (6.7) pri p ≫ x. Takim obrazom, pri β(h − h_c) ≫ 1 poluqaem:

F (m, 0) ≃ (2/πm)^{1/2} exp(−βh − m log m β ), (6.8)

gde sqitaetsØ, qto log(m/β) ≫ 1. Sootnoxenie (6.8) demonstriruet bolee suwestvennu¸ rol~ m, qem v sluqae (a).

Esli otnoxenie m k β koneqno, to moßno poluqit~ ewe odnu ocenku. S pomow~¸ (6.7) moßno ocenit~ I_ν (νz) dlØ ν ≫ 1 i koneqnyh z [21]. Pust~ ν – bol~xoæ parametr, sootvetstvu- ¸wiæ m ∼ β ≫ 1 i z otveqaet indeksu k v (6.3). Togda pri m(h − η(2) + η(1)) ≫ 1 moßno ograniqit~sØ pervym slagaemym v (6.3) i poluqit~:

F (m, 0) ≃ 2^{1/4}(πm)^{−1/2}e^{−m/rc} , (6.9)

gde η(2) − η(1) ≈ 1.22, η(1) ≈ 0.55 i vveden korrelØcionnyæ radius r_c [22], r^{−1}_c ≡ h − η(1). FunkciØ η(k) zadaetsØ formuloæ [21]:

η(k) ≡ (1 + k^2)^{1/2} − log

1 + (1 + k^2)^{1/2} k . Esli h dostatoqno blizko k η(2) − η(1) ili esli η(2) − η(1) ≥ h > h_c, to trebuetsØ bolee tonkiæ podhod.

(v) V fftom sluqae takße moßno poluqit~ s pomow~¸ (6.2) i (6.5) nußnye ocenki. Naprimer, pri β(h − h_c) ≪ 1 poluqaem: lim h→h_c +0 F (0, t) ≃(2/πβ)^{1/2}a_1e^{it}, t β ≪ 1, ≃(2πt)^{−1/2}e^{i(t−π/4)}, t β ≫ 1. (6.10)

224 K. MALYXEV Pri β(h − h_c) ≫ 1 ocenki (6.10), ne izmenØØs~ kaqestvenno, priobreta¸t mnoßitel~ exp(β(h_c − h)).

Poluqennye ocenki (6.6), (6.8)–(6.10) moßno ispol~zovat~ dlØ analiza (6.1). Ispol~zovanie asimptotiqeskih rØdov dlØ funkciæ BesselØ [15] pozvolØet nahodit~ popravki k predstavlennym formulam. Zametim takße, qto proceduru vyvoda (6.2) moßno povtorit~ i dlØ svobodnoæ ffnergii XX modeli na beskoneqnoæ rexetke [4, 18, 23], qto privodit k formule F = −h/2 + β^{−1} ∞∑ k=1 (−1)^k k e^{−βhk}I_0(βk), h > h_c. (6.11) Pol~zuØs~ (6.5) i (6.11), moßno vosproizvesti dlØ svobodnoæ ffnergii F veduwie ocenki, poluqennye v [23] (sm. takße [18]) ishodØ iz XXZ modeli dlØ β(h − h_c) ≫ 1 i β(h − h_c) ≪ 1 (t.e. pri h → h_c + 0), a takße naæti i sootvetstvu¸wie popravoqnye qleny l¸bogo porØdka.

7. Zakl¸qenie

V rabote vyqisleny proizvodØwie funkcii statiqeskih korrelØtorov tret~ih komponent spinov dlØ XY i XX modeleæ Geæzenberga na zamknutoæ cepoqke. Vyqislenie proizvedeno s pomow~¸ grassmanova funkcional~nogo integrirovaniØ po traektoriØm s “avtomorfnoæ” zavisimost~¸ ot mnimogo vremeni. Rezul~taty predstavleny v vide opredeliteleæ matriqnyh operatorov. S pomow~¸ dzeta-regulØrizacii naædeny otvety dlØ nekotoryh korrelØcionnyh funkciæ. DlØ proizvodØweæ funkcii XX modeli vyqislenie proizvedeno v qastotno-koordinatnom predstavlenii, i, v okonqatel~noæ forme, proizvodØwie funkcii G^±_F , G^±_B, prinima¸t vid beskoneqnyh proizvedeniæ racional~nyh vyraßeniæ, postroennyh iz mnogoqlenov Qebyxeva. DlØ vseh poluqennyh formul rassmotreny razliqnye special~- nye sluqai, pokazyva¸wie, qto ime¸t mesto redukcii k izvestnym sootnoxeniØm. Predstavleny nekotorye ocenki korrelØtorov XX modeli v sil~nom (t.e. prevyxa¸wem kritiqeskoe) magnitnoe pole. V ocenkah ispol~zovany asimptotiki modificirovannoæ funkcii BesselØ I_m(z) kak pri umerennyh, tak i pri bol~xih znaqeniØh indeksa.

PredstavlennaØ rabota prodolßaet issledovanie, naqatoe v [1], gde byl predloßen tehniqeskiæ priem, svodØwiæ vyqisle-

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 225 nie srednego ot ffksponenty kvadratiqnogo operatora k vyqisleni¸ funkcional~nogo integrala po “avtomorfnym” traektori- Øm. PredstavlennaØ rabota primykaet k rabotam [2], gde funkcional~noe integrirovanie s “avtomorfnym” graniqnym usloviem ispol~zuetsØ dlØ vyqisleniØ indeksov nekotoryh differencial~nyh operatorov, i [3], gde poluqeny statistiqeskie summy nekotoryh spinovyh modeleæ na cepoqke v vide funkcional~- nyh integralov po grassmanovym polØm, preobrazu¸wimsØ “avtomorfno”. Otliqie dannoæ raboty ot [2, 3] sostoit v tom, qto “avtomorfnoe” graniqnoe uslovie po mnimomu vremeni voznikaet tol~ko dlØ qasti uzlov. Rassmotrennyæ v [1] priem primenØetsØ k sisteme, opisyvaemoæ kvazi-svobodnymi fermionami (t.e. sootvetstvu¸wiæ gamil~tonian diagonalizuetsØ preobrazovaniem Bogol¸bova). Zaslußivaet vnimaniØ qastotnokoordinatnoe vyqislenie dlØ XX modeli, kotoroe moßet byt~ dalee primeneno, naprimer, k XX modeli s translØcionno neinvariantnymi graniqnymi usloviØmi. V celom, funkcional~nyæ integral rassmotrennogo tipa zaslußivaet vnimaniØ, t.k. moßet okazat~sØ poleznym, kak vyqislitel~nyæ priem, v drugih modelØh, gde takße prihoditsØ vyqislØt~ vakuumnye srednie ffksponent kvadratiqnyh operatorov tipa exp(αQ(m)).

V zakl¸qenie, avtoru priØtno poblagodarit~ N. M. Bogol¸bova, M. B. Zvonareva, V. S. Kapitonova, V. E. Korepina, P. P. Kulixa, A. G. Pron~ko i N. A. Slavnova za interesnye obsußdeniØ.

Literatura 1. K. Malyxev, Funkcional~noe integrirovanie, dzeta-regulØrizaciØ i kor-

relØtory tret~ih komponent spinov v XX0-modeli Geæzenberga. — Zap.

nauqn. semin. POMI, 269 (2000), 269–291.

C. Malyshev, XX Heisenberg spin chain and an example of path integral with “automorphic” boundary conditions. Preprint hep-th/0204007.

2. L. Alvarez-Gaumé, Supersymmetry and index theory. In: Supersymmetry, NATO ASI Ser., 125, Eds., K. Dietz et al. (Plenum, New York, 1985), pp.1–44.

3. V. N. Popov, S. A. Fedotov, Metod funkcional~nogo integrirovaniØ i

diagrammnaØ tehnika dlØ spinovyh sistem. — ȷ�TF, 94 ˝ 3 (1988),

183–194.

H. Grosse, V. N. Popov, On the relation between spin systems and fermion systems. — Phys. Lett. A, 188 (1994), 317–320.

4. E. Lieb, T. Schultz, D. Mattis, Two soluble models of an antiferromagnetic chain.

— Ann. Phys. (NY), 16 no. 3 (1961), 407–466.

226 K. MALYXEV

5. Th. Niemeijer, Some exact calculations on a chain of spins 1/2. — Physica, 36 no. 3 (1967), 377–419; 39 no. 3 (1968), 313–326.

6. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Temperature correlation functions in the XX0 Heisenberg chain. — TMF, 94 ˝ 1 (1993), 19–51.

7. A. G. Izergin, N. A. Kitanin, N. A. Slavnov, O korrelØcionnyh funk-

ciØh XY modeli. — Zap. nauqn. semin. POMI, 224 (1995), 178–191.

8. F. H. L. Eßler, H. Frahm, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Determinant representation for correlation functions of spin-1/2 XXX and XXZ Heisenberg magnets. — Comm. Math. Phys., 174 no. 1 (1995), 191–214.

9. N. Kitanine, J. M. Maillet, N. Slavnov, V. Terras, Spin-spin correlation functions of the XXZ- 12 Heisenberg chain in a magnetic field. Preprint hep-th/0201045. iidem, Correlation functions of the XXZ spin- 12 Heisenberg chain at the free fermion point from their multiple integral representations. Preprint hep-th / 0203169.

iidem, Large distance asymptotic behaviour of the emptiness formation probability of the XXZ spin- 12 Heisenberg chain. Preprint hep-th / 0210019.

10. B. M. McCoy, E. Barouch, D. B. Abraham, Statistical mechanics of the XY model.

IV. — Phys. Rev. A, 4 no. 6 (1971), 2331–2342.

11. A. G. Izergin, V. S. Kapitonov, N. A. Kitanin, Odnovremennye tempe-

raturnye korrelØtory odnomernoæ XY cepoqki Geæzenberga. — Zap. na-

uqn. semin. POMI, 245 (1997), 173–206.

12. F. A. Berezin, Metod vtoriqnogo kvantovaniØ. M., Nauka (1986).

13. W. L. Baily, Jr., Introductory lectures on automorphic forms. Iwanami Shoten Publishers, Princeton University Press (1973).

14. A. S. Schwarz, Quantum field theory and topology. Berlin, etc., Springer–Verlag (1993).

15. W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni, Formulas and theorems for the special functions of mathematical physics. Berlin, etc., Springer–Verlag (1966).

16. E. Barouch, B. M. McCoy, Statistical mechanics of the XY model. II. — Phys.

Rev. A, 3 no. 2 (1971), 786–804.

J. D. Johnson, B. M. McCoy, Off-diagonal time-dependent spin correlation functions of the XY model. — Phys. Rev. A, 4 no. 6 (1971), 2314–2324.

17. H. J. Mikeska, W. Pesch, Boundary effects on static spin correlation functions in the isotropic XY chain at zero temperature. — Z. Phys. B, 26 (1977), 351–353. W. Pesch, H. J. Mikeska, Dynamical correlation functions in the XY model. — Z. Phys. B, 30 (1978), 177–182.

H. J. Mikeska, W. Pesch, On the dynamic structure factor in one dimensional Heisenberg magnets. — J. Phys. C: Solid State Phys., 12 (1979), L37–L40.

18. M. Shiroishi, M. Takahashi, Y. Nishiyama, Emptiness formation probability for the one dimensional isotropic XY model. Preprint cond-mat/0106062.

19. M. B. Zvonarev, A. G. Izergin, A. G. Pron~ko, DlinnovolnovaØ asim-

ptotika korrelØcionnoæ funkcii tret~ih komponent spinov v XX0 modeli s ternarnym vzaimodeæstviem. — Zap. nauqn. semin. POMI, 269

(2000), 207–218.

20. H. Bateman, A. Erdélyi, Higher transcendental functions. V. 1–3, McGraw-Hill, New York (1953/1955).

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 227

21. M. Abramowitz, I. A. Stegun (Eds.), Handbook of mathematical functions. Dover, New York (1970).

22. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Correlators in the Heisenberg XX0 chain as Fredholm determinants. — Phys. Lett. A, 169 (1992), 243–247.

23. M. Takahashi, Low-temperature specific heat of spin-1/2 anisotropic Heisenberg ring. — Progr. Theor. Phys., 50 no. 5 (1973), 1519–1536.

Malyshev C. Functional integration and correlators of z-components of local spins in the XY and XX Heisenberg magnets.

The generating function of static correlators of z-components of local spins in the XY and XX Heisenberg magnets is calculated as a combination of functional integrals over anticommuting variables. The peculiarity of the Gaussian integrals in question consists in the fact that the integration variables are subjected to an “automorphic” boundary condition in the imaginary time, i.e., they are multiplied by a certain complex number when the imaginary time is shifted by a period. Zeta-regularization is used for the calculation of the integrals. The answers are obtained for several correlation functions at nonzero temperature, and some reductions are checked. The generating function of the XX model is obtained in the frequency-coordinate representation in the form of a rational expression build up out of the Chebyshev polynomials. Some estimations are provided for the correlators of the XX model in strong, i.e., exceeding a critical value, magnetic field. Asymptotics of the modified Bessel function I_ν(z) both at moderate and large values of the index are used in the estimations.

Postupilo 10 i¸nØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN