Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

P. P. Kulix, A. M. Ceætlin

TEORETIKO-GRUPPOVA˚ STRUKTURA I METOD OBRATNO` ZADAQI RASSE˚NI˚ DL˚ URAVNENI˚ SUPER-KDF Vvedenie

V dannoæ rabote issleduetsØ obobwenie uravneniØ Kortevegade Friza na super-sluqaæ (super-KdF) ([4, 5]): u_t = −u_{xxx} + 6uu_x − 12εε_{xx} ε_t = −4ε_{xxx} + 6uε_x + 3u_xε, (1)

gde ε(x, t) – funkciØ so znaqeniØmi v neqetnoæ qasti algebry Grassmana Λ(n)_1, a u(x, t) – funkciØ so znaqeniØmi v ee qetnoæ qasti Λ(n)_0 (sm. Priloßenie). �to uravnenie ØvlØetsØ gamil~- tonovym so skobkami Puassona: {u(x), u(y)} = − 1 2 ( δ^{′′′}(x − y) − 2u^′(x)δ(x − y) − 4u(x)δ^′(x − y) )

{u(x), ε(y)} = − 1 2 ( 3ε(x)δ^′(x − y) + ε^′(x)δ(x − y) )

{ε(x), ε(y)} = − 1 2 ( δ^{′′}(x − y) − u(x)δ(x − y) ) , kotorye zada¸t funkcional~nu¸ realizaci¸ algebry Nev~e– Xvarca iz teorii superstrun. Sootvetstvu¸wiæ gamil~tonian raven: H = ∫ (u^2(x) − 4ε(x)ε^′(x))dx. Kak i obyqnoe KdF, ffto uravnenie integriruemo i dopuskaet predstavlenie Laksa^˙L = [A, L].

Sobstvenno I qast~ dannoæ raboty posvØwena vyxeskazannomu, to est~ poluqeni¸ puassonovoæ struktury i predstavleniØ Laksa dlØ super-KdF.

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke RFFI, grant 02-01-00085. 185

186 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

II qast~ raboty posvØwena issledovani¸ i rexeni¸ dannogo uravneniØ s pomow~¸ MOZR-metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ ([6–8]). Priqem, v osnovnom, issleduetsØ sluqaæ odnomernoæ algebry Grassmana, gde uravnenie s-KdF reduciruetsØ k sisteme u_t = −u_{xxx} + 6uu_x e_t = −4e_{xxx} + 6u_xe + 3ue_x, (2)

gde u(x, t), e(x, t) – obyqnye funkcii so znaqeniØmi v R.

�ta sistema estestvenno voznikaet dlØ grassmanovoæ algebry l¸boæ razmernosti, esli my raspixem ishodnoe uravnenie po bazisu monomov Θ^{i1} Θ^{i2} . . . Θ^{in} (sm. Priloßenie). Deæstvitel~no, v pervom porØdke po Θ^i u nas i poluqitsØ sistema (2).

Krome togo, stoit otmetit~, qto edinstvennym nelineænym uravneniem (v razloßenii po bazisu uravneniØ s-KdF) ØvlØetsØ obyqnoe uravnenie KdF, vse ostal~nye lineæny i vyraßa¸tsØ drug qerez druga, tak qto tut imeet mesto nekotorogo sorta “treugol~nost~” dannoæ sistemy.

Odnomernyæ sluqaæ interesen tem, qto (2) moßno zapisat~ tak: {_˙ L = [L, A] e_t = −Ae, (3) gde L = −∂^2_x + u(x), A = −∂^3_x + u∂_x + ∂_xu – L-A para dlØ obyqnogo KdF. Ots¸da legko vyvesti to, qto esli e(x, t) – rexenie pri zadannom u(x, t), to L^ne, n = 1, 2, . . . – toße rexenie pri zadannom u. Tak my poluqaem beskoneqnu¸ cepoqku rexeniæ dannogo uravneniØ krome togo sluqaØ, kogda e(x, t) ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ L. Tak i proishodit, esli v kaqestve u vzØt~ samoe izvestnoe rexenie KdF: u(x, t) = c 2ch^2 (_{√c} 2 (x − ct) ) (4)

to, ishodØ iz predpoloßeniØ, qto e(x, t) – sobstvennaØ funkciØ L, legko poluqit~ rexenie e(x, t) = a 2ch^2 (_{√c} 2 (x − ct) ) (a ∈ R). �ti ße rexeniØ moßno poluqit~ metodom obratnoæ zadaqi (sm. Qast~ II).

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 187 Seæqas v sovremennyh rabotah bol~xoe vnimanie udelØetsØ superuravneniØm v svØzi s progressom v teorii superstrun. Zdes~ imeet smysl upomØnut~ raboty ([9–11]). Krome togo,esli videt~ v perspektive kvantovanie takogo sorta sistem, to bylo by polezno izuqit~ ih povedenie na klassiqeskom urovne.

1. Teoretiko-gruppovaØ struktura uravneniØ super-KdF

Teoretiko-gruppovaØ shema dlØ obyqnogo uravneniØ KdF svØzana so skalØrnym operatorom Laksa

L = −∂^2_x + λ + u

ili, s ffkvivalentnym emu matriqnym operatorom Laksa

∂_x + ( 0 1 u + λ 0 ) , i algebroæ sℓ_2 Rol~ gamil~tonovoæ struktury dlØ KdF vypolnØet funkcional~naØ realizaciØ algebry Virasoro: {u(x), u(y)} = − 1 2 ( δ^{′′′}(x − y) − (4u(x)∂_x + 2u_x(x))δ(x − y) ) . (6)

SvØzu¸weæ nit~¸ fftih dvuh ob¨ektov s uravneniem KdF ØvlØetsØ teoretiko-gruppovaØ shema i redukciØ Drinfel~da–Sokolova.

V fftoæ qasti predlagaemoæ raboty ukazannyæ formalizm v primenØetsØ k superalgebre osp(1|2) i na ego osnove poluqeno uravnenie s-KdF.

1.1. Teoretiko-gruppovaØ shema i redukciØ Drinfel~da– Sokolova dlØ superalgebry osp(1|2).

Dannye konstrukcii primenØlis~ preßde k obyqnym algebram Li (sm., naprimer, [1, 2, 12]). My ße rasprostranim ih na sluqaæ superalgebr, v qastnosti, na sluqaæ osp(1/2) (sm. Priloßenie).

Pust~ G – superalgebra Li i pust~ A = ℓ(G) = G ⊗ C[λ, λ^{−1}] = { s∑ i=r X_iλ^i|X_i ∈ G} ee affinizaciØ. A = A_+ +A_−, gde A_+ = G⊗C[λ] = { ∑_s i=0 X_iλ^i|X_i ∈ G}, A_− = G ⊗ λ^{−1}C[λ^{−1}] = { ∑_{−1} i=r X_iλ^i|X_i ∈ G}. Poloßim R =

188 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

P_+ − P_−, gde P_+ i P_− – proektory na A_+ i A_− sootvetstven-

no. Krome togo, vvedem operator umnoßeniØ ^η : A → A na funkci¸ η(λ) ∈ C[λ, λ^{−1}] takim obrazom: (^ηX)(λ) = η(λ)X(λ). Togda

R_η = R ∘ ^η poloßim po opredeleni¸. OkazyvaetsØ, qto R_η opre-

delØet klassiqesku¸ r matricu dlØ vseh η, t.e. [X, Y ]_{Rη} = 1 2 [R_ηX, Y ] + 1 2 [X, R_ηY ][X, Y ]_{Rη} takße ØvlØetsØ superskobkoæ Li.

My moßem otoßdestvit~ soprØßennoe prostranstvo A^∗ = ℓ(G)^∗ s ℓ(G^∗) = G^∗ ⊗ C[λ, λ^{−1}] posredstvom sparivaniØ: <α, x >=< ∑ i α_iλ^i, ∑ j x^jλ^j >= ∑ i+j=−1 α_i(x_j), (7) α_i ∈ G^∗, x_i ∈ G. Teper~ moßno pereæti k rassmotreni¸ puassonovyh struktur na A^∗ (ime¸tsØ v vidu struktury tipa Li–Puassona). Nas budut interesovat~ skobki Puassona tipa: {ϕ, ψ}_{Rη} (α) =< α, [∇_αϕ, ∇_αψ]_{Rη} >, (8) gde ϕ, ψ ∈ C^∞(A^∗), α ∈ A^∗. Esli my rassmotrim prostranstvo funkciæ, invariantnyh otnositel~no koprisoedinennogo predstavleniØ: I(A^∗) = {ϕ ∈ C^∞(A^∗)|ϕ(Ad^∗_gα) = ϕ(α) ∀g ∈ ℓ(G)}, gde ℓ(G) – supergruppa, postroennaØ po superalgebre Li ℓ(G), to imeet mesto to ße utverßdenie, qto i dlØ obyqnyh algebr Li, t.e. {ϕ, ψ}_R(α) = 0 α ∈ A^∗, ϕ, ψ ∈ I(A^∗). Teper~ rassmotrim central~noe rasxirenie naxeæ algebry.

Budem nazyvat~ bukvoæ G_c lineænoe prostranstvo par G_c = {(X, a)|X : S^1 → g; a ∈ C}, nadelennoe takoæ skobkoæ: [(X, a), (Y, b)] = (XY − Y X, str ∫ S1 dxX^′(x)Y (x)) (podrazumevaetsØ,qto G – matriqnaØ superalgebra Li). Moßno ustanovit~ izomorfizm meßdu G^∗_c i prostranstvom operatorov

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 189 vida: L = e∂_x + μ, gde (μ, e) ∈ G^∗_c . A sparivanie zadaetsØ tak: < (μ, e), (X, a) >= ea + str ∫ μX. SleduØ predyduwim rassußdeniØm moßno vvesti affinizaci¸ G_c po parametru λ i poluqit~ tem samym algebru A^∗ = ℓ(G^∗_c ).

Iz otoßdestvleniØ ℓ(G^∗_c ) s differencial~nymi operatorami legko uvidet~, qto koprisoedinennoe deæstvie daetsØ “neabelevym kalibrovoq nym preobrazovaniem”([1]): L = e∂_x + μ → gLg^{−1} = e∂_x + gμg^{−1} − eg^′g^{−1}, gde g ∈ ℓ(G). Rassmotrim teper~ prostranstvo H_{C1} (G), sostoØwie iz fflementov vida (μ, e)(λ) = (J(x) + C_1λ, e_0 + e_1λ). Pust~ η(λ) =

η_0 + η_1λ. Togda R_η-skobka Puassona budet vyglØdet~ tak: {ϕ, ψ}_{Rη} (J) = −η_0 ( str ∫ C_1 [ δϕ δJ(z) , δψ δJ(z) ]

+e_1str ∫ ∂_z ( δϕ δJ(z) ) δψ δJ(z) ) +

+η_1 ( str ∫ J(z) [ δϕ δJ(z) , δψ δJ(z) ] + e_0str ∫ ∂_z ( δϕ δJ(z) ) δψ δJ(z) ) . Pust~ teper~ e_0 = 1, e_1 = 0. PolagaØ η_1 = 0 ili η_0 = 0 poluqaem dve skobki Puassona: {ϕ, ψ}_1(J) = −str ∫ C_1 [ δϕ δJ(z) , δψ δJ(z) ] , (9) {ϕ, ψ}_2(J) = str ∫ J(z) [ δϕ δJ(z) , δψ δJ(z) ] + str ∫ ∂_z ( δϕ δJ(z) ) δψ δJ(z) . Itak, summiruem, qto poluqili: na prostranstve H_{C1} (G) operatorov vida

∂_x + J(x) + λC_1 (10)

zadany dve gamil~tonovy struktury (9). �ti gamil~tonovy struktury invariantny otnositel~no uße upominavxihsØ neabelevyh kalibrovoqnyh preobrazovaniæ operatorov (10), dlØ kotoryh gC_1g^{−1} = C_1, g ∈ G.

Teper~ pereædem k osp(1|2) sluqa¸. Suzim prostranstvo

H_{C1} (osp(1|2)) do H^{constr}_{C1} (osp(1|2)) = {L = ∂_x + α(x)v_− + w(x)X_− + q(x)h + β(x)v_+ + λX_− + X_+ , gde α(x) – neqetnyæ fflement, a q(x),

190 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN w(x) – qetnye }. Dalee poloßim C_1 = X_−. V matriqnoæ forme L-operatory ime¸t takoæ vid:

L = ∂_x + q(x) β(x) 1 −α(x) 0 β(x) λ + w(x) α(x) −q(x) . (11) Maksimal~naØ gruppa kalibrovoqnyh preobrazovaniæ, sohranØ¸wih X_− = C_1, a, sledovatel~no, i formu operatora L i skobki (9) est~ G_− = {exp(β(x)v_− + p(x)X_−), β(x) – neqetno, p(x) – qetno}.

Moßno rassmotret~ faktor H^{constr}_X� (osp(1|2))/G_− = H^{red}(osp(1|2)). Tem samym budem imet~ gamil~tonovu proekci¸ π : H^{constr}_X� →

H^{red}_X� (gamil~tonovu v smysle, qto π sohranØet skobki (9)).

FunkciØ ξ_X� (x) = str(X_−(J(x) − X_−)) zadaet podmnogoobrazie

H^{constr}

X� (osp(1|2)) i, krome togo, generiruet otobraßenie momenta ([3]):

μ : H^{constr}_X� (osp(1|2)) → osp(1|2)^{c∗}.

Gamil~tonova redukciØ takogo sorta nazyvaetsØ redukcieæ Drinfel~da–Sokolova dlØ superalgebry osp(1|2) ([12]).

Pereædem teper~ k izuqeni¸ reducirovannogo prostranstva

H^{red}_X�(osp(1|2)). Kaßdoæ toqke fftogo mnogoobraziØ moßno posta-

vit~ v sootvetstvie operator:

L = ∂_x +

0 0 1 −ε(x) 0 0 u(x) + λ ε(x) 0 , (12) gde u(x), ε(x) – zadannye qetnaØ i neqetnaØ funkcii sootvetstvenno. Deæstvitel~no, my vybrali po odnomu fflementu iz kaßdoæ orbity gruppy G_−, deæstvu¸weæ na H^{constr}_X� (osp(1/2)).

Teper~ rassmotrim lineænu¸ zadaqu LΨ = 0, gde Ψ = ψ_1(x) ψ_2(x) ψ_3(x) , gde ψ_1(x), ψ_3(x) leßat v qetnoæ qasti grassmanovoæ algebry,

ψ_2(x) – v neqetnoæ. �ta zadaqa reduciruetsØ k skalØrnoæ:

Lψ_1(x) := (−∂^2_x + λ + u(x) − ε(x)∂^{−1}ε(x)))ψ_1(x, λ) = 0. (13)

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 191 Obratim vnimanie na sledu¸wee. Esli my rassmotrim zadaqu L^′ψ = 0, gde gLg^{−1} = L^′, my poluqim tu ße samu¸ zadaqu (13), tak kak ψ_1 invariantno otnositel~no preobrazovaniæ vektora Ψ s pomow~¸ gruppy G_−. Deæstvitel~no,

g^{−1}Ψ = 1 −β(x) 1 p(x) β(x) 1 ψ_1(x) ψ_2(x) ψ_3(x) = ~ψ_1(x) ~ψ_2(x) ~ψ_3(x) = ~Ψ (14) ⇒ gLg^{−1}Ψ = 0 ⇔ L ~Ψ = 0 ⇔ (13).

To est~ hotelos~ by otoßdestvit~ H^{red}_X�(osp(1/2)) s operatorami

L = −∂^2_x + λ + u(x) − ε(x)∂^{−1}ε(x). No ffto nevozmoßno, tak kak my

moßem poterØt~ qast~ rexeniæ ishodnoæ zadaqi LΨ = 0. Naprimer, v sluqae odnomernoæ algebry Grassmanna operator L imeet formu operatora Xturma–LiuvillØ i soverxenno ne uqityvaet rexenie tipa Ψ = 0 θc 0 , (15) gde c – nekotoraØ konstanta, a θ – obrazu¸waØ algebry Grassmanna.

Vyrazim teper~ gamil~tonovy struktury (9) na mnogoobrazii

H^{red}_X�(osp(1/2)) v terminah ego prametrov u(x), ε(x): {u(x), u(y)}_2 = − 1 2 ( δ^{′′′}(x − y) − 2u^′(x)δ(x − y) − 4u(x)δ^′(x − y) )

{u(x), ε(y)}_2 = − 1 2 ( 3ε(x)δ^′(x − y) + ε^′(x)δ(x − y) ) (16) {ε(x), ε(y)}_2 = − 1 2 ( δ^{′′}(x − y) − u(x)δ(x − y) )

{u(x), u(y)}_1 = −2δ^′(x − y) {u(x), ε(y)}_1 = 0 (17) {ε(x), ε(y)}_1 = − 1 2 δ(x − y). Takim obrazom, skobki (16) zada¸t funkcional~nu¸ realizaci¸ algebry Nev~e–Xvarca iz teorii superstrun. A skobki (17) ih linearizaciØ.

192 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

1.2. BeskoneqnaØ posledovatel~nost~ gamil~tonianov. Uravnenie super-KdF.

Zapixem zadaqu (14) v takom vide:

(−∂^2_x + u(x) − ε(x)∂^{−1}ε(x))ψ(x, k) = k^2ψ(x, k), (k^2 = −λ). (18)

My znaem, qto ψ(x, k) est~ kalibrovoqno invariantnaØ funkciØ operatora L (to est~ ψ(x, k) ∈ I(osp(1/2)^∗_c )). Rassmotrim takoæ anzatc ψ(x, k) = exp(−ikx + ∞∑ n=0 f_n(x)(2ik)^{−n}). PodstavlØØ ego v (18), my poluqim cepoqku uravneniæ na f_n(x). Esli rassmatrivat~ zadaqu (18) na osi, to zamenØØ ∂^{−1} na^x ∫ −∞ , a f_n(x) na^x ∫ −∞ σ_n(y)dy, my poluqim, qto +∞∫ −∞ σ_n(y)dy = H_n(L) –

kalibrovoqno-invariantnyæ funkcional ot L. Analogiqno, esli my zamenim v skobkah Puassona ∫ S1 na ∫ R my poluqim invol¸tivnoe beskoneqnoe semeæstvo gamil~tonianov. Vot pervye iz nih:

H_1 = ∫ u(x)dx H_2 = ∫ (u^2(x) − 4ε(x)ε^′(x))dx H_3 = ∫ ((u^′)^2 + 2u^3 − 16ε^′(x)ε^{′′}(x) − 24ε(x)ε^′(x)u(x))dx.

Iz teorii Drinfel~da i Sokolova sleduet, qto imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie: {H_{i+1}, ϕ}_1 = {H_i, ϕ}_2. Tem samym,obe skobki zada¸t odinakovu¸ dinamiku otnositel~- no sdvinutoæ cepoqki gamil~tonianov. Zapixem uravneniØ dvißeniØ dlØ u(x, t), ε(x, t) s gamil~tonianom H_2 i skobkoæ {, }_2, togda poluqim: u_t = −u_{xxx} + 6uu_x − 12εε_{xx} ε_t = −4ε_{xxx} + 6uε_x + 3u_xε. (19)

Sistema uravneniæ (19) nazyvaetsØ uravneniem s-KdF. Vpervye ono bylo poluqeno v rabotah [4, 5]. Krome togo, dannaØ sistema

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 193 moßet byt~ poluqena iz tak nazyvaemoæ L, M pary, to est~, kak uslovie soglasovaniØ pary uravneniæ: Lψ = 0 ∂_tψ = M ψ, gde M = (20) = −u_x −4ε_x 4λ − 2u 2εu − 4ελ − 4ε_{xx} 0 −4ε_x 4ϵε_x + u_{xx} − 2u^2 + 2uλ + 4λ^2 −2εu + 4ελ + 4ε_{xx} u_x . TakaØ zapis~ dannogo uravneniØ nam i ponadobit~sØ v dal~neæxem dlØ provedeniØ metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ (MOZR).

2. Metod obratnoæ zadaqi rasseØniØ dlØ uravneniØ super-KdF V fftoæ qasti raboty uravnenie s-KdF issleduetsØ metodom obratnoæ zadaqi rasseØniØ. Snaqala rassmotrena prØmaØ zadaqa i nakladyva¸tsØ ograniqeniØ na fflementy matricy perehoda

T (k). Dalee my (uße v issledovanii obratnoæ zadaqi) ograni-

qimsØ odnomernym sluqaem, t.e. budem rabotat~ v odnomernoæ algebre Grassmana. V bolee vysokih razmernostØh zadaqa poka ne issledovana.

V konce fftogo razdela privedeny Øvnye solitonnye rexeniØ dannogo uravneniØ.

2.1. PrØmaØ zadaqa.

Itak, sistema super-KdF poluqalas~ kak uslovie soglasovaniØ pary uravneniæ: Lψ = 0 ∂_tψ = M ψ. Ostavim vtoroe iz uravneniæ. Poka nas budet interesovat~ lineænaØ zadaqa Lψ = 0. Poprobuem fftu zadaqu preobrazovat~. Rassmotrim U = exp(−ikX_−) i sdelaem preobrazovanie podobiØ

U LU^{−1}, togda poluqim operator:

L^′ = ∂_x + −ik 0 1 −ε 0 0 u ε ik . (21)

194 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

Dalee ispol~zuØ matricu N : N = 1 0 −(2ik)^{−1} 0 1 0 0 0 (2ik)^{−1}

(22)

moßno privesti postoØnnu¸ qast~ L^′ k diagonal~nomu vidu, to est~: ~L(x) = −u(2ik)^{−1} −ε(2ik)^{−1} −u(2ik)^{−1} −ε 0 −ε u(2ik)^{−1} ε(2ik)^{−1} u(2ik)^{−1} + −ik 0 ik +∂_x. �tu lineænu¸ zadaqu (s operatorom ~L) budem zapisyvat~ tak: ∂_xΨ = ikhΨ + Q(x, k)Ψ, gde Q(x, k) = u(2ik)^{−1} ε(2ik)^{−1} u(2ik)^{−1} ε 0 ε −u(2ik)^{−1} −ε(2ik)^{−1} −u(2ik)^{−1} . (23) Rassmotrim sledu¸wie matriqnye rexeniØ (rexeniØ `osta):

Φ^+(x, k) = e^{ikx} 0 0 0 1 0 0 0 e^{−ikx} x → ∞, (24)

Φ^−(x, k) = e^{ikx} 0 0 0 1 0 0 0 e^{−ikx} x → −∞. Legko videt~, qto Φ^+ , Φ^− ustroeny tak qto N^{−1}Φ^±N est~ fflementy gruppy Osp(1|2). Pust~ Φ^+ (x, k)T (k) = Φ^−(x, k), gde

T (k) = a(k) γ(k) b(k) ξ(k) f(k) δ(k) c(k) η(k) d(k) (25)

– matrica perehoda. Ustanovim, kakie svØzi suwestvu¸t meßdu fflementami T (k). Rassmotrim operator P : P = 0 0 1 0 1 0 1 0 0 . (26)

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 195 Legko videt~, qto esli Ψ(x, k) bylo matriqnym rexeniem zadaqi (23), to P Ψ(x, k)P = ~Ψ(x, k) udovletvorØet uravneni¸: ∂_xP ΨP = −ikhP ΨP + Q^∗P ΨP, gde ∗ oznaqaet obrawenie znaka k, (esli k ∈ R, to togda ffto kompleksnoe soprØßenie) ~Ψ(x, k) = Ψ(x, −k) = Ψ^∗(x, k). Ots¸da legko uvidet~, qto T^∗ = P T P , a znaqit, v zadaqe proizoxla redukciØ ([7, 8]):

T (k) = a γ b ξ f δ c η d = a γ b δ f δ b γ a , (27) to est~ ξ = δ, d = a, η = γ, f = f (qerta oznaqaet to ße, qto i ∗). Krome togo, nam izvestno, qto N^{−1}T N ∈ Osp(1|2). Tem samym poluqaem ewe sootnoxeniØ: f = 1 + 2ikγγ f(aa − bb) = 1 δ = 2ik(γb − γa). V sluqae odnomernoæ Grassmannovoæ algebry f = 1, aa − bb = 1, δ = 2ik(γb − γa). Teper~ rassmotrim faktorizaci¸ matricy T (k): T^+ = T T^−, gde

T^+(k) = 1 −δ(2ik)^{−1} b 0 a δ 0 0 a ,

T^−(k) = a 0 0 −(2ik)γ a 0 −b −γ 1 . (28)

Moßno postroit~ sledu¸wu¸ funkci¸

Ψ^+ (x, k) = Φ^+ (x, k)T^+(k)e^{−ikxh} = Φ^−(x, k)T^−(k)e^{−ikxh}. (29)

196 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN Asimptotiki ee diagonal~nyh komponent ime¸t takoæ vid:

π_0T^+ =

1 0 0 0 a 0 0 0 a

(30) x → ∞ π_0T^− = a 0 0 0 a 0 0 0 1

(31) x → −∞. Netrudno videt~, qto Ψ^+ (x, k) udovletvorØet integral~nomu uravneni¸:

Ψ^+ (x, k) = π_0T^+ + x∫ −∞ e^{ikadh(x−y)}π_+(Q(y, k)Ψ^+ (y, k))dy (32)

− ∞∫ x e^{ikadh(x−y)}(π_0 + π_−)(Q(y, k)Ψ^+ (y, k))dy, gde π_0 – proekciØ na diagonal~nu¸ qast~ sootvetstvu¸weæ matricy, a π_± – proekciØ na strogo verhnetreugol~nu¸ i strogo nißnetreugol~nu¸ qasti sootvetstvenno. Vypixem integral~- noe uravnenie dlØ pervogo stolbca Ψ^+ (x, k):

Ψ^+ (x, k) =

Ψ_{11} Ψ_{21} Ψ_{31} = 1 0 0 +

−(2ik)^{−1 ∞} ∫ x ((Ψ_{11}(y, k) + Ψ_{31}(y, k))u(y) − ε(y)Ψ_{21} (y, k))dy − ∞∫ x e^{−ik(x−y)}(ε(y)(Ψ_{11} (y, k) + Ψ_{31}(y, k)))dy (2ik)^{−1} ∞∫ x e^{−2ik(x−y)}((Ψ_{11}(y, k) + Ψ_{31}(y, k))u(y)− ε(y)Ψ_{21} (y, k))dy

.

Ots¸da poluqaem, qto pervyæ stolbec matriqnogo rexeniØ `osta Φ^{+(1)} (x, k) = Ψ^{+(1)} (x, k)e^{ikx} i, sootvetstvenno,

N^{−1}Ψ^{+(1)}(x, k) = ~m_+ (x, k),

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 197 gde ~m_+ (x, k) =

= 1 + ∞∫ x dy^e �2ik(x�y)_{−1} 2ik ( ~m^1_+ (y, k)u(y) − ϵ(y) ~m^2_+ (y, k)) − ∞∫ x dye^{−ik(x−y)}ϵ(y) ~m^1_+ (y, k) ∞∫ x dye^{−2ik(x−y)}(u(y) ~m^1_+ (y, k) − ϵ(y) ~m^2_+ (y, k)) . (33)

Iz fftogo integral~nogo uravneniØ vidno, qto ~m_+ (x, k) dopuskaet analitiqeskoe prodolßenie po k v verhn¸¸ poluploskost~. Analogiqno, rassmatrivaØ faktorizaci¸ R^− = T R^+ i sootvetstvu¸wie integral~nye uravneniØ, moßno dokazat~, qto

Φ^{−(1)}(x, k)e^{−ikx} analitiqen v nißneæ poluploskosti. Iz T^+, T^−

- faktorizacii poluqaem Φ^{+(1)}(x, k)e^{−ikx} = a(k)Φ^{−(1)}(x, k)e^{−ikx} − 2ikγ(k)Φ^{−(2)}(x, k)e^{−ikx} − bΦ^{−(3)}(x, k)e^{−ikx}. (34) Ispol~zuØ predyduwie rassußdeniØ moßno perepisat~ ffto v takoæ forme: m_+ (x, k) − m_−(x, k) = −2ikρ(k)N^{−1}(k)Φ^{−(2)}(x, k)e^{−ikx} − r(k)e^{−2ikx}P (k)m_−(x, −k), (35) gde m_+ (x, k) = ~m_+ (x, k) a(k) , m_−(x, k) = ~m_−(x, k), ρ(k) = γ(k) a(k) , r(k) = b(k) a(k) , P (k) = N^{−1}(k)P N (−k) ili inaqe: m_+ (x, k) − m_−(x, k) = V (k, x)m_−(x, −k) + f(x, k), (36) gde V (k, x) = −r(k)e^{−2ikx}P (k), f(x, k) = −2ikρ(k)N^{−1}(k)Φ^{−2}(x, k)e^{−ikx}.

198 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN Krome togo, iz uravneniØ (33) imeem: u(x) = 2ik∂_x ~m^1_+ (x, k), ε(x) = ik ~m^2_+ (x, k), |x| → ∞. (37) Stalo byt~, my moßem vosstanovit~ u(x), ε(x) po r(k), ρ(k), rexaØ (36). No, k soßaleni¸, v obwem sluqae niqego nel~zØ skazat~ o povedenii Φ^{−(2)}(x, k), pofftomu naqinaØ s dannogo momenta, perekl¸qimsØ na izuqenie zadaqi v odnomernoæ algebre Grassmana, dlØ kotoroæ

ρ(k)Φ^{−(2)}(x, k) = 0 ρ(k) 0 .

�to proizoxlo v silu togo, qto pervyæ i tretiæ fflementy Φ^{−(2)} neqetnye.

Krome togo, v odnomernom sluqae vse qetnye fflementy sootvetstvu¸t obyqnomu KdF, sledovatel~no, dlØ a(k), b(k) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie svoæstva: k ∈ R i ewe suwestvuet diskretnoe qislo toqek na mnimoæ osi, gde toße moßet leßat~ k. �to proishodit iz-za togo, qto naxa L zadaqa v odnomernom sluqae reduciruetsØ k zadaqe Xturma–LiuvillØ, dlØ kotoroæ v sluqae bystro ubyva¸wego potenciala imeetsØ nepreryvnyæ spektr: poloßitel~naØ poluos~ i diskretnyæ spektr: diskretnyæ nabor toqek na mnimoæ osi (sm. podrobnee o KdF [7, 8]). Izvestno, qto

a(k) imeet asimptotiku:

a(k) = 1 + O ( 1 k ) pri |k| → ∞. a(k) analitiqno v nißneæ poluploskosti, sootvetstvenno a(k) = a(−k) – v verhneæ. Diskretnomu spektru sootvetstvu¸t nuli a(k)

(sootvetstvenno a(k)) to est~ dlØ l¸boæ toqki diskretnogo spektra iκ_j suwestvuet prostoæ nul~ v fftoæ toqke u a(k) (a(k)) i, sootvetstvenno, esli iκ_j – v verhneæ poluploskosti, ffta toqka sootvetstvuet prostomu pol¸su m_+ (x, k).

Togda, znaØ tak nazyvaemye “dannye rasseØniØ”: {iκ_ℓ}, {b_ℓ}, {γ_ℓ}, ρ(k), r(k) my moßem vosstanovit~ u(x), ε(x), rexaØ zadaqu Rimana (36).

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 199

2.2. ObratnaØ zadaqa.

Itak, my imeem:

1. Nabor dannyh rasseØniØ: {iκ_ℓ}, {b_ℓ}, {γ_ℓ}, ρ(k), r(k). 2. Zadaqa Rimana: m_+ (x, k) − m_−(x, k) = V (x, k)m_−(x, k) + f(x, k), (38) gde m_+ (x, k) – meromorfna v verhneæ poluploskosti s prostymi pol¸sami v toqkah {iκ_ℓ}, m_− – analitiqna v nißneæ poluploskosti s asimptotikami: m_±(x, k) → (1, 0, 0)^t, gde |k| → ∞ V (x, k) = −r(k)e^{−2ikx}N^{−1}(k)P N (−k), (39)

f(x, k) = 0 −2ikρ(k)e^{−2ikx} 0 . Samo sootnoxenie (38) napisano pri k ∈ R.

My hotim naæti m_+ (x, k), a zatem, rukovodstvuØs~ (37), poluqit~ u(x), ε(x) po formulam: u(x) = 2ik∂_xm^1_+ (x, k), ε(x) = ikm^2_+ (x, k), k → ∞. Formula dlØ rexeniØ (38) imeet vid [9]: m(x, k) = 1 0 0 + N∑ j=1 m_j (x) k − iκ_j

+ 1 2πi +∞∫ −∞ dz V (z, x)m_−(−z, x) + f(z, x) z − k . (40)

Pod m(x, k) podrazumevaetsØ funkciØ, kotoraØ v nißneæ poluploskosti est~ m_−(x, k), v verhneæ poluploskosti ravna m_+ (x, k), a na vewestvennoæ osi ispytyvaet skaqok po formule (37). Krome togo,

m_ℓ(x) =

Φ^{+1}(x, iκ_ℓ) a^′(iκ_ℓ) e^{κℓ x}

200 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN (sm qast~ I). Vospol~zuemsØ teper~ sootnoxeniem (34) i posmotrim kak ono vyglØdit v toqke iκ_n:

Φ^{+(1)}(x, iκ)e^{κnx} =

= 2κ_nγ_nΦ^{−(2)}(x, iκ_n)e^{κn x} − b_nP (iκ_n)Φ^{−(1)}(x, −iκ_n)e^{2κn x} (41)

Ots¸da poluqaem:

m_n(x) = 2κ_nγ_ne^{κn x} a^′(iκ_n) Φ^{−2}(x, iκ_n) − b_ne^{2κn x} a^′(iκ_n) P (iκ_n)· (42) 1 0 0 + i N∑ j=1 m_j (x) κ_n + κ_j + 1 2πi +∞∫ −∞ dz V (z, x)m_−(−z, x) + f(z, x) z − iκ_n . Takim obrazom, dlØ pervyh dvuh komponent m(x, k) (oboznaqim ih R(x, k) i Θ(x, k)) imeem sledu¸wie uravneniØ:

R_n(x) = − b_ne^{2κn x} a^′(iκ_n) ( 1 + i N∑ j=1 R_j(x) κ_n + κ_j − 1 2πi +∞∫ −∞ dz r(z)R(−z, x)e^{−2izx} z − iκ_n )

R(x) = 1 + N∑ j=1 R_j(x) k − iκ_j − +∞∫ −∞ dz r(z)R(−z, x)e^{−2izx} z − (k + i0) Θ_n(x) = 2κ_nγ_ne^{κn x} a^′(iκ_n) − − b_ne^{2κnx} a^′(iκ_n) ( i N∑ j=1 Θ_j(x) κ_n + κ_j

(43)

− 1 2πi +∞∫ −∞ dz r(z)Θ(−z, x)e^{−2izx} + 2izρ(z)e^{−izx} z − iκ_n )

Θ(x) = N∑ j=1 Θ_j (x) k − iκ_j − 1 2πi +∞∫ −∞ dz r(z)Θ(−z, x)e^{−2izx} + 2izρ(z)e^{−izx} z − (k + i0) . Ots¸da poluqaem formuly dlØ potencialov: u(x) = ∂_x ( 2i N∑ j=1 R_j(x) + 1 π +∞∫ −∞ dz(r(z)R(−z, x)e^{−2izx}) ) (44)

ε(x) = i N∑ j=1 Θ_j (x) + 1 2π +∞∫ −∞ dz ( r(z)Θ(−z, x)e^{−2izx} + 2izρ(z)e^{−izx} ) .

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 201 Teper~ vspomnim ob uravnenii ∂_tΨ = M Ψ v naqale qasti I. �to uravnenie zadaet dinamiku. Ispol~zuØ uravnenie Φ^− = Φ^+ T , moßno vkl¸qit~ zavisimost~ ot t v T , tak qtoby Φ^− i Φ^+ sohranili svoi asimptotiki po x, to est~ T (k, t) = e^{4ik3th}T (k)e^{−4ik3th}. Togda uravneniØ, opisyva¸wie dinamiku kofffficientov perehoda, ime¸t vid: ȧ(k, t) = 0 γ̇(k, t) = −4ik^3γ(k, t) ḃ(k, t) = −8ik3b(k, t). UravneniØ, opredelØ¸wie potencialy u(x, t), ε(x, t), te ße, qto i (44), tol~ko nußno uqityvat~ vvedennu¸ vyxe zavisimost~ ot vremeni kofffficientov perehoda. UravneniØ (43) Øvno rexa¸tsØ tol~ko v sluqae tak nazyvaemyh “bezotraßatel~nyh potencialov”, kogda b(k) = 0 i ρ(k) = 0. Togda integral~nye uravneniØ svodØtsØ k algebraiqeskim

R_n(x) = − b_ne^{2κn x} a^′(iκ_n) ( 1 + i N∑ j=1 R_j(x) κ_n + κ_j )

Θ_n(x) = 2κ_nγ_ne^{κn x} a^′(iκ_n) − i b_ne^{2κnx} a^′(iκ_n) N∑ j=1 Θ_j (x) κ_n + κ_j u(x) = 2i∂_x N∑ j=1 R_j(x)

ε(x) = i N∑ j=1 Θ_j(x).

V kaqestve primera moßno sosqitat~ 1-solitonnye rexeniØ (tol~ko odna toqka diskretnogo spektra λ_κ = +κ^2). Poluqaem: u(x, t) = − c 2ch^2 (_{√c} 2 (x − ct) ), ε(x, t) = − α ch (_{√c} 2 (x − ct) ), (45)

gde c = 4κ^2, b_1(0) = −1 i α – proizvol~nyæ postoØnnyæ neqetnyæ fflement algebry Grassmanna.

202 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

Faktiqeski ispol~zuØ MOZR, my integriruem s-KdF putem neØvnoæ zameny peremennyh u(x), ε(x) → s(0) (dannye rasseØniØ). V novyh peremennyh uravneniØ dvißeniØ ṡ = F (s) est~ trivial~no integriruemye differencial~nye uravneniØ. Obrawenie zameny s(t) → ε(x, t), u(x, t) qerez integral~nye uravneniØ (43), (44) s uqetom ffvol¸cii dannyh rasseØniØ daet rexenie s-KdF. Takim obrazom, shema rexeniØ zadaqi Koxi takova([6–8]): ε(x, 0), u(x, 0)^I→ s(0)^{II}→ s(t)^{III}→ u(x, t), ε(x, t). To est~ na pervom fftape my vmesto u(x, 0), ε(x, 0) poluqaem dve funkcii ρ(k), r(k) na poluosi (v silu togo, qto r(k) = v(−k),

ρ(k) = ρ(−k)) i nabory {iκ_j}, {γ_j}, {b_j}. Dalee vkl¸qaem dina-

miku γ̇(t) = −4ik^3γ(t) b(t) = −8ik^3b(t) ȧ(t) = 0.

I na tret~em xage vosstanavlivaem potencial, ispol~zuØ uravneniØ (43), (44).

3. Priloßenie 3.1. Algebra Grassmana.

Opredelenie ([13, 14]). Koneqnoæ algebroæ Grassmana Λ(n) po-

rØdka n nazyvaetsØ algebra s n generatorami: 1, Θ_1, . . . , Θ_n, udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm Θ_iΘ_j + Θ_j Θ_i = 0. �lement fftoæ algebry nazyvaetsØ qetnym (neqetnym), esli v razloßenii fftogo fflementa η = ∑ m≥0 ∑ i1<···<i_m η_{i1...im} Θ^{i1} . . . Θ^{im} kaßdoe qislo m qetno (neqetno). Kak vektornoe prostranstvo Λ(n) = Λ(n)_0 ⊕ Λ(n)_1, gde Λ(n)_0 – lineænoe prostranstvo qetnyh fflementov, a Λ(n)_1 – lineænoe prostranstvo neqetnyh fflementov.

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 203

3.2. Superalgebra Li osp (1|2).

Opredelenie ([13, 14]). Superalgebroæ Li, ili po drugoæ termi-

nologii Z_2-graduirovannoæ algebroæ Li, nazyvaetsØ vewestvennoe ili kompleksnoe Z_2-graduirovannoe lineænoe prostranstvo s fiksirovannoæ qetnost~¸ α : G → Z_2, takoæ, qto G = G_0 ⊕ G_1, gde α(G_0) = 0, α(G_1) = 1, v kotorom opredelena bilineænaØ operaciØ [x, y], priqem dlØ odnorodnyh fflementov(ime¸tsØ v vidu fflementy, leßawie ili v G_0 ili v G_1) spravedlivy toßdestva:

α([x, y]) = α(x) + α(y) (46)

[x, y] = (−1)^{α(x)α(y)+1}[y, x], (47) [x, [y, z]](−1)^{α(x)α(z)} + [z, [x, y]](−1)^{α(z)α(y)} + [y, [z, x]](−1)^{α(y)α(x)} = 0. (48)

V kaqestve primera rassmotrim superalgebru osp (1|2):

[h, X^±] = ±2X^± [h, v^±] = ±v^± [X^+ , X^−] = h

[v^+, v^−] = −h [X^±, v^∓] = v^± [v^±, v^±] = ±2X^±

v^± – neqetnye; h, X^± – qetnye.

MatriqnaØ realizaciØ: h = 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 , v_− = 0 0 0 −1 0 0 0 1 0

, v_+ =

0 1 0 0 0 1 0 0 0

X^+ =

0 0 1 0 0 0 0 0 0 , X^− = 0 0 0 0 0 0 1 0 0 . 3.3. Supergruppy. Supergruppa osp (1|2).

Qtoby postroit~ supergruppu po superalgebre, nado rassmatrivat~ ffksponencial~noe otobraßenie, kak i v obyqnom sluqae. Tol~ko kaßdomu fflementu (generatoru) superalgebry nußno sopostavit~ fflement Grassmanovoæ algebry odinakovoæ s nim qetnosti (qtoby obwee vyraßenie – pokazatel~ ffksponenty, byl qetnym).

Primer. Gruppa Osp(1|2) ([13, 14]).

204 P. P. KULIX, A. M. CE`TLIN

�tu gruppu obrazu¸t matricy (v opredelØ¸wem predstavlenii) takogo vida: u = a α b β f δ c γ d , priqem uJu^{st} = J, gde J = 0 0 1 0 1 0 −1 0 0 , a u^{st} = a −β c α f γ b −δ d , – supertransponirovannaØ matrica. Supersled matricy u opredelØetsØ f − a − d = stru. Ime¸tsØ svoæstva:

str (M N ) = (−1)^{α(M )α(N )}str (N M )

str (M + N ) = str M + str N

str (M^{st}) = str M.

3.4. Ispol~zuemye v tekste oboznaqeniØ.

DlØ udobstva vybrany sledu¸wie oboznaqeniØ: esli ne ogovoreno protivnoe, to greqeskie bukvy oboznaqa¸t neqetnye fflementy algebry Grassmana, a latinskie – qetnye.

Literatura

1. A. G. Reæman, M. A. Semenov-TØn-Xanskiæ, Teoretiko-gruppovye metody v teorii koneqnomernyh integriruemyh sistem. — Itogi nauki i tehniki. VINITI. Sovr. probl. mat.: Fundam. napravleniØ, 16 (1987).

2. L. Feher, J. Harnad, I. Marshall, Generalized Drinfeld-Sokolov reductions and KdV type hierarchies. Preprint: hep-th/9210037.

3. J. E. Marsden, T. S. Ratiu, Introduction to Mechanics and Symmetry. Springer- Verlag (1999).

4. P. P. Kulix, Analog uravneniØ Kortevega-de Friza dlØ superkonformnoæ algebry. — Zap. nauqn. semin. LOMI 155 (1986), 142–149, J. Sov. Math., 46, No. 1, 111 (1989).

5. B. Kupershmidt, A super Korteweg-de Vries equation:An integrable system. — Phys. Lett. A 102, 213–215 (1984).

6. M. J. Ablowitz, P. A. Clarkson, Solitons,Nonlinear Evolution Equations and Inverse Scattering. CUP (1991).

TEORETIKO–GRUPPOVA˚ STRUKTURA 205

7. L. D. Faddeev, L. A. Takhtajan, Hamiltonian Methods in the Theory of Solitons.

Springer-Verlag (1987).

8. V. E. Zaharov, S. V. Manakov, S. P. Novikov, L. P. Pitaevskiæ, TeoriØ solitonov. Metod obratnoæ zadaqi. Nauka, M. (1980).

9. P. Mathieu, Open problems for the super-KdV equations. Preprint: math-ph/ 0005007.

10. P. Mathieu, Representations of the so(N) and u(N) superconformal algebras via Miura transformations. — Phys. Lett. B218, 185–190 (1989).

11. T. Inami, H. Kanno, Lie Superalgebraic Approach to Super Toda Lattice and Generaliized Super KdV Equations. — Commun. Math. Phys. 136, 519–542 (1991).

12. V. G. Drinfel~d, V. V. Sokolov, UravneniØ tipa Kortevega-de Friza i prostye algebry Li. — DAN SSSR 258, No. 1 (1981), 11–16.

13. F. A. Berezin, Vvedenie v algebru i analiz s antikommutiru¸wimi peremennymi. Izd. MGU, M. (1983).

14. L. Frappat, P. Sorba, A. Sciarrino, Dictionary on Lie Superalgebras. Preprint, hep-th/9607161.

Kulish P. P., Zeitlin A. M. Group-theoretical structure and inverse scattering method for super-KdV equation.

Using group-theoretical approach to the inverse scattering method the super-Korteveg-de Vries equation is obtained by application of the Drinfeld–Sokolov reduction to osp(1|2) loop super-algebra. The direct and inverse scattering problems are discussed for the corresponding Lax pair.

Postupilo 15 sentØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet