Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

A. Verewagin, V. Verewagin, K. Semenov-TØn-Xanskiæ

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA V �FFEKTIVNYH TEORI˚H

1. Vvedenie

V nastoØwee vremØ izvestny dva raznyh podhoda k postroeni¸ relØtivistskoæ kvantovoæ teorii, sposobnoæ opisyvat~ processy rasseØniØ i roßdeniØ qastic. Pervyæ – kanoniqeskiæ – sostoit v fiksacii nabora (fundamental~nyh) poleæ i lagranßiana v sootvetstvii s opredelennymi trebovaniØmi (lokal~nost~, ffrmitovost~, simmetriØ, perenormiruemost~ i t.p.) i posledu- ¸wem vypolnenii procedury kanoniqeskogo kvantovaniØ, pozvolØ¸weæ postroit~ fokovskoe prostranstvo asimptotiqeskih sostoØniæ i naæti funkcii Grina i S-matricu.

Vtoroæ podhod, predloßennyæ v rabotah [1] (uslovno nazovem ego S-matriqnym), menee izvesten i praktiqeski ne obsußdaetsØ v literature (sm., odnako, [2], [3] i glavy 2–5 pervogo toma nedavno vyxedxeæ monografii avtora podhoda S. Veænberga [4]). V fftom podhode struktura fokovskogo prostranstva asimptotiqeskih sostoØniæ postuliruetsØ iznaqal~no, a operatory polØ stroØtsØ v sootvetstvii s gruppovymi svoæstvami sootvetstvu- ¸wih odnoqastiqnyh sostoØniæ. Gamil~tonian sistemy, zavisØwiæ tol~ko ot postroennyh poleæ, takße postuliruetsØ (kak operator v kartine vzaimodeæstviØ), a fflementy S-matricy vyqislØ¸tsØ po formule Daæsona (f, i – koneqnoe i naqal~noe sostoØniØ, sootvetstvenno): S_{fi} = ⟨f|T_W exp { −i ∫ H_{int}dx } | i⟩. (1) Simvol T_W v fftoæ formule oznaqaet Vikovo (Øvno kovariantnoe) T -proizvedenie; pri fftom nekovariantnye qleny v gamil~tonia-

Rabota podderßana grantami INTAS (2000 g., proekt 587), RFFI (01- 02-17152), Ministerstva obrazovaniØ Rossii (E00-3.3-208) programmoæ “Universitety Rossii” (UR.02.01.001) i Meltzers Høyskolefond, Studentpros-

jektstipend 2002. 78

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 79 ne i v propagatorah dolßny byt~ otbroxeny (sm. [4]). V sluqae obsußdaemyh niße ffffektivnyh teoriæ ffto ne vnosit nikakih neopredelennosteæ.

Kaßdyæ iz podhodov imeet svoi dostoinstva i nedostatki; sravnitel~nyæ analiz, odnako, ne ØvlØetsØ cel~¸ naxeæ raboty. My ispol~zuem S-matriqnyæ podhod prosto potomu, qto kanoniqeskoe kvantovanie teoriæ s lagranßianami, soderßawimi vysokie (vtoraØ i vyxe) stepeni (pervyh) proizvodnyh polØ po vremeni – zadaqa, rexenie kotoroæ v nastoØwee vremØ neizvestno. �ffektivnye ße teorii, ØvlØ¸wiesØ predmetom naxih issledovaniæ, po samomu principu svoego postroeniØ soderßat vse stepeni pervyh (a ravno i vysxih) proizvodnyh polØ.

My pol~zuemsØ (qut~ utoqnennym) opredeleniem ffffektivnoæ teorii, dannym v [5]: teoriØ nazyvaetsØ ffffektivnoæ, esli gamil~tonian vzaimodeæstviØ (v kartine vzaimodeæstviØ) soderßit vse qleny, dopustimye v ramkah rassmatrivaemoæ algebraiqeskoæ simmetrii. V operatornom smysle ffta konstrukciØ ne ØvlØetsØ horoxo opredelennoæ. Nas, odnako, budut interesovat~ lix~ fflementy S-matricy, vyqislØemye (tol~ko na poverhnosti mass!) po teorii vozmuweniæ, osnovannoæ na formule (1). V rabotah [6], [7] pokazano, qto dlØ fftih ob¨ektov moßno sformulirovat~ prostye usloviØ korrektnosti vyraßeniæ, naædennyh v dannom porØdke po qislu petel~; v sluqae nulevogo porØdka (drevesnye grafy) perenormirovannoæ teorii vozmuweniæ ffti usloviØ da¸t razumnye ograniqeniØ na veliqiny fiziqeskih parametrov teorii.

�ffektivnye teorii – po samomu principu svoego postroeniØ – oblada¸t svoæstvom mul~tiplikativnoæ renormiruemosti (pri uslovii otsutstviØ anomaliæ). V tradicionnyh kursah teorii perenormirovok (sm., naprimer, [8]) oni, odnako, ne rassmatriva¸tsØ. Priqina v tom, qto dlØ fiksacii takih teoriæ trebuetsØ zadanie beskoneqnogo nabora renormirovoqnyh predpisaniæ, qto nereal~no, esli net rukovodØwego principa, ograniqiva¸wego svobodu fftogo xaga. Predvaritel~nye rezul~taty naxih issledovaniæ (sm. [6], [7]) pokazyva¸t, qto rol~ takogo principa mogut igrat~ ograniqeniØ tipa analitiqnosti, vpolne estestvennye s toqki zreniØ korrektnosti shemy teorii vozmuweniæ. V qastnosti, usloviØ butstrapa (xiroko obsußdavxiesØ v svØzi s dual~nymi modelØmi – sm. [9]) moßno poluqit~ iz

80 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` sformulirovannyh sootvetstvu¸wim obrazom trebovaniæ meromorfnosti i polinomial~noæ ograniqennosti amplitud drevesnogo urovnØ, postroennyh v ramkah perenormirovannoæ teorii vozmuweniæ.

V dannoæ rabote my na prostyh primerah ill¸striruem tehniku poluqeniØ uravneniæ butstrapa iz usloviæ meromorfnosti i polinomial~noæ ograniqennosti funkcii dvuh kompleksnyh peremennyh v razliqnyh oblastØh. Odnako, preßde qem pristupat~ k analizu primerov, sleduet hotØ by v obwih qertah poØsnit~, poqemu imenno ffti trebovaniØ, avtomatiqeski vypolnØ¸wiesØ v obyqnyh teoriØh, okazyva¸tsØ konstruktivnymi v sheme ffffektivnoæ teorii polØ. Sledu¸wie tri razdela kak raz i slußat fftoæ celi.

2. Predvaritel~nye zameqaniØ

Napomnim opredeleniØ nekotoryh ponØtiæ i terminov, vstreqa¸wihsØ v tekste. My utoqnØem opredeleniØ, privedennye v [4], i vvodim ponØtie minimal~noæ parametrizacii ffffektivnoæ teorii. Smysl vvedeniØ fftih ponØtiæ sostoit v tom, qto oni udobny pri rabote s matriqnymi fflementami (na poverhnosti mass!) v terminah kompleksnogo analiza.

Podqerknem, qto vs¸du v dal~neæxem predpolagaetsØ, qto massy qastic so spinom J > 1/2 otliqny ot nulØ. �to predpoloßenie nosit qisto tehniqeskiæ harakter, no v nastoØwee vremØ my ne moßem ot nego otkazat~sØ. Pri opisanii sil~nyh vzaimodeæstviæ adronov ono ne ØvlØetsØ ograniqeniem.

Nesuwestvennymi^1 parametrami porØdka L nazyva¸tsØ takie kombinacii konstant svØzi, kotorye ne poØvlØ¸tsØ v vyraßeni- Øh dlØ fflementov (perenormirovannoæ) S-matricy v L-petlevom priblißenii. �ti kombinacii poØvlØ¸tsØ v vyraßeniØh dlØ funkciæ Grina, no sootvetstvu¸wie vklady obrawa¸tsØ v nul~ posle perenormirovki, vyhoda na massovu¸ poverhnost~ i umnoßeniØ na volnovye funkcii. Primerom nesuwestvennogo parametra moßet slußit~ konstanta, fiksiru¸waØ kalibrovku v perenormiruemyh vektornyh modelØh. Ewe odin primer – konstanta perenormirovki volnovoæ funkcii [4].

Suwestvennymi^2 parametrami L-go porØdka nazyva¸tsØ vse

1V angliæskoæ literature – redundant 2V angliæskoæ literature – essential

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 81 nezavisimye kombinacii konstant svØzi, figuriru¸wie v vyraßeniØh dlØ perenormirovannyh matriqnyh fflementov L-go porØdka petlevogo razloßeniØ.

Rassmotrim teper~ fflementarnu¸ (toqeqnu¸) verxinu s n hvostami, nesuwimi impul~sy p_1, p_2, . . . , p_n. V obwem sluqae ona predstavima v vide

V (p_1, . . . , p_n) = M+N∑ a=1 T^{(a)}F_a, (2)

gde {T^{(a)}} – polnyæ nabor nezavisimyh tenzornyh struktur (M iz kotoryh – minimal~nye, a N – neminimal~nye; sm. opredeleniØ niße), a F_a – funkcii invariantnyh kinematiqeskih peremennyh (polnoe qislo peremennyh ravno 3 pri n = 3 i 4n − 10 pri n > 3; my rabotaem v prostranstve razmernosti D = 3 + 1). �ti peremennye udobno vybrat~ sledu¸wim obrazom: [π, ν] ≡ [π_1, . . . , π_n; ν_1, . . . , ν_{3n−10}], (3) gde π_i ≡ p^2_i − m^2_i ; (4)

konkretnyæ vybor ostal~nyh 3n − 10 peremennyh ν_i (nezavisimye lineænye kombinacii skalØrnyh proizvedeniæ impul~sov) seæqas nesuwestven.

Verxina (2) – odin iz fflementov sistemy pravil Feænmana rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ teorii; ona opisyvaet sovokupnyæ vklad teh qlenov gamil~toniana, kotorye postroeny iz n polevyh operatorov. Netrudno ponØt~, qto funkcii F_a ime¸t vid (formal~nyh) rØdov po peremennym (3); kofffficientami slußat kombinacii konstant svØzi. Obsußdenie usloviæ shodimosti fftih rØdov bylo by preßdevremennym. My stremimsØ k poluqeni¸ horoxo opredelennyh vyraßeniæ dlØ fflementov S-matricy dannogo porØdka; ffti vyraßeniØ poluqa¸tsØ putem uqeta vkladov vseh n-hvostyh grafikov, a ne odnoæ lix~ verxiny (2). Pofftomu v dal~neæxem my budem svobodno operirovat~ s kaßdym otdel~nym tipom grafikov, ne zabotØs~ o korrektnosti operaciæ. Korrektnost~ ße rezul~tiru¸wih formul budet predmetom naxeæ zaboty.

Vklad verxiny (2) v matriqnyæ fflement, opisyva¸wiæ process s n vnexnimi qasticami, poluqaetsØ putem perehoda na

82 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` poverhnost~ mass π_i = 0, (i = 1, . . . , n) i umnoßeniØ na sootvetstvu¸wie volnovye funkcii. Takim obrazom, te kombinacii konstant svØzi, kotorye obrazovyvali kofffficienty pri nenulevyh stepenØh π_i v rØdah dlØ F_a, ne poØvlØ¸tsØ v vyraßenii dlØ vklada v fflement S-matricy, sootvetstvu¸wiæ rassmatrivaemoæ toqeqnoæ verxine. �to utverßdenie verno takße i v otnoxenii teh kombinaciæ konstant svØzi, kotorye figuriru¸t v vyraßeniØh dlØ F_a, stoØwih pri tenzornyh strukturah, da¸- wih nol~ pri vyhode na poverhnost~ mass i umnoßenii na volnovye funkcii (ffti struktury my nazyvaem neminimal~nymi). Netrudno ponØt~, qto skazannoe verno takße i v otnoxenii verxin s proizvol~nym qislom ¡uxeæ¿ (samozamknutyh liniæ) i ¡golovastikov¿ (liniØ, naqina¸waØsØ v verxine i konqa¸waØsØ odnim ¡uhom¿ ili neskol~kimi). Takie verxiny my otnosim k tipu toqeqnyh.

Itak, posle vyhoda na poverhnost~ mass vseh qastic i umnoßeniØ na sootvetstvu¸wie volnovye funkcii, verxina (2) prinimaet vid

V (p_1, . . . , p_n) on shell= M∑ a=1 T^{(a)}F_a(π = 0, ν), (5)

gde v nabore T^{(a)} (a = 1, . . . , M ) prisutstvu¸t vse minimal~nye tenzornye struktury i net ni odnoæ iz neminimal~nyh.

Nazovem lini¸ p_k verxiny V (p_1, . . . , p_n) minimal~noæ, esli vyhod na massovu¸ poverhnost~ k-oæ qasticy π_k = 0 i umnoßenie na volnovu¸ funkci¸ u(p_k) ne menØet Øvnogo vida vyraßeniØ (2). Nazovem verxinu V (p_1, . . . , p_n) minimal~noæ, esli vse ee linii minimal~ny. Minimal~naØ verxina vsegda moßet byt~ predstavlena v vide (5). Nakonec, nazovem propagator qasticy s massoæ m i spinom J minimal~nym, esli ego qislitel~ est~ sootvetstvu¸waØ spinovaØ summa, zapisannaØ v Lorencinvariantnoæ forme (pri uslovii q^2 = m^2!) i ponimaemaØ kak funkciØ qetyreh nezavisimyh komponent impul~sa^3.

L¸boæ S-matriqnyæ graf ffffektivnoæ teorii vsegda moßno perepisat~ v terminah minimal~nyh fflementov: verxin (razliqnyh porØdkov) i propagatorov (sm. [10]; polnoe dokazatel~- stvo budet opublikovano otdel~no). �to oznaqaet, qto polnyæ

3Imenno v fftom punkte naxe predpoloßenie ob otsutstvii bezmassovyh qastic spina J > 1/2 okazyvaetsØ suwestvennym.

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 83 nabor suwestvennyh parametrov teorii isqerpyvaetsØ massami i kombinaciØmi konstant svØzi, zada¸wimi minimal~nu¸ parametrizaci¸ verxin razliqnyh porØdkov^4. Takim obrazom, dlØ poluqeniØ koneqnoæ S-matricy dostatoqno zadat~ tol~ko te perenormirovoqnye predpisaniØ, kotorye fiksiru¸t koneqnye qasti minimal~nyh parametrov. Rezul~taty rabot [6], [7] pokazyva¸t, odnako, qto i fftot nabor predpisaniæ izbytoqen: neobhodimost~ sobl¸deniØ ograniqeniæ butstrapa (sm. niße) oznaqaet, qto lix~ qast~ minimal~nyh parametrov moßet rassmatrivat~sØ kak nabor nezavisimyh konstant teorii, podleßawih fiksacii s pomow~¸ perenormirovoqnyh predpisaniæ. �to oznaqaet, qto vozmoßny dva (ffkvivalentnyh) sposoba zadaniØ poslednih. Pervyæ sostoit v nahoßdenii Øvnogo rexeniØ usloviæ butstrapa^5 i, tem samym, v Øvnom vydelenii polnogo nabora nezavisimyh parametrov, dlØ koih i sleduet zadat~ perenormirovoqnye predpisaniØ. Vtoroæ sposob sostoit v proizvol~nom zadanii nabora predpisaniæ dlØ vseh minimal~nyh parametrov i privleqenii uravneniæ butstrapa v kaqestve obØzatel~nyh ograniqeniæ na dopustimu¸ strukturu fftogo nabora. My ispol~zuem vtoroæ sposob (prosto potomu, qto ne moßem ukazat~ Øvnogo rexeniØ usloviæ butstrapa), i potomu prokommentiruem ego podrobneæ.

Perenormirovoqnye predpisaniØ, nezavisimo ot Øvnoæ formy ih zadaniØ, dolßny udovletvorØt~sØ v l¸bom fiksirovannom porØdke. V qastnosti, oni dolßny byt~ verny i v nizxem (drevesnom) porØdke. �to oznaqaet, qto l¸boe sootnoxenie meßdu minimal~nymi parametrami nulevogo urovnØ (a v ramkah perenormirovannoæ teorii vozmuweniæ ffto est~ svØz~ meßdu fiziqeskimi znaqeniØmi parametrov!) sleduet ponimat~ kak sootnoxenie meßdu dopustimymi predpisaniØmi. Inymi slovami, esli meßdu minimal~nymi parametrami nulevogo urovnØ dolßny byt~ kakie-libo zavisimosti (a ffto imenno ta situaciØ, kotoraØ imeet mesto v matematiqeski osmyslennyh sluqaØh), to renormirovoqnye predpisaniØ nel~zØ zadavat~ proizvol~- no. �to utverßdenie bylo by banal~nym, esli by obsußdalis~

4RazumeetsØ, Øvnye vyraßeniØ minimal~nyh parametrov v terminah konstant svØzi zavisØt ot porØdka.

5Takovoe, nesomnenno, suwestvuet, ibo izvestny qastnye sluqai – obyqnye perenormiruemye teorii.

84 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` svØzi, obuslovlennye tem ili inym simmetriænym (gruppovym) ograniqeniem. V sluqae ße ffffektivnyh teoriæ my vstreqaemsØ s situacieæ, kogda svØzi meßdu parametrami (uravneniØ butstrapa) voznika¸t iz trebovaniæ lokalizuemosti, rassmatrivaemyh v sledu¸wem razdele.

3. Lokalizuemye ffffektivnye teorii

V sluqae obyqnyh perenormiruemyh teoriæ predstavlenie (1) dlØ S-matricy, ponimaemoe kak razloßenie po qislu petel~, poqlenno vpolne opredeleno (regulØrizaciØ podrazumevaetsØ). Vopros o shodimosti razloßeniØ v celom ostaetsØ otkrytym, no ffto ne mexaet rabote v l¸bom koneqnom porØdke. V sluqae ße ffffektivnyh teoriæ situaciØ ne takova. Prisutstvie v gamil~- toniane qlenov s proizvodnymi skol~ ugodno vysokogo porØdka privodit k vozniknoveni¸ beskoneqnyh rØdov v formulah dlØ matriqnyh fflementov uße na drevesnom urovne. Inymi slovami, v dannom sluqae gamil~tonian ne ØvlØetsØ lokal~nym operatorom, i rabota s nim trebuet izvestnoæ ostoroßnosti. Pofftomu imeet smysl srazu ße ograniqit~ klass ffffektivnyh teoriæ, s kotorymi my budem rabotat~ v dal~neæxem.

My budem rassmatrivat~ tol~ko gamil~toniany, prinadleßawie k tipu lokalizuemyh. Intuitivnoe predstavlenie o lokalizuemosti daet primer iz fflektrostatiki. Gamil~tonian vzaimodeæstviØ toqeqnogo zarØda s ob¨emnym nelokalen; on, odnako, moßet byt~ lokalizovan (perepisan v vide beskoneqnogo rØda lokal~nyh qlenov) s pomow~¸ mul~tipol~nogo razloßeniØ. Spisok trebovaniæ, pred¨ØvlØemyh k lokalizuemym gamil~tonianam, moßno kratko sformulirovat~ v neØvnoæ forme. ˚vnoe pereqislenie zanØlo by slixkom mnogo mesta, ne sposobstvuØ luqxemu ponimani¸ osnovnoæ idei, kotoraØ podskazana izvestnoæ iz nerelØtivistskoæ kvantovoæ mehaniki konstrukcieæ metoda kvaziqastic, predloßennogo v cikle rabot [11].

Itak, my nazovem gamil~tonian lokalizuemym, esli formal~no opredelØemye im amplitudy drevesnogo urovnØ mogut byt~ vosproizvedeny v ramkah horoxo opredelennogo drevesnogo priblißeniØ rasxirennoæ ffffektivnoæ teorii, soderßaweæ dopolnitel~- nye polØ, sootvetstvu¸wie qasticam s massami M_i, nestabil~- nym otnositel~no raspada na sostoØniØ ishodnoæ teorii.

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 85 Vaßnoe zameqanie: v uslovii nestabil~nosti

M_i ≥ m + μ (6)

malym bukvam sootvetstvu¸t fiziqeskie massy qastic ishodnoæ teorii, t.e. massy asimptotiqeskih sostoØniæ – imenno oni figuriru¸t v gamil~toniane (sm. [4]). Veliqiny ße M_i ime¸t smysl massovyh parametrov v rasxirennom gamil~toniane; oni opredelØ¸t pol¸sy zatravoqnyh propagatorov, i ih traktovka zavisit ot primenØemoæ shemy perenormirovki (sm. [12], [13]). Podrobnoe obsußdenie fftogo voprosa vyhodit za ramki dannoæ stat~i. My ispol~zuem termin ¡massa¿ v oboih sluqaØh, poskol~ku ffto ne privodit k nedorazumeni¸.

Slova ¡horoxo opredelennye¿ sleduet ponimat~ v tom smysle, qto formal~nye rØdy drevesnogo urovnØ, voznika¸wie v rasxirennoæ teorii, dolßny byt~ summiruemy vo vseæ oblasti opredeleniØ. RØdy ße drevesnogo urovnØ dlØ amplitud ishodnoæ teorii takße dolßny shodit~sØ hotØ by v kakih-to malyh oblastØh D – inaqe sravnenie nevozmoßno. V fftih oblastØh drevesnye priblißeniØ obeih teoriæ dlØ amplitud vseh processov rasseØniØ i roßdeniØ stabil~nyh qastic dolßny sovpadat~ toßdestvenno. Inymi slovami, v sektore stabil~nyh sostoØniæ drevesnoe priblißenie rasxirennoæ teorii est~ niqto inoe kak analitiqeskoe prodolßenie drevesnogo priblißeniØ ishodnoæ. V fftom i sostoit ideØ rasxireniØ. Uslovie (6) neobhodimo dlØ togo, qtoby obespeqit~ sovpadenie asimptotiqeskih sostoØniæ v dvuh teoriØh. V rasxirennoæ teorii petlevye popravki privodØt k nestabil~nosti qastic, opisyvaemyh dopolnitel~nymi polØmi, i prostranstva asimptotiqeskih (stabil~nyh) sosto- Øniæ okazyva¸tsØ odinakovymi. PostroennaØ ße po pravilam Feænmana S-matrica v teorii s nestabil~nymi qasticami, kak izvestno (sm. [14]), ØvlØetsØ unitarnym operatorom imenno na prostranstve stabil~nyh sostoØniæ.

DlØ perevoda slovesnogo opisaniØ lokalizuemyh teoriæ na Øzyk uravneniæ, vyraßa¸wih sootvetstvu¸wie ograniqeniØ na konstanty svØzi, neobhodimo sdelat~ neskol~ko predvaritel~- nyh zameqaniæ.

Trebovanie lokalizuemosti voznikaet kak otraßenie estestvennogo ßelaniØ rabotat~ s rØdami, kaßdyæ qlen kotoryh est~ horowo opredelennaØ funkciØ impul~sov, a obwaØ struk-

86 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` tura avtomatiqeski obespeqivaet sobl¸denie fundamental~- nyh principov kovariantnosti, unitarnosti i priqinnosti Smatricy. V nastoØwee vremØ izvestna edinstvennaØ shema, generiru¸waØ rØdy sootvetstvu¸weæ struktury – ffto shema kvantovoæ teorii polØ s gamil~tonianom, soderßawim koneqnoe qislo lokal~nyh qlenov. Suwestvenno, qto v ramkah fftoæ shemy amplituda l¸bogo processa v drevesnom priblißenii est~ racional~naØ funkciØ kaßdoæ iz parnyh ffnergiæ (pri fiksirovannyh znaqeniØh ostal~nyh peremennyh). Netrudno ponØt~, qto v sluqae teorii s beskoneqnym qislom skalØrnyh poleæ ϕ_i

(i = 1, 2, . . .) s massami m_i i vzaimodeæstviem perenormiruemogo

tipa H_{int} = g_{ijk}ϕ_iϕ_jϕ_k + λ_{ijkl}ϕ_iϕ_jϕ_kϕ_l, nikakih principial~nyh izmeneniæ v sheme kvantovoæ teorii ne trebuetsØ; dostatoqno, qtoby matricy konstant svØzi g_{ijk}, λ_{ijkl} i vektor mass m^2_i udovletvorØli usloviØm, obespeqiva¸wim shodimost~ rØdov v dannom porØdke petlevogo razloßeniØ. Pri vypolnenii fftogo usloviØ drevesnye amplitudy l¸byh processov (a ne tol~ko teh, qto opisyva¸t rasseØnie i roßdenie stabil~- nyh sostoØniæ) budut meromorfnymi funkciØmi kaßdoæ iz parnyh ffnergiæ. Krome togo (sm. [7]), [10] nußno potrebovat~, qtoby pri nulevyh peredannyh impul~sah ffti funkcii byli polinomial~no ograniqeny (v smysle konturnoæ asimptotiki – sm., naprimer, [15]). �to uslovie neobhodimo dlØ togo, qtoby moßno bylo stroit~ petlevye grafiki putem zamykaniØ vnexnih liniæ v sootvetstvu¸wih drevesnyh, ne zabotØs~ pri fftom o porØdke vypolneniØ operaciæ.

V ishodnoæ ffffektivnoæ teorii situaciØ, v principe, niqem ne budet otliqat~sØ ot vyxeopisannoæ, esli analitiqeskie prodolßeniØ rØdov drevesnogo urovnØ iz postulirovannyh v opredelenii oblasteæ shodimosti D okaßutsØ polinomial~no ograniqennymi meromorfnymi funkciØmi (ne proizvol~nymi – sm. niße) kaßdoæ iz parnyh ffnergiæ. Svoæstvo meromorfnosti pozvolØet nadeØt~sØ na to, qto ffti funkcii mogut byt~ vosproizvedeny v ramkah rasxirennoæ ffffektivnoæ teorii, soderßaweæ polØ s podhodØwimi massami. RazumeetsØ, ffto vozmoßno daleko ne vsegda, tak kak ne vsØkaØ meromorfnaØ funkciØ moßet byt~ poluqena kak amplituda drevesnogo urovnØ v sheme kakoæ-libo teorii polØ. Pofftomu trebovaniØ, pred¨ØvlØemye k konstantam

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 87 svØzi lokalizuemyh gamil~tonianov, sleduet ponimat~ kak usloviØ suwestvovaniØ rasxirennoæ ffffektivnoæ teorii samogo obwego vida, pri tom lix~ ograniqenii, qto spektr mass fftoæ teorii dolßen udovletvorØt~ uslovi¸ nestabil~nosti (6). �ti trebovaniØ my nazyvaem usloviØmi analitiqnosti. Ispol~zovanie special~nogo termina opravdano ßelaniem izbeßat~ neobhodimosti podqerkivaniØ formal~nogo razliqiØ gamil~tonianov ishodnoæ i rasxirennoæ teoriæ. RasxirennaØ teoriØ vvoditsØ tol~ko potomu, qto my ne imeem apparata, pozvolØ¸wego rabotat~ vne ramok teorii vozmuweniæ.

Poluqennye iz usloviæ analitiqnosti ograniqeniØ na konstanty svØzi gamil~toniana rasxirennoæ teorii moßno transformirovat~ v iskomye usloviØ lokalizuemosti, ograniqiva¸- wie dopustimyæ nabor konstant ishodnogo gamil~toniana. DlØ fftogo dostatoqno sravnit~ v oblastØh D kofffficienty razloßeniæ amplitud, poluqennyh v ishodnoæ i rasxirennoæ teoriØh.

4. UsloviØ analitiqnosti

Takim obrazom, v pervu¸ oqered~ nußno rassmotret~ rasxirennnu¸ teori¸ i sformulirovat~ usloviØ analitiqnosti. �ta zadaqa sama po sebe dostatoqno sloßna, i my sosredotoqimsØ zdes~ na samom pervom fftape rexeniØ: sformuliruem (neobhodimye) usloviØ analitiqnosti dlØ amplitud binarnyh processov. �tot sluqaæ otnositel~no prost, poskol~ku kinematika polnost~¸ opredelØetsØ dvumØ nezavisimymi peremennymi.

Udobno vvesti tri ffkvivalentnyh nabora: (x, ν_x), x = (s, t, u), (7) gde (s, t, u) – obyqnye peremennye Mandel~xtama, a ν_s = t − u, ν_t = u − s, ν_u = s − t. (8) Formal~no postroennaØ po pravilam Feænmana drevesnaØ amplituda M (s, t, u) proizvol~nogo binarnogo processa s uqastiem skalØrnyh qastic (obobwenie na sluqaæ qastic so spinom ne

88 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` sostavlØet truda) imeet vid rØda: M (s, t, u) = ∞∑ i,j,k=0 a_{ijk}s^it^ju^k + ∑ R_s N_s(s, t, u) s − M^2_R + ∑ R_t N_t(s, t, u) t − M^2_R + ∑ R_u N_u(s, t, u) u − M^2_R , (9)

summirovanie v kotorom vedetsØ po vsem rezonansam R_x (M_R – massa sootvetstvu¸wego rezonansa) kaßdogo iz kanalov, a takße (v pervoæ summe) po vsem nerezonansnym vzaimodeæstviØm. Qisliteli N_x(s, t, u), v svo¸ oqered~, ime¸t vid beskoneqnyh summ N_x(s, t, u) = ∞∑ i,j,k=0 b^{(x)}_{ijk}s^it^j u^k. Qislovye matricy a_{ijk} i b^{(x)}_{ijk} – funkcii konstant svØzi (rasxirennogo) gamil~toniana.

DlØ togo, qtoby rØd (9) imel smysl i mog byt~ ispol~zovan dlØ postroeniØ sledu¸wih porØdkov petlevogo razloßeniØ, on dolßen byt~ summiruem, priqem rezul~tat dolßen byt~ meromorfnoæ funkcieæ kaßdoæ iz peremennyh Mandel~xtama. DlØ obespeqeniØ vozmoßnosti postroeniØ petel~ i provedeniØ perenormirovki neobhodimo^6, qtoby ffta funkciØ (odnoæ kompleksnoæ peremennoæ ν_x) byla polinomial~no ograniqena pri x = 0 i, po nepreryvnosti, v maloæ okrestnosti fftogo znaqeniØ.

Ispol~zuØ opredeleniØ (8), moßno perepisat~ formal~nyæ rØd (9) v treh raznyh formah: M (s, t, u) = ∞∑ i=0 α^{(s)}_i (s)ν^i_s + ∑ R_t ρ^{(st)}(s) (σ − 2M^2_R) − s + ν_s + ∑ R_u ρ^{(su)}(s) (σ − 2M^2_R) − s − ν_s ; (10)

6�to netrudno ponØt~, rassmatrivaØ petlevoæ graf kak integral ot proizvedeniØ propagatora na drevesnyæ graf, vzØtyæ pri nulevom impul~se, peredannom meßdu zamykaemymi hvostami [10].

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 89 M (s, t, u) = ∞∑ i=0 α^{(t)}_i (t)ν^i_t + ∑ R_u ρ^{(tu)}(t) (σ − 2M^2_R) − t + ν_t + ∑ R_s ρ^{(ts)}(t) (σ − 2M^2_R) − t − ν_t ; (11)

M (s, t, u) = ∞∑ i=0 α^{(u)}_i (u)ν^i_u + ∑ R_s ρ^{(us)}(u) (σ − 2M^2_R) − u + ν_u + ∑ R_t ρ^{(ut)}(u) (σ − 2M^2_R) − u − ν_u . (12)

Zdes~ σ – summa kvadratov mass vnexnih qastic. Pravye qasti sootnoxeniæ (10)–(12) zapisany v terminah estestvennyh koordinat sloev B_x{x ∈ R, x ∼ 0; ν_x ∈ C, |ν_x| < ∞} , x = (s, t, u); (13) takaØ forma zapisi udobna dlØ konstruktivnoæ formulirovki usloviæ analitiqnosti. Otmetim, qto kaßdaØ para sloev (13) imeet nepustoe pereseqenie:

D_s = B_t ∩ B_u, D_t = B_u ∩ B_s, D_u = B_s ∩ B_t; (14)

sledovatel~no usloviØ summiruemosti v kaßdom sloe dolßny byt~ vzaimno soglasovany takim obrazom, qtoby v oblasti

R = B_s ∪ B_t ∪ B_u (15)

oni opredelØli edinu¸ meromorfnu¸ funkci¸. UravneniØ butstrapa est~ niqto inoe kak algebraiqeskaØ forma sootvetstvu- ¸wih usloviæ soglasovaniØ.

UqityvaØ privedennye vyxe obwie soobraßeniØ, my formuliruem usloviØ analitiqnosti dlØ amplitud binarnyh processov sledu¸wim obrazom [7], [10]^7. Amplitudy drevesnogo urovnØ dolßny byt~ meromorfnymi funkciØmi kaßdoæ iz parnyh ffnergiæ s_{ij} ∈ C pri proizvol~no fiksirovannom^8 znaqenii vtoroæ nezavisimoæ peremennoæ. V kaßdom iz sloev (13), soderßawem ploskost~ nulevyh znaqeniæ odnogo iz peredannyh impul~sov

7Podqerknem, qto req~ idet tol~ko o skalØrnyh amplitudah (funkcii

F (a) v (5))

8RazumeetsØ, v oblasti opredeleniØ.

90 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI`

x, oni dolßny byt~ polinomial~no ograniqennymi funkciØmi soprØßennoæ peremennoæ ν_x, priqem stepen~ N ograniqiva¸wego polinoma moßet zaviset~ ot kvantovyh qisel, harakterizu¸wih process.

�ta formulirovka usloviØ analitiqnosti moßet pokazat~sØ izlixne usloßnennoæ, osobenno esli uqest~, qto oblast~ (15) – lix~ qast~ kompleksnogo prostranstva peremennyh, opisyva- ¸wih process. My priderßivaemsØ ee po dvum priqinam. Vopervyh, rezul~taty rabot [6], [7] i [10] pokazali, qto ona privodit k razumnym fiziqeskim sledstviØm. Vo-vtoryh, daße v rassmatrivaemom sluqae (binarnye processy) sootvetstvu¸wie sistemy uravneniæ butstrapa dlØ minimal~nyh parametrov rasxirennoæ teorii okazyva¸tsØ qrezvyqaæno sloßnymi; v takoæ situacii popytka sformulirovat~ trebovaniØ bolee obwego haraktera, ne imeØ dostatoqnogo fiziqeskogo i matematiqeskogo obosnovaniØ, moßet privesti k protivoreqi¸.

Horoxu¸ ill¸straci¸ tehniki poluqeniØ uravneniæ butstrapa i ih struktury da¸t primery, rassmotrennye v posledu¸wih razdelah. Odnako preßde, qem pristupit~ k ih rassmotreni¸, my kratko napomnim suwnost~ metoda form Koxi.

5. Formy Koxi

My ispol~zuem izvestnyæ iz kompleksnogo analiza (sm., naprimer, [15]) metod, da¸wiæ predstavlenie polinomial~no ograniqennoæ meromorfnoæ funkcii odnoæ kompleksnoæ peremennoæ v vide ravnomerno shodØwegosØ rØda pol¸snyh vkladov (v dal~neæxem my nazyvaet predstavleniØ fftogo tipa formami Koxi ili Koxi-razloßeniØmi). Vozmoßnost~ raboty v sloe B_x{x ∈ R, x ∈ (a, b); z ∈ C, |z| < ∞} (16) (a ne na ploskosti x = const) dostigaetsØ putem estestvennoæ modifikacii metoda (sm. [6], [7]): vse kofffficienty sqita¸tsØ gladkimi (vewestvenno-analitiqeskimi) funkciØmi parametra x. Preßde vsego sleduet utoqnit~ opredelenie stepeni ograniqennosti – ffto okazyvaetsØ suwestvennym pri rabote s ffffektivnymi teoriØmi. My rasqityvaet na znakomstvo qitatelØ s ponØtiem sistemy konturov C_n, figuriru¸weæ v opredelenii polinomial~noæ ograniqennosti meromorfnyh funkciæ odnoæ

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 91 peremennoæ (sm. [15]). Pri rabote v sloe (16) dopuskaetsØ gladkaØ zavisimost~ fftoæ sistemy ot parametra x. My nazyvaem zadannu¸ v sloe (16) meromorfnu¸ funkci¸ f(x, z) polinomial~no ograniqennoæ stepen~¸ N (ili, koroqe, N -ograniqennoæ), esli N – minimal~noe iz celyh qisel takih, qto pri vseh x ∈ (a, b) |f(x, z)| z^{N+1} | | | |_{z∈Cm}^{m→∞}−→ 0. (17) Forma Koxi pozvolØet predstavit~ N -ograniqennu¸ v sloe (16) funkci¸ f(x, z) v vide ravnomerno shodØwegosØ rØda pol¸snyh vkladov. V naibolee interesnom dlØ naxih celeæ sluqae, kogda vse pol¸sa prostye, i v toqke z = 0 pol¸sa net, ona prinimaet vid: f(x, z) = N∑ n=0 1 n! f^{(n)}(x, 0)z^n + ∞∑ i=1 { r_i(x) z − p_i(x) − h^{(N)}_i (x, z) } . (18)

Zdes~ p_i(x) i r_i(x) – poloßenie i-go pol¸sa i vyqet v nem. Pol¸sa pronumerovany tak, qto |p_i(x)| ≤ |p_{i+1}(x)|, a popravoqnye polinomy h^{(N)}_i (x, z), obespeqiva¸wie shodimost~ rØda, takovy: h^{(N)}_i (x, z) ≡ − r_i(x) p_i(x) N∑ n=0 [ z p_i(x) ]_n ≡ N∑ n=0 h_{i,(n)}(x) z^n (19)

Netrudno pokazat~ [7], qto dlØ funkcii F (x, z), ime¸weæ v sloe (16) predstavlenie (18), verny sootnoxeniØ ¡shlopyvaniØ¿ – rØdy iz popravoqnyh polinomov vysxih stepeneæ M > N shodØtsØ k znaqeni¸ sootvetstvu¸weæ proizvodnoæ: ∞∑ i=1 h_{i,(N+k)}(x) = 1 (N + k)! f^{(N+k)}(x, 0) , x ∈ (a, b) k = 1, 2, . . . . (20) �ti sootnoxeniØ okazyva¸tsØ poleznymi pri rasputyvanii sistem uravneniæ butstrapa; sootvetstvu¸wiæ primer razobran niße.

Predstavlenie (18) – osnovnoæ instrument, ispol~zovannyæ dlØ poluqeniØ uravneniæ butstrapa v rabotah [7], [10].

92 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI`

6. UravneniØ butstrapa: prostoæ primer

DlØ ill¸stracii obweæ shemy, opisannoæ v predyduwih razdelah, rassmotrim prostoæ primer, pozvolØ¸wiæ naglØdno prodemonstrirovat~ sposob poluqeniØ i strukturu uravneniæ butstrapa dlØ parametrov racional~noæ funkcii dvuh peremennyh, ograniqennoæ sootvetstvu¸wimi usloviØmi analitiqnosti. �tot primer horox ewe i tem, qto dopuskaet Øvnoe rexenie i ill¸striruet terminologi¸.

Rassmotrim racional~nu¸ funkci¸ dvuh kompleksnyh peremennyh F (x, y). Potrebuem (ffto analog usloviæ analitiqnosti), qtoby v sloe B_y {x ∈ C; y ∈ R, y ∈ (−η, +η)} (21) ona imela edinstvennyæ pol¸s (po peremennoæ x), a v sloe B_x{y ∈ C; x ∈ R, x ∈ (−ξ, +ξ)} (22) – takße edinstvennyæ pol¸s (po peremennoæ y); asimptotiki v oboih sloØh dolßny byt~ ubyva¸wimi (v terminologii razdela 5 ffta funkciØ dolßna byt~ 0-ograniqennoæ v kaßdom iz sloev). Vopros, na kotoryæ my iwem otvet: kakova struktura nabora minimal~nyh parametrov, harakterizu¸wih fftu funkci¸?

V dannom sluqae minimal~nymi parametrami slußat kofffficienty f_{ij} v razloßenii F (x, y) = ∞∑ i,j=1 f_{ij}x^iy^j ; (23)

postavlennyæ ße vyxe vopros moßno sformulirovat~ konkretnee: skol~ko nezavisimyh kombinaciæ fftih kofffficientov moßno fiksirovat~ proizvol~no i kakovy ffti kombinacii? Ili, v terminah teorii polØ: skol~ko nezavisimyh perenormirovoqnyh predpisaniæ nußno naloßit~ dlØ odnoznaqnoæ fiksacii amplitudy F (x, y), i kakova ØvnaØ forma fftih predpisaniæ?

V sloe (21) F (x, y) moßet byt~ predstavlena v vide F (x, y) = ρ(y) x − π(y) , (x, y) ∈ B_y . (24)

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 93 Funkcii ρ(y) i π(y) sqita¸tsØ gladkimi vblizi naqala koordinat: π(y) = ∑ i=0 π_iy^i, ρ(y) = ∑ i=0 ρ_iy^i. (25)

Analogiqno, v sloe (22): F (x, y) = r(x) y − p(x) , (x, y) ∈ B_y , (26) gde p(x) = ∑ i=0 p_ix^i, r(x) = ∑ i=0 r_ix^i. (27)

V oblasti D_{xy} = B_x ∩ B_y imeem: r(x) y − p(x) = ρ(y) x − π(y) , (x, y) ∈ D_{xy}. (28) Podstaviv (25) i (27) v (28), my poluqaem beskoneqnu¸ sistemu usloviæ dlØ kofffficientov p_k, r_k, π_k, ρ_k:

r_{i+1}π_0 − p_{i+1}ρ_0 = r_i, ρ_{i+1}p_0 − π_{i+1}r_0 = ρ_i, r_{i+1}p_{j+1} = ρ_{i+1}π_{j+1} i, j = 0, 1, . . . . (29) �ta sistema daet primer togo, qto v rabote [7] nazvano uravneniØmi butstrapa. V sluqae razreximosti ona pozvolØet vyrazit~ parametry p_i, r_i v terminah π_i, ρ_i i daet otvet na vopros o vozmoßnosti analitiqeskogo prodolßeniØ iz odnogo sloØ v drugoæ. �to beskoneqnaØ sistema uravneniæ otnositel~no 2 × ∞ (oboznaqenie uslovnoe) neizvestnyh parametrov, neobhodimyh dlØ vosstanovleniØ vida funkcii F (x, y) v sloe (22) po znaqeni- Øm parametrov, zada¸wim ee v sloe (21). Pofftomu poisk rexeniØ ili hotØ by dokazatel~stvo razreximosti – zadaqa qrezvyqaæno sloßnaØ. K sqast~¸, v dannom primere okazyvaetsØ vozmoßnym naæti rexenie v zamknutom vide. �to upraßnenie polezno, ibo ono daet predstavlenie o ¡mownosti¿ ograniqeniæ butstrapa.

PerepisyvaØ uslovie (28) v vide r(x)[x − π(y)] = ρ(y)[y − p(x)], (30)

94 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` dvaßdy differenciruØ ∂^2_{xy} i razdelØØ peremennye, poluqaem r^′(x) p^′(x) = ρ^′(y) π^′(y) ≡ a, (31) gde xtrihi oznaqa¸t differencirovanie po sootvetstvu¸weæ peremennoæ, a a – konstanta razdeleniØ. Iz (31) poluqaem r(x) = ap(x) + b, ρ(y) = aπ(y) + c, (32) gde b i c – novye konstanty. Nakonec, podstavlØØ (32) v (30) i razdelØØ peremennye ewe raz, nahodim p(x) = d − bx c + ax , π(y) = d − cy b + ay , (33)

gde d – ewe odna konstanta razdeleniØ. Formuly (33) vmeste s sootnoxeniØmi (32), (24) i (26) da¸t polnoe rexenie rassmatrivaemoæ zadaqi (netrudno ubedit~sØ, qto iskl¸qitel~- nye sluqai rexeniØ ne da¸t). Vaßnym svoæstvom fftogo rexeniØ ØvlØetsØ tot fakt, qto ono soderßit vsego 4 proizvol~nyh parametra! �to oznaqaet, qto beskoneqnaØ sistema (29) okazyvaetsØ sovmestnoæ togda i tol~ko togda, kogda zadannaØ v sloe (21) funkciØ F (x, y) prinadleßit k qetyrehparametriqeskomu semeæstvu F (x, y) = ad + bc −d + axy + bx + cy ; (34)

lix~ v fftom sluqae suwestvuet analitiqeskoe prodolßenie ee iz B_y v B_x s zadannymi svoæstvami. RazumeetsØ, ffto prodolßenie okazyvaetsØ edinstvennym.

K tomu ße zakl¸qeni¸ moßno pridti putem neposredstvennogo analiza sistemy (29): v dannom prostom primere ffto okazyvaetsØ vozmoßnym. K soßaleni¸, za iskl¸qeniem neskol~kih prosteæxih sluqaev, regulØrnyæ metod rexeniØ beskoneqnyh sistem algebraiqeskih uravneniæ neizvesten.

ImeØ (34), moßno naæti vyraßeniØ minimal~nyh parametrov f_{ij} = f_{ij}(a, b, c, d) v terminah ¡fundamental~nyh konstant¿ (a, b, c, d), vybrat~ iz nih l¸bu¸ qetverku f_k (k = 1, 2, 3, 4),^9 dopuska¸wu¸ obrawenie a = a(f_1, . . . , f_4), . . . , d = d(f_1, . . . , f_4), 9Ili l¸bye qetyre kombinacii

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 95 i proizvol~no fiksirovat~ ¡perenormirovoqnye predpisaniØ¿ dlØ fftoæ qetverki. Perenormirovka ostal~nyh minimal~nyh parametrov dolßna proizvodit~sØ v sootvetstvii s usloviØmi (29).

Takim obrazom, my moßem teper~ otvetit~ na vopros, postavlennyæ v naqale fftogo razdela. DlØ odnoznaqnoæ fiksacii amplitudy F (x, y) dostatoqno naloßit~ qetyre renormirovoqnyh predpisaniØ, fiksiru¸wih ¡fundamental~nye¿ konstanty a, b, c, d. �tot primer daet ob¨Øsnenie ostoroßnosti, s kotoroæ my formulirovali usloviØ analitiqnosti v razdele 4. Esli by my – v dopolnenie k rassmotrennym usloviØm – naloßili ewe odno uslovie analitiqnosti, skaßem, v sloe C_x{y ∈ C; x ∈ R, x ∈ (1 − ξ, 1 + ξ)}, priqem koliqestvo pol¸sov i asimptotiku v fftom sloe zadali by proizvol~no, to (iskl¸qaØ sqastlivu¸ sluqaænost~) my prixli by k protivoreqi¸.

Interesno otmetit~, qto, izmeniv postanovku zadaqi i potrebovav, qtoby v sloe B_x funkciØ F (x, y) po-preßnemu imela odin pol¸s, no asimptotiku tipa konstanty, my poluqim rexenie, takße zavisØwee ot qetyreh parametrov; ffto rexenie, odnako, okaßetsØ odnim iz iskl¸qitel~nyh.

7. Formy Koxi dlØ strunnoæ amplitudy

Primer, rassmotrennyæ v razdele 6, slixkom prost, i tehnika, ispol~zovannaØ dlØ ego rexeniØ, edva li moßet byt~ polezna pri rabote s ffffektivnymi teoriØmi, gde qislo pol¸sov beskoneqno. V dannom razdele my pokaßem, kak, ispol~zuØ tehniku form Koxi, poluqit~ usloviØ butstrapa dlØ funkcii s beskoneqnym qislom pol¸sov. RazumeetsØ, my ne smoßet pred¨Øvit~ Øvnogo rexeniØ fftih usloviæ. Budet, odnako, pokazano, qto daße v tom sluqae, kogda funkciØ F (x, y) zadana Øvno, t.e. vse ee (minimal~nye) parametry izvestny, usloviØ butstrapa mogut slußit~ istoqnikom netrivial~nyh sootnoxeniæ, svØzyva¸wih ffti parametry drug s drugom. Imenno ffto svoæstvo i ispol~zovalos~ v rabotah [7], [10] dlØ poluqeniØ ograniqeniæ na fiziqeskie harakteristiki processov pion-kaonnogo i pion-nuklonnogo rasseØniØ.

96 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` V kaqestve demonstracionnogo primera my vybrali B-funk-ci¸ �ælera (toqnee, tak nazyvaemu¸ amplitudu Lavleæsa [16], otliqa¸wu¸sØ ot nee mnoßitelem). �tot vybor prodiktovan neskol~kimi priqinam. Vo-pervyh, on pozvolØet prosledit~ za detalØmi vyqisleniæ bez osobyh zatrat truda, poskol~ku mnogie formuly dostatoqno xiroko izvestny. Vo-vtoryh, nesmotrØ na obilie izvestnyh formul summirovaniØ dlØ simvolov Pohgammera, my poluqaem (qrezvyqaæno prostym i fflegantnym sposobom) beskoneqnu¸ seri¸ sootnoxeniæ, vyvod kotoryh tradicionnymi metodami potreboval by znaqitel~nyh usiliæ. V tret~ih, B-funkciØ �ælera igraet osobu¸ rol~ v dual~nyh modelØh i v teorii strun (sm. [9]), pofftomu nax vybor vpolne opravdan s fiziqeskoæ toqki zreniØ. Nakonec, poslednee (no ne po stepeni vaßnosti!) soobraßenie v pol~zu naxego vybora sostoit v tom, qto qislennaØ proverka poluqennyh toßdestv dlØ simvolov Pohgammera pozvolØet kaqestvenno ponØt~ strukturu kriteriev, neobhodimyh dlØ ocenki skorosti shodimosti. �tot punkt okazyvaetsØ ves~ma suwestvennym pri sravnenii razliqnyh teoretiqeskih predskazaniæ (pravil summ) s dannymi ffksperimenta.

Rassmotrim prostu¸ model~ (tipa strunnoæ) amplitudy rasseØniØ, postroennu¸ – v sootvetstvii s ideeæ Veneciano [17] – na osnove B-funkcii i ne soderßaweæ tahionnogo vklada: A(s, t) = (−s − t)B( 1 2 − s, 1 2 − t) = Γ(^1_2 − s)Γ(^1_2 − t) Γ(−s − t) . (35)

Ee harakternye toqki takovy (m, n = 0, 1, 2, . . .): • Nuli: s + t = n.

• Pol¸sa po s (t fiksirovana, s + t ≠ m): s =^1_2 + n.

• Pol¸sa po t (s fiksirovana, s + t ≠ m): t =^1_2 + n. • Tri serii toqek neopredelennosti, nahodØwihsØ na pereseqeniØh liniæ nuleæ s liniØmi pol¸sov po kakoæ-libo peremennoæ. Koordinaty fftih toqek takovy: SeriØ A^{++}: s = +^{2m+1}_2 , t = +^{2n+1}_2 .

SeriØ A^{+−}: s = +^{2m+1}_2 , t = −^{2n+1}_2 , ( m ≥ n). SeriØ A^{−+}: s = −^{2m+1}_2 , t = +^{2n+1}_2 , ( m ≤ n). Rassmotrim povedenie amplitudy A(s, t) v sloØh B_t{t ∈ R, s ∈

C, |s| < ∞} pri t ≠ k + 1/2, gde k – celoe. Edinstvennymi oso-

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 97 bennostØmi amplitudy v takih sloØh ØvlØ¸tsØ pol¸sa po peremennoæ s.

Zametim, qto, naqinaØ s nekotorogo n, meßdu dvumØ pol¸sami A(s, t) vsegda leßit nul~. V kaqestve konturov C_n na kompleksnoæ ploskosti s vyberem sistemu okrußnosteæ s centrom v naqale koordinat, prohodØwih qerez nuli amplitudy. Moßno pokazat~, qto na takoæ sisteme konturov vs¸du, za iskl¸qeniem uzkogo sektora vblizi vewestvennoæ osi A(s, t) imeet asimptotiku redßevskogo tipa (∼ s^12^{+t}). Vblizi vewestvennoæ osi asimptotika reguliruetsØ naliqiem nulØ.

V terminologii razdela 5 v sloØh^{10} B_t{t ∈ (n − 1/2, n + 1/2); n = 0, 1...} amplituda A(s, t) ØvlØetsØ n-ograniqennoæ funkcieæ kompleksnoæ peremennoæ s i vewestvennogo parametra t.

V sloØh B_t{t ∈ (−n − 1/2, −n + 1/2); n = 1, 2...} ona imeet ubyva¸wu¸ asimptotiku.

Vyqety A(s, t) v pol¸sah po s odinakovy vo vseh sloØh B_t, poskol~ku poloßenie pol¸sa ne zavisit ot t. V sluqae, esli rassmatrivaemaØ toqka ne ØvlØetsØ toqkoæ neopredelennosti:

r_n(t) ≡ Res_{s=n+} 1_2

Γ(^1_2 − s)Γ(^1_2 − t) Γ(−s − t) = 1 n! ( 1 2 + t) · · · ( 1 2 + t + n) ≡ 1 n! (t + 1 2 )_{(n+1)},

(36)

gde (t+^1_2 )_{(n+1)} – tak nazyvaemyæ simvol Pohgammera (sdvinutyæ faktorial).

V kaqestve primera postroim Koxi-razloßenie dlØ A(s, t) pri t ∈ (−3/2, −1/2). V fftom sloe A(s, t) rastet ne bystree, qem

s^{0−ϵ}, ϵ > 0, i popravoqnye polinomy ne nußny. Razloßenie ime-

et vid: A(s, t) = ∞∑ n=0 1 n! (t +^1_2 )_{(n+1)}

(s − n −^1_2 ) , t ∈ (−3/2, −1/2). (37) 10Pri obsußdenii primera s B-funkcieæ my ispol~zuem estestvennye sokrawennye oboznaqeniØ sloev.

98 A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` Zametim srazu, qto, poskol~ku pri bol~xih otricatel~nyh t asimptotiqeskiæ reßim stanovitsØ mØgqe, ffto razloßenie verno pri l¸bom t < −1/2, iskl¸qaØ znaqeniØ, sootvetstvu¸wie koordinatam toqek neopredelennosti t = −(2k + 1)/2 (k = 0, 1, . . .), pri kotoryh razloßenie ne imeet smysla^{11}.

V sloe B_t{t ∈ (−^1_2 ,^1_2 )} amplituda A(s, t) imeet rost po s ne bystree lineænogo, i v Koxi-razloßenii neobhodim uqet popravoqnyh polinomov 0−go porØdka. Zdes~ razloßenie imeet vid: A(s, t) = A(0, t) + ∞∑ n=0 1 n! ( (t +^1_2 )_{(n+1)}

s − n −^1_2 + (t +^1_2 )_{(n+1)}

n +^1_2 ) , t ∈ (−1/2, 1/2). (38)

Primenenie apparata form Koxi pozvolØet nam predstavit~ meromorfnu¸ funkci¸ dvuh kompleksnyh peremennyh v vide summy pol¸snyh vkladov po odnoæ peremennoæ, shodØweæsØ ravnomerno po drugoæ peremennoæ. �to dast nam vozmoßnost~ poluqit~ dva vida sootnoxeniæ dlØ funkcii A(s, t): usloviØ shlopyvaniØ lixnih stepeneæ popravoqnogo polinoma pri smene asimptotiqeskogo reßima i uravneniØ butstrapa.

8. UsloviØ shlopyvaniØ i butstrapa dlØ simvolov Pohgammera

UsloviØ shlopyvaniØ na regulØrnu¸ v nule qast~ amplitudy voznika¸t pri perehode iz sloev, v kotoryh amplituda imeet rastuwu¸ asimptotiku, v sloi s bolee mØgkim asimptotiqeskim povedeniem. Razloßenie (38) dlØ A(s, t) v sloe B_t{t ∈ (−1/2, 1/2)} verno i pri t < −1/2. Kogda t peresekaet graniqnoe znaqenie

t = −1/2, qto sootvetstvuet smene asimptotiqeskogo reßima, rØd

popravoqnyh polinomov naqinaet shodit~sØ: ∞∑ n=0 h^{[0]}_n (t) = ∞∑ n=0 1 n! ( (t +^1_2 )_{(n+1)}

n +^1_2 ) = − Γ(^1_2 − t)Γ(^1_2 ) Γ(−t) = −A(0, t), t < − 1 2 , i razloßenie (38) sovpadaet s (37).

11V dal~neæxem my special~no ne ogovarivaem ffto uslovie.

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 99 UravneniØ butstrapa estestvenno voznika¸t iz trebovaniØ, qtoby Koxi-razloßenie v kakom-libo sloe po odnoæ peremennoæ sovpadalo s razloßeniem po drugoæ peremennoæ (t.e. v perpendikulØrnom sloe) tam, gde ffti sloi pereseka¸tsØ. Naprimer, v sloe B_t{t ∈ (−1/2, 1/2)} dlØ amplitudy A(s, t) verno razloßenie (38). Soverxenno analogiqnoe razloßenie moßno napisat~ v sloe B_s{s ∈ (−1/2, 1/2)} : A(s, t) = A(s, 0) + ∞∑ n=0 ( ρ_n(s) t − n −^1_2 + ρ_n(s) n +^1_2 ) , (39)

gde ρ_n(s) ≡^1_{n!} (s +^1_2 )_{(n+1)}. �ti dva razloßeniØ dolßny sovpadat~ vnutri kvadrata, obrazovannogo pereseqeniem dvuh sloev. Sledovatel~no, v oblasti (s ∼ 0, t ∼ 0) dolßno vypolnØt~sØ uslovie:

A(0, t) = A(s, 0) + ∞∑ n=0 ( ρ_n(s) t − n −^1_2 + ρ_n(s) n +^1_2 )

− ∞∑ n=0 ( r_n(t) s − n −^1_2 + r_n(t) n +^1_2 ) ≡ A(s, 0) + Ψ(s, t). (40)

V nekotoroæ okrestnosti toqki (0,0) funkciØ Ψ(s, t) ØvlØetsØ analitiqeskoæ, tak kak sootvetstvu¸wie rØdy shodØtsØ ravnomerno; ona polnost~¸ opredelØetsØ kofffficientami svoego rØda Teælora v fftoæ toqke. Prodifferenciruem obe qasti ravenstva (40) po t: ∂A(0, t) ∂t = ∂Ψ(s, t) ∂t , (s ∼ 0, t ∼ 0) V levoæ qasti fftogo ravenstva stoit funkciØ tol~ko odnoæ peremennoæ t, ffto znaqit qto zavisimost~ funkcii^{∂Ψ(s,t)}_{∂t} ot vtoroæ peremennoæ ØvlØetsØ qisto fiktivnoæ. VyqislØØ pravu¸ qast~ fftogo ravenstva, my moßem prisvoit~ s l¸boe znaqenie iz oblasti s ∼ 0. �to pozvolØet opredelit~ regulØrnu¸ v nule qast~ amplitudy s toqnost~¸ do odnoæ proizvol~noæ postoØnnoæ A(0, 0).

�ti soobraßeniØ pozvolØ¸t nam perepisat~ (40) v vide dvuh usloviæ na regulØrnye v nule qasti amplitudy i beskoneqnoæ sistemy usloviæ soglasovaniØ: ∂A(0, t) ∂t = ∂Ψ(s, t) ∂t | |_{s=0}, (t ∼ 0) (41)

100A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` ∂A(s, 0) ∂s = − ∂Ψ(s, t) ∂s | |_{t=0}, (s ∼ 0) (42)

∂^{k+p+2} ∂s^{k+1}∂t^{p+1} Ψ(s, t) | |_{s=0,t=0} = 0, ∀k, p ∈ N. (43) UsloviØ soglasovaniØ ØvlØ¸tsØ vyraßeniem togo, qto v okrestnosti toqki (0, 0) proizvodnaØ ot Ψ(s, t) po kakoæ-libo peremennoæ ne zavisit ot kross-soprØßennoæ peremennoæ.

Zametim, qto v dannom primere polnaØ simmetriØ meßdu peremennymi s i t pozvolØet nam ograniqitsØ rassmotreniem usloviæ soglasovaniØ s k > p.

Podobnye sistemy usloviæ i nosØt nazvanie uravneniæ butstrapa. Oni predstavlØet soboæ netrivial~nye sootnoxeniØ dlØ rezonansnyh parametrov funkcii (poloßeniæ pol¸sov i znaqeniæ vyqetov v nih). V rassmatrivaemom nami primere poloßenie pol¸sov ne zavisit ot kross-kanal~noæ peremennoæ. V fftom sluqae iz sistemy uravneniæ butstrapa voznika¸t sootnoxeniØ dlØ znaqeniæ vyqetov v pol¸sah (simvolov Pohgammera).

Rassmotrim v kaqestve primera toßdestvo dlØ simvolov Pohgammera, voznika¸wee iz (43) pri k = 1, p = 0: {_∞ ∑ n=0 (−1) ρ^{(2)}_n (s)

(t − n −^1_2 )^2 − ∞∑ n=0 (−1)^2 2! r^{(1)}_n (s)

(s − n −^1_2 )^3 } s=0,t=0 = 0. (44)

Netrudno pokazat~, qto dlØ proizvodnoæ proizvol~nogo porØdka ot vyqeta verny vyraßeniØ

r^{(p)}_n (t) = 0, (p > n + 1);

r^{(p)}_n (t) = n∑ i1=0 i1−1∑

i2=0 . . . . i_p�1−1 ∑ i_p =0 i1>i2...>i_p

p! r_n(t) (^1_2 + i_1 + t) . . . (^1_2 + i_p + t) , p ≤ n + 1,

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 101 pozvolØ¸wie predstavit~ (44) v sledu¸wem vide: ∞∑ n=0 { 1 (n +^1_2 )^3 n∑ i1=0 1 n! (^1_2 )_{(n+1)}

(^1_2 + i_1) }

− ∞∑ n=1 1 (n +^1_2 )^2 n∑ j1=0 j1−1∑

j2=0 j1>j2

1 n! (^1_2 )_{(n+1)}

(^1_2 + j_1)(^1_2 + j_2)

= 0 .

(45)

My vidim, qto uße pervoe uslovie soglasovaniØ daet ves~ma netrivial~noe toßdestvo dlØ simvolov Pohgammera. Posledu- ¸wie usloviØ privodØt k ewe bolee sloßnym toßdestvam. �ti toßdestva otraßa¸t specifiqeskie svoæstv vyqetov, obespeqiva¸wie suwestvovanie rexeniØ sistemy uravneniæ butstrapa.

9. Perepolnennost~ sistemy butstrapa

Odnogo vzglØda na sistemu uravneniæ butstrapa dostatoqno, qtoby predpoloßit~, qto ona, skoree vsego, ØvlØetsØ perepolnennoæ. Voznikaet vopros, nel~zØ li vydelit~ sredi fftogo mnoßestva uravneniæ polnu¸ podsistemu ili hotØ by predloßit~ sposob izbavitsØ ot Øvno lixnih (zavisimyh) uravneniæ.

Krome sobstvenno sistemy butstrapa, v naxem rasporØßenii ime¸tsØ ewe usloviØ shlopyvaniØ popravoqnyh polinomov vysxih stepeneæ v sloØh s bolee mØgkim asimptotiqeskim povedeniem. Seæqas my pokaßem, kak, ispol~zuØ usloviØ shlopyvaniØ i butstrapa v odnom sloe, moßno poluqit~ qast~ usloviæ butstrapa v drugom sloe.

V treh pereseka¸wihsØ sloØh: B_t{t ∈ (−1/2, +1/2)}, B_t{t ∈

(−3/2, −1/2)}, i B_s{s ∈ (−3/2, −1/2)} dlØ amplitudy A(s, t) spra-

vedlivy sledu¸wie Koxi-razloßeniØ: A(s, t) = A(0, t) + ∞∑ n=0 ( r_n(t) s − n −^1_2 + r_n(t) n +^1_2 ) , B_t{t ∈ (−1/2, +1/2)}; (46) A(s, t) = ∞∑ n=0 r_n(t) s − n −^1_2 , B_t{t ∈ (−3/2, −1/2)}; (47)

102A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` A(s, t) = ∞∑ n=0 ρ_n(s) t − n −^1_2 , B_s{s ∈ (−3/2, −1/2)}. (48) My trebuem, qtoby sootvetstvu¸wie razloßeniØ v oblastØh pereseqeniØ kaßdogo iz dvuh sloev B_t so sloem B_s predstavlØli odnu i tu ße meromorfnu¸ funkci¸. �to pozvolØet poluqit~ usloviØ butstrapa A(0, t) = ∞∑ n=0 ρ_n(s) t − n −^1_2 − ∞∑ n=0 ( r_n(t) s − n −^1_2 + r_n(t) n +^1_2 ) ≡ Ψ_1(s, t), (s ∼ −1, t ∼ 0). (49)

0 = ∞∑ n=0 ρ_n(s) t − n −^1_2 − ∞∑ n=0 r_n(t) s − n −^1_2 ≡ Ψ_2(s, t), (s ∼ −1, t ∼ −1). (50)

Ispol~zuØ tu ße argumentaci¸, qto i v predyduwem razdele, my moßem perepisat~ (49) v vide sledu¸weæ sistemy usloviæ:

A(0, t) = Ψ_1(−1, t), ∂^{k+p+1} ∂s^{k+1}∂t^p Ψ_1(s, t) | | | s=−1,t=0 = 0, ∀k, p ∈ N, pervoe iz kotoryh daet Øvnoe vyraßenie dlØ regulØrnoæ qasti amplitudy, a vtoroe vyraßaet nezavisimost~ Ψ_1(s, t) ot argumenta s.

Uslovie (50) my moßem perepisat~ v analogiqnoæ forme: ∂^{k+p} ∂s^k∂t^p Ψ_2(s, t) | | |_{s=−1,t=−1} = 0, ∀k, p ∈ N. (51) ˚vnoe vyraßenie dlØ A(0, t), spravedlivoe v okrestnosti toqki t = 0, besprepØtstvenno moßet byt~ analitiqeski prodolßeno v oblast~ otricatel~nyh t, gde sootvetstvu¸wie rØdy horoxo shodØtsØ.

Razloßenie (46) spravedlivo i pri t < −^1_2 . Iz trebovaniØ, qtoby ono v fftom sluqae sovpadalo s (47), voznikaet uslovie shlopyvaniØ: A(0, t) = − ∞∑ n=0 r_n(t) n +^1_2 , t < − 1 2 .

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 103 �to vyraßenie dlØ regulØrnoæ v nule qasti amplitudy dolßno sovpadat~ s analitiqeskim prodolßeniem v oblast~ t < −^1_2 vyraßeniØ, poluqennogo iz usloviØ (49). �to, v qastnosti, oznaqaet, qto

Ψ_1(−1, t) = − ∞∑ n=0 r_n(t) n +^1_2 , (s ∼ −1, t ∼ −1). Kak obyqno, perepixem ego v vide usloviØ na kofffficienty stepennogo razloßeniØ vblizi (s = −1, t = −1): ∂^p ∂t^p Ψ_1(−1, t) | | | t=−1 = − ∞∑ n=0 r^{(p)}_n (t) n +^1_2 | | | | |_{t=−1} . Ispol~zuØ Øvnoe vyraßenie dlØ Ψ_1, poluqaem: {_∞ ∑ n=0 p! (−1)^pρ_n(−1) (t − n +^1_2 )^{p+1} − ∞∑ n=0 ( r^{(p)}n (t) −1 − n −^1_2 + r^{(p)}n (t) n +^1_2 )} t=−1 = − ∞∑ n=0 r^{(p)}_n (t)

n +^1_2 | | | | |_{t=−1} . PrivedØ podobnye qleny, moßno ubeditsØ v tom, qto ffto uslovie sovpadaet s (51) dlØ l¸bogo p pri k = 0.

Takim obrazom, na primere treh sloev my ubeßdaemsØ v tom, qto sistema uravneniæ butstrapa i usloviæ shlopyvaniØ ØvlØetsØ perepolnennoæ. Qast~ informacii o butstrape v nißnih sloØh soderßitsØ v usloviØh butstrapa v verhnih i usloviØh shlopyvaniØ popravoqnyh polinomov pri perehode iz verhnih sloev v nißnie.

10. QislennaØ proverka skorosti shodimosti

Opredelennyæ interes predstavlØet qislennaØ proverka skorosti shodimosti rØdov po n v vyraßenii (45). �to svØzanno s tem, qto v dual~nyh modelØh odin iz sposobov proverki teoretiqeskih predskazaniæ (tak nazyvaemyh pravil summ) sostoit v nasywenii sootnoxeniæ, oqen~ pohoßih na (45), koneqnym qislom vkladov rezonansov, harakteristiki koih izvestny iz ffksperimenta.

104A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` K soßaleni¸, ime¸waØsØ v nastoØwee vremØ informaciØ o spektre adronov daleko ne polna, osobenno v oblasti mass M > 2 GeV . �to oznaqaet, qto ffksperimental~no proverØemy lix~ te iz pravil summ, kotorye harakterizu¸tsØ dostatoqno bystroæ shodimost~¸. Pofftomu bylo by oqen~ polezno nauqit~sØ vydelØt~ sootvetstvu¸wie sootnoxeniØ iz beskoneqnoæ sistemy usloviæ butstrapa i shlopyvaniØ. V fftom razdele my – na primere vse toæ ße strunnoæ amplitudy, opisannoæ v razdele 7 – prodemonstriruem, kak moßno podhodit~ k rexeni¸ fftoæ zadaqi v real~nyh situaciØh.

Provedem qislennyæ analiz sistemy toßdestv dlØ vyqetov

r_n(t) i ρ_n(s), vyteka¸weæ iz usloviæ soglasovaniØ (41): {_∞ ∑ n=0 (−1)^{p+1}(p + 1)! ρ^{(k+1)}_n (s) (t − n −^1_2 )^{p+2} } s=0,t=0 − {_∞ ∑ n=0 (−1)^{k+1}(k + 1)! r^{(p+1)}n (s) (s − n −^1_2 )^{k+2} } s=0,t=0 = 0,

(52)

gde k, p = 0, 1, . . ., k > p. Uslovie k > p voznikaet kak sledstvie simmetrii spektra po s i t.

Preßde vsego nußno opredelit~ veliqinu, pozvolØ¸wu¸ qislenno harakterizovat~ toqnost~ nasyweniØ pravila summ (52), dostigaemu¸ posle uqeta v nem koneqnogo qisla slagaemyh. �to delaetsØ standartnym obrazom, no v rassmatrivaemom sluqae vyqislitel~naØ procedura dopuskaet uprowenie, kotoroe neobhodimo ogovorit~, ibo ono ne vsegda vozmoßno v real~nyh situaciØh, vstreqa¸wihsØ v teorii polØ.

V vyraßenii (52) my imeem delo s raznost~¸ dvuh absol¸tno shodØwihsØ qislovyh rØdov. PrinimaØ vo vnimanie simmetri¸ spektra, kaßetsØ estestvennym na kaßdom xage summirovaniØ rassmatrivat~ raznost~ vkladov ot t-kanal~nogo i s-kanal~nogo pol¸sov. DlØ neskol~kih naqal~nyh qlenov ffta raznost~ imeet opredelennyæ (poloßitel~nyæ v sluqae k > p) znak, no, naqinaØ s nekotorogo nomera N_+(k, p), zavisØwego ot znaqeniæ k i p, znak raznosti vkladov izmenØetsØ na protivopoloßnyæ. Shodimost~ rØda raznosteæ k nul¸ obespeqivaetsØ tem, qto summa otricatel~nyh vkladov bol~xogo koliqestva dalekih pol¸sov postepenno kompensiruet summarnyæ poloßitel~nyæ vklad koneqnogo qisla naqal~nyh.

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 105 V kaqestve veliqiny, harakterizu¸weæ shodimost~, predlagaetsØ vybrat~ otnoxenie D ≡ ΔS(N ) S_+ , gde ΔS(N ) – nevØzka, ostavxaØsØ posle uqeta 2N pol¸sov (N xtuk v s- kanale i stol~ko ße – v t-kanale), a S_+ – summa vseh poloßitel~nyh vkladov (sootvetstvu¸wih koneqnomu qislu naqal~nyh qlenov rØda raznosteæ)^{12}. S pomow~¸ veliqiny D my imeem vozmoßnost~ koliqestvenno oharakterizovat~ skorost~ shodimosti rØda po pol¸sam v pravilah summ (52). V bystro shodØwihsØ pravilah summ dostatoqno uqest~ sovsem nebol~xoe qislo pol¸sov, qtoby otnositel~naØ nevØzka znaqitel~no umen~xilas~.

Na grafike predstavlena zavisimost~ otnositel~noæ nevØzki ot qisla uqtennyh pol¸sov dlØ pervyh treh pravil summ iz (52).

Pravilo summ k = 2, p = 1 shoditsØ sravnitel~no bystro. Posle uqeta 100 pervyh pol¸sov^{13} otnositel~naØ nevØzka sostavlØet okolo 8% (toqnost~ v 1% dostigaetsØ posle uqeta 700 pol¸sov). Takim obrazom, iz fftogo usloviØ moßno poluqit~ dostatoqno horoxo vypolnØ¸wu¸sØ svØz~, naprimer, meßdu vyqetami v pervyh 100 pol¸sah. SootnoxeniØ k = 1, p = 0 i k = 2, p = 0 dlØ

12RazumeetsØ imeet smysl rassmatrivat~ tol~ko N > N+. 13V kaßdom iz kanalov

106A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` fftogo ne podhodØt. Pravilo summ k = 1, p = 0 shoditsØ oqen~ medlenno: posle uqeta 3000 qlenov nevØzka sostavlØet 18%; qtoby sokratit~ ee do 9%, neobhodimo uqest~ uße 22000 qlenov. Ewe medlennee shoditsØ pravilo summ k = 2, p = 0.

Naibolee bystro shodØwimisØ ØvlØ¸tsØ pravila summ s p =

k − 1 pri bol~xih k. Moßno oßidat~, qto pri dostatoqno bol~-

xih k ffti pravila summ budut nasywat~sØ dostatoqno bystro. Sleduet prinØt~ vo vnimanie, qto r^{(p)}n (t) = 0 pri p > n + 1, i pervye pol¸sa ne da¸t vklada. Takim obrazom, ffti pravila summ mogut slußit~ istoqnikom vypolnØ¸wihsØ s vysokoæ toqnost~¸ sootnoxeniæ meßdu parametrami otnositel~no nebol~xogo qisla rezonansov s nomerami N > p.

Rassmotrennyæ primer pozvolØet lix~ kaqestvenno ponØt~ osnovnye qerty konstrukcii ograniqeniæ, voznika¸wih iz usloviæ butstrapa. V real~nyh situaciØh, kak pravilo, izvestny parametry lix~ neskol~kih legqaæxih rezonansov. Tem udivitel~nee to, qto, kak pokazano v [6], [7] i [10], nekotorye iz ograniqeniæ butstrapa nasywa¸tsØ qrezvyqaæno bystro i pozvolØ¸t poluqat~ sootnoxeniØ, izvestnye iz ffksperimenta, no ranee teoretiqeski ne ob¨Øsnennye. �to obstoØtel~stvo navodit na mysl~ o tom, qto B-funkciØ daet razumnoe opisanie lix~ ¡hvosta¿ rezonansnogo spektra, parametry ße nizxih sostoØniæ v bol~xeæ stepeni opredelØ¸tsØ takimi svoæstvami dinamiki kak kiral~naØ simmetriØ.

11. Zakl¸qenie

Primery, rassmotrennye vyxe, pokazyva¸t, qto metod form Koxi udoben dlØ poluqeniØ sootnoxeniæ meßdu parametrami meromorfnyh funkciæ dvuh peremennyh. Netrudno ponØt~, qto, pri nadleßaweæ formulirovke usloviæ analitiqnosti, fftot metod, v principe, moßno obobwit~ i na sluqai bol~xego qisla peremennyh. Odnako, praktiqeskaØ pol~za takogo podhoda k izuqeni¸ neuprugih amplitud v ffffektivnyh teoriØh edva li okaßetsØ owutimoæ. Uße v sluqae prosteæxego neuprugogo processa

2 → 3 dlØ opisaniØ kinematiki trebuetsØ 5 nezavisimyh pere-

mennyh; ffto privodit k nepomernomu razduvani¸ ob¨ema formul. Nußen bolee mownyæ apparat, pozvolØ¸wiæ kompaktificirovat~ vykladki.

Sluqaæ ße binarnyh processov interesen tem, qto pozvolØ-

OB URAVNENI˚H BUTSTRAPA 107 et otnositel~no prosto poluqat~ sootnoxeniØ dlØ parametrov spektra rezonansov, obuslovlennye trebovaniØmi korrektnosti shemy perturbativnogo vyqisleniØ S-matricy. Kak my uße upominali, mnogie iz fftih sootnoxeniæ okazalis~ v prevoshodnom soglasii s dannymi ffksperimenta. �to pokazyvaet, qto daße stol~ sloßnaØ konstrukciØ kak ffffektivnaØ teoriØ polØ moßet okazat~sØ poleznoæ s toqki zreniØ analiza dannyh.

My priznatel~ny A. A. Andrianovu, A. N. Vasil~evu, M. I. VØzovskomu, M. V. PolØkovu, V. V. Suhanovu, H. Nil~senu, V. QaØnovu i Dß. Xehteru za obsußdenie mnogih problem, svØzannyh s koncepcieæ ffffektivnoæ teorii.

Literatura

1. S. Weinberg, — Phys. Rev. 133 (1964), B1318; ibid 134 (1964), B882; ibid 135 (1964), B1049; ibid 138 (1965), B988; ibid 181 (1969), 1893.

2. ı. V. Novoßilov, — Vvedenie v teori¸ fflementarnyh qastic, “Nauka”, Moskva (1972).

3. ı. B. Rumer, A. I. Fet, — TeoriØ grupp i kvantovannye polØ, “Nauka”, Moskva (1977).

4. S. Weinberg, — The Quantum Theory of Fields, Vols. 1–3, Cambridge University Press, Cambridge (2000).

5. S. Weinberg, — Physica A 96 (1979), 327. 6. V. Vereshagin, — Phys. Rev. D55 (1997), 5349.

7. A. Vereshagin and V. Vereshagin, — Phys. Rev. D59 (2000), 016002. 8. J. C. Collins, — Renormalization, Cambridge University Press, Cambridge (1984). 9. P. H. Frampton, — Dual Resonans Models and Superstrings, World Scientific Publ. (1986).

10. A. Vereshagin, — πN Newsletter 16 (2002), 426.

11. S. Weinberg, Phys. Rev. 130 (1963), 776; ibid 131 (1963), 440; ibid 133 (1964), B232;

M. Scadron and S. Weinberg, — Phys. Rev. 133 (1964), B1589; M. Scadron, S. Weinberg, and J. Wright, — Phys. Rev. 135 (1964), B202.

12. M. L. Nekrasov, — Preprint IHEP 2001-9; e-archive hep-ph/0102283 (2001). 13. B. A. Kniehl and A. Sirlin, — Phys. Letters B530 (2002), 129. 14. M. Veltman, — Physica 29 (1963), 186.

15. B. V. Xabat, — Vvedenie v kompleksnyæ analiz. “Nauka”, Moskva (1969).

16. C. Lovelace, — Phys. Letters 28B (1968), 264. 17. G. Veneziano, — Nuovo Cimento A 57 (1968), 190.

Vereshagin A. V., Vereshagin V. V., Semenov-Tian-Shansky K. M. Effective theories and bootstrap equations.

108A.VEREWAGIN,V.VEREWAGIN,K.SEMENOV–T˚N–XANSKI` In this paper we consider the general properties of effective field theories. We note that the freedom to fix the renormalization conditions in the effective field theory is not as large as it seems. The consideration of minimal set of correctness requirements of the perturbative scheme based on the Dyson’s formula for S-matrix leads to severe restriction on the essential parameters of the theory and hence on the possible set of renormalization conditions.

In the first part of this paper we make a short review of the structure of the localizable effective field theories. We discuss the necessary conditions that ensure the correctness of the first step of the iterative scheme of calculation of S-matrix – the construction of the tree-level amplitudes. In the second part we bring the examples that demonstrate the main stages of acquisition and analysis of the system of bootstrap equations.

Postupilo 18 noØbrØ 2002 g. Bergenskiæ universitet

E-mail: Alexander.Vereshagin@fi.uib.no

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vvv@av2467.spb.edu semenov@pdmi.ras.ru