Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

M. A. Nudel~man

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII MAKSIMAL^NYH DISSIPATIVNYH OPERATOROV

Predmetom izuqeniØ dannoæ stat~i ØvlØetsØ operator

B_S = ( 0^d_{dx} d dM(x) 0 ) , (1)

deæstvu¸wiæ na pary funkciæ ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ L^21_{2 dx}[0, L⟩ ⊕ L^21_{2 dM(x)}[0, L⟩.

Zdes~ S – struna (sm. niße), L – poloßitel~noe qislo ili +∞,

M(0) = 0. Znak “⟩” oboznaqaet zakryva¸wu¸ kvadratnu¸ skob-

ku, esli L + M(L − 0) < +∞ (sluqaæ regulØrnoæ struny S) i zakryva¸wu¸ kruglu¸ skobku, esli L + M(L − 0) = +∞ (sluqaæ singulØrnoæ struny S).

Formula (1) zadaet operator B_S pri naliqii graniqnogo usloviØ na pravom konce promeßutka [0, L⟩, kotoroe budet utoqneno v dal~neæxem, i graniqnogo usloviØ

v_{1−}(0) = v_2(0). (2)

Indeks “−” v levoæ qasti ravenstva oznaqaet znaqenie sleva; funkciØ v_1(x) moßet imet~ skaqki v teh toqkah, v kotoryh imeet skaqok funkciØ M(x); sm. niße opisanie oblasti opredeleniØ operatora B_S .

Zamknutyæ (vozmoßno, neograniqennyæ) operator B, deæstvu- ¸wiæ v separabel~nom gil~bertovom prostranstve Y , my nazyvaem maksimal~nym antiakkretivnym, esli dlØ kaßdogo fflementa y oblasti opredeleniØ O_B operatora B imeet mesto neravenstvo Re(By, y) 6 0 (skobki oboznaqa¸t skalØrnoe proizvedenie) i (I − B)O_B = Y .

My pokaßem, qto pri l¸byh L, M(x) operator B_S ØvlØetsØ maksimal~nym antiakkretivnym. 138

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 139 Ravenstvo f(x) = dg(x) dM(x) , x ∈ [0, L⟩, oznaqaet, qto

g(x) = g(0) + x∫ 0 f(ξ)dM(ξ), x ∈ [0, L⟩; integral ponimaetsØ v smysle Lebega–Stilt~esa.

Moßno traktovat~ M(x) kak funkci¸ raspredeleniØ mass, nasaßennyh na nit~, natØnutu¸ na promeßutke [0, L⟩.

SqitaØ silu natØßeniØ ravnoæ 1, poluqaem takoe uravnenie malyh kolebaniæ nagrußennoæ niti (struny): ∂^2w(x, t) ∂t^2 = ∂^2w(x, t) ∂x∂M(x) , x ∈ [0, L⟩, t ∈ [0, +∞), gde w – smewenie toqki niti otnositel~no poloßeniØ ravnovesiØ, t – vremØ.

Zamena peremennyh ~v_1(x, t) = ∂w(x, t) ∂x , ~v_2(x, t) = ∂w(x, t) ∂t (3) privodit k sisteme uravneniæ ∂~v_1(x, t) ∂t = ∂~v_2(x, t) ∂x , ∂~v_2(x, t) ∂t = ∂~v_1(x, t) ∂M(x) , (4)

estestvenno poroßda¸weæ operator B_S . Graniqnoe uslovie (2) interpretiruetsØ kak ediniqnoe trenie, poskol~ku pri malyh kolebaniØh vertikal~naØ sostavlØ¸waØ F sily, priloßennoæ k levomu koncu struny, ravna −^{∂w}_{∂x} , i my poluqaem (sm. (3)): F = − ∂w ∂t (sm. po povodu struny s treniem raboty [1–3]).

Niße my izuqim nekotorye spektral~nye svoæstva operatora

B_S , vkl¸qiv ego v kaqestve osnovnogo operatora v nekotoru¸

konservativnu¸ sistemu rasseØniØ [4] podobno tomu, kak spektral~nye svoæstva sßatiæ izuqa¸t, vkl¸qiv ih v unitarnyæ uzel.

140 M. A. NUDEL^MAN

Pust~ Y , N^−, N^+ – separabel~nye (vozmoßno, koneqnomernye) gil~bertovy prostranstva. Pust~ α = (Y, N^−, N^+; T, F, G, H) est~ unitarnyæ uzel. �to oznaqaet, qto qetverka (T, F, G, H) poroßdaet bloqnyæ operator [ T F G H ] , (5)

izometriqeski otobraßa¸wiæ prostranstvo Y ⊕N^− na prostranstvo Y ⊕ N^+.

Operator T s toqnost~¸ do unitarnogo podobiØ opredelØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ operatornogo uzla α: θ_α(z) = H + zG(I − zT )^{−1}F, |z| < 1, znaqeniØ kotoroæ sut~ ograniqennye lineænye operatory, deæstvu¸wie iz N^− v N^+.

Unitarnomu operatornomu uzlu α moßno sopostavit~ lineænu¸ stacionarnu¸ dinamiqesku¸ sistemu λ:

y_{k+1} = T y_k + F φ^−_k ,

φ^+_k = Gy_k + Hφ^−_k ,

k > 0, yk ∈ Y, φ^−_k ∈ N^−, φ^+_k ∈ N^+, (6)

s diskretnym vremenem, priqem svoæstvo izometriqnosti sootvetstvu¸wego bloqnogo operatora, kak legko videt~, moßet byt~ zapisano v vide

‖y_{k+1}‖^2 − ‖y_k‖^2 = ‖φ^−_k ‖^2 − ‖φ^+_k ‖^2, k > 0. (7)

Ravenstvo (7) interpretiruetsØ kak balans ffnergii sostoØniØ, vhoda i vyhoda sistemy. Sovokupnost~ svoæstv s¸r¨ektivnosti i izometriqnosti operatora (5) ravnosil~na tomu, qto ravenstva (7) vypolneny kak dlØ sistemy λ, tak i dlØ soprØßennoæ sistemy λ^∗, opredelØemoæ uravneniØmi

y_{k+1} = T^∗y_k + G^∗φ^−_k ,

φ^+_k = F^∗y_k + H^∗φ^−_k ,

k > 0, yk ∈ Y, φ^−_k ∈ N^+, φ^+_k ∈ N^−.

V fftom sluqae sistema λ nazyvaetsØ konservativnoæ sistemoæ rasseØniØ s diskretnym vremenem.

Otmetim, qto harakteristiqeskaØ funkciØ θ_α(z) uzla α sovpadaet s peredatoqnoæ funkcieæ θ_λ(z) sistemy λ.

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 141 TeoriØ konservativnyh (i, v bolee obwem plane, passivnyh) sistem rasseØniØ s diskretnym vremenem, razrabotannaØ D. Z. Arovym [5–7], byla perenesena na sluqaæ nepreryvnogo vremeni D. Z. Arovym i avtorom [4]. V stat~e [4] ukazyvaetsØ, qto dlØ sluqaØ ograniqennogo osnovnogo operatora B konservativnoæ sistemy rasseØniØ λ_C s nepreryvnym vremenem harakteristiqeskaØ funkciØ operatora B sovpadaet s peredatoqnoæ funkcieæ sistemy λ_C .

Osnovnye svedeniØ o konservativnyh sistemah rasseØniØ s nepreryvnym vremenem privodØtsØ v §1 dannoæ stat~i.

Legko pokazat~ (sm. niße lemmu 3), qto vsØkiæ maksimal~- nyæ antiakkretivnyæ operator B moßet byt~ vkl¸qen v kaqestve osnovnogo operatora v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ

λ_C s nepreryvnym vremenem. Kak i v sluqae sßima¸wego ope-

ratora, peredatoqnaØ funkciØ θ_{λC} (p) sistemy λ_C opredelena v suwestvennom odnoznaqno (sm. v tekste lemmu 3). Esli operator B prost (to est~ generiruemaØ im sßima¸waØ C_0-polugruppa vpolne neunitarna), to my nazyvaem fftu funkci¸ harakteristiqeskoæ funkcieæ operatora B i oboznaqaem ee qerez θ_B (p),

θ_B (p) = θ_{λC} (p), Re p > 0. Pri fftom funkciØ θ_B (−ip) est~ harakte-

ristiqeskaØ funkciØ dissipativnogo operatora −iB, sm. obsußdenie v [4]. Otmetim, qto esli T = (I + B)(I − B)^{−1} – preobrazovanie Kffli operatora B, to, soglasno [8], operator T sßima- ¸wiæ, prostoæ i, soglasno [4], ego harakteristiqeskaØ funkciØ

θ_T (z) svØzana s harakteristiqeskoæ funkcieæ θ_B (p) operatora B

preobrazovaniem Kffli nad argumentom:

θ_B (p) = θ_T ( 1 − p 1 + p ) . (8)

HarakteristiqeskaØ funkciØ θ_{BS} (p) operatora struny B_S moßet byt~ interpretirovana kak matrica rasseØniØ struny S. Delo v tom, qto teoriØ konservativnyh sistem rasseØniØ tesno svØzana s teorieæ rasseØniØ Laksa–Fillipsa [9], a imenno: suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ meßdu konservativnymi sistemami rasseØniØ i unitarnymi polugruppami Laksa–Fillipsa v smysle ı. L. Xmul~Øna [10] (sm. takße [11]; dlØ diskretnogo sluqaØ opisanie fftoæ biekcii imeetsØ vo vvedenii k stat~e avtora [12]). Vozmoßnost~ vloßeniØ teorii neodnorodnoæ struny v shemu Laksa–Fillipsa izvestna [3, 7]. V dannoæ sta-

142 M. A. NUDEL^MAN t~e my dlØ polnoty izloßeniØ privodim postroenie polugruppy Laksa–Fillipsa, sootvetstvu¸weæ neodnorodnoæ strune (§2).

V §3 privedeno vyqislenie kofffficientov konservativnoæ sistemy rasseØniØ λ_{CS} , opisyva¸weæ malye kolebaniØ neodnorodnoæ struny.

V §4 dokazana prostota fftoæ sistemy ili, qto to ße, prostota operatora struny B_S .

V §5 dokazana formula, svØzyva¸waØ θ_{BS} (p) s odnim iz standartnyh ob¨ektov teorii struny (kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti [13, 14]).

V §6 v terminah glavnoæ spektral~noæ mery struny [15] poluqen kriteriæ togo, qto C_0-polugruppa V_S (t), generiruemaØ operatorom B_S , sil~no stremitsØ k 0 pri t → +∞. V drugih terminah ffto oznaqaet, qto harakteristiqeskaØ funkciØ operatora B_S ØvlØetsØ vnutrenneæ; v fftom sluqae issledovanie spektral~nyh svoæstv operatora B_S suwestvenno uprowaetsØ.

Nakonec, v §7 rezul~tat stat~i [2] o polnote operatora struny obobwen na sluqaæ, kogda glavnaØ spektral~naØ mera struny diskretna. Otmetim, qto kak sam fftot rezul~tat, tak i kriteriæ diskretnoæ glavnoæ spektral~noæ mery [16] formuliru¸tsØ v terminah raspredeleniØ mass M(x).

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ D. Z. Arovu za mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ.

§1. Osnovnye svedeniØ o konservativnyh sistemah rasseØniØ s nepreryvnym vremenem

Pust~ B – zamknutyæ (vozmoßno, neograniqennyæ) operator, deæstvu¸wiæ v koneqnomernom ili separabel~nom gil~bertovom prostranstve Y . Rassmotrim soprØßennyæ k nemu operator B^∗. Oblast~ opredeleniØ O_B∗ fftogo operatora estestvennym obrazom nadelØetsØ normoæ grafika: ‖y‖^2_+ = ‖y‖^2 + ‖B^∗ y‖^2 i, v silu zamknutosti operatora B^∗, ØvlØetsØ gil~bertovym prostranstvom otnositel~no fftoæ normy. Oboznaqim ffto gil~bertovo prostranstvo qerez Y_+(B^∗).

Vvedem sledu¸wee oboznaqenie: Y_−(B^∗) = (Y_+(B^∗))^∗. Tak kak dlØ l¸bogo vektora y ∈ Y funkcional f_y (ξ) = (ξ, y)_Y , ξ ∈ O_B∗ , gde ( · , · )_Y est~ skalØrnoe proizvedenie v prostranstve Y , nepreryven v metrike Y_+(B^∗), to imeet mesto vkl¸qenie Y_+(B^∗) ⊂

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 143

Y ⊂ Y_−(B^∗). Kak izvestno, takaØ konstrukciØ nazyvaetsØ osna-

wennym gil~bertovym prostranstvom (sm., naprimer, [17]).

Operator B^∗ moßet rassmatrivat~sØ kak ograniqennyæ operator, deæstvu¸wiæ iz Y_+(B^∗) v Y . SoprØßennyæ operator ^B nazyvaetsØ estestvennym rasxireniem operatora B (sm., naprimer, [18]).

Pust~ B – generator nekotoroæ C_0-polugruppy v prostranstve Y . KonservativnaØ sistema rasseØniØ λ_C s nepreryvnym vremenem imeet vid (sm. [4]) dy(t) dt = ^By(t) + Lφ^{(−)}(t), φ^{(+)}(t) = N ( y(t), φ^{(−)}(t) ) ; (9) zdes~ y(t) ∈ Y – sostoØnie sistemy, φ^{(−)}(t) ∈ N^− – ee vhod,

φ^{(+)}(t) ∈ N^+ – ee vyhod; N^−, N^+ – koneqnomernye ili sepa-

rabel~nye beskoneqnomernye gil~bertovy prostranstva; L est~ ograniqennyæ lineænyæ operator, deæstvu¸wiæ iz N^− v Y_−(B^∗). PredpolagaetsØ, qto mnoßestvo

OB,L =^{(y, φ^{(−)}) ∈ Y ⊕ N^− |^^By + Lφ^{(−)} ∈ Y^}

ØvlØetsØ plotnym linealom v prostranstve Y ⊕ N^− i gil~bertovym prostranstvom otnositel~no normy ‖ ‖(y, φ^{(−)}) ‖ ‖^2O_{B,L} = ‖y‖^2 + ‖φ^{(−)}‖^2 + ‖ ^By + Lφ^{(−)}‖^2.

Operator N predpolagaetsØ ograniqennym lineænym operatorom, deæstvu¸wim iz prostranstva O_{B,L} v prostranstvo N^+.

Izvestno [18], qto vkl¸qenie ^By ∈ Y ravnosil~no vkl¸qeni¸

y ∈ OB ili, v drugih oboznaqeniØh, y ∈ Y+(B). Ots¸da sleduet,

qto operator N poroßdaet ograniqennyæ lineænyæ operator M :

Y_+(B) → N^+ po formule M y = N (y, 0). Moßno pokazat~ [4], qto

vkl¸qenie (y, φ^{(−)}) ∈ O_{B,L} vleqet vkl¸qenie y−(pI − ^B)^{−1}Lφ^{(−)} ∈

OB ; zdes~ p – regulØrnaØ toqka operatora^^B, I – ediniqnyæ

operator v prostranstve Y_−(B^∗). Oqevidnoe toßdestvo

N (y, φ^{(−)}) = M ( y − (pI − ^B)^{−1}Lφ^{(−)} ) + N ( (pI − ^B)^{−1}Lφ^{(−)}, φ^{(−)} ) pokazyvaet, qto kofffficienty sistemy (9) odnoznaqno opredelØ¸tsØ qetyr~mØ ob¨ektami: B, L, M i θ_{λC} (p), gde θ_{λC} (p) – pe-

144 M. A. NUDEL^MAN redatoqnaØ funkciØ sistemy (9), opredelØemaØ formuloæ

θ_{λC} (p)φ^{(−)} = N ( (pI − ^B)^{−1}Lφ^{(−)}, φ^{(−)} ) . Sistema (9) nazyvaetsØ konservativnoæ, esli dlØ nee vypolneno ravenstvo d‖y(t)‖^2 dt = ‖ φ^{(−)}(t) ‖_2 − ‖ φ^{(+)}(t) ‖_2 ili, bolee toqno,

2 Re ( ^ By + Lφ^{(−)}, y ) Y = ‖ ‖φ^{(−)} ‖ ‖^2 − ‖ ‖N (y, φ^{(−)}) ‖ ‖^2, (y, φ^{(−)}) ∈ O_{B,L}, i analogiqnoe ravenstvo vypolneno dlØ soprØßennoæ sistemy, opredelØemoæ qetverkoæ ( B^∗, M^∗, L^∗, (θ_{λC} (p))^∗ ) . §2. NeodnorodnaØ struna kak ob¨ekt teorii Laksa–Fillipsa

Soglasno [10], unitarnoæ polugruppoæ Laksa–Fillipsa nazyvaetsØ unitarnaØ C_0-polugruppa W (t), deæstvu¸waØ v ortogonal~noæ summe L^2([0, +∞), N^+)⊕Y ⊕L^2([0, +∞), N^−) i oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami:

1) pervoe slagaemoe v ortogonal~noæ summe invariantno otnositel~no W (t) (t > 0), priqem polugruppa W (t) deæstvuet na fftom podprostranstve kak polugruppa pravyh sdvigov:

(W (t)f)(u) = { f(u − t), u > t, 0, u < t, f ∈ L^2([0, +∞), N^+); (10)

2) tret~e slagaemoe v ortogonal~noæ summe invariantno otnositel~no W (t)^∗ (t > 0), priqem polugruppa W (t)^∗ deæstvuet na fftom podprostranstve kak polugruppa pravyh sdvigov (sm. formulu (10)).

Prostranstvo L^2([0, +∞), N^+) nazyvaetsØ uhodØwim, a prostranstvo L^2([0, +∞), N^−) – prihodØwim podprostranstvom polugruppy W (t).

Pri otkaze ot usloviØ unitarnosti polugruppy W (t) opredelenie neskol~ko usloßnØetsØ [10].

Pust~ zadano raspredelenie mass M(x) na promeßutke [0, L⟩ (sm. vvedenie).

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 145 V sluqae regulØrnoæ struny S (L + M(L − 0) < +∞) my budem razliqat~ dva varianta graniqnogo usloviØ na pravom konce struny: v_{1+}(L) = 0 libo v_2(L) = 0.

V sluqae singulØrnoæ struny S (L + M(L − 0) = +∞) rol~ graniqnogo usloviØ na pravom konce struny igraet neravenstvo 1 2 L∫ 0 |v_1(x)|^2dx + 1 2 L∫ 0 |v_2(x)|^2dM(x) < +∞. Prodolßim strunu S na promeßutok (−∞, 0] nit~¸, natØnutoæ ediniqnoæ siloæ i nagrußennoæ massoæ ediniqnoæ plotnosti:

M(x) = x pri x < 0.

V kaqestve graniqnogo usloviØ na −∞ rassmotrim neravenstvo 1 2 0∫ −∞ |v_1(x)|^2dx + 1 2 0∫ −∞ |v_2(x)|^2dM(x) < +∞. Na vsem protØßenii struny ot −∞ do L potrebuem, qtoby funkciØ v_1(x) byla absol¸tno nepreryvnoæ otnositel~no mery

dM(x) i ee proizvodnaØ prinadleßala L^2_{12 dM(x)}, a funkciØ v_2(x)

byla absol¸tno nepreryvnoæ otnositel~no mery dx i ee proizvodnaØ prinadleßala L^21_{2 dx}; predpoloßim vypolnennymi graniqnye usloviØ na −∞ i na pravom konce struny.

Rassmotrim poluqennoe mnoßestvo par ( v_1(x) v_2(x) ) kak oblast~

opredeleniØ operatora ~B_S , zadannogo formuloæ (1) v prostranstve ~Y_S = L^2_{12 dx}(−∞, L⟩ ⊕ L^2_{12 dM(x)}(−∞, L⟩ s dopolnitel~nym ograniqeniem: fflementy pervogo slagaemogo ortogonal~noæ summy dolßny obrawat~sØ v konstantu na promeßutkah, svobodnyh ot massy.

Teorema 1. Operator^~BS kososamosoprØßennyæ. Dokazatel~stvo. So vsØkoæ strunoæ standartnym obrazom svØ-

zyvaetsØ kanoniqeskaØ sistema (sm., naprimer, [1]), a dlØ kanoniqeskoæ sistemy sootvetstvu¸wiæ rezul~tat izvesten (sm., naprimer, [28]). �

146 M. A. NUDEL^MAN

Takim obrazom, operator ~B_S generiruet unitarnu¸ C_0-polugruppu ~V_S (t) v prostranstve ~Y_S (sm., naprimer, [9, priloßenie 1]).

Pri x 6 0 sdelaem zamenu peremennoæ: a(x) = 1 2 (v_1(x) + v_2(x)), b(x) = 1 2 (v_1(x) − v_2(x)). (11)

�ti formuly zada¸t izomorfizm prostranstva L^21_{2 dx}(−∞, 0] ⊕

L^2_{12 dM(x)}(−∞, 0] = L^2_{12 dx}(−∞, 0] ⊕ L^2_{12 dx}(−∞, 0] na prostranstvo

L^2_{dx}(−∞, 0] ⊕ L^2_{dx}(−∞, 0]. Drugimi slovami, formuly (11) zada-

¸t izomorfizm prostranstva ~Y_S na prostranstvo

Y^♯_S = L^2(−∞, 0] ⊕ Y_S ⊕ L^2(−∞, 0], (12) gde Y_S = L^21_{2 dx}[0, L⟩ ⊕ L^21_{2 dM(x)}[0, L⟩,

s dopolnitel~nym ograniqeniem: fflementy pervogo slagaemogo ortogonal~noæ summy dolßny obrawat~sØ v konstantu na promeßutkah, svobodnyh ot massy.

V silu uravneniæ (4), pri x < 0 funkciØ ~a(x, t) = 1 2 (~v_1(x, t) + ~v_2(x, t))

zavisit tol~ko ot summy argumentov x + t.

SqitaØ, qto funkcii a(x) zapolnØ¸t pervoe slagaemoe v ortogonal~noæ summe (12), poluqaem: ( V^♯_S (t)a ) = { a(x + t), x < −t, 0, −t 6 x < L (zdes~ V^♯_S (t) – polugruppa, sootvetstvu¸waØ polugruppe ~V_S (t) pri izomorfizme prostranstv ~Y_S i Y^♯_S ). Drugimi slovami, pervoe slagaemoe ortogonal~noæ summy (12) invariantno otnositel~no polugruppy V^♯_S (t), i ffta polugruppa deæstvuet na nem kak polugruppa pravyh sdvigov.

V svo¸ oqered~, funkciØ ~b(x, t) zavisit tol~ko ot raznosti argumentov x − t. SqitaØ, qto funkcii b(x) zapolnØ¸t tret~e slagaemoe ortogonal~noæ summy (12) i uqityvaØ ravenstvo

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 147

V^♯_S (t)^∗ = V^♯_S (−t), (V^♯_S (t), −∞ < t < +∞, – unitarnaØ gruppa), polu-

qim analogiqnym obrazom, qto ffto slagaemoe invariantno otnositel~no polugruppy V^♯_S (t)^∗ (t > 0), i ffta polugruppa deæstvuet na nem kak polugruppa pravyh sdvigov. Takim obrazom, ishodnaØ struna poroßdaet unitarnu¸ polugruppu Laksa–Fillipsa

V^♯_S (t) v prostranstve Y^♯.

§3. Kofffficienty konservativnoæ sistemy rasseØniØ, sootvetstvu¸weæ polugruppe V^♯_S (t)

Soglasno [4] (sm. takße [10]), vsØkoæ unitarnoæ polugruppe Laksa–Fillipsa, v qastnosti, polugruppe V^♯_S (t), kanoniqeski sootvetstvuet nekotoraØ konservativnaØ sistema rasseØniØ. Oboznaqim konservativnu¸ sistemu rasseØniØ, sootvetstvu¸wu¸ polugruppe V^♯_S (t), qerez λ_{CS} . Oboznaqim ee kofffficienty qerez

B_S , L_S i N_S . Niße v fftom paragrafe my pokaßem, qto B_S sovpa-

daet s tem operatorom, kotoryæ obsußdaetsØ vo vvedenii.

Opixem sperva lineal O_{BS ,LS} i operator N_S (smysl oboznaqeniæ sm. v §1). V rabote [10] privedeno sledu¸wee opisanie oblasti opredeleniØ O_B♯ polugruppy Laksa–Fillipsa V^♯(t) (primenitel~no k naxemu sluqa¸ my zamenØem poluos~ [0, +∞) na poluos~ (−∞, 0]): O^♯_B =^{⟨f(τ ), y, g(t)⟩|g(t) ∈ W^1_2^((−∞, 0]; N^{−)}, y ∈ Y, f(τ ) ∈ W^1_2 ( (−∞, 0]; N^+ ) , ^By + Lg(0) ∈ Y, f(0) = N (y, g(0)) } ; (13)

zdes~ B, L, N – kofffficienty sistemy, sootvetstvu¸weæ polugruppe V^♯(t); W^1_2 – prostranstvo Soboleva.

S drugoæ storony, po postroeni¸ polugruppy V^♯_S (t), iz opisaniØ oblasti opredeleniØ O_{eBS} sleduet takoe opisanie mnoßestva

O_B♯_S (zdes~ B^♯_S – generator polugruppy V^♯_S (t)):

O_B♯_S =^{⟨fS (τ ), yS , gS(t)⟩|gS (t) ∈ W^1_2 (−∞, 0]; fS (τ ) ∈ W^1_2 (−∞, 0];

y_S = ( v_1 v_2 ) ∈ L^21_{2 dx}[0, L⟩ ⊕ L^21_{2 dM(x)}[0, L⟩ } ; funkciØ v_1(x) absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery dM(x) i ee proizvodnaØ prinadleßit L^21_{2 dM(x)}[0, L⟩; funkciØ v_2(x) ab-

148 M. A. NUDEL^MAN sol¸tno nepreryvna otnositel~no dx i ee proizvodnaØ prinadleßit L^21_{2 dx}[0, L⟩; vypolneno graniqnoe uslovie na pravom konce promeßutka [0, L⟩; spravedlivy ravenstva g_S (0) =^1_2 (v_{1−}(0) −

v_2(0)), f_S (0) =^1_2 (v_{1−}(0) + v_2(0)).

SopostavlØØ ffto opisanie s opisaniem (13), nahodim:

OB_S ,L_S =^{(y, φ^{(−)})|y =^{(v1}_{v2}^) ∈ YS , φ^{(−)} ∈ C ,

vypolneny vse usloviØ absol¸tnoæ nepreryvnosti dlØ funkciæ

v_1 i v_2; vypolneno graniqnoe uslovie na pravom konce promeßut-

ka [0, L⟩; na levom ego konce vypolneno neodnorodnoe graniqnoe

uslovie 12(v_{1−}(0) − v_2(0)) = φ^{(−)} } ; N_S (y, φ^−) = 1 2 (v_{1−}(0) + v_2(0)). (14)

Tak kak vkl¸qenie (y, 0) ∈ O_{BS ,LS} ravnosil~no vkl¸qeni¸ y ∈

OB_S [18], to dlØ osnovnogo operatora BS sistemy λC_S oblast~

opredeleniØ zadaetsØ tak ße, kak O_{BS ,LS} , no graniqnoe uslovie na levom konce promeßutka [0, L⟩ imeet vid (2). Kak pokazano v [10], B^♯_S ( f_S (τ ), y_S , g_S(t) ) = ( f^′(τ ), ^B_S y_S + L_S g_S (0), −g^′_S (τ ) ) (xtrih oznaqaet proizvodnu¸). Sledovatel~no, v silu opredeleniØ operatora B^♯_S (sm. §2) ^B_S ( v_1(x) v_2(x) ) + L_S φ^− = 0 d dx d dM(x) 0 ( v_1(x) v_2(x) )

pri (( v_1(x) v_2(x) ) , φ^{(−)} ) ∈ OB_S ,L_S ; (15)

v qastnosti, pri φ^{(−)} = 0 my poluqaem, qto operator B_S zadaetsØ na svoeæ oblasti opredeleniØ formuloæ (1).

PodstavlØØ snova znaqenie φ^{(−)} = 0, iz formuly (14) poluqa- em: M_S ( v_1(x) v_2(x) ) = v_{1−}(0) (= v_2(0)) pri ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ OB_S .

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 149 Qtoby vyØsnit~, kak deæstvuet funkcional L_S ∈ Y_−(B^∗), rassmotrim soprØßennu¸ sistemu λ^∗_{CS} . �ta sistema poroßdena unitarnoæ gruppoæ Laksa–Fillipsa V^♯_S (t)^∗ = V^♯_S (−t), generiruemoæ operatorom −B^#_S . Legko videt~, qto dlØ takoæ gruppy funkcii a(x) i b(x) (sm. formulu (11)), a s nimi prihodØwee i uhodØwee podprostranstva polugruppy Laksa–Fillipsa, menØ¸tsØ rolØmi – pofftomu dlØ soprØßennogo operatora B^∗_S , zadavaemogo formuloæ

B^∗_S = 0 − d dx − d dM(x) 0 , graniqnoe uslovie na levom konce vyglØdit tak: v_{1−}(0) = −v_2(0) (graniqnoe uslovie na pravom konce takoe ße, kak u operatora

B_S ). Operator N_S∗ deæstvuet po formule N_S∗ (( v_1(x) v_2(x) ) + φ^{(−)} ) = 1 2 (v_{1−}(0) − v_2(0)).

V qastnosti, dlØ ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ OB∗_S imeem: M_S∗ ( v_1(x) v_2(x) ) = v_{1−}(0) (= −v_2(0)).

No, po opredeleni¸ soprØßennoæ sistemy, M_S∗ = L^∗_S , to est~ L^∗_S ( v_1(x) v_2(x) ) = v_{1−}(0) (= −v_2(0)), ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ Y_+(B^∗_S ).

Operator L_S deæstvuet iz C v Y_−(B^∗), pofftomu estestvenno otoßdestvit~ ego s funkcionalom L_S 1 ∈ Y_−(B^∗_S ). Imeem: L_S (( v_1(x) v_2(x) )) = L_S 1 (( v_1(x) v_2(x) )) = L^∗_S ( v_1(x) v_2(x) ) · 1, ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ Y_+(B^∗_S ),

otkuda L_S (( v_1(x) v_2(x) )) = v_{1−}(0) (= −v_2(0)), ( v_1(x) v_2(x) ) ∈ Y_+(B^∗_S ).

150 M. A. NUDEL^MAN

§4. Prostota operatora B_S

Lemma 1. Osnovnoæ operator B vsØkoæ konservativnoæ sistemy

λ_C vida (9) ØvlØetsØ maksimal~nym antiakkretivnym operatorom.

Dokazatel~stvo. V stat~e [4] pokazano, qto sledu¸wie formu-

ly perevodØt konservativnu¸ sistemu rasseØniØ s nepreryvnym vremenem λ_C vida (9) v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ s diskretnym vremenem λ vida (6):

T = (I + B)(I − B)^{−1}, F = √ 2 (I − ^B)^{−1}L, (16) G = √ 2 M (I − B)^{−1}, H = θ_{λC} (1) = N ( (I − ^B)^{−1}L ⊕ IN− ) , gde IN− – ediniqnyæ operator v prostranstve N^−.

Tak kak osnovnoæ operator T konservativnoæ sistemy rasseØniØ λ s diskretnym vremenem ØvlØetsØ sßima¸wim, to preobrazovanie Kffli operatora B est~ sßatie, otkuda, soglasno [8], B est~ maksimal~nyæ antiakkretivnyæ operator, qto i trebovalos~. �

Lemma 2. Esli posledovatel~nost~ {( v^{(n)}_1 (x)

v^{(n)}_2 (x) )}_∞ n=1 ⊂ Y_+(B_S ) sho-

ditsØ k pare funkciæ ( v_1(x) v_2(x) ) v metrike prostranstva Y_{S+}(B_S ),

to ona shoditsØ k fftoæ pare funkciæ potoqeqno.

Dokazatel~stvo. My dokaßem potoqeqnu¸ shodimost~ v^{(n)}_1 →

v_1; dlØ vtoroæ komponenty dokazatel~stvo analogiqno.

Iz shodimosti v^{(n)}_1 → v_1 v L^21_{2 dx} sleduet, qto moßno vyde-

lit~ podposledovatel~nost~ v^{(nk)}_1 , shodØwu¸sØ k v_1 poqti vs¸- du po mere dx [20]. Pofftomu suwestvuet toqka x_0 ∈ [0, L⟩ takaØ, qto v^{(nk )}_1 (x_0) → v_1(x_0).

Pust~ x ∈ [0, L⟩ – proizvol~naØ toqka. Imeem:

v_1(x) = v_1(x_0) + x∫ x0 dv_1(ξ) dM(ξ) dM(ξ) =

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 151

= lim_{k→∞} ( v^{(nk )}_1 (x_0) + x∫ x0 dv^{(nk)}_1 (ξ) dM(ξ) dM(ξ) ) = lim_{k→∞} v^{(nk)}_1 (x);

ravenstvo lim_{k→∞} x∫ x0 dv^{(nk)}_1 (ξ) dM(ξ) dM(ξ) = x∫ x0 dv_1(ξ) dM(ξ) dM(ξ) sleduet iz opredeleniØ metriki prostranstva Y_+(B_S ) i togo fakta, qto na koneqnom otrezke shodimost~ v L^21_{2 dM} vleqet shodimost~ v L^1_{dM}.

Tem ße sposobom moßno pokazat~, qto iz l¸boæ podposledovatel~nosti posledovatel~nosti v^{(n)}_1 (x) moßno izvleq~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k v_1(x). Ots¸da sleduet predel~noe ravenstvo

lim_{n→∞} v^{(n)}_1 (x) = v_1(x).

Vvidu proizvol~nosti toqki x, naxe utverßdenie dokazano

dlØ pervoæ komponenty pary ( v_1(x) v_2(x) ) . � Napomnim nekotorye opredeleniØ i oboznaqeniØ spektral~- noæ teorii struny Kreæna [13–15].

Qerez φ(x, μ) oboznaqaetsØ rexenie uravneniØ − d^2g(x) dxdM(x) − μg(x) = 0, (17)

udovletvorØ¸wee naqal~nym usloviØm g(0) = 1, g^−(0) = 0 (zdes~ i v dal~neæxem znak “−” vverhu oznaqaet proizvodnu¸ sleva po x, znak “+” vverhu oznaqaet proizvodnu¸ sprava po x; podrobnosti sm. v [15]).

Qerez ψ(x, μ) oboznaqaetsØ rexenie uravneniØ (17), udovletvorØ¸wee naqal~nym usloviØm g(0) = 0, g^−(0) = 1.

DlØ regulØrnoæ struny S s uravneniem (17) i graniqnym usloviem g(L) = 0 na pravom konce associiruetsØ funkciØ

Γ(μ) = ψ(L, μ) φ(L, μ) , μ /∈ [0, ∞), (18) nazyvaemaØ kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti struny.

152 M. A. NUDEL^MAN

Esli graniqnoe uslovie na pravom konce struny S imeet vid

g^+(L) = 0, to formula (18) perepisyvaetsØ tak:

Γ(μ) = ψ^+ (L, μ) φ^+(L, μ) , μ /∈ [0, +∞). (19) V sluqae singulØrnoæ struny S suwestvuet obwiæ predel lim x→L−0 = ψ(x, μ) φ(x, μ) = lim x→L−0 = ψ^+(x, μ) φ^+(x, μ) , μ /∈ [0, +∞), (20) kotoryæ i prinimaetsØ ravnym kofffficientu dinamiqeskoæ podatlivosti Γ(μ).

Vo vseh sluqaØh imeet mesto integral~noe predstavlenie

Γ(μ) = γ + +∞∫ 0 dτ (s) s − μ , μ /∈ [0, +∞), (21) gde γ – neotricatel~noe qislo, τ (s) – neubyva¸waØ funkciØ, zadannaØ na promeßutke [0, +∞) i udovletvorØ¸waØ uslovi¸ +∞∫ 0 dτ (s) 1 + s < +∞. FunkciØ τ (s) nazyvaetsØ glavnoæ spektral~noæ funkcieæ struny S, a poroßdennaØ eæ mera Lebega–Stilt~esa dτ (s) – glavnoæ spektral~noæ meroæ struny S.

Otobraßenie f(x) → L∫ 0 φ(x, s)f(x)dM(x) (22) osuwestvlØet izomorfizm meßdu prostranstvami L^2_{dM}[0, L⟩ i

L^2_{dτ} [0, +∞); integral ponimaetsØ v smysle shodimosti v sred-

nem. Obratnoe preobrazovanie zadaetsØ tem ße Ødrom φ(x, s).

Napomnim, qto maksimal~nyæ antiakkretivnyæ operator B, deæstvu¸wiæ v prostranstve Y , nazyvaetsØ prostym, esli ne suwestvuet razbieniØ Y = Y_1 ⊕ Y_2 s Y_1 ≠ {0}, poroßda¸wego razbienie B = B_1 ⊕ B_2 takoe, qto operator B_1, deæstvu¸wiæ v prostranstve Y_1, ØvlØetsØ kososamosoprØßennym.

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 153

Teorema 2. DlØ vsØkoæ struny S operator BS ØvlØetsØ prostym

maksimal~nym antiakkretivnym.

Dokazatel~stvo. Soglasno §3, BS est~ osnovnoæ operator kon-

servativnoæ sistemy rasseØniØ λ_{CS} . Po lemme 1, on ØvlØetsØ maksimal~nym antiakkretivnym.

Dopustim, qto operator B_S ne prost. Togda suwestvuet vektor

y ∈ OB_S , takoæ, qto ‖V_S (t)y‖ = ‖y‖, ‖V_S (t)^∗y‖ = ‖y‖ (23) pri vseh t > 0; zdes~ V_S (t) – C_0-polugruppa, generiruemaØ operatorom B_S .

Izvestno (ffto legko proverØetsØ), qto sußenie C_0-polugruppy

V (t), generiruemoæ nekotorym operatorom B v prostranstve Y ,

na oblast~ opredeleniØ O_B poroßdaet C_0-polugruppu v Y_+(B). Oboznaqim fftu polugruppu qerez V^{(+)}(t).

Rassmotrim preobrazovanie Laplasa

F (p) = +∞∫ 0 V^{(+)}_S (t)e^{−pt}y dt, Re p > 0, (24)

gde integral beretsØ v metrike prostranstva Y_{S+}(B_S ).

Tak kak operator B_S maksimal~nyæ antiakkretivnyæ, to polugruppa V_S (t), a vmeste s neæ i polugruppa V^{(+)}_S (t), sßima¸waØ, pofftomu integral (24) shoditsØ.

Iz shodimosti v metrike Y_{S+}(B_S ) sleduet shodimost~ v metrike Y_S , pofftomu

F (p) = +∞∫ 0 V_S (t)e^{−pt}y dt, Re p > 0. (25) Integral (25) beretsØ v metrike prostranstva Y_S i raven

F (p) = (pI_{YS} − B_S )^{−1}y

(sm., naprimer, [21, gl. VIII]); zdes~ I_{YS} – ediniqnyæ operator prostranstva Y_S .

Pust~ y = ( v_1(x) v_2(x) ) , ( pI_{YS} − B_S )_{−1} y = ( w_1(x, p) w_2(x, p) ) .

154 M. A. NUDEL^MAN

Rassmotrim ffvol¸ci¸ sistemy λ_{CS} s naqal~nym usloviem y i vhodom φ^{(−)}(t) ≡ 0. V silu konservativnosti sistemy λ_{CS} imeem: d‖V_S(t)y‖^2 dt = 0^2 − ‖M V_S (t)y‖^2, t > 0,

otkuda M_S V_S (t)y = 0, t > 0, i, uqityvaØ formulu dlØ M_S (sm. §3), vidim, qto obe komponenty pary funkciæ V_S (t)y ∈ O_{BS} obrawa¸tsØ v 0 pri x = 0 i l¸bom t > 0. V silu lemmy 2 preobrazovanie Laplasa (24) nad fftoæ paroæ funkciæ moßno vypolnØt~ potoqeqno; v qastnosti,

w_{1−}(0, p) = 0, w_2(0, p) = 0, Re p > 0. (26)

Raspixem podrobno ravenstvo ( pI_{YS} − B_S ) ( w_1(x, p) w_2(x, p) ) = ( v_1(x) v_2(x) ) . Imeem: pw_1(x, p) − dw_2(x, p) dx = v_1(x), pw_2(x, p) − dw_1(x, p) dM(x) = v_2(x).

Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ u(x, p) =^1_p w_2(x, p). Posle nesloßnyh vykladok poluqaem dlØ u(x, p) takoe uravnenie: p^2u(x, p) − d^2u(x, p) dxdM(x) = 1 p dv_1(x) dM(x) + v_2(x); (27)

zametim, qto pravaØ qast~ prinadleßit L^2_{dM} v silu vkl¸qeniØ

y ∈ OB_S (sm. §3).

Dalee, legko videt~, qto u_−(x, p) = w_{1−}(x, p)−^1_p v_{1−}(x). Pofftomu pri x = 0 imeem graniqnoe uslovie

u_−(0, p) = 0. (28)

V sluqae regulØrnoæ struny S graniqnoe uslovie v_2(L) = 0 daet u(L, p) = 0, a graniqnoe uslovie v_{1+}(L) = 0 daet u^+(L, p) = 0.

V sluqae singulØrnoæ struny S imeem: u(x, p) ∈ L^2_{dM}[0, L), u^+(x, p) ∈ L^2_{dx}[0, L⟩.

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 155

V sluqae, kogda vtoroæ moment^L ∫ 0 x^2dM(x) koneqen, imeem: L =

+∞ i iz usloviæ^{du+(x,p)}_{dM(x)} ∈ L^2_{dM} i^L ∫ 0 dM < +∞ vytekaet, qto

suwestvuet koneqnyæ predel lim_{x→∞} u^+(x, p), a iz usloviØ u^+(x, p) ∈

L^2_{dx} vytekaet, qto fftot predel raven 0 (sm. postanovku kraevoæ

zadaqi v knige [19]).

VvodØ oboznaqenie μ = −p^2 i oboznaqaØ pravu¸ qast~ uravneniØ (27) qerez f_p(x), prihodim k uravneni¸ − d^2u(x, p) dxdM(x) − μu(x, p) = f_p(x) (29) so sformulirovannymi vyxe graniqnymi usloviØmi; pri fftom izvestno, qto rexenie uravneniØ (29) udovletvorØet uslovi¸

u(0, p) = 0 (30)

(sm. (26)).

Soglasno [19], rexenie uravneniØ (29) daetsØ formuloæ u(x, p) = L∫ 0 K(x, ξ, μ)f_p(ξ)dM(ξ), μ /∈ [0, +∞), (31) gde K(x, ξ, μ) = { φ(x, μ)D(ξ, μ), x 6 ξ, φ(ξ, μ)D(x, μ), x > ξ, (32)

a D(x, μ) – rexenie uravneniØ (17), udovletvorØ¸wee tem ße graniqnym usloviØm, qto i u(x, p), za iskl¸qeniem usloviØ (28), kotoroe zamenØetsØ usloviem D^−(0, μ) = −1.

Pokaßem, qto D(x, μ) = −ψ(x, μ) + Γ(μ)φ(x, μ). (33) V sluqae regulØrnoæ struny formula (33) oqevidna. V sluqae singulØrnoæ struny s koneqnym vtorym momentom fftu formulu legko poluqit~ iz graniqnogo usloviØ lim_{x→L} D^+(x, μ) = 0. Esli struna singulØrna i imeet beskoneqnyæ vtoroæ moment, to moßno vospol~zovat~sØ formuloæ ψ(x, μ) − Γ(μ)φ(x, μ) = L∫ 0 φ(x, s) s − μ dτ (s), μ /∈ [0, +∞) (34)

156 M. A. NUDEL^MAN (sm. [13]). Tak kak Ødro φ(x, s) osuwestvlØet izomorfizm meßdu prostranstvami L^2_{dτ} i L^2_{dM}, to funkciØ v levoæ qasti ravenstva prinadleßit L^2_{dM}, to est~ udovletvorØet graniqnomu uslovi¸ na pravom konce promeßutka [0, L⟩. Tak kak vtoroæ moment beskoneqen, to L∫ 0 |φ(x, μ)|^2dM(x) = +∞, μ /∈ [0, +∞) (sm. [13]), otkuda legko sleduet, qto funkciØ v pravoæ qasti (33) – edinstvennaØ, udovletvorØ¸waØ uravneni¸ (17) i graniqnym usloviØm, naloßennym na funkci¸ D(x, μ).

Iz formuly (34) sleduet, qto D(x, μ)^∧ = 1 s − μ , μ /∈ [0, +∞), (35) gde simvolom “∧” oboznaqeno izomorfnoe otobraßenie L^2_{dM} →

L^2_{dτ} , zadavaemoe Ødrom φ(x, s) s pomow~¸ formuly (22).

Vospol~zuemsØ usloviem (30). V silu formuly (31)

0 = u(0, p) = L∫ 0 K(0, x, μ)f_p(x)dM(x) = ( D(x, μ), f_p(x) ) L2_{dM} (simvolom ( · , · )_L2_{dM} oboznaqeno skalØrnoe proizvedenie v L^2_{dM},

μ = −p^2). V silu togo, qto otobraßenie (22) est~ izomorfizm,

moßno prodolßit~ fftu cepoqku ravenstv: 0 = ( D(x, μ), f_p(x) ) L2_{dM} = ( D(x, μ)^∧, ( f_p(x) )^∧ ) L2_{dτ} =

= +∞∫ 0 ( f_p(x) )^∧ (s) s − μ dτ (s) = +∞∫ 0

(_1 p dv1(x) dM(x) + v2(x) )_∧ (s) s − μ dτ (s); primenenie formuly (35) korrektno, poskol~ku pri Re p > 0 vypolneno sootnoxenie μ = −p^2 /∈ [0, +∞).

V silu vtorogo iz ravenstv (23), vse predyduwie rassußdeniØ moßno povtorit~ dlØ polugruppy V_S (t)^∗, pri fftom, v silu

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 157 formuly dlØ operatora B^∗_S (sm. §3), funkciØ f_p(x) zamenØetsØ funkcieæ f_p∗ (x) = − 1 p dv_1(x) dM(x) + v_2(x).

Imeem sistemu ravenstv: 1 p +∞∫ 0

(_{dv1(x)} dM(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) + +∞∫ 0 ( v_2(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) = 0, μ /∈ [0, +∞) − 1 p +∞∫ 0

(_{dv1(x)} dM(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) + +∞∫ 0 ( v_2(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) = 0

ili, inaqe,

W_1(μ)^{Df}= +∞∫ 0 (_{dv1(x)} dM(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) = 0, μ /∈ [0, +∞) W_2(μ)^{Df}= +∞∫ 0 ( v_2(x) )∧ (s) s − μ dτ (s) = 0. Razberem vtoroe iz fftih ravenstv; pervoe razbiraetsØ analogiqno. Vvedem oboznaqeniØ:

R(s) = Re ( v_2(x) )∧ (s), I(s) = Im ( v_2(x) )∧ (s). Pri μ ∈ (−∞, 0) imeem:

0 = Re W_2(μ) = +∞∫ 0 R(s) s − μ dτ (s),

0 = Im W_2(μ) = +∞∫ 0 I(s) s − μ dτ (s). (36)

Tak kak vyraßeniØ v pravyh qastØh formul (36) sut~ funkcii, golomofrnye vne luqa [0, +∞) [22], to vs¸du vne fftogo luqa

158 M. A. NUDEL^MAN ffti vyraßeniØ obrawa¸tsØ v 0. Ispol~zuØ formulu obraweniØ Stilt~esa [22], nahodim: ( v_2(x) )∧ (s) = 0 poqti vezde po mere dτ (s), otkuda v_2(x) = 0 poqti vezde po mere dM(x).

Analogiqno dokazyvaetsØ ravenstvo^{dv1(x)}_{dM(x)} = 0 poqti vezde po mere dM(x), otkuda, s uqetom graniqnogo usloviØ v_{1−}(0) = 0, sleduet ravenstvo v_1(x) = 0, x ∈ [0, L⟩.

Takim obrazom, ravenstva (23) vlekut ravenstvo nul¸ pary y = ( v_1(x) v_2(x) ) kak fflementa prostranstva Y_S , otkuda vytekaet pro-

stota operatora B_S . Teorema dokazana. �

§5. SvØz~ meßdu harakteristiqeskoæ funkcieæ operatora BS i kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti struny S

Lemma 3. VsØkiæ maksimal~nyæ antiakkretivnyæ operator B

moßet byt~ vkl¸qen v kaqestve osnovnogo operatora v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ λ_C vida (9). Pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh Ker L = {0}, Ker M^∗ = {0} ffta sistema edinstvenna s toqnost~¸ do izomorfizma vnexnih prostranstv N^−, N^+.

Dokazatel~stvo. Vozmoßnost~ vkl¸qeniØ proizvol~nogo sßa-

tiØ T v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ λ s diskretnym vremenem vida (6) (ili, qto to ße, v unitarnyæ uzel α vida (5)) izvestna (sm. [23]). Horoxo izvestno (ffto legko pokazat~), qto pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh Ker F = {0}, Ker G^∗ = {0} sistema λ edinstvenna s toqnost~¸ do izomorfizma vnexnih prostranstv

N^−, N^+._{Pust~ imeetsØ maksimal~nyæ antiakkretivnyæ operator B.}

Ego preobrazovanie Kffli

T = (I + B)(I − B)^{−1}

est~ sßatie. Vkl¸qim ego v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ s diskretnym vremenem λ vida (6). Formuly L = 1 √ 2 (I − ^B)F, M = 1 √ 2 G(I − B), N (a, φ^{(−)}) = M (a − (I − ^B)^{−1}Lφ^{(−)}) + Hφ^{(−)}

(37)

zada¸t konservativnu¸ sistemu rasseØniØ λ_C vida (9), dlØ kotoroæ B slußit osnovnym operatorom [4].

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 159 Iz formul (16), (37) vidno, qto pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh Ker L = {0}, Ker M^∗ = {0} my budem imet~ Ker F = {0},

Ker G^∗ = {0}, otkuda Øsno, qto sistema λ_C opredelena odnoznaq-

no s toqnost~¸ do izomorfizma vnexnih prostranstv N^−, N^+.

�

Zameqanie. OpisannaØ v stat~e [23] procedura postroeniØ uni-

tarnogo uzla, vkl¸qa¸wego zadannoe sßatie T , privodit k takomu uzlu, dlØ kotorogo Ker F = {0}, Ker G^∗ = {0}. Takim obrazom, vsØkiæ sßima¸wiæ operator T moßet byt~ vkl¸qen v unitarnyæ uzel, dlØ kotorogo Ker F = {0}, Ker G^∗ = {0} i, sledovatel~no, vsØkiæ maksimal~nyæ antiakkretivnyæ operator B moßet byt~ vkl¸qen v konservativnu¸ sistemu rasseØniØ vida (9), dlØ kotoroæ Ker L = {0}, Ker M^∗ = {0}.

Opredelenie. Harakteristiqeskoæ funkcieæ maksimal~nogo an-

tiakkretivnogo operatora B (oboznaqenie: θ_B (p)) nazyvaetsØ peredatoqnaØ funkciØ konservativnoæ sistemy rasseØniØ s nepreryvnym vremenem λ_C vida (9), dlØ kotoroæ B slußit osnovnym operatorom i takoæ, qto Ker L = {0}, Ker M^∗ = {0}.

V silu lemmy 3, harakteristiqeskaØ funkciØ θ_B (p) opredelena s toqnost~¸ do izomorfizma vnexnih prostranstv sistemy λ_C .

Teorema 3. Imeet mesto formula

θ_{BS} (p) =

1 − pΓ(−p^2) 1 + pΓ(−p^2)

, Re p > 0, (38)

gde Γ(μ) – kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti struny S, poroßda¸weæ operator B_S .

Dokazatel~stvo. Pust~ p, φ^{(−)} ∈ C , Re p > 0, φ^{(−)} ≠ 0. Poloßim

y = (pI − ^B_S )^{−1}L_S φ^{(−)}. Togda (y, φ^{(−)}) ∈ O_{BS ,LS} [4]. Pust~ y = ( v_1(x) v_2(x) ) . Togda, v silu §3, φ^{(−)} =^1_2 (v_{1−}(0) − v_2(0)).

S drugoæ storony,

θ_{BS} (p)φ^{(−)} = θ_{λCS} (p)φ^{(−)} = N_S ( (pI − ^B_S )^{−1}L_S φ^{(−)}, φ^{(−)} )

= N_S (y, φ^{(−)}) = 1 2 ( v_{1−}(0) + v_2(0) )

160 M. A. NUDEL^MAN (sm. (14)).

Dalee, imeem py = ^B_S y + L_S φ^{(−)} ili (sm. (15))

pv_1(x) = dv_2(x) dx , pv_2(x) = dv_1(x) dM(x) . (39)

VvodØ vspomogatel~nu¸ funkci¸ u(x) =^1_p v_2(x), posle nesloßnyh preobrazovaniæ poluqaem dlØ nee uravnenie p^2u(x) − d^2u(x) dxdM(x) = 0.

VvodØ oboznaqenie μ = −p^2, poluqaem uravnenie −μu(x) − d^2u(x) dxdM(x) = 0, (40)

sovpada¸wee s uravneniem (17).

Tak kak y ∈ O_{BS ,LS} , to dlØ pary ( v_1(x) v_2(x) ) vypolneno graniqnoe uslovie na pravom konce struny, a dlØ funkcii u(x) vypolneno sootvetstvu¸wee graniqnoe uslovie, kak ffto opisano v §4. Rexenie uravneniØ (40), udovletvorØ¸wee takomu graniqnomu uslovi¸ na pravom konce struny i uslovi¸ u^−(0) = −1 na ee levom konce, ravno D(x, μ) = −ψ(x, μ) + Γ(μ)φ(x, μ) (sm. §4). Pofftomu rexenie uravneniØ (40), udovletvorØ¸wee tomu ße graniqnomu uslovi¸ na pravom konce struny i graniqnomu uslovi¸ u^−(0) = v_{1−}(0) (sm. (39)) na ee levom konce, ravno u(x) =

v_{1−}(0)(ψ(x, μ) − Γ(μ)φ(x, μ)). V qastnosti, u(0) = −Γ(μ)v_{1−}(0), ot-

kuda v_2(0) = −pΓ(μ)v_{1−}(0) = −pΓ(−p^2)v_{1−}(0). Pofftomu

φ^{(−)} = 1 2 (v_{1−}(0) − v_2(0)) = 1 2 (1 + pΓ(p^2))v_{1−}(0),

θ_{BS} (p)φ^{(−)} = 1 2 (v_{1−}(0) + v_2(0)) = 1 2 (1 − pΓ(p^2))v_{1−}(0),

tak qto

θ_{BS} (p) =

1 − pΓ(−p^2) 1 + pΓ(−p^2) , qto i trebovalos~. �

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 161

Sledstvie. VsØkiæ prostoæ maksimal~nyæ antiakkretivnyæ

operator, ime¸wiæ skalØrnu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸, prinima¸wu¸ vewestvennye znaqeniØ na poluosi (0, +∞), realizuetsØ kak operator struny.

V qastnosti, imeetsØ bol~xoæ zapas strun, dlØ kotoryh operator B_S ograniqen.

Dokazatel~stvo. Pust~ B – maksimal~nyæ antiakkretivnyæ

operator, θ_B (p) – ego harakteristiqeskaØ funkciØ, priqem θ_B (p) ∈ C , Re p > 0, θ_B (p) ∈ R, p ∈ (0, +∞). Pust~ χ(p) = 1 − θ_B (p) 1 + θ_B (p) . Tak kak funkciØ θ_B (p) sßima¸waØ [4], to funkciØ χ(p) pozitivnaØ: Re χ(p) > 0, Re p > 0, priqem χ(p) ∈ R, p ∈ (0, +∞).

Izvestno, qto pozitivnaØ funkciØ, prinima¸waØ vewestvennye znaqeniØ na poloßitel~noæ poluosi, predstavlØetsØ v vide

χ(p) = pΓ(−p^2), gde Γ(μ) – stilt~esovskaØ funkciØ, t.e. funkciØ,

golomofrnaØ v oblasti C \ [0, +∞) i takaØ, qto

Im Γ(μ) > 0, Im μ > 0,

Γ(μ) > 0, μ < 0

(sm. [24]).

Stilt~esovskaØ funkciØ Γ(μ) dopuskaet predstavlenie (21) (sm. [24]).

VsØkaØ stilt~esovskaØ funkciØ ØvlØetsØ kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti nekotoroæ struny S (sm. [19], gde fftot rezul~tat sformulirovan v terminah mery dτ (s)).

Pust~ struna S poroßdaet operator B_S . V silu teoremy 3, imeet mesto ravenstvo θ_B (p) = θ_{BS} (p), Re p > 0.

Tak kak prostaØ konservativnaØ sistema rasseØniØ s nepreryvnym vremenem opredelØetsØ svoeæ peredatoqnoæ funkcieæ s toqnost~¸ do unitarnogo podobiØ [4], to operator B_S unitarno podoben operatoru B, qto i trebovalos~. �

162 M. A. NUDEL^MAN

§6. Kriteriæ ustoæqivosti struny

Teorema 4. DlØ togo, qtoby C0-polugruppa VS (t), poroßdennaØ

operatorom B_S , sil~no stremilas~ k nul¸ pri t → +∞, neobhodimo i dostatoqno, qtoby glavnaØ spektral~naØ mera dτ (s) sootvetstvu¸weæ struny S byla singulØrna otnositel~no mery Lebega.

Dokazatel~stvo. Iz postroeniØ funkcional~noæ modeli polu-

gruppy Laksa–Fillipsa [11] sleduet, qto polugruppa V_S (t) sil~- no stremitsØ k nul¸ togda i tol~ko togda, kogda suboperator rasseØniØ [11] polugruppy V_S (t) (sm. §2) ØvlØetsØ vnutrenneæ funkcieæ.

Izvestno, qto suboperator rasseØniØ unitarnoæ polugruppy Laksa–Fillipsa s toqnost~¸ do postoØnnogo levogo unitarnogo mnoßitelØ sovpadaet s peredatoqnoæ funkcieæ sootvetstvu- ¸weæ konservativnoæ sistemy rasseØniØ (v sluqae diskretnogo vremeni ffto vidno na funkcional~noæ modeli, a perehod k nepreryvnomu sluqa¸ osuwestvlØetsØ s pomow~¸ preobrazovaniØ Kffli, sm. formuly (16), (8)). Pofftomu s- lim_{t→+∞} V_S (t) = 0 togda i tol~ko togda, kogda harakteristiqeskaØ funkciØ θ_{BS} (p) ØvlØetsØ vnutrenneæ.

V silu teoremy 3, poslednee verno togda i tol~ko togda, kogda Im lim_{ε→+0} Γ(¶ ± iε) = 0 pri poqti vseh ¶ ∈ (0, +∞), priqem, v silu prinadleßnosti Γ(μ) klassu stilt~esovskih funkciæ, suwestvovanie predela obespeqeno poqti vezde na (0, +∞).

Vyraßenie

Im Γ(¶ ± iε) = +∞∫ 0 ±ε (s − x)^2 + y^2 dτ (s) tol~ko otsutstviem mnoßitelØ ±^1_π otliqaetsØ ot integrala Puassona, poroßdennogo meroæ dτ (s). Pofftomu

Im lim_{ε→+0} Γ(¶ ± iε) = ±π dτ (s) ds | | | |_{s=} – pri poqti vseh μ ∈ (0, +∞) [25], otkuda sleduet utverßdenie teoremy. �

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 163

Sledstvie. Esli kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti Γ(μ)

est~ meromorfnaØ funkciØ vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, to

s- lim_{t→+∞} V_S (t) = 0.

Dokazatel~stvo. Iz integral~nogo predstavleniØ (21) i for-

muly obraweniØ Stilt~esa [22] vytekaet, qto funkciØ Γ(μ) ØvlØetsØ meromorfnoæ togda i tol~ko togda, kogda mera dτ (s) diskretna. TakaØ mera, koneqno, ØvlØetsØ singulØrnoæ otnositel~- no mery Lebega, qto i trebovalos~. �

§7. Obobwenie rezul~tata M. G. Kreæna i A. A. Nudel~mana o polnote operatora struny

Esli imeetsØ regulØrnaØ struna S, to, v zavisimosti ot graniqnogo usloviØ na ee pravom konce, ee kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti raven Γ(μ) =^{ψ(L,μ)}_{φ(L,μ)} ili Γ(μ) =^{ψ+(L,μ)}_{φ+(L,μ)} (sm. (18), (19)).

Tak kak φ(L, μ), ψ(L, μ), φ^+(L, μ), ψ(L, μ) sut~ celye funkcii ot parametra μ [15], to dlØ regulØrnoæ struny funkciØ Γ(μ) ØvlØetsØ meromorfnoæ i, sledovatel~no, glavnaØ spektral~naØ mera

dτ (s) diskretna. DlØ singulØrnoæ struny S v stat~e [16] dokazan

takoæ kriteriæ diskretnosti glavnoæ spektral~noæ mery dτ (s): v sluqae L = +∞ dolßny vypolnØt~sØ usloviØ

M(+∞) < +∞, lim_{x→+∞} x(M(+∞) − M(x)) = 0, (41)

v sluqae M(L − 0) = +∞ – usloviØ L < +∞, lim_{x→L−0} M(x)(L − x) = 0. (42) Esli_L ∫ 0 xdM(x) < +∞, (43) kak ffto trebuetsØ v stat~e [2], to libo struna ØvlØetsØ regulØrnoæ, libo L = +∞ i vypolneny usloviØ (41). Pofftomu glavnaØ spektral~naØ mera takoæ struny diskretna. V stat~e [2] dokazano, qto pri vypolnenii usloviØ (43) operator B^{−1}_S polon togda i tol~ko togda, kogda struna ØvlØetsØ privedennoæ, to est~ u nee

164 M. A. NUDEL^MAN otsutstvuet odnorodnyæ uqastok plotnosti 1, primyka¸wiæ k levomu koncu (pri uslovii (43) operator B^{−1}_S okazyvaetsØ ograniqennym).

My budem issledovat~ polnotu operatora T_S = (I + B_S )(I −

B_S )^{−1}. Tak kak operator B_S maksimal~nyæ antiakkretivnyæ (sm.

teoremu 2), to operator T_S sßima¸wiæ [8].

Teorema 5. Pust~ struna S regulØrna ili singulØrna i udovle-

tvorØet usloviØm (41) ili (42). DlØ togo, qtoby operator T_S byl polon, neobhodimo i dostatoqno, qtoby struna S byla privedennoæ.

Dokazatel~stvo. V usloviØh dannoæ teoremy harakteristiqe-

skaØ funkciØ θ_{BS} (p) ØvlØetsØ vnutrenneæ (sm. dokazatel~stvo teoremy 4 i ee sledstviØ). Pofftomu harakteristiqeskaØ funkciØ

θ_{TS} (z), svØzannaØ s funkcieæ θ_{BS} (p) formuloæ (8), takße ØvlØet-

sØ vnutrenneæ. Soglasno [26], operator T_S polon togda i tol~ko togda, kogda θ_{TS} (z) ØvlØetsØ proizvedeniem BlØxke v ediniqnom kruge ili, qto ravnosil~no, θ_{BS} (p) ØvlØetsØ proizvedeniem BlØxke v pravoæ poluploskosti.

Dopustim, qto struna S ne ØvlØetsØ privedennoæ. Togda ona moßet byt~ predstavlena kak odnorodnyæ uqastok plotnosti 1 dliny a > 0, primyka¸wiæ k ee levomu koncu, prodolßennyæ nekotorym uqastkom S ~. Pust~ Γ~(μ) – kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti fftogo uqastka, Γ(μ) – kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti struny S. Soglasno [14], imeet mesto formula

Γ(μ) = ψ^−(a)Γ~(μ) + ψ(a) φ^−(a)Γ~(μ) + φ(a) , μ /∈ [0, +∞). Po opredeleni¸ funkciæ φ i ψ (sm. §4), imeem: pri 0 6 x 6 a

φ(x, μ) = cos √ μ x, ψ(x, μ) = sin √ μ x √ μ (vybor vetvi vetvi kornØ ne imeet znaqeniØ, poskol~ku obe funkcii qetnye otnositel~no √μ). Pofftomu

Γ(μ) = cos( √ μ a)Γ^∼(μ) +^{sin(√μ a)}√_μ − √ μ sin( √ μ a)Γ^∼(μ) + cos √ μ a , μ /∈ [0, +∞).

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 165 PodstavlØØ ffto vyraßenie v formulu (38), posle gromozdkih, no nesloßnyh preobrazovaniæ poluqaem:

θ_{BS} (p) = e^{−2pa}θ_Be_S (p), Re p > 0. (44)

FunkciØ θ_{BeS} (p) golomorfna v otkrytoæ pravoæ poluploskosti, a funkciØ e^{−2pa} – singulØrnaØ vnutrennØØ v fftoæ oblasti. Pofftomu, v silu formuly (44), funkciØ θ_{BS} (p) ne est~ proizvedenie BlØxke, tak qto i θ_{TS} (z) ne est~ proizvedenie BlØxke i operator T_S ne polon.

Obratno, dopustim θ_{BS} (p) ne est~ proizvedenie BlØxke i, sledovatel~no, predstavlØetsØ v vide θ_{BS} (p) = G(p)Q(p), Re p > 0, gde G(p) – proizvedenie BlØxke, Q(p) – singulØrnaØ vnutrennØØ funkciØ. Soglasno [25], obwiæ vid singulØrnoæ vnutrenneæ funkcii est~

Q(p) = exp ( − ( iα + 2ap + ∞∫ −∞ ( 1 p − it − it 1 + t^2 ) dσ_s(t) )) , α ∈ R, a > 0, Re p > 0, (45)

gde σ_s – singulØrnaØ mera (mnoßitel~ 2 pered a postavlen dlØ udobstva). V silu teoremy o spektre funkcii [26], funkciØ

θ_{BS} (p) ne moßet byt~ analitiqeski prodolßena qerez toqki mno-

ßestva i supp σ_s (supp σ_s – nositel~ mery σ_s). No, v silu formuly (38), v usloviØh dannoæ teoremy funkciØ θ_{BS} (p) meromorfnaØ, priqem pol¸sy na mnimoæ osi otsutstvu¸t, poskol~ku ona vnutrennØØ. Pofftomu nositel~ mery σ_s pust i v formule (45) mnoßitel~ Q(p) prinimaet vid Q(p) = e^{−(iα+2ap)}, Re p > 0 (sm. takße [27]).

Po predpoloßeni¸, θ_{BS} (p) ne est~ proizvedenie BlØxke i, sledovatel~no, a > 0. Tak kak funkciØ θ_{BS} (p) = θ_{αCS} (p) vewestvenna na (0, +∞), to i funkciØ e^{−iα}G(p) takße vewestvenna na

(0, +∞). V silu sledstviØ k teoreme 3, suwestvuet struna S ~,

dlØ kotoroæ θ_{BSe}(p) = e^{−iα}G(p), Re p > 0. Dostroim k fftoæ strune sleva odnorodnyæ uqastok dliny a plotnosti 1. V silu formuly (44) dlØ poluqennoæ struny S^′ imeem: θ_{BS′} (p) = θ_{BS} (p), Re p > 0. Pofftomu sovpada¸t kofffficienty dinamiqeskoæ podatlivosti fftih strun i S = S^′ v silu teoremy edinstvennosti [19]. Sledovatel~no, struna S naqinaetsØ s odnorodnogo uqastka plotnosti 1 dliny a i, znaqit, ne ØvlØetsØ privedennoæ. �

166 M. A. NUDEL^MAN

Literatura

1. D. Z. Arov, RealizaciØ kanoniqeskoæ sistemy s dissipativnym graniqnym usloviem na odnom konce segmenta po kofffficientu dinamiqeskoæ podatlivosti. — Sib. mat. ß. 16, No. 3 (1975), 540–563.

2. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, O nekotoryh spektral~nyh svoæstvah neodnorodnoæ struny s dissipativnym graniqnym usloviem. — J. Operator

Theory, 22 (1989), 369–395.

3. S. V. Hruščev, The Regge problem for strings, unconditionally convergent eigenfunction expansions, and unconditional bases of exponentials in L2(�T, T ). — J. Operator Theory, 14 (1985), 67–85.

4. D. Z. Arov, M. A. Nudelman, Passive linear stationary dynamical scattering systems with continuous time. — Integr. Equat. Oper. Th., 24, No. 1 (1996), 1–45.

5. D. Z. Arov, Passivnye lineænye stacionarnye dinamiqeskie sistemy.

— Sib. mat. ß. 20, No. 2 (1979), 211–228.

6. D. Z. Arov, Ustoæqivye dissipativnye lineænye stacionarnye sistemy rasseØniØ. — J. Operator Theory, No. 2 (1979), 96–126.

7. D. Z. Arov, Lineænye stacionarnye passivnye sistemy s poterØmi.

Diss. d-ra fiz.-mat. nauk, Odessa (1985).

8. B. Sœkefal~vi-Nad~, Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~- bertovom prostranstve. Mir, Moskva (1970).

9. P. Laks, R. Fillips, TeoriØ rasseØniØ. Mir, M. (1971). 10. ı. L. Xmul~Øn, Invariantnye podprostranstva polugrupp i shema Laksa–Fillipsa. — Odesskiæ in-t inßenerov morskogo flota, Odessa (1986), Dep. v VINITI 12.11.86, No. 8009-B86.

11. V. M. AdamØn, D. Z. Arov, Ob unitarnyh scepleniØh poluunitarnyh operatorov. — Mat. issledovaniØ (Kixinev), 1, No. 2 (1966), 3–64.

12. M. A. Nudel~man, Dostatoqnye usloviØ absol¸tnoæ ustoæqivosti optimal~nyh passivnyh sistem rasseØniØ. — Algebra i analiz, 6, No. 4 (1994), 187–203.

13. M. G. Kreæn, Ob odnom obobwenii issledovaniæ Stilt~esa. — DAN SSSR, 87, No. 6 (1952), 881–884.

14. M. G. Kreæn, O nekotoryh sluqaØh ffffektivnogo opredeleniØ plotnosti neodnorodnoæ struny po ee spektral~noæ funkcii. — DAN SSSR, 93,

No. 4 (1953), 617–620.

15. I. S. Kac, M. G. Kreæn, O spektral~nyh funkciØh struny. — Dopolnenie II k knige F. Atkinsona “Diskretnye i nepreryvnye zadaqi”. Mir, M. (1968).

16. I. S. Kac, M. G. Kreæn, Kriteriæ diskretnosti spektra singulØrnoæ struny. — Izv. vuzov, Ser. matem., 3, No. 2 (1958), 136–153.

17. ı. M. Berezanskiæ, Razloßenie po sobstvennym funkciØm samosoprØßennyh operatorov. Naukova dumka, Kiev (1965).

18. �. R. Cekanovskiæ, ı. L. Xmul~Øn, Metod obobwennyh funkciæ v teorii rasxireniæ neograniqennyh lineænyh operatorov. DonGU, Doneck (1973).

19. H. Dym, H. P. McKean, Gaussian Processes, Function Theory, and the Inverse Spectral Problem. Acad. Press, N.Y. (1976).

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 167

20. B. Z. Vulih, Kratkiæ kurs teorii funkciæ vewestvennoæ peremennoæ.

Nauka, M. (1965).

21. N. Danford, Dß. T. Xvarc, Lineænye operatory. ObwaØ teoriØ. IL, M. (1962).

22. I. S. Kac, M. G. Kreæn, R-funkcii – funkcii, otobraßa¸wie verhn¸¸ poluploskost~ v sebØ. — Dopolnenie I k knige F. Atkinsona “Diskretnye i nepreryvnye zadaqi” Mir, M. (1968).

23. M. S. Brodskiæ, Unitarnye uzly i ih harakteristiqeskie funkcii. — Usp. mat. nauk, 33, No. 4(202) (1978), 141–168.

24. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi. Nauka, M. (1973).

25. K. Gofman, Banahovy prostranstva analitiqeskih funkciæ. IL, M.

(1963).

26. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. Nauka, M. (1980). 27. M. G. Kreæn, Ob odnom special~nom klasse celyh i meromorfnyh funkciæ.

— V kn.: N. I. Ahiezer, M. G. Kreæn, O nekotoryh voprosah teorii momentov. GONTI (1938), 208–253.

28. S. Hassi, H. De Snoo, H. Winkler, Boundary-value problems for two-dimensional canonical systems. — Integr. Equat. Oper. Th., 36, No. 4 (2000), 445–479.

Nudelman M. A. The Krein string and characteristic functions of maximal dissipative operators.

The theory of the Krein string is considered in the framework of a continual analogue of the theory of unitary operator nodes. On this basis, the generalization of M. G. Krein and A. A. Nudelman result on the completeness of the string operator is obtained.

Postupilo 12 oktØbrØ 2002 g.

Integrirovannye bankovskie informacionnye sistemy Odessa

nudelman@odtel.net