Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

Anar Dosiev

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV OT �LEMENTOV ALGEBRY LI I SPEKTRY SLODKOVSKOGO

Vvedenie

IzvestnaØ teorema I. M. Gel~fanda (sm. [1, p. 2.2.15]) utverßdaet, qto esli D – oblast~ v kompleksnoæ ploskosti C , soderßawaØ spektr σ(a) fflementa a banahovoæ algebry A, to suwestvuet edinstvennyæ nepreryvnyæ gomomorfizm algebry H(D) golomorfnyh v D funkciæ v algebru A takoæ, qto postoØnnaØ funkciØ 1 perehodit v edinicu 1_A algebry A, a koordinatnaØ funkciØ z otobraßaetsØ v a. Sootvetstvu¸waØ zadaqa v sluqae neskol~kih kommutiru¸wih operatorov moßet byt~ predstavlena sledu¸wim obrazom. Pust~ A = B(X) – algebra vseh ograniqennyh lineænyh operatorov, deæstvu¸wih v banahovom prostranstve X, i pust~ a = (a_1, . . . , a_n) – nabor kommutiru¸- wih operatorov iz A. DlØ kakih oblasteæ D v C^n standartnyæ gomomorfizm P_n → A, p → p(a), gde P_n – algebra kompleksnyh polinomov ot n peremennyh, moßet byt~ prodolßen do nepreryvnogo gomomorfizma algebr H(D) → A (t.e. kogda X stanovitsØ H(D)-modulem)? �ta zadaqa byla rexena Dß. Teælorom [2] v terminah vvedennogo im sovmestnogo spektra kommutativnogo semeæstva operatorov. Sovmestnym spektrom σ(a) Teælor nazyvaet (sm. [3]) mnoßestvo teh toqek λ = (λ_1, . . . , λ_n) ∈ C^n , dlØ kotoryh naruxaetsØ toqnost~ kompleksa KoxulØ Kos(a − λ, X), poroßdennogo semeæstvom a−λ. Esli oblast~ D soderßit sovmestnyæ spektr Teælora σ(a), to trebuemyæ gomomorfizm H(D) → A suwestvuet. Krome togo, imeet mesto teorema ob otobraßenii spektra (sm. [2]): esli σ(a) ⊂ D, to σ(f(a)) = f(σ(a)), gde

f = (f_1, . . . , f_n) : D → C^n golomorfnoe otobraßenie s koordi-

natnymi funkciØmi f_i ∈ H(D), i f(a) = (f_1(a), . . . , f_n(a)). �to svoæstvo spektra Teælora vypolnØetsØ (sm. [4, p. 2.6]) takße dlØ podspektrov σ_{π,k}(a) i σ_{δ,k}(a) (zavisØwih ot celogo qisla k,

0 6 k 6 n), opredelennyh Z. Slodkovskim v [5]. Sleduet ot-

metit~, qto spektry σ_{π,k}(a), σ_{δ,k}(a) ispol~zu¸tsØ pri izuqenii 72

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 73 svoæstv granicy spektra Teælora (sm. [6]).

DlØ nekommutiru¸wih operatorov a_1, . . . , a_n obwaØ shema postroeniØ funkcional~nogo isqisleniØ i nekotorye ee qastnye sluqai byli predloßeny Teælorom v [7]. V obwem sluqae algebra P_n zamenØetsØ svobodnoæ algebroæ F_n ot n peremennyh. Esli ße a_1, . . . , a_n poroßda¸t koneqnomernu¸ algebru Li E, to F_n zamenØetsØ universal~noæ obertyva¸weæ algebroæ U (E). Zadaqa o funkcional~nom isqislenii dlØ zadannogo gomomorfizma α : U (E) → A otnositel~no nekotorogo semeæstva topologiqeskih algebr “funkciæ” H_ι i otmeqennyh gomomorfizmov

φ_ι : U (E) → H_ι moßet byt~ sformulirovana kak zadaqa o su-

westvovanii nepreryvnyh gomomorfizmov α_ι : H_ι → A so svoæstvom α_ιφ_ι = α. RazumeetsØ, qast~¸ zadaqi ØvlØetsØ i sam poisk dostatoqno soderßatel~nogo klassa topologiqeskih algebr

H_ι. Pervye xagi v postroenii takih algebr predprinØl Teæ-

lor v [7]. Algebra “celyh” funkciæ ot fflementov algebry Li E opredelØetsØ (sm. [7]) kak nekotoraØ topologiqeskaØ oboloqka ~U (E) (v sovremennoæ terminologii, kak oboloqka Arensa– Maækla, sm. [1, p. 2.21]) algebry U (E). Pri fftom v [7] dokazano, qto ~U (E) = H(C^n ) – algebra celyh funkciæ, esli E – kommutativnaØ algebra Li i dim(E) = n, a esli E – poluprostaØ algebra Li, to ~U (E) – sqetnoe topologiqeskoe prØmoe proizvedenie polnyh matriqnyh algebr.

Estestvenno bylo by oßidat~, qto v zadaqe o golomorfnom funkcional~nom isqislenii analogi sovmestnogo spektra Teælora dolßny igrat~ zametnu¸ rol~ i v nekommutativnom sluqae. Esli semeæstvo operatorov a poroßdaet koneqnomernu¸ podalgebru Li E v B(X), A. S. Faænxteæn [8] opredelil sovmestnyæ spektr σ(a) kak mnoßestvo teh λ ∈ C^n , dlØ kotoryh naruxaetsØ toqnost~ kompleksa KoxulØ, sootvetstvu¸wego modul¸ X nad algebroæ Li, poroßdennoæ semeæstvom a − λ. Byla dokazana sledu¸waØ koneqnomernaØ teorema ob otobraßenii spektra (sm. [8]): esli a poroßdaet koneqnomernu¸ nil~potentnu¸ algebru Li E i podalgebra Li F v U (E), poroßdennaØ semeæstvom f = (f_1, . . . , f_m), koneqnomerna, to σ(f(a)) = f(σ(a)). V qastnosti, vypolnØetsØ proekcionnoe svoæstvo σ(a^′) = φ(σ(a)), gde a^′ = (a_{i1} , . . . , a_{im} ) – podsemeæstvo v a i φ : C^n → C^m – standartnaØ proekciØ.

DlØ sluqaØ, kogda E koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li,

74 ANAR DOSIEV analogiqnye varianty spektrov Slodkovskogo i Teælora privedeny v [9]. Tam ße dokazano, qto ffti spektry oblada¸t proekcionnym svoæstvom na idealy (t.e. kogda podsemeæstvo operatorov poroßdaet ideal) fftoæ algebry Li E, no ne oblada¸t fftim svoæstvom dlØ podalgebr Li v E. �tot nedostatok spektra v razreximom sluqae ustranen v [10] modifikacieæ teælorovskogo spektra, predloßennogo v [8]. Tem ne menee, obwiæ vopros ob otobraßenii spektra polinomami ostaetsØ otkrytym i v fftom sluqae.

V dannoæ rabote my vvodim v rassmotrenie (v kaqestve kandidatov v algebry H_ι) topologiqeskie algebry shodØwihsØ stepennyh rØdov ot fflementov nekotoroæ (ne obØzatel~no koneqnomernoæ) algebry Li J. Po kaßdoæ nasywennoæ vozrasta¸weæ sisteme p mul~tiplikativnyh prednorm algebry Li J opredelØ¸tsØ topologiqeskaØ algebra “funkciæ” O_J(p) i kanoniqeskiæ gomomorfizm φ_p : U (J) → O_J(p) s plotnym obrazom. Algebra O_J(p) ØvlØetsØ obratnym predelom nekotorogo semeæstva banahovyh algebr, sootvetstvu¸wego sisteme prednorm. Esli p – mnoßestvo vseh mul~tiplikativnyh prednorm algebry Li J, to O_J(p) ØvlØetsØ oboloqkoæ Arensa–Maækla algebry U (J). PredloßennaØ konstrukciØ konkretiziruetsØ sledu¸wim obrazom dlØ koneqnomernoæ algebry Li.

Pust~ E – koneqnomernaØ algebra Li. Togda nasywennaØ vozrasta¸waØ sistema norm p v E odnoznaqnym obrazom opredelØet oblast~ D v dual~nom prostranstve E^∗, kotoraØ predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ ediniqnyh po dual~nym normam xarov s centrom v nule, t.e. D – absol¸tno vypuklaØ oblast~. S drugoæ storony, l¸baØ absol¸tno vypuklaØ oblast~ D v E^∗ moßet byt~ zadana nekotoroæ nasywennoæ vozrasta¸weæ sistemoæ norm v E. Sootvetstvu¸wu¸ algebru Frexe O_E (p) oboznaqim qerez O_E (D). Esli E – kommutativnaØ algebra Li, to algebra

O_E (D) svoditsØ k algebre H(D), gde D – absol¸tno vypuklaØ

oblast~ v C^n .

Esli E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li i e =

(e_1, . . . , e_n) – bazis, soglasovannyæ s nißnim central~nym rØdom,

to l¸boæ fflement f ∈ O_E (D) predstavlØetsØ i pritom edinstvennym sposobom v vide stepennogo rØda f = ∑ a_{t1...tn} e^{t1}_1 · · · e^{tn}_n . DlØ koneqnomernoæ razreximoæ algebry Li E dokazyvaetsØ, qto faktor algebry O_E (D) po ee radikalu Dßekobso-

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 75 na Rad O_E (D) topologiqeski izomorfen algebre obyqnyh golomorfnyh funkciæ H(D_s), gde D_s = D ∩ Δ(E) i Δ(E) – mnoßestvo harakterov algebry Li E. Pri fftom D_s sovpadaet s mnoßestvom nepreryvnyh harakterov algebry O_E (D). Esli D ØvlØetsØ polidiskom, to O_E (D) = Rad O_E (D) ⊕ C_E , gde C_E – podprostranstvo v O_E (D), kotoroe topologiqeski izomorfno algebre H(D_s). V qastnosti, oboloqka Arensa–Maækla ~U (E) razlagaetsØ v topologiqesku¸ prØmu¸ summu radikala i podprostranstva, izomorfnogo algebre celyh funkciæ v C^m , gde m = codim[E, E]. Takim obrazom, l¸boæ fflement f ∈ O_E (D) opredelØet golomorfnu¸ funkci¸ na D_s (oboznaqaemu¸ nami takße qerez f) kak obraz estestvennogo gomomorfizma O_E (D) → H(D_s).

Pust~ teper~ E – koneqnomernaØ algebra Li s bazisom e i

α : U (E) → A gomomorfizm algebr v proizvol~nu¸ banahovu

algebru A. Prostranstvo E^∗ moßno otoßdestvit~ s C^n otnositel~no bazisa e. My rassmatrivaem zadaqu funkcional~nogo isqisleniØ dlØ gomomorfizma α otnositel~no semeæstva topologiqeskih algebr O_E (D), gde D probegaet absol¸tno vypuklye oblasti v C^n . DlØ polidiskov D_r = D_{r1} × · · · × D_{rn} iz C^n ffta zadaqa rexaetsØ v terminah ocenki sovmestnogo spektral~nogo radiusa obraza a = α(e). V sluqae proizvol~noæ absol¸tnoæ vypukloæ oblasti D nami poluqen sledu¸wiæ rezul~tat. Pust~

A = B(X) i E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li. To-

gda gomomorfizm α prodolßaetsØ do nepreryvnogo gomomorfizma algebr α : O_E (D) → A v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda σ(a) ⊂ D. Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ “koneqnomernaØ” teorema ob otobraßenii spektrov Slodkovskogo: σ_{δ,k}(f(a)) =

f(σ_{δ,k}(a)), σ_{π,k}(f(a)) = f(σ_{π,k} (a)) otnositel~no semeæstva funkciæ f = (f_1, . . . , f_k) i nepreryvnogo gomomorfizma α : O_E (D) → B(X), α(f) = f(a), dlØ koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li E.

Opixem soderßanie stat~i po paragrafam.

V §1 sobrany predvaritel~nye ponØtiØ i rezul~taty. V qastnosti, opredelØ¸tsØ spektry Slodkovskogo koneqnogo banahova kompleksa, parametrizovannogo peremennoæ iz nekotorogo topologiqeskogo prostranstva, i obsußda¸tsØ ih svoæstva.

§2 posvØwen opisani¸ associativnyh oboloqek mul~tinormirovannoæ algebry Li. V qastnosti, opredelØetsØ banahova obertyva¸waØ algebra A(J) banahovoæ algebry Li J. Algebra

76 ANAR DOSIEV

A(J) ØvlØetsØ otdelimym popolneniem [21, Gl. 2, p. 3.7] uni-

versal~noæ obertyva¸weæ algebry U (J) otnositel~no nekotoroæ prednormy, prodolßa¸weæ normu v J. Dalee, po mul~tinormirovannoæ algebre Li J, topologiØ kotoroæ zadana s pomow~¸ mnoßestva p mul~tiplikativnyh prednorm, stroitsØ proektivnaØ sistema {A(J_p), u_{pq}; p, q ∈ p}, gde J_p – otdelimoe popolnenie prednormirovannoæ algebry Li J otnositel~no prednormy p iz p. TopologiqeskaØ algebra O_J(p) “funkciæ” ot fflementov mul~- tinormirovannoæ algebry Li J opredelØetsØ v vide obratnogo predela ukazannoæ proektivnoæ sistemy.

Osnovnym rezul~tatom §3 ØvlØetsØ teorema 3.6 o suwestvovanii bazisa v banahovoæ obertyva¸weæ algebre A(E) koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li E.

V §4, v qastnosti, dokazano, qto absol¸tno vypuklaØ oblast~ D v dual~nom prostranstve E^∗ koneqnomernoæ algebry Li E odnoznaqnym obrazom opredelØet vozrasta¸wee mnoßestvo p_D norm v algebre Li E. Soglasno predloßennoæ v §2 sheme, voznikaet topologiqeskaØ algebra O_E (D) = O_E (p_D) “funkciæ” ot fflementov mul~tinormirovannoæ algebry Li E, snabßennoæ mnoßestvom norm p_D. Central~nym rezul~tatom §4 ØvlØetsØ teorema 4.13 o suwestvovanii odnorodnogo bazisa v algebre O_E (D) pri uslovii, qto algebra Li E koneqnomerna i nil~potentna.

V §5 dlØ zadannogo gomomorfizma α koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li E v banahovu associativnu¸ algebru A ustanovlen kriteriæ suwestvovaniØ funkcional~nogo isqisleniØ otnositel~no semeæstva topologiqeskih algebr O_E (D), kogda D probegaet absol¸tno vypuklye oblasti v dual~nom prostranstve E^∗. V sluqae, kogda D probegaet polidiski, zadaqa o funkcional~nom isqislenii rassmatrivaetsØ takße dlØ koneqnomernoæ razreximoæ algebry Li E.

V §6 opredeleny spektry par predstavleniæ kak spektry banahova kompleksa, poluqennogo s pomow~¸ totalizacii banahova bikompleksa, poroßdennogo fftimi predstavleniØmi. DokazyvaetsØ naliqie proekcionnogo svoæstva spektra pary na spektr predstavitelØ fftoæ pary.

Rezul~taty §6 primenØ¸tsØ v §7 dlØ dokazatel~stva teoremy ob otobraßenii spektra, kotoraØ byla sformulirovana vyxe.

Avtor blagodarit ı. V. Turovskogo za postanovku zadaqi i cennye sovety, i V. S. Xul~mana, A. ˚. Helemskogo, A. S.

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 77 Faænxteæna, D. Beltitu, A. ı. Pirkovskogo za poleznye obsußdeniØ. Avtor priznatelen recenzentu za soderßatel~nye zameqaniØ, sposobstvovavxie uluqxeni¸ izloßeniØ. V qastnosti, emu prinadleßit ideØ ispol~zovaniØ graduirovannyh nil~potentnyh algebr Li dlØ dokazatel~stva teoremy 3.6. Sledstvie 4.9 nezavisimo dokazano A. ı. Pirkovskim (ustnoe soobwenie).

§1. Predvaritel~nye svedeniØ

Vse rassmatrivaemye v tekste vektornye prostranstva (v tom qisle algebry) predpolaga¸tsØ kompleksnymi. DlØ banahovyh prostranstv X i Y qerez B(X, Y ) oboznaqim prostranstvo vseh ograniqennyh lineænyh operatorov iz X v Y , nadelennoe operatornoæ normoæ. Poloßim B(X) = B(X, X). Zamknutyæ ediniqnyæ xar proizvol~nogo banahova prostranstva X oboznaqim qerez X_{(1)}.

1.1. Polinormirovannye algebry. Pust~ X – polinormirovannoe (ili lokal~no vypukloe) prostranstvo s opredelØ¸wim topologi¸ mnoßestvom prednorm p. Vsegda moßno sqitat~, qto mnoßestvo p nasyweno, t.e. soderßit maksimumy svoih koneqnyh podmnoßestv. Esli topologiØ, poroßdennaØ mnoßestvom p, ØvlØetsØ hausdorfovoæ, to p nazyvaetsØ otdelimym mnoßestvom prednorm.

Pust~ A – proizvol~naØ (ne obØzatel~no associativnaØ) algebra. GovorØt [1, p. 1.2.2], qto A – polinormirovannaØ algebra, esli A ØvlØetsØ polinormirovannym prostranstvom i umnoßenie v A razdel~no nepreryvno. Prednorma p v algebre A nazyvaetsØ mul~tiplikativnoæ, esli suwestvuet takaØ konstanta

C > 0, qto p(ab) 6 Cp(a)p(b) dlØ vseh a, b ∈ A. Esli pri fftom C = 1 i p(1_A) = 1 v sluqae, kogda A imeet ediniqnyæ ffle-

ment 1_A, to prednorma p nazyvaetsØ algebraiqeskoæ. Qerez n(A) oboznaqim klass vseh nasywennyh otdelimyh mnoßestv mul~- tiplikativnyh prednorm v A. Banahova (ne obØzatel~no associativnaØ) algebra opredelØetsØ kak algebra, ØvlØ¸waØsØ banahovym prostranstvom otnositel~no mul~tiplikativnoæ normy. Pust~ M – podmnoßestvo banahovoæ associativnoæ algebry A, abc(M ) – absol¸tno vypuklaØ oboloqka mnoßestva M ,

M^n = {m_1 · · · m_n : m_i ∈ M } i ‖M ‖ = sup{‖m‖ : m ∈ M }. Ob¨-

edinenie SG(M ) = ∪_{n∈}NM^n nazyva¸t mul~tiplikativnoæ polugruppoæ, poroßdennoæ mnoßestvom M . Esli M ograniqeno, to

78 ANAR DOSIEV qislo ρ(M ) = lim_n ‖M^n‖^{1/n} nazyvaetsØ (sovmestnym) spektral~- nym radiusom mnoßestva M [11]. Sleduet otmetit~, qto predel lim_n ‖M^n‖^{1/n} vsegda suwestvuet i raven inf_n ‖M^n‖^{1/n} (sm. detali

v [11]). Legko proverit~ sledu¸wee utverßdenie. Lemma 1.1. Pust~ M – ograniqennoe podmnoßestvo banahovoæ

associativnoæ algebry A. Esli ρ(M ) < 1, to M poroßdaet ograniqennu¸ polugruppu v A.

Pust~ A – banahova associativnaØ algebra i N (A) – mnoßestvo vseh algebraiqeskih norm v A, ffkvivalentnyh ishodnoæ norme v A. Kak dokazano v [11] (sm. takße [12]) ρ(M ) = inf{q(M ) :

q ∈ N (A)}. Poskol~ku q(abc(M )) = q(M ) dlØ q ∈ N (A), my imeem ρ(abc(M )) = ρ(M ) [12].

Radikal Dßekobsona (sm. [1, p. 1.3.4]) associativnoæ algebry A s ediniceæ budem oboznaqat~ qerez RadA. Esli A – polinormirovannaØ associativnaØ algebra, to mnoßestvo vseh nepreryvnyh harakterov (t.e. mul~tiplikativnyh lineænyh funkcionalov) algebry A oboznaqim qerez X(A).

Pust~ teper~ A – proizvol~naØ polinormirovannaØ algebra, topologiØ kotoroæ poroßdaetsØ mnoßestvom prednorm p. Esli p sostoit iz mul~tiplikativnyh prednorm, to algebru A my nazovem mul~tinormirovannoæ. Napomnim konstrukci¸ proektivnoæ sistemy banahovyh algebr, soputstvu¸weæ zadannoæ mul~tinormirovannoæ algebre. Obyqno ffta konstrukciØ ispol~zuetsØ dlØ associativnyh algebr (sm. [1, p. 5.2.10]).

Pust~ A – mul~tinormirovannaØ (ne obØzatel~no associativnaØ) algebra otnositel~no nasywennogo mnoßestva mul~tiplikativnyh prednorm p = {p_ι}_{ι∈Λ}. Poloßim ι 6 κ, esli p_ι 6 p_κ (poslednee oznaqaet, qto p_ι(x) 6 p_κ(x) dlØ vseh x ∈ A). ˚sno, qto I_ι = {x ∈ A : p_ι(x) = 0} ØvlØetsØ dvustoronnim idealom algebry A i faktor-prednorma p^∼_ι v faktor-algebre A/I_ι ØvlØetsØ normoæ. Pust~ A_ι – popolnenie algebry A/I_ι po fftoæ norme. Opredelim gomomorfizm algebr ε_ι : A → A_ι, polagaØ

ε_ι(x) = x^∼(mod I_ι) dlØ vseh x ∈ A. ˚sno, qto ε_ι imeet plotnyæ

obraz. Esli ι 6 κ, to I_ι ⊇ I_κ, i v fftom sluqae opredelim gomomorfizm algebr ε_{ικ} ∈ B(A_κ , A_ι), polagaØ ε_{ικ}(x^∼(mod I_κ)) = x^∼(mod I_ι) dlØ vseh x ∈ A. ˚sno, qto ε_{ικ}ε_κ = ε_ι i ‖ε_{ικ}‖ 6 1. V qastnosti, obraz gomomorfizma ε_{ικ} ploten. My poluqim proektivnu¸ sistemu banahovyh algebr A_p = {{A_ι}, {ε_{ικ}}, Λ}, kotoru¸ my nazovem soputstvu¸weæ mul~tinormirovannoæ algebre A (sm. takße

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 79 [1, p. 5.1.1]). ˚sno, qto obratnyæ predel (sm. [1, p. 5.2.13]) A_{p←−}

fftoæ sistemy ØvlØetsØ hausdorfovoæ polnoæ mul~tinormirovannoæ algebroæ. Pri fftom opredelen kanoniqeskiæ gomomorfizm algebr A → A_{p←−}, x → (ε_ι(x))_{ι∈Λ}. Ispol~zuØ standartnye rassu-

ßdeniØ (sm. [1, p. 5.2.10]), netrudno dokazat~, qto fftot gomomorfizm imeet plotnyæ obraz, a takße ØvlØetsØ vloßeniem, esli p otdelimoe mnoßestvo prednorm, t.e. kogda p ∈ n(A). Esli k tomu ße algebra A polna, to A sovpadaet s A_{p←−} s toqnost~¸ do topo-

logiqeskogo izomorfizma (sm. [1, p. 5.2.17]). OtdelimaØ polnaØ mul~tinormirovannaØ associativnaØ algebra A nazyvaetsØ algebroæ Arensa–Maækla [1, p. 2.2.4]. Oboloqkoæ Arensa-Maækla [1, p. 5.2.21] polinormirovannoæ associativnoæ algebry A nazyvaetsØ para ( ~A, ω), gde ~A algebra Arensa–Maækla i ω : A → ~A nepreryvnyæ gomomorfizm algebr s “universal~no-proektivnym” svoæstvom: dlØ l¸boæ algebry Arensa–Maækla B i l¸bogo nepreryvnogo gomomorfizma π : A → B suwestvuet edinstvennyæ nepreryvnyæ gomomorfizm ~π : ~A → B, ~π · ω = π.

1.2. Banahovy kompleksy. Vse rassmatrivaemye niße banahovy kompleksy sqita¸tsØ koneqnymi, kocepnymi i neotricatel~- nymi, t.e. banahov kompleks (X, d) (X = {X_p}, d = {d_p}) est~ posle-

dovatel~nost~ banahovyh prostranstv vida 0 → X_0^{d0}−→ X_1^{d1}−→

· · ·^{dp−1}−→ X_p^{dp}−→ · · · , gde d^p ∈ B(X_p, X_{p+1}), d^{p+1} · d^p = 0, priqem su-

westvuet takoe naimen~xee celoe qislo n > 0, qto X_p = {0} dlØ vseh p > n. Qislo n nazyvaetsØ dlinoæ kompleksa. Indeks pri

d^p my obyqno opuskaem, esli ffto ne vyzyvaet nedorazumeniæ.

Prostranstva kogomologiæ kompleksa (X, d) oboznaqa¸tsØ qerez

H^p(X, d), p > 0. Napomnim, qto H^p(X, d) ØvlØetsØ prednormiro-

vannym faktor-prostranstvom Ødra differenciala d^p po obrazu

d^{p−1} otnositel~no faktor-prednormy. Esli obraz differenci-

ala zamknut, to H^p(X, d) – banahovo prostranstvo. Posledova-

tel~nost~ (X^∗, d^∗): · · ·^{lp−1}−→ Y_p^{lp}−→ · · · , sostoØwaØ iz soprØßennyh prostranstv Y_p = X^∗_{n−p} i soprØßennyh operatorov l^p = ( d^{n−p−1} )_∗ , nazyvaetsØ soprØßennym kompleksom.

1.3. Ul~trastepen~ i funktor Sadovskogo. V dal~neæxem my qasto budem ispol~zovat~ ul~trastepen~ banahova prostranstva. Vkratce napomnim ee konstrukci¸. Pust~ S beskoneqnoe

80 ANAR DOSIEV mnoßestvo i U netrivial~nyæ (t.e. ⋂ M∈U M = ⊥) ul~trafil~tr

v S. GovorØt, qto U ØvlØetsØ sqetno nepolnym (sm. [15]), esli suwestvuet sqetnoe razbienie {S_n, n ∈ N} mnoßestva S takoe, qto

S_n /∈ U dlØ kaßdogo n ∈ N. Vs¸du v dal~neæxem pod ul~trafil~-

trom podrazumevaem sqetno-nepolnyæ ul~trafil~tr, esli ffto osobo ne ogovoreno. Pust~ X – banahovo prostranstvo, ℓ_∞(S, X) – banahovo prostranstvo vseh ograniqennyh semeæstv (x_i)_{i∈S} iz X s sup-normoæ (esli S = N, to pixem ℓ_∞(X) vmesto ℓ_∞(N, X)), U – netrivial~nyæ ul~trafil~tr v S i N_U(X) – zamknutoe podprostranstvo, sostoØwee iz vseh semeæstv (x_i)_{i∈S} , kotorye shodØtsØ po ul~trafil~tru U k nul¸, t.e. lim_U x_i = 0. Faktorprostranstvo X_U = ℓ_∞(S, X)/N_U (X) nazyvaetsØ ul~trastepen~¸ (po ul~trafil~tru U) banahova prostranstva X. Klass smeßnosti semeæstva (x_i)_{i∈S} ∈ ℓ_∞(S, X) oboznaqim qerez [x_i]. ˚sno, qto ‖[x_i]‖ = lim_U ‖x_i‖, i podprostranstvo X otoßdestvlØetsØ (s toqnost~¸ do izometrii) s zamknutym podprostranstvom v X_U , poroßdennym vsemi konstantnymi semeæstvami [x_i], gde x_i = x dlØ vseh i ∈ S. Ul~trastepen~ podmnoßestva C ⊆ X opredelØetsØ kak C_U = {[s_i] ∈ X_U : s_i ∈ C}. Proizvol~nyæ operator T ∈ B(X, Y ) banahovyh prostranstv dopuskaet “rasxirenie” T_U ∈ B(X_U , Y_U), opredelennoe ravenstvom T_U [x_i] = [T x_i] dlØ vseh (x_i)_{i∈S} ∈ ℓ_∞(S, X), priqem ‖T_U‖ = ‖T ‖, ker(T )_U ⊆ ker(T_U ) i im(T_U ) ⊆ im(T )_U . Esli (X, d) banahov kompleks, to posledova-

tel~nost~ · · ·^{dp−1}U−→ X_pU^{dp}U−→ · · · ØvlØetsØ banahovym kompleksom, kotoryæ nazovem ul~trastepen~¸ kompleksa (X, d) i oboznaqim qerez (X_U, d_U). Sledu¸wee utverßdenie ispol~zuetsØ v dal~neæxem i dokazano v [15, predloßeniØ 15–17].

Predloßenie 1.2. Esli T ∈ B(X, Y ), to ker(T ) = ker(TU ) ∩ X,

im(T ) = Y ∩ im(T_U ), i sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny: a) obraz im(T ) zamknut; b) obraz im(T_U) zamknut; c) ker(T )_U = ker(T_U); d) im(T )_U = im(T_U).

Pust~ teper~ k(X) – zamknutoe podprostranstvo v ℓ_∞(X), sostoØwee iz vseh predkompaktnyh posledovatel~nosteæ iz X. Poloßim X^∘ = ℓ_∞(X)/k(X). DlØ T ∈ B(X, Y ) opredelim T_∞ ∈

B(ℓ_∞(X), ℓ_∞(Y )), T_∞(x_i)_{i∈}N= (T x_i)_{i∈}NdlØ vseh (x_i)_{i∈}N∈ ℓ_∞(X).

Tak kak T_∞k(X) ⊆ k(Y ), to estestvennym obrazom opredelØetsØ operator T^∘ ∈ B(X^∘ , Y^∘) ravenstvom T^∘[x_i] = [T x_i] dlØ vseh

(x_i)_{i∈}N∈ ℓ_∞(X). Takim obrazom, opredelen funktor X → X^∘,

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 81

T → T^∘, kotoryæ nazyva¸t funktorom Sadovskogo (sm. [13, 14]);

pust~ (X^∘, d^∘) – obraz banahova kompleksa (X, d) pri deæstvii fftogo funktora.

1.4. Parametrizovannye banahovy kompleksy. V fftom punkte my rassmatrivaem spektry koneqnyh banahovyh kompleksov, parametrizirovannyh topologiqeskim prostranstvom. Pust~ Ω – topologiqeskoe prostranstvo i X = {X_p : p > 0} – sovokupnost~ banahovyh prostranstv, priqem X_p = {0}, p > n. Predpoloßim, qto suwestvuet sovokupnost~ nepreryvnyh otobraßeniæ d = {d^p}, d^p : Ω → B(X_p, X_{p+1}), dlØ kotoryh (X, d(λ)) banahov kompleks dliny n pri l¸bom λ ∈ Ω, gde d(λ) = {d^p(λ)}. Taku¸ sovokupnost~ banahovyh kompleksov (X, d(λ)), λ ∈ Ω, nazovem banahovym kompleksom, parametrizovannym prostranstvom Ω (ffto ponØtie voshodit k Dß. Teæloru [3]). DlØ kratkosti, my budem pisat~ “Ω-banahov kompleks (X, d)”. Qislo n nazovem dlinoæ Ω-banahova kompleksa (X, d). Ω-banahov kompleks, sosto- Øwiæ iz sovokupnosti banahovyh kompleksov (X^∗, d(λ)^∗), λ ∈ Ω, nazovem soprØßennym s (X, d) i oboznaqim qerez (X^∗, d^∗). Esli U ul~trafil~tr na mnoßestve S, to voznikaet Ω-banahov kompleks

(X_U, d(λ)_U), λ ∈ Ω (sm. p. 1.3), kotoryæ nazovem ul~trastepen~¸

kompleksa (X, d) i oboznaqim qerez (X_U, d_U). Analogiqno opredelØetsØ Ω-banahov kompleks (X^∘, d^∘) pri deæstvii funktora Sadovskogo (sm. p. 1.3).

Pust~ teper~ (X, d) est~ Ω-banahov kompleks dliny n. DlØ l¸- bogo p > 0 vvedem mnoßestvo Σ_p(X, d) = {λ ∈ Ω : H^p(X, d(λ)) ≠ {0}} (sootvetstvenno, Σ^e_p(X, d) = {λ ∈ Ω : dim H^p(X, d(λ)) = ∞}). Pust~ σ_{δ,k}(X, d) = ⋃ n−k6p6n^{Σp(}X^, d^) (sootvetstvenno,^{σe}δ,k^(X^, d^{) =} ⋃ n−k6p6n^{Σe}p^(X^, d^)), i pust~^σπ,k^(X^, d^) (sootvetstvenno,^{σe}π,k^(X^, d^)) est~ mnoßestvo vseh λ ∈ Ω, dlØ kotoryh λ ∈ ⋃ 06p6k^{Σp(}X^, d^) (sootvetstvenno, λ ∈ ⋃ 06p6k^{Σe}p^(X^, d^)) ili differencial^{dk(λ)} kompleksa (X, d(λ)) imeet nezamknutyæ obraz, gde 0 6 k 6 n. My takße poloßim σ_t(X, d) = ⋃ p¿0^Σp^(X^, d^). Oqevidno, qto^σt^(X^, d^{) =}

σ_{π,n}(X, d) = σ_{δ,n}(X, d).

Opredelenie 1.3. Sovokupnost~ S vseh funkciæ σt, σδ,k, σπ,k, k > 0, opredelennyh na klasse vseh parametrizovannyh koneqnyh

banahovyh kompleksov, nazovem semeæstvom spektrov Slodkovskogo. Funkci¸ σ_t my nazovem spektrom Teælora. Sootvetstvenno, semeæstvo suwestvennyh spektrov Slodkovskogo est~ S^e = {σ^e : σ ∈

82 ANAR DOSIEV S} = {σ^e_t , σ^e_{δ,k}, σ^e_{π,k} : k > 0}.

Sleduet otmetit~, qto obyqnyæ spektr operatora T ∈ B(X) sovpadaet so spektrom Teælora parametrizovannogo (prostranstvom C ) banahova kompleksa 0 → X^{T −λ}−→ X → 0, λ ∈ C , dliny 1. Pofftomu spektr operatora T my takße oboznaqim qerez σ_t(T ).

PrimenØØ [4, lemma 2.6.5], netrudno pokazat~, qto

σ^e_{δ,k}(X, d) = σ_{δ,k}(X^∘, d^∘), σ^e_{π,k}(X, d) = σ_{π,k}(X^∘, d^∘). (1.1)

Dalee, ispol~zuØ izvestnyæ (sm., naprimer, [5, lemma 2.1]) rezul~tat ob odnovremennoæ toqnosti banahova kompleksa i soprØßennogo s nim kompleksa, legko videt~, qto

σ_{δ,k}(X, d) = σ_{π,k}(X^∗, d^∗), σ_{π,k}(X, d) = σ_{δ,k}(X^∗, d^∗). (1.2)

Krome togo, iz [3, teorema 2.1 (a)] sleduet, qto vse spektry

σ_{δ,k}(X, d), σ_{π,k}(X, d) ØvlØ¸tsØ zamknutymi podmnoßestvami v Ω.

Predloßenie 1.4. Esli U – ul~trafil~tr na mnoßestve S, to

σ_{π,k}(X_U , d_U) = ⋃_k p=0 Σ_p(X_U, d_U), 0 6 k 6 n.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ 1.3, k⋃ p=0 Σ_p(X_U, d_U) ⊆ σ_{π,k}(X_U, d_U).

Pust~ teper~ λ /∈ ⋃_k p=0 Σ_p(X_U, d_U). Pokaßem, qto togda obraz im(d^k(λ)_U ) zamknut (i, sledovatel~no, λ /∈ σ_{π,k}(X_U, d_U)). Deæstvi-

tel~no, ker(d^k(λ)_U) = im(d^{k−1}(λ)_U ), ots¸da obraz im(d^{k−1}(λ)_U) zamknut. Po predloßeni¸ 1.2, im(d^{k−1}(λ)) = X_k ∩ im(d^{k−1}(λ)_U ) =

X_k ∩ ker(d^k(λ)_U ) = ker(d^k(λ)). Dalee, ker(d^k(λ))_U = im(d^{k−1}(λ))_U = im(d^{k−1}(λ)_U) = ker(d^k(λ)_U). OpØt~ po predloßeni¸ 1.2, obraz im(d^k(λ)_U ) zamknut. �

Predloßenie 1.5. Esli σ ∈ S i U – ul~trafil~tr na S, to

σ(X, d) = σ(X_U, d_U).

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto Σp(X, d) ⊆ Σp(XU, dU). Pust~ λ ∈

Σ_p(X, d). Esli obraz im(d^{p−1}(λ)) ne zamknut, to, po predloßeni¸

1.2, obraz im(d^{p−1}(λ)_U) takße ne zamknut, t.e. λ ∈ Σ_p(X_U, d_U). Pust~ obraz im(d^{p−1}(λ)) zamknut i x ∈ ker(d^p(λ))\im(d^{p−1}(λ)). Po predloßeni¸ 1.2, im(d^{p−1}(λ)_U) ∩ X_p = im(d^{p−1}(λ)), pofftomu

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 83

x /∈ im(d^{p−1}(λ)_U). No x ∈ ker(d^p(λ))_U i ker(d^p(λ))_U ⊆ ker(d^p(λ)_U ),

t.e. λ ∈ Σ_p(X_U, d_U). Ots¸da σ_{δ,k}(X, d) ⊆ σ_{δ,k}(X_U, d_U) i, po predloßeni¸ 1.2, σ_{π,k}(X, d) ⊆ σ_{π,k}(X_U, d_U).

Obratno, pust~ λ ∈ σ_{π,k}(X_U, d_U). Soglasno predloßeniØm 1.2 i 1.4, moßno sqitat~, qto λ ∈ Σ_p(X_U, d_U) i obrazy im(d^{p−1}(λ)_U ),

im(d^p(λ)_U ) zamknuty dlØ nekotorogo p, 0 6 p 6 k. Po predloße-

ni¸ 1.2, ker(d^p(λ))_U = ker(d^p(λ)_U ), im(d^{p−1}(λ))_U = im(d^{p−1}(λ)_U ), i suwestvuet [x_i] ∈ ker(d^p(λ)_U )\ im(d^{p−1}(λ)_U), gde x_i ∈ ker(d^p(λ)). Togda x_{i0} /∈ im(d^{p−1}(λ)) dlØ nekotorogo i_0 ∈ S, t.e. x_{i0} ∈

ker(d^p(λ))\im(d^{p−1}(λ)) i λ ∈ σ_{π,k}(X, d). Nakonec, σ_{δ,k}(X_U, d_U) = σ_t(X_U, d_U)\σ_{π,n−k−1}(X_U, d_U) = σ_t(X, d)\σ_{π,n−k−1} (X, d) ⊆ σ_{δ,k}(X, d).

�

1.5. Konus ffndomorfizma Ω-banahova kompleksa. Pust~ β =

{β_p ∈ B(X_p)} – ograniqennyæ ffndomorfizm Ω-banahova komplek-

sa (X, d) (t.e. d^p(λ)β_p = β_{p+1}d^p(λ) dlØ l¸byh λ ∈ Ω i p > 0). Spektrom σ_t(β) ffndomorfizma β nazovem ob¨edinenie obyqnyh spektrov σ_t(β_p). Esli μ ∈ C , to konusom ffndomorfizma β − μ = {β_p − μ} nazyvaetsØ sledu¸wiæ Ω-banahov kompleks, kotoryæ oboznaqim qerez Con((X, d), β − μ): 0 → X_0^{γ0(λ,μ)}−→ X_1 ⊕ X_0^{γ1(λ,μ)}−→ · · ·^{γp−1 (λ,μ)}−→ X_p ⊕ X_{p−1}^{γp(λ,μ)}−→ · · · , gde γ^p(λ, μ)(x, y) = (d^p(λ)x, −d^{p−1}(λ)y +(β_p −μ)x), (x, y) ∈ X_p ⊕X_{p−1}, p > 0 (dlØ μ = 0 poloßim γ^p(λ, μ) = γ^p(λ)). Legko proverit~, qto

sovokupnost~ banahovyh kompleksov Con((X, d(λ)), β − μ), (λ, μ) ∈

Ω × C , poroßdaet Ω × C -banahov kompleks, kotoryæ oboznaqim

qerez Con_β (X, d). Netrudno takße proverit~, qto s toqnost~¸ do topologiqeskogo izomorfizma Ω-banahovyh kompleksov vypolneno ravenstvo

Con((X, d), β)^∗ = Con((X^∗, d^∗), β^∗). (1.3)

Sledu¸wiæ rezul~tat suwestvenno ispol~zuetsØ v dal~neæxem. Teorema 1.6. Pust~ (X, d) est~ Ω-banahov kompleks i β – ograni-

qennyæ ffndomorfizm fftogo kompleksa. DlØ l¸bogo p > 0 vypolneny sledu¸wie vkl¸qeniØ: Σ_{p−1}(X, d) ∪ Σ_p(X, d) ⊇ Σ_p(Con((X, d), β)), Σ_p(X, d) ⊆ ⋃ μ∈σ_t (β) Σ_{p+1}(Con((X, d), β−μ)). Esli σ ∈ S i Π : Ω×C → Ω

– kanoniqeskaØ proekciØ, to σ(X, d) = Π(σ(Con_β (X, d))).

Dokazatel~stvo. Pust~ ker(d^p(λ)) = im(d^{p−1}(λ)) i ker(d^{p−1}(λ)) =

im(d^{p−2}(λ)) dlØ nekotorogo λ ∈ Ω. Esli (x, y) ∈ X_p ⊕ X_{p−1},

84 ANAR DOSIEV

γ^p(λ)(x, y) = 0, to d^p(λ)x = 0, β_px = d^{p−1}(λ)y. Togda suwe-

stvuet para (x^′, y^′) ∈ X_{p−1} ⊕ X_{p−2} takaØ, qto d^{p−1}(λ)x^′ = x i

−y + β_{p−1}x^′ = d^{p−2}(λ)y^′, t.e. γ^{p−1}(λ)(x^′, y^′) = (x, y).

Dokaßem vtoroe vkl¸qenie. Pust~ ker(d^p(λ)) ≠ im(d^{p−1}(λ)) dlØ nekotorogo λ ∈ Ω i λ /∈ ⋃ μ∈σ_t (β) Σp+1(Con((X, d), β − μ)). DlØ vseh

x ∈ ker(d^p(λ)) i μ ∈ σ_t(β) imeem (0, x) ∈ ker(γ^{p+1}(λ, μ)). Togda su-

westvuet para (x^′, y^′) ∈ X_p ⊕X_{p−1} takaØ, qto (0, x) = γ^p(λ, μ)(x^′, y^′). Sledovatel~no, d^p(λ)(x^′) = 0, x = −d^{p−1}(λ)y^′ + (β_p − μ)x^′, t.e.

ker(d^p(λ)) = im(d^{p−1}(λ)) + (β_p − μ) ker(d^p(λ)). Poskol~ku d^p(λ)β_p = β_{p+1}d^p(λ), poslednee ravenstvo vypolneno ne tol~ko pri μ ∈ σ_t(β), no i pri vseh μ ∈ C . Poluqaem protivoreqie s lemmoæ

1.6 iz [5] (izvestnoæ kak lemma Slodkovskogo). �to dokazyvaet ravenstvo σ(X, d) = Π(σ(Con_β(X, d)) dlØ spektrov Slodkovskogo

σ = σ_{δ,k}. Teper~ utverßdenie dlØ σ_{π,k} sleduet iz formul (1.2) i

(1.3). �

1.6. Banahovy predstavleniØ algebry Li. Pust~ J – proizvol~naØ algebra Li i U (J) - ee universal~naØ obertyva¸waØ algebra [16, Gl. 1]. Algebra U (J) ØvlØetsØ polinormirovannoæ algebroæ (sm. p. 1.1) otnositel~no sil~neæxeæ lokal~no vypukloæ topologii (t.e. otnositel~no vseh suwestvu¸wih na neæ prednorm). Vvidu horoxo izvestnogo [16, Gl. 1, p. 2.1] svoæstva universal~nosti algebry U (J), vsØkiæ liev gomomorfizm

π : J → A v proizvol~nu¸ associativnu¸ algebru A (kotoraØ

ØvlØetsØ algebroæ Li otnositel~no vzØtiØ obyqnogo kommutatora [x, y] = xy − yx, x, y ∈ A) prodolßaetsØ edinstvennym sposobom do gomomorfizma associativnyh algebr U (J) → A, kotoryæ takße oboznaqim qerez π. V qastnosti, mnoßestvo vseh harakterov X(U (J)) otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom Δ(J) = {λ ∈ J^∗ :

λ([J, J]) = {0}}, gde [J, J] – kommutant algebry Li J.

Pust~ J – banahova algebra Li i X – banahovo prostranstvo. Esli zadano ograniqennoe predstavlenie α : J → B(X), to X avtomatiqeski nadelØetsØ strukturoæ J-modulØ: a·x = α(a)x, a ∈ J,

x ∈ X. Pri fftom my govorim, qto para (X, α) ØvlØetsØ banaho-

vym J-modulem. Predstavlenie α^∘ : J → B(X^∘ ), α^∘(u) = α(u)^∘, nadelØet X^∘ (sm. p. 1.3) strukturoæ J-modulØ. Esli U – ul~trafil~tr i X_U – ul~trastepen~ X (sm. p. 1.3), to α induciruet predstavlenie α_U : J → B(X_U ), α_U(u) = α(u)_U, t.e. para (X_U , α_U) est~ J-modul~.

Pust~ teper~ J – koneqnomernaØ algebra Li, ∧J = ⨁ p¿0^{∧p}J

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 85 – vnexnØØ algebra dlØ J, i pust~ C^p(J, X) = B(∧^pJ, X). Rassmotrim kocepnoæ banahov kompleks C^•(α), poroßdennyæ banahovym

J-modulem (X, α) : 0 → X^{d0}−→ C^1(J, X)^{d1}−→ · · ·^{dp−1}−→ C^p(J, X)^{dp}−→ · · · , gde (d^pω)(u_1∧. . .∧u_{p+1}) = ∑_p i=1(−1)^{i+1}α(u_i)ω(u_1∧. . .∧^u_i∧. . .∧u_{p+1})+ ∑ i<j(−1)^{i+j} ω([u_i, u_j] ∧ u_1 ∧ . . . ∧ ^u_i ∧ . . . ∧ ^u_j ∧ . . . ∧ u_{p+1}), u_i ∈ J, ω ∈ C^p(J, X), zdes~ ^u_i oznaqaet propusk peremennoæ u_i. Soot-

vetstvu¸wie prostranstva kogomologiæ oboznaqim qerez H^p(α),

p > 0._{Legko proverit~ sledu¸wee utverßdenie.}

Lemma 1.7. Pust~ J – koneqnomernaØ algebra Li i (X, α) – banahov

J-modul~. Togda C^•(α)^∘ = C^•(α^∘) i C^•(α_U) = C^•(α)_U s toqnost~¸ do izomorfizma sootvetstvu¸wih banahovyh kompleksov.

Pust~ θ : J → B(B(∧J, X)) – predstavlenie (sm. [17, p. 3.1]), opredelennoe formuloæ θ(ν) = L_{α(ν)} −R_{T (ν)}, gde T (ν) = ∑_n p=0 T_p(ν) ∈ B(∧J), T_p(ν)(u_1 ∧ . . . ∧ u_p) = ∑_p i=1 u_1 ∧ . . . ∧ [ν, u_i] ∧ . . . ∧ u_p, a takße L_{α(ν)}(ω) = α(ν)ω i R_{T (ν)}(ω) = ωT (ν) – operatory umnoßeniØ. Predstavlenie θ zadaet strukturu J-modulØ v prostranstve B(∧J, X). ˚sno, qto T : J → B(∧J) – gomomorfizm algebr Li, t.e. ∧J ØvlØetsØ J-modulem. Krome togo, vse podprostranstva

∧^pJ ØvlØ¸tsØ podmodulØmi fftogo modulØ. Sleduet otmetit~, qto

predstavlenie, poroßdennoe J-podmodulem ∧^1J(= J), svoditsØ k prisoedinennomu predstavleni¸ algebry Li J.

Lemma 1.8. Esli dlØ nekotorogo ν ∈ J operator prisoedinenno-

go predstavleniØ ad(ν) ∈ B(J), ad(ν)(u) = [ν, u], ØvlØetsØ nil~- potentnym, to T (ν) nil~potentnyæ operator. Pri fftom, esli (X, α) – banahov J-modul~, to σ_t(θ(ν)) = σ_t(α(ν)).

Dokazatel~stvo. Nil~potentnost~ operatora T (ν) proverØetsØ neposredstvenno. ˚sno, qto L_{α(ν)}R_{T (ν)} = R_{T (ν)}L_{α(ν)} i operator

R_{T (ν)} nil~potenten. Po teoreme ob otobraßenii spektra (napri-

mer, Teælora dlØ kommutativnyh semeæstv) σ_t(θ(ν)) = σ_t(L_{α(ν)}) =

σ_t(α(ν)). �

Pust~ ν ∈ J i rassmotrim operator i(ν) ∈ B(B(∧J, X)), opredelennyæ ravenstvom (i(ν)ω)(u) = ω(ν ∧u) dlØ vseh ω ∈ B(∧J, X) i

u ∈ ∧J, kotoryæ nazovem operatorom gomotopii kompleksa C^•(α).

Horoxo izvestny (sm. [17, p. 3.1]) sledu¸wie formuly: dθ(ν) = θ(ν)d, (1.4)

86 ANAR DOSIEV di(ν) + i(ν)d = θ(ν), (1.5) gde d differencial kompleksa C^•(α).

Pust~ f ∈ U (J), λ ∈ Δ(J) i pust~ ω ∈ C^p(J, X) prinadleßit Ødru differenciala d_λ kompleksa C^•(α − λ). Ispol~zuØ (1.4) i (1.5), legko proverit~, qto

(θ(f) − λ(f))ω ∈ im(d_λ). (1.6)

Pust~ teper~ J koneqnomernaØ algebra Li i (X, α) – banahov Jmodul~. My imeem Δ(J)-banahov kompleks C^•(α − λ), λ ∈ Δ(J), kotoryæ oboznaqim qerez C(α).

Opredelenie 1.9. Pust~ (X, α) – banahov J-modul~ i σ ∈ S. Mno-

ßestvo σ(C(α)) nazovem spektrom Slodkovskogo predstavleniØ α i oboznaqim qerez σ(α). Esli u = {u_1, . . . , u_n} semeæstvo obrazu¸wih algebry Li J, to J-spektrom operatornogo semeæstva α(u) nazovem mnoßestvo σ(α(u)) = ū(σ(α)), gde ū : Δ(J) → C^n , ū(λ) = (λ(u_i))^n_{i=1}.

Analogiqno opredelØ¸tsØ suwestvennye spektry Slodkovskogo σ^e(α) i suwestvennye J-spektry σ^e(α(u)), σ ∈ S.

Teorema 1.10. Pust~ σ ∈ S. Togda σ^e(α) = σ(α^∘), σ(α) = σ(αU).

Dokazatel~stvo. Soglasno (1.1) i lemme 1.7, σ^e(α) = σ(α^∘). Analogiqno, soglasno predloßeni¸ 1.5 i lemme 1.7, σ(α) = σ(α_U).

�

1.7. Odnorodnye bazisy v popolnenii algebry U (J). Pust~ J – koneqnomernaØ algebra Li. Napomnim, qto nißniæ central~- nyæ rØd algebry Li J opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: J^{(1)} = J i dalee rekurrentno po formule J^{(k+1)} = [J, J^{(k)}] dlØ l¸bogo

k ∈ N. GovorØt, qto J ØvlØetsØ nil~potentnoæ algebroæ Li p-

go porØdka, esli J^{(p)} = {0}.

Esli J – koneqnomernaØ razreximaØ (sootvetstvenno, nil~- potentnaØ) algebra Li, to v J suwestvuet bazis, otnositel~no kotorogo prisoedinennoe predstavlenie algebry Li J privoditsØ k (sootvetstvenno, strogo) verhnetreugol~nomu vidu. Takoæ bazis dlØ kratkosti budem nazyvat~ (sootvetstvenno, strogo) treugol~nym bazisom algebry J.

Pust~ teper~ x = (x_1, . . . , x_n) – strogo treugol~nyæ bazis nil~- potentnoæ algebry Li J. Rassmotrim monomy x_{i1} . . . x_{is} v U (J). Esli J = (j_1, . . ., j_n) – nabor neotricatel~nyh celyh qisel,

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 87 to dlØ uporØdoqennogo monoma x^{j1}_1 · · · x^{jn}_n my ispol~zuem sokrawennoe oboznaqenie x^J . Soglasno teoreme Puankare–Birkgofa– Vitta (sm. [16, Gl. 1, p. 2.7]) mnoßestvo vseh uporØdoqennyh monomov {x^J } obrazu¸t (algebraiqeskiæ) bazis v algebre U (J). Opredelim stepen~ deg proizvol~nogo monoma v algebre U (J). Poloßim deg(x_i) = max{k : x_i ∈ J^{(k)}} dlØ fflementov bazisa x. Stepen~ deg(ν) monoma ν = x_{i1} . . . x_{is} ∈ U (J) opredelim kak summu stepeneæ somnoßiteleæ. Pust~ U^k(x) – podprostranstvo v U (J), poroßdennoe monomami ν = x_{i1} . . . x_{is} , stepeni kotoryh ne men~- xe, qem k. Netrudno proverit~, qto U^k(x)U^m(x) ⊆ U^{k+m}(x) i

dim(U^k(x)/U^{k+1}(x)) < ∞. Krome togo, semeæstvo podprostranstv {U^k(x)} zadaet fil~traci¸ v U (J), to est~ ∩_k¿_1U^k(x) = {0}.

V dal~neæxem my qasto budem imet~ delo s polinormirovannymi popolneniØmi (sm. p. 1.1) algebry U (J). V svØzi s fftim polezno vvesti sledu¸wee ponØtie. Pust~ A – nekotoraØ algebra Arensa–Maækla, ØvlØ¸wØØsØ popolneniem U (J), gde J – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li. My skaßem, qto uporØdoqennye monomy {x^J } ot fflementov strogo treugol~nogo bazisa x algebry Li J obrazu¸t odnorodnyæ bazis v A, esli dlØ l¸- bogo u ∈ A suwestvu¸t odnoznaqno opredelennye komplesnye qisla a_J , takie, qto rØd ∑_∞ k=0 u_k bezuslovno shoditsØ k u v A,

gde u_k = ∑ deg{x^J }=k aJ x J . V fftom sluqae imeet mesto edinstvennoe razloßenie fflementa u v rØd ∑ J a_J x^J , i my skaßem, qto rØd ∑ J a_J x^J odnorodno shoditsØ k u.

§2. Mul~tinormirovannye algebry Li

V fftom paragrafe po proizvol~noæ mul~tinormirovannoæ algebre Li J opredelØetsØ mul~tinormirovannaØ associativnaØ algebra shodØwihsØ stepennyh rØdov ot fflementov algebry Li J.

2.1. Banahova obertyva¸waØ algebra banahovoæ algebry Li. Po kaßdoæ banahovoæ (ne obØzatel~no koneqnomernoæ) algebre Li moßno opredelit~ banahovu associativnu¸ algebru so svoæstvom universal~nosti otnositel~no klassa “otnositel~no sßima¸wih” gomomorfizmov (sm. niße) banahovoæ algebry Li v banahovy associativnye algebry.

Pust~ A – banahova associativnaØ algebra, X – polinormirovannoe prostranstvo, topologiØ kotorogo poroßdena semeæstvom

88 ANAR DOSIEV prednorm {p_ι}_{ι∈Λ}. Lineænyæ operator T : X → A nazovem otnositel~no sßima¸wim, esli dlØ nekotoryh q ∈ N (A) i ι ∈ Λ spravedlivo q(T x) 6 p_ι(x), x ∈ X.

Lemma 2.1. Pust~ Mι = {x ∈ X : pι(x) 6 1}. Operator T : X →

A ØvlØetsØ otnositel~no sßima¸wim v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ‖SG(T M_ι)‖ < ∞ dlØ nekotorogo ι ∈ Λ.

Dokazatel~stvo. Esli T : X → A – otnositel~no sßima¸wiæ operator, to q(T M_ι) 6 1 dlØ nekotoryh q ∈ N (A) i ι ∈ Λ. Togda

q(SG(T M_ι)) 6 1 i ‖SG(T M_ι)‖ < ∞. Obratno, esli ‖SG(T M_ι)‖ <

∞, to, soglasno [18, lemma 2.7], q(SG(T M_ι)) 6 1 dlØ nekotoroæ

q ∈ N (A). Togda q(T M_ι) 6 1, t.e. q(T x) 6 p_ι(x) dlØ vseh x ∈ X. �

Predloßenie 2.2. DlØ vsØkoæ banahovoæ algebry Li J suwestvu-

¸t banahova associativnaØ algebra A(J) i gomomorfizm algebr Li φ : J → A(J) s normoæ ‖φ‖ 6 1 takie, qto im(φ) poroßdaet plotnu¸ podalgebru v A(J), i vypolneno sledu¸wee universal~noproektivnoe svoæstvo: dlØ l¸boæ banahovoæ algebry A i l¸bogo otnositel~no sßima¸wego gomomorfizma algebr Li u ∈ B(J, A) suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm algebr u_A ∈ B(A(J), A) so svoæstvom u_A · φ = u.

Dokazatel~stvo. Pust~ J^{b⊗n} = J^⊗ · · · ^⊗J (n raz) – proektivnoe tenzornoe proizvedenie [1, p. 0.3.4] i ℓ_1(J) = { (y_n) ∈ ∏ n¿0 J^{b⊗n}: ∑ n¿0^{‖y‖ < +∞} } – banahova algebra s umnoßeniem (y_n) · (y^′_n) = ( ∑ p+q=n yp ⊗ y ′ q ) i s normoæ ‖(y_n)‖ = ∑ n¿0^{‖y}n^‖. Netrudno proverit~, qto tenzornaØ algebra T (J) vs¸du plotna v ℓ_1(J). Pust~ I – dvustoronniæ ideal v T (J), poroßdennyæ tenzorami vida

x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y], x, y ∈ J, i J – zamykanie ideala I v ℓ_1(J).

Poloßim A(J) = ℓ_1(J)/J i pust~ φ : ℓ_1(J) → A(J) – kanoniqeskoe otobraßenie. ˚sno, qto im(φ) poroßdaet plotnu¸ podalgebru v

A(J).

Pust~ teper~ A – banahova algebra, u ∈ B(J, A) – otnositel~no sßima¸wiæ gomomorfizm algebr Li i C = ‖SG(u(J_{(1)}))‖. Po lemme 2.1 C < ∞, t.e. ‖(u(J_{(1)}))^n‖ 6 C dlØ l¸bogo n. Togda u poroßdaet operatory u^n ∈ B(J^{b⊗n}, A), u^n(x_1 ⊗ · · · ⊗ x_n) = u(x_1) · · · u(x_n),

x_k ∈ J, s normoæ ‖u^n‖ = ‖(u(J_{(1)}))^n‖. Esli (y_n) ∈ ℓ_1(J), to rØd ∑ n¿0^{un(y}n^) shoditsØ v^A, tak qto opredelen operator^{ū ∈}

B(ℓ_1(J), A) po formule ū(y_n) = ∑ n¿0^{un(yn)}. Netrudno proverit~,

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 89 qto ‖ū‖ 6 C, ū|_J = u i ū – gomomorfizm algebr. Poskol~- ku ker(φ) = J ⊆ ker(ū), suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm

u_A : A(J) → A takoæ, qto u_A · φ = ū. �

Zameqanie 2.3. Esli ‖u‖ 6 1 ili ρ(u(J_{(1)})) < 1, to u ØvlØetsØ otnositel~no sßima¸wim, i ‖u_A‖ 6 1 pri ‖u‖ 6 1. Ispol~zuØ ffto, legko vyvesti iz predloßeniØ 2.2, qto algebra A(J) opredelØetsØ universal~no-proektivnym svoæstvom odnoznaqno s toqnost~¸ do izometriqeskogo izomorfizma. Pust~ teper~ U (J) =

T (J)/I – universal~naØ obertyva¸waØ algebra [16, p. 1.2.1] al-

gebry Li J. Togda my opredelim kanoniqeskoe otobraßenie

φ_J : U (J) → A(J) ravenstvom φ_J(f^∼(mod I)) = f^∼(mod J), f ∈ T (J).

Otobraßenie φ_J imeet plotnyæ obraz.

Banahovu associativnu¸ algebru A(J) my nazovem banahovoæ obertyva¸weæ algebroæ banahovoæ algebry Li J.

Pust~ teper~ S_J – pereseqenie ediniqnogo xara v J^∗ s annulØtorom kommutanta J, t.e. S_J = {λ ∈ J^∗ : λ([J, J]) = 0, ‖λ‖ ≤ 1}. Sledstvie 2.4. SoprØßennoe otobraßenie φ^∗ : A(J)^∗ → J^∗ osu-

westvlØet gomeomorfizm prostranstv X(A(J)) i S_J otnositel~- no ∗-slabyh topologiæ prostranstv A(J)^∗ i J^∗.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 2.2, im(φ) poroßdaet plotnu¸ podalgebru v A(J). Pofftomu φ^∗ : X(A(J)) → S_J ØvlØetsØ in¨ektivnym i (slabo) nepreryvnym otobraßeniem. Vvidu kompaktnosti prostranstva harakterov X(A(J)), dostatoqno pokazat~, qto otobraßenie φ^∗ : X(A(J)) → S_J s¸r¨ektivno. Pust~

μ ∈ S_J . Togda ‖μ‖ ≤ 1 i, soglasno zameqani¸ 2.3, suwestvuet

fflement λ ∈ X(A(J)) takoæ, qto λφ = μ, t.e. φ^∗(λ) = μ. � Predloßenie 2.5. Pust~ I – zamknutyæ ideal v J i RI – za-

mknutyæ dvustoronniæ ideal v A(J), poroßdennyæ mnoßestvom φ_J(I). Togda banahovy algebry A(J)/R_I i A(J/I) izometriqny.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto gomomorfizm algebr Li α : J →

A(J/I), opredelennyæ ravenstvom α(x) = φ_{J/I} (x^∼(mod I)) dlØ vseh x ∈ J, imeet normu ne vyxe 1. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvuet

gomomorfizm α_A : A(J) → A(J/I) so svoæstvom α_Aφ_J = α i s normoæ ‖α_A‖ 6 1. ˚sno, qto α_Aφ_J = φ_{J/I} α^′ i R_I ⊆ ker(α_A), gde

α^′ : U (J) → U (J/I) – kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Rassmotrim te-

per~ gomomorfizm algebr Li β : J/I → A(J)/R_I , opredelennyæ ravenstvom β(x^∼(mod I)) = φ_J (x)^∼(mod R_I ) dlØ vseh x ∈ J. Tak

90 ANAR DOSIEV kak ‖φ_J‖ 6 1, to ‖β‖ 6 1. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvuet gomomorfizm algebr β_A : A(J/I) → A(J)/R_I so svoæstvom β_Aφ_{J/I} = β i s normoæ ‖β_A‖ 6 1. Togda (β_A · α_A)(φ_J(x)) = β_A(φ_{J/I} (x^∼(mod I))) =

β(x^∼(mod I)) = φ_J(x)^∼(mod R_I). Tak kak obraz algebry U (J) v A(J) ploten, to β_A · α_A = τ , gde τ : A(J) → A(J)/R_I faktor-

otobraßenie. Sledovatel~no, ker(α_A) ⊆ R_I. Izometriqnost~ algebr A(J)/R_I i A(J/I) sleduet teper~ iz plotnosti im(α_A) v A(J/I). � 2.2. Algebra Arensa–Maækla OJ(D). Pust~ teper~ J – mul~- tinormirovannaØ algebra Li (sm. p. 1.1) s opredelØ¸wim topologi¸ mnoßestvom prednorm p = {p_ι}_{ι∈Λ} ∈ n(J). Rassmotrim proektivnu¸ sistemu banahovyh algebr Li J_p = {{J_ι}, {ε_{ικ}}, Λ}, soputstvu¸wu¸ mul~tinormirovannoæ algebre Li J, gde J_ι – banahova algebra Li, postroennaØ po prednorme p_ι (sm. p. 1.1). Pust~ A(J_ι) banahovy obertyva¸wie algebry banahovyh algebr Li J_ι i pust~ φ_ι : J_ι → A(J_ι) kanoniqeskie gomomorfizmy algebr Li (sm. zameqanie 2.3). DlØ l¸byh ι 6 κ imeem

‖φ_ιε_{ικ}‖ 6 1. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvu¸t gomomorfizmy

algebr u_{ικ} : A(J_κ) → A(J_ι) s normoæ ‖u_{ικ}‖ 6 1 (sm. zameqanie 2.3), u_{ικ}φ_κ = φ_ιε_{ικ} i u_{ικ}u_{κγ} = u_{ιγ} , esli ι 6 κ 6 γ, t.e.

A(J_p ) = {{A(J_ι)}, {u_{ικ}}, Λ} – proektivnaØ sistema banahovyh as-

sociativnyh algebr i {φ_ι} : J_p → A(J_p ) – morfizm fftih sistem. KompoziciØ morfizma J_{p←−} → A(J_p )_{←−} obratnyh predelov fftih si-

stem i kanoniqeskogo vloßeniØ J → J_{p←−} induciruet gomomorfizm

algebr φ : U (J) → A(J_p)_{←−} . Opredelim prednormy ~p_ι na algebre

U (J) pravilom ~p_ι(u) = ‖φ_ι(u)‖_{A(Jι)} dlØ vseh u ∈ U (J). ˚sno, qto ~p_ι(uν) 6 ~p_ι(u)~p_ι(ν), i U (J) ØvlØetsØ mul~tinormirovannoæ alge-

broæ s soputstvu¸weæ sistemoæ banahovyh algebr A(J_ι), ι ∈ Λ (sm. p. 1.1). Takim obrazom, otobraßenie φ imeet plotnyæ obraz, t.e. A(J_p )_{←−} – otdelimoe popolnenie algebry U (J).

Pust~ p = {p_ι}_{ι∈Λ}, q = {q_κ}_{κ∈Ω} ∈ n(J). Mnoßestvo Ξ = Λ ∪ Ω formal~no prevrawaetsØ v qastiqno uporØdoqennoe, esli poloßit~ ι 6 κ dlØ ι ∈ Λ i κ ∈ Ω pri uslovii p_ι 6 q_κ. My budem pisat~ p ∼ q, esli dlØ l¸bogo ι ∈ Λ (sootvetstvenno, κ ∈ Ω) suwestvuet toqka κ ∈ Ω (sootvetstvenno, ι ∈ Λ) takaØ, qto ι < κ (sootvetstvenno, κ < ι). Pust~ ω(J) – podklass v n(J), sostoØwiæ iz vseh p takih, qto p ∼ p (takim obrazom, v kaßdom semeæstve p

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 91 iz ω(J) otsutstvuet maksimal~nyæ fflement). Otnoxenie ∼ oqevidno ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti v ω(J).

Lemma 2.6. Pust~ p, q ∈ ω(J), i pust~ Jp = {{Jι}, {εδι}, Λ}, Jq =

{{J_κ}, {τ_{κγ} }, Ω} – proektivnye sistemy. Esli p ∼ q, to algebry A(J_p )_{←−} i A(J_q)_{←−} topologiqeski izomorfny.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸byh ι ∈ Λ i κ ∈ Ω uslovie ι < κ (sootvetstvenno, κ < ι) ravnosil~no sootnoxeni¸ p_ι < q_κ (sootvetstvenno, q_κ < p_ι). V fftom sluqae I_κ ⊆ I_ι (sootvetstvenno,

I_ι ⊆ I_κ) (sm. p. 1.1) i suwestvu¸t kanoniqeskie gomomorfiz-

my algebr Li g_{ικ} ∈ B(J_κ, J_ι) (sootvetstvenno, f_{κι} ∈ B(J_ι, J_κ)) takie, qto g_{ιγ} = g_{ικ}τ_{κγ} , g_{δκ} = ε_{δι}g_{ικ} (sootvetstvenno, f_{γι} = τ_{γκ}f_{κι},

f_{κδ} = f_{κι}ε_{ιδ} ), gde δ ∈ Λ, γ ∈ Ω, δ 6 ι < κ 6 γ (sootvetstvenno,

γ 6 κ < ι 6 δ) (sm. p. 1.1). Pri fftom, fγιgικ = τγκ pri γ < ι < κ

i g_{δκ}f_{κι} = ε_{δι} pri δ < κ < ι. Poskol~ku normy vseh prisutstvu¸- wih operatorov ne prevoshodØt 1, moßno primenit~ funktor iz predloßeniØ 2.2. Togda suwestvu¸t analogiqnye operatory banahovyh obertyva¸wih algebr banahovyh algebr Li J_ι, ι ∈ Λ∪Ω, s vyxeprivedennymi sootnoxeniØmi, qto vleqet izomorfnost~ obratnyh predelov A(J_p)_{←−} i A(J_q )_{←−} . �

Lemma 2.6 opravdyvaet sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie 2.7. Pust~ J – proizvol~naØ algebra Li, p ∈ ω(J)

i D – klass ffkvivalentnosti sistemy p. Algebru A(J_p )_{←−} nazovem

algebroæ shodØwihsØ stepennyh rØdov ot fflementov algebry Li J otnositel~no D i oboznaqim qerez O_J(D). Esli p – mnoßestvo vseh mul~tiplikativnyh prednorm, to algebru O_J(D) oboznaqim qerez O_J i nazovem algebroæ celyh funkciæ ot fflementov algebry Li J.

˚sno, qto O_J(D) ØvlØetsØ algebroæ Arensa-Maækla i suwestvuet kanoniqeskiæ gomomorfizm algebr Li φ : U (J) → O_J(D) s plotnym obrazom.

Napomnim, qto U (J) ØvlØetsØ polinormirovannoæ algebroæ otnositel~no sil~neæxeæ lokal~no vypukloæ topologii (sm. p. 1.6).

Teorema 2.8. Algebra OJ ØvlØetsØ oboloqkoæ Arensa–Maækla (sm.

[1, p. 5.2.21]) polinormirovannoæ algebry U (J).

92 ANAR DOSIEV

Dokazatel~stvo. Pust~ u : U (J) → A proizvol~nyæ gomomorfizm algebr, gde A algebra Arensa-Maækla. Togda A – obratnyæ predel lim_{←−}{{A_ι}, {ν_{ικ}}, Λ} soputstvu¸weæ eæ proektivnoæ sistemy banahovyh algebr (sm. p. 1.1). DlØ kaßdogo ι ∈ Λ rassmotrim prednormu p_ι(x) = ‖ν_ιu(x)‖, x ∈ J, gde ν_ι : A → A_ι kanoniqeskiæ gomomorfizm obratnogo predela. Oqevidno, qto p_ι – mul~tiplikativnaØ prednorma v J, i I_ι = {x ∈ J : p_ι(x) = 0} ØvlØetsØ idealom algebry Li J. Pust~ J_ι – popolnenie algebry Li J/I_ι otnositel~no normy p^∼_ι (sm. p. 1.1). Poskol~ku ‖ν_{ικ}‖ 6 1 (sm. p. 1.1),

p_ι(x) = ‖ν_{ικ}ν_κu(x)‖ 6 ‖ν_{ικ}‖p_κ(x) 6 p_κ(x) (ι 6 κ), t.e. norma gomo-

morfizma ε_{ικ} ∈ B(J_κ, J_ι), ε_{ικ}(x^∼ mod I_κ) = (x^∼ mod I_ι), ne prevyxaet 1. ˚sno, qto norma gomomorfizma algebr Li ν_ιu : J_ι → A_ι, opredelennogo formuloæ ν_ιu(x^∼ mod I_ι) = ν_ι(u(x)) dlØ vseh x ∈ J, takße ne prevyxaet 1. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvuet gomomorfizmy banahovyh algebr ω_ι : A(J_ι) → A_ι so svoæstvami ω_ιφ_ι =

ν_ιu, gde φ_ι : J_ι → A(J_ι) – kanoniqeskiæ gomomorfizm. Legko vi-

det~, qto ν_{ικ}ω_κ = ω_ιu_{ικ}, esli ι 6 κ. Pust~ {p_π }_{π∈Ξ} mnoßestvo vseh mul~tiplikativnyh prednorm v J. Moßno sqitat~, qto Λ ⊆ Ξ. Po opredeleni¸ 2.7, O_J = lim_{←−}{{A(J_π )}, {u_{πν}}, Ξ}. Opredelim gomomorfizm ~u : O_J → A formuloæ ~u(f_π )_{π∈Ξ} = (ω_ι(f_ι))_{ι∈Λ} dlØ vseh

f_π ∈ A(J_π). Togda ~u nepreryven i ~uφ(x) = ~u(φ_π (x^∼ mod I_π ))_{π∈Ξ} = (ω_ιφ_ι(x^∼ mod I_ι))_{ι∈Λ} = (ν_ι(u(x)))_{ι∈Λ} = u(x), t.e. ~uφ = u. �

Teorema 2.9. Pust~ J – mul~tinormirovannaØ algebra Li, topo-

logiØ kotoroæ poroßdaetsØ mnoßestvom p, p ∈ ω(J), i pust~ D – klass ffkvivalentnosti p v ω(J). Esli B – banahova associativnaØ algebra, i τ : J → B – gomomorfizm algebr Li, to nepreryvnyæ gomomorfizm algebr ~τ : O_J(D) → B, ~τ φ = τ , suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda τ – otnositel~no sßima¸wiæ operator.

Dokazatel~stvo. Pust~ p = {pι}ι∈Λ i pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm algebr ~τ : O_J(D) → B, ~τ φ = τ , t.e. suwestvuet nepreryvnoe prodolßenie estestvennogo otobraßeniØ

τ^′ : (U (J), {~p_ι}_{ι∈Λ}) → B, τ^′|_J = τ . Tak kak v mnoßestve {~p_ι}_{ι∈Λ} ot-

sutstvuet maksimal~nyæ fflement, to ‖τ^′(u)‖ 6 C ~p_ι(u), u ∈ U (J), dlØ nekotoryh ι ∈ Λ i C > 0. Togda ‖SG(τ (M_ι))‖ = ‖SG(τ^′(M_ι))‖ =

‖τ^′SG(M_ι)‖ 6 C ~p_ι(SG(M_ι)) 6 C, gde M_ι = {x ∈ J : p_ι(x) 6 1}. Po

lemme 2.1 gomomorfizm τ ØvlØetsØ otnositel~no sßima¸wim.

Obratno, pust~ q(τ (u)) 6 p_ι(u), u ∈ J, dlØ nekotoryh q ∈ N (B) i

ι ∈ Λ, i pust~ J_ι – otdelimoe popolnenie J otnositel~no prednor-

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 93 my p_ι. Togda τ prodolßaetsØ po nepreryvnosti do otnositel~no sßima¸wego gomomorfizma algebr τ_ι : J_ι → B. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvuet gomomorfizm algebr τ_{ιA} ∈ B(A(J_ι), B) takoæ, qto

τ_{ιA}φ_ι = τ_ι. OstaetsØ vzØt~ v kaqestve iskomogo gomomorfizma

kompozici¸ otobraßeniæ O_J(D) → A(J_ι)^{τιA}−→ B. �

§3. Bazis banahovoæ obertyva¸weæ algebry koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li

V fftom paragrafe my pokaßem, qto fflementy banahovoæ algebry A(J) predstavlØ¸tsØ i pritom edinstvennym obrazom v vide stepennyh rØdov ot fflementov strogo treugol~nogo bazisa e koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li J.

3.1. Teorema o norme. Pust~ J – normirovannaØ koneqnomernaØ algebra Li. Rassmotrim kanoniqeskiæ gomomorfizm φ_J : U (J) →

A(J) (sm. zameqanie 2.3). Esli Ødro fftogo gomomorfizma tri-

vial~no, to U (J) ØvlØetsØ normirovannoæ algebroæ s inducirovannoæ iz A(J) normoæ, i ee popolnenie est~ A(J). V obwem sluqae my imeem mul~tiplikativnu¸ prednormu p(u) = ‖φ_J(u)‖_{A(J)},

u ∈ U (J), gde ‖·‖_{A(J)} – norma v A(J). Naædem Øvnyæ vid fftoæ pred-

normy, kogda J nadelØetsØ ℓ_1-normoæ ‖ ∑ a_ix_i‖ = ∑ |a_i| otnosi-

tel~no nekotorogo bazisa x = {x_1, . . . , x_n} v J. Rassmotrim razliqnye monomy vida ν = x_{i1} . . . x_{is} ∈ U (J) i pust~ ν^∗ = x_{i1} ⊗· · ·⊗x_{is} – sootvetstvu¸wiæ tenzor v T (J). Kaßdyæ fflement u ∈ U (J) predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii razliqnyh monomov u = a_1ν_1 + · · · + a_mν_m; pust~ u^∗ = a_1ν^∗_1 + · · · + a_mν^∗_m. Togda p(u) 6 ∑ i |a_i| ‖φ_J(ν_i)‖ 6 ∑ i |a_i|. Tak kak U (J) = T (J)/I i A(J) = ℓ_1(J)/J (sm. p. 2.1), gde J – zamykanie I v ℓ_1(J), to p(u) = inf{‖f‖_{ℓ1(J)} : f ∈ u^∗ + J} = inf{‖f‖_{ℓ1 (J)} : f ∈ u^∗ + I}. DlØ l¸-

bogo ε > 0 suwestvuet tenzor t ∈ T (J) takoæ, qto ‖t‖_{ℓ1(J)} < p(u)+ ε i u = t^∼(mod I). Razloßim t po bazisu {x_{i1} ⊗ · · · ⊗ x_{is} : 1 6

i_1, . . . , i_s 6 n} v T (J): t = b_1ν^∗_{j1} +· · ·+b_kν^∗_{jk} . Togda u = b_1ν_{j1} +· · ·+b_kν_{jk}

i ‖t‖_{ℓ1(J)} = |b_1| + · · · + |b_k|. Takim obrazom,

p(u) = inf{|a_1| + · · · + |a_m| : u = a_1ν_1 + · · · + a_mν_m}, (3.1)

gde nißnØØ gran~ beretsØ po vsem predstavleniØm fflementa u v vide koneqnoæ lineænoæ kombinacii monomov.

Teorema 3.1. Pust~ J koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li

s normoæ ‖·‖ i pust~ p – prednorma v U (J), inducirovannaØ normoæ

94 ANAR DOSIEV

iz A(J), to est~ p(f) = ‖φ_J(f)‖_{A(J)} dlØ l¸bogo f ∈ U (J). Togda p – norma v U (J) i ker(φ_J) = {0}.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ℓ1-normu lx v J otnositel~no nekotorogo strogo treugol~nogo bazisa x = {x_1, . . . , x_n}, taku¸, qto

l_x 6 ‖ · ‖. Banahovu obertyva¸wu¸ algebru banahovoæ algebry

Li J s normoæ l_x oboznaqim qerez A(l_x), i pust~ φ_x : U (J) → A(l_x) – kanoniqeskiæ gomomorfizm. Po predloßeni¸ 2.2 suwestvuet ograniqennyæ gomomorfizm u : A(J) → A(l_x) s normoæ ‖u‖ 6 1, takoæ, qto uφ_J = φ_x. Togda ‖φ_x(f)‖_{A(lx )} 6 p(f) dlØ l¸bogo f ∈ A(J). Takim obrazom, dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ sluqaØ, kogda ‖ · ‖ = l_x v J. DlØ fftogo my primenim fil~traci¸ {U^k(x)} v algebre U (J), postroennu¸ po bazisu x (sm. p.1.7), i formulu (3.1). Pust~ f ∈ U (J). Vvidu nil~potentnosti algebry Li J, v (3.1) pri predstavlenii fflementa u v vide lineænoæ kombinacii monomov moßno ograniqit~sØ monomami, stepeni kotoryh ograniqeny sverhu konstantoæ, zavisØweæ ot f i n. Poskol~ku koliqestvo razliqnyh monomov takogo vida koneqno, ravenstvo

p(f) = 0 vozmoßno tol~ko togda, kogda f = 0, t.e. p – norma. V

qastnosti, ker(φ_J ) = {0}. �

3.2. Bazis v A(J) dlØ graduirovannoæ nil~potentnoæ algebry Li J s ℓ1-radikal~noæ normoæ. Popolnenie A(J) imeet Øvnoe opisanie v sluqae, kogda J ØvlØetsØ graduirovannoæ nil~- potentnoæ algebroæ Li.

Pust~ E – koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li, e =

(e_1, . . . , e_n) – takoæ treugol~nyæ bazis v E, qto e_{m+1}, . . ., e_n – ba-

zis v [E, E]. Oqevidno, qto takoæ bazis vsegda suwestvuet. Normu

‖ · ‖ v E nazovem ℓ_1-radikal~noæ normoæ otnositel~no e, esli su-

westvuet norma ‖ · ‖^′ v podprostranstve, poroßdennom vektorami

e_1, . . . , e_m, takaØ, qto ‖ ∑_n i=1 a_ie_i‖ = ‖ ∑_m i=1 a_ie_i‖^′ + ∑_n i=m+1 |ai|. Pust~ teper~ L – svobodnaØ algebra Li s obrazu¸wimi x =

(x_1, . . . , x_m) i pust~ L_i(x) – podprostranstvo v L, poroßdennoe

kommutatorami ot obrazu¸wih x dliny i (sm. [16, Gl. 2, p. 2.6]). Horoxo izvestno [16, Gl. 2, p. 2.6], qto [L_i(x), L_j(x)] ⊆ L_{i+j} (x), i L^{(k)} = ⊕_{i≥k}L_i(x) dlØ vseh k ∈ N i qlenov L^{(k)} nißnego central~nogo rØda algebry Li L. Pust~ J = L/L^{(c+1)}, gde c ∈ N. Obrazy svobodnyh obrazu¸wih x v J pri faktor-otobraßenii L → J takße oboznaqim qerez x = (x_1, . . . , x_m), i pust~ J_i(x) – podprostranstvo v J, poroßdennoe kommutatorami ot x dliny

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 95 i. Togda J – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li (c + 1)-go porØdka, kotoraØ imeet koneqnu¸ graduirovku. Takim obrazom, J = ⊕^c_{i=1}J_i(x), [J_i(x), J_j(x)] ⊆ J_{i+j} (x), priqem J_i(x) = {0} pri vseh i > c. Tak kak l¸baØ koneqnoporoßdennaØ algebra Li ØvlØetsØ

faktorom nekotoroæ koneqnoporoßdennoæ svobodnoæ algebry Li (sm. [16, Gl. 2, p. 2.2]), to l¸bu¸ koneqnomernu¸ nil~potentnu¸ algebru Li E (c + 1)-go porØdka, t.e. E^{(c+1)} = {0}, moßno predstavit~ v vide faktora J/I po nekotoromu idealu I.

Pust~ l_i = dim(⊕^i_{j=1}J_j (x)). Vyberem proizvol~nyæ bazis ξ_i = ( y_{li−1 +1}, . . . , y_{li} ) v J_i(x) pri i > 2, i pust~ ξ_1 = (x_1, . . . , x_m). Togda y = ξ_1 ∪ · · · ∪ ξ_c ØvlØetsØ strogo treugol~nym bazisom v J i

deg(y_q ) = i dlØ vseh q, l_{i−1} < q ≤ l_i. Krome togo, [y_j , y_i] ØvlØet-

sØ lineænoæ kombinacieæ fflementov bazisa y stepeni s + t, gde

s = deg(y_j ), t = deg(y_i). My skaßem, qto y ØvlØetsØ graduirovannym bazisom v J.

Pust~ U_k(y) – podprostranstvo v U (J), poroßdennoe monomami

y_{i1} · · · y_{is} stepeni k (sm. p. 1.7), to est~ U_k(y) – mnoßestvo vseh

odnorodnyh polinomov k-oæ stepeni.

Lemma 3.2. Semeæstvo podprostranstv {Uk(y)} zadaet N-gradu-

irovku algebry U (J), to est~ U (J) = ⊕_k¿_0U_k(y) i U_k(y)U_m (y) ⊆ U_{k+m}(y) dlØ vseh k, m ∈ N.

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme Puankare–Birkgofa–Vitta, mnoßestvo vseh proizvedeniæ vida y^{j1}_1 · · · y^{jn}_n obrazuet bazis v

U (J). L¸boe proizvedenie obrazu¸wih predstavlØetsØ posle pe-

restanovki somnoßiteleæ v vide lineænoæ kombinacii monomov toæ ße stepeni. Pofftomu bazisnye monomy stepeni k obrazu¸t bazis v U_k(y) dlØ vseh k ∈ N, otkuda U (J) = ⊕^∞_{n=0}U_k(y). Ostalos~ lix~ zametit~, qto stepeni monomov pri peremnoßenii skladyva¸tsØ. �

Teorema 3.3. Pust~ J – graduirovannaØ nil~potentnaØ algebra

Li s ℓ_1-radikal~noæ normoæ otnositel~no graduirovannogo bazisa y. Banahova algebra A(J) ØvlØetsØ ℓ_1-prØmoæ summoæ svoih koneqnomernyh podprostranstv {U_k(y)}. V qastnosti, mnoßestvo vseh uporØdoqennyh monomov {y^J } ØvlØetsØ odnorodnym bazisom v A(J).

Dokazatel~stvo. Normu v A(J) oboznaqim qerez q. Soglasno teoreme 3.1, prednorma p, gde p = qφ_J, ØvlØetsØ normoæ v U (J).

96 ANAR DOSIEV Pust~ u ∈ U (J) i pust~ u = ∑ s u_s – razloßenie po odnorod-

nym komponentam (lemma 3.2). Opredelim normu ~q(u) = ∑ s p(u_s) v algebre U (J). ˚sno, qto p ≤ ~q. Proverim, qto ~q – algebraiqeskaØ norma. Esli u = ∑ s u_s, v = ∑ s v_s – sootvetstvu¸wie raz-

loßeniØ po odnorodnym komponentam, to, soglasno lemme 3.2, ∑ s( ∑ k+t=s ukvt) – razloßenie fflementa uv po odnorodnym kom-

ponentam i ~q(uv) = ∑ s p( ∑ k+t=s ukvt) ≤ ∑ s ∑ k+t=s p(uk)p(vt) = ~q(u)~q(v). Pust~ B – popolnenie U (J) otnositel~no normy ~q i ι :

J → B – toßdestvennoe vloßenie. My imeem ~q( ∑ a_iy_i) = ~q( ∑ i ∑ l_{i−1} <j≤l_i ajyj ) = ∑ i p( ∑ l_{i−1} <j≤l_i ajyj ) ≤ ∑ i ‖ ∑ l_{i−1} <j≤l_i ajyj ‖ = ‖ ∑ 1≤i≤m aixi‖ ′ + ∑ j>m |a_j| = ‖ ∑ a_iy_i‖, gde x_i svobodnye obra-

zu¸wie algebry Li J. Takim obrazom, esli J nadelit~ normoæ ‖·‖, to ι imeet normu ne vyxe 1. Po predloßeni¸ 2.2, suwestvuet gomomorfizm algebr ι_A : A(J) → B, ι_Aφ_J = ι. Bolee togo, soglasno zameqani¸ 2.3, ι_A toße imeet normu ne vyxe 1, to est~ ~q ≤ p. UqityvaØ protivopoloßnoe neravenstvo p ≤ ~q, my poluqim, qto

p = ~q i B = A(J). Takim obrazom, A(J) ØvlØetsØ ℓ_1-prØmoæ sum-

moæ koneqnomernyh podprostranstv {U_k(y)}. Togda dlØ proizvol~nogo f ∈ A(J) my imeem razloßenie f = ∑ J a_J y^J takoe, qto p(f) = ∑ k p( ∑ deg(y^J )=k aJ y

J ). Ots¸da sleduet, qto kofffficienty

a_J odnoznaqno opredelØ¸tsØ po f, t.e. {y^J } ØvlØetsØ odnorodnym

bazisom v A(J) (sm. p. 1.7). �

Rassmotrim podprostranstvo U^k(y) (sm. p. 1.7) v U (E), poroßdennoe monomami, stepeni kotoryh ne men~xe, qem k.

Sledstvie 3.4. Pust~ J – graduirovannaØ nil~potentnaØ alge-

bra Li s ℓ_1-radikal~noæ normoæ otnositel~no graduirovannogo bazisa y. Togda zamykanie U^k(y) v A(J) sostoit iz vseh odnorodno shodØwihsØ rØdov vida ∑ J a_J y^J , gde a_J = 0 dlØ vseh J, takih, qto deg(y^J ) < k. Krome togo, esli z = (z_1, . . . , z_{lc} ) – proizvol~nyæ strogo treugol~nyæ bazis v J takoæ, qto z_i = x_i dlØ vseh i, 1 6 i 6 m, to A(J) = U_0(z) ⊕ . . .⊕ U_{k−1}(z) ⊕ U^k(z) i ⋂_∞ k=1 U^k(z) = {0}, gde U_j (z) – podprostranstvo v U (J), poroßdennoe bazisnymi monomami z^J stepeni j.

Dokazatel~stvo. Pust~ Mk – podprostranstvo v A(J), poroßdennoe odnorodno shodØwimisØ rØdami vida ∑ J a_J y^J , gde a_J =

0 dlØ vseh J takih, qto deg(y^J ) < k. Oqevidno, qto U^k(y) ⊆ M_k ⊆

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 97

U^k(y). S drugoæ storony, soglasno teoreme 3.3, M_k okazyvaetsØ ℓ_1-prØmoæ summoæ koneqnomernyh podprostranstv {U_i(y)}, i > k.

Sledovatel~no, M_k zamknuto i M_k = U^k(y). V qastnosti, vnov~ ispol~zuØ teoremu 3.3, poluqim, qto A(J) = U_0(y)⊕. . . ⊕U_{k−1}(y)⊕

U^k(y) i ⋂_∞ k=1 U^k(y) = {0}.

Pust~ teper~ η_i = (z_{li−1 +1}, . . . , z_{li} ) – fflementy bazisa z, ime¸- wie stepen~ i. ˚sno, qto η_i ØvlØetsØ bazisom nekotorogo algebraiqeskogo dopolneniØ k J^{(i+1)} v J^{(i)}. Poskol~ku J^{(i)} = J_i(x) ⊕ J^{(i+1)}, suwestvuet proektor π_i iz J^{(i)} na J_i(x) vdol~ J^{(i+1)}. Pust~ u_q =

π_i(z_q ). ˚sno, qto {u_q} ØvlØetsØ bazisom v J_i(x). Togda U^k(z) = U^k(y) dlØ vseh k ∈ N, i A(J) = U_0(z) ⊕ . . . ⊕ U_{k−1}(z) ⊕ U^k(z). �

Sledstvie 3.5. Pust~ E – kommutativnaØ algebra Li s ℓ1-

normoæ otnositel~no nekotorogo bazisa e. Togda banahova algebra A(E) sostoit iz vseh absol¸tno shodØwihsØ rØdov f = ∑ J a_J e^J , i p(f) = ∑ J |a_J |, gde p – norma v A(E).

Dokazatel~stvo. Pust~ u ∈ U (E) i pust~ u =^∑_J aJ e^J – razloßenie fflementa u po bazisnym monomam. Poskol~ku E – kommutativnaØ algebra Li, iz formuly (3.1) legko vyvesti, qto p(u) = ∑ J |a_J |. OstaetsØ primenit~ teoremu 3.3. �

Pust~ teper~ E – nil~potentnaØ algebra Li porØdka c+1 i e =

(e_1, . . . , e_n) – strogo treugol~nyæ bazis takoæ, qto e_{m+1}, . . . , e_n

ØvlØetsØ bazisom v E^{(2)}. Poskol~ku E ØvlØetsØ faktorom graduirovannoæ nil~potentnoæ algebry Li, suwestvuet ffpimorfizm algebr Li τ : J → E takoæ, qto τ (x_s) = e_s, 1 ≤ s ≤ m, gde J – nil~potentnaØ graduirovannaØ algebra Li porØdka c + 1 s obrazu¸wimi x_1, . . . , x_m.

Pust~ p – nekotoraØ norma v E. S fftoæ normoæ moßno svØzat~ ℓ_1-radikal~nu¸ normu q_{y,p} v J otnositel~no graduirovannogo bazisa y: q_{y,p}( ∑ j a_jy_j ) = q^′_{y,p}( ∑_m j=1 a_jx_j) + ∑ j>m |a_j|, gde q^′_{y,p}( ∑_m j=1 a_jx_j ) = p^∼( ∑_m j=1 a_je^∼_j (mod E^{(2)})), p^∼ – faktor-norma v

E/E^{(2)}. Faktor-normu q^∼_{y,p} v E = J/ker(τ ) oboznaqim qerez l(p).

Netrudno proverit~, qto faktor-norma l(p)^∼ v E/E^{(2)} sovpadaet s p^∼.

Teorema 3.6. Pust~ E – nil~potentnaØ algebra Li so strogo

treugol~nym bazisom e i s normoæ p, A(E) – banahova obertyva¸waØ algebra, postroennaØ po norme l(p) v E. Togda A(E) = U_0(e) ⊕ . . . ⊕ U_{k−1}(e) ⊕ U^k(e) dlØ l¸bogo k ∈ N.

98 ANAR DOSIEV

Dokazatel~stvo. Opredelim qisla dk, 1 6 k 6 c (d1 = m) tak, qtoby deg(e_i) = k dlØ vseh i, d_{k−1} < i 6 d_k. Fiksiruem nekotoroe k, 1 < k 6 c. Pust~ z_i ∈ τ^{−1}(e_i) ∩ J^{(k)}, d_{k−1} < i 6 d_k. Tak kak

e_i /∈ E^{(k+1)} dlØ vseh i, d_{k−1} < i 6 d_k, to z_i /∈ J^{(k+1)}. ˚sno, qto

mnoßestvo {z_i : d_{k−1} < i 6 d_k} ØvlØetsØ lineæno nezavisimym. Krome togo, esli ∑ d_{k−1} <i6d_k aizi ∈ J (k+1) dlØ nekotoryh a

i, to ∑ d_{k−1} <i6d_k aiei ∈ E (k+1) v silu togo, qto τ (J(j)) = E(j) dlØ vseh j.

Ots¸da a_i = 0 dlØ vseh i. Takim obrazom, podprostranstvo v J^{(k)}, poroßdennoe mnoßestvom {z_i : d_{k−1} < i 6 d_k}, imeet nulevoe pereseqenie s J^{(k+1)}. Dopolnim ffti vektory fflementami Ødra ker(τ ) do bazisa ξ_k nekotorogo algebraiqeskogo dopolneniØ k J^{(k+1)} v J^{(k)}. Pereoboznaqim fflementy ξ_k v vide {z_i, l_{k−1} < i 6 l_k}, gde l_k = dim ⊕^k_{j=0}J_j(x) (l_1 = d_1). ˚sno, qto z = ξ_1 ∪ · · · ∪ ξ_c ØvlØet-

sØ strogo treugol~nym bazisom v J, pri fftom suwestvu¸t takie qisla t_1, . . ., t_n, qto τ (z_{ts} ) = e_s dlØ vseh s i τ (z_j ) = 0, esli j ≠ t_s dlØ vseh s.

Pust~ A(J) – banahova obertyva¸waØ algebra algebry Li J s ℓ_1-radikal~noæ normoæ q_{y,p}. Po predloßeni¸ 2.5, A(J)/R_τ =

A(E) s toqnost~¸ do izometriqnogo izomorfizma, gde R_τ – za-

mknutyæ ideal v A(J), poroßdennyæ Ødrom ker(τ ).

Soglasno sledstvi¸ 3.4, A(J) = U_0(z) ⊕ . . . ⊕ U_{k−1}(z) ⊕ U^k(z) pri l¸bom k. V silu vybora bazisa z v J poluqim, qto R_τ =

⊕^{k−1}_{i=0} (R_τ ∩ U_i(z)) ⊕ (R_τ ∩ U^k(z)). Dokaßem zamknutost~ obraza ~τ (U^k(y)), gde ~τ : A(J) → A(E) – faktor-otobraßenie. DlØ ffto-

go snaqala otmetim, qto ~τ (U^k(y)) = ~τ (U^k(y) + (R_τ ∩ ⊕^{k−1}_{i=0} U_i(y))). No U^k(y) + (R_τ ∩ ⊕^{k−1}_{i=0} U_i(y)) – zamknutoe podprostranstvo, soderßawee R_τ . Sledovatel~no, obraz ~τ (U^k(y) + (R_τ ∩ ⊕^{k−1}_{i=0} U_i(y))) takße zamknut. Dalee, vvidu zamknutosti ~τ (U^k(y)), my poluqim, qto ~τ (U^k(y)) = U^k(e). Teper~ ots¸da netrudno vyvesti, qto

A(E) = U_0(e) ⊕ . . . ⊕ U_{k−1}(e) ⊕ U^k(e). �

§4. Absol¸tno vypuklye oblasti

V dannom paragrafe my izuqim strukturnye svoæstva algebr

O_J(D) v sluqae, kogda J est~ koneqnomernaØ algebra Li.

4.1. Strogo vozrasta¸wie mnoßestva norm. Pust~ L – koneqnomernoe prostranstvo, M ⊆ L i F ⊆ L^∗. F -vypukloæ oboloqkoæ mnoßestva M nazovem sovokupnost~ ^M_F toqek z ∈ L takih, qto

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 99

|λ(z)| 6 sup{|λ(w)| : w ∈ M }, dlØ l¸bogo λ ∈ F . Oblast~ (to est~

otkrytoe svØznoe mnoßestvo) D v L nazyvaetsØ F -vypukloæ, esli

^K_F ⊂ D dlØ l¸bogo kompakta K ⊂ D. Poskol~ku L∗∗ = L, moßno

govorit~ o M -vypukloæ oboloqke ^F_M mnoßestva F . Sledu¸waØ prostaØ lemma horoxo izvestna.

Lemma 4.1. Pust~ K – kompakt v L s nepustoæ vnutrennost~¸

intK. Togda ^K_L∗ = abc(K). V qastnosti, oblast~ D v L ØvlØetsØ L^∗-vypukloæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda D ØvlØetsØ absol¸tno vypukloæ oblast~¸.

Pust~ p = {p_ι}_{ι∈Λ} – nasywennoe mnoßestvo norm v L. My skaßem, qto p ØvlØetsØ strogo vozrasta¸wim, esli dlØ l¸bogo ι ∈ Λ suwestvuet takoæ indeks κ ∈ Λ, qto p_ι(x) < p_κ(x), x ≠ 0 (v fftom sluqae my budem pisat~ p_ι ≪ p_κ). Po l¸bomu strogo vozrasta- ¸wemu mnoßestvu norm v L moßno opredelit~ absol¸tno vypuklu¸ oblast~ v L^∗. A imenno, pust~ p – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v L i pust~ M_ι – ediniqnyæ xar v L^∗ otnositel~no dual~noæ normy p^∗_ι . Pust~ p_ι ≪ p_κ i λ ∈ M_ι. Togda

p_ι 6 ϵ_{ικ}p_κ, gde ϵ_{ικ} < 1, i sup{|λ(x)| : p_κ(x) 6 1} 6 ϵ_{ικ}, t.e. λ ∈ intM_κ.

Tem samym M_ι ⊆ intM_κ. Poloßim D = ∪_{ι∈Λ}M_ι. ˚sno, qto D – oblast~ v L^∗, kotoru¸ nazovem oblast~¸, associirovannoæ s p. Oqevidno, qto D ØvlØetsØ absol¸tno vypukloæ oblast~¸ v L^∗.

Lemma 4.2. Pust~ D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v L^∗. Suwe-

stvuet strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm p v L, associirovannaØ oblast~ kotorogo sovpadaet s oblast~¸ D.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto 0 ∈ D. Pust~ Λ = {Kι} – sistema vseh kompaktov takih, qto K_ι ⊂ D i 0 ∈ intK_ι. Poloßim p_ι(x) =

sup{|λ(x)| : λ ∈ K_ι}, x ∈ L dlØ K_ι ∈ Λ. ˚sno, qto p_ι – norma v

L. Esli K_ι ⊂ intK_κ, to po principu maksimuma modulØ p_ι(x) <

p_κ(x), x ≠ 0, t.e. p = {p_ι} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm.

Pust~ M_ι – ediniqnyæ xar v L^∗ otnositel~no normy p^∗_ι . ˚sno, qto M_ι = ^K_{ιL}. Po lemme 4.1, M_ι = abc(K_ι) ⊂ D i D = ∪_ιM_ι, t.e. D associirovana s p. �

Pust~ teper~ E – algebra Li razmernosti n, p = {p_ι}_{ι∈Λ} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v E. ˚sno, qto p ∈ ω(E) (sm. p. 2.2). Pust~ A(E_p) = {{A(p_ι)}, {u_{ικ}}, Λ} – proektivnaØ sistema banahovyh algebr (sm. p. 2.2), A(E_p)_{←−} – ee obratnyæ predel,

100 ANAR DOSIEV gde A(p_ι) = A(E) – banahova obertyva¸waØ algebra banahovoæ algebry Li E s normoæ p_ι. Soglasno sledstvi¸ 2.4, X(A(p_ι)) otoßdestvlØetsØ s M_ι ∩Δ(E), gde M_ι – ediniqnyæ xar v E^∗ otnositel~no normy p^∗_ι . Pust~ D = ∪_{ι∈Λ}M_ι – oblast~, associirovannaØ s mnoßestvom norm p. ˚sno, qto X(A(p_ι)) ⊆ intX(A(p_κ)), esli

p_ι ≪ p_κ, i D ∩Δ(E) = ∪_{ι∈Λ}X(A(p_ι)). Nakonec, X(A(E_p)_{←−} ) = D ∩Δ(E)

soglasno [1, p. 5.1.8].

˚sno, qto oblast~ D ne menØetsØ pri perehode k ffkvivalentnomu s p mnoßestvu norm v E. Bolee togo, esli q = {q_ν}_{ν∈Ω} – drugoe strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm, associirovannaØ oblast~ kotorogo sovpadaet s D, to legko ponØt~, qto p i q ffkvivalentny.

Takim obrazom, ispol~zuØ lemmu 4.2, moßno otoßdestvit~ absol¸tno vypuklye oblasti v E^∗ s klassami ffkvivalentnosti strogo vozrasta¸wih mnoßestv norm v E i algebru A(E_p )_{←−} moßno

oboznaqit~ qerez O_E (D) (sm. opredelenie 2.7), gde D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗, associirovannaØ s p.

Primer 4.3. Vybrav bazis e = {e1, . . . , en} v E, my otoßdestvlØem E^∗ s C^n pri pomowi otobraßeniØ λ → (λ(e_1), . . . , λ(e_n)). Pust~ D_r = D_{r1} × · · · × D_{rn} – polidisk v C^n mul~tiradiusa r, r = (r_1, . . . , r_n), r_i > 0. Legko proverit~, qto D_r associirovan so strogo vozrasta¸wim mnoßestvom ℓ_1-norm l_e = {l_{e,t}}, gde l_{e,t}( ∑ a_ie_i) = ∑ |a_i|t_i, 0 < t_i < r_i. 4.2. Algebra OE (D) dlØ kommutativnoæ algebry Li E. Pust~ E – koneqnomernaØ kommutativnaØ algebra Li i D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗. Pokaßem, qto O_E (D) svoditsØ k algebre golomorfnyh funkciæ (s kompaktno-otkrytoæ topologieæ) H(D).

Deæstvitel~no, snaqala rassmotrim proizvol~nu¸ normu p v E i sootvetstvu¸wu¸ (kommutativnu¸) banahovu algebru A(E). Normu v A(E) oboznaqim takße qerez p. Pust~ K – ediniqnyæ xar v dual~nom prostranstve E^∗ otnositel~no normy p. Soglasno sledstvi¸ 2.4, K = X(A(E)). Vyberem bazis e =

(e_1, . . . , e_n) v E i otoßdestvim K s absol¸tno vypuklym kom-

paktom v C^n s pomow~¸ kanoniqeskoæ biekcii K → C^n , λ →

(λ(e_1), . . . , λ(e_n)). Preobrazovanie Gel~fanda opredelØet gomo-

morfizm algebr A(E) → C(K), f → ^f , s normoæ ne vyxe 1:

^f (λ) = λ(f). Poskol~ku E – graduirovannaØ algebra Li (sm.

p. 3.2) i vsØkaØ norma na neæ ØvlØetsØ ℓ_1-radikal~noæ, ffle-

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 101 ment f algebry A(E) predstavlØetsØ soglasno teoreme 3.3 v vide odnorodno shodØwegosØ stepennogo rØda f = ∑ J a_J e^J i p(f) = ∑ k p( ∑ |J|=k aJ e J ), gde |J| = ∑ i j_i dlØ J = (j_1, . . . , j_n). Togda ^f (z) = ∑ k ∑ |J|=k aJ z J (z^J = z^{j1}_1 . . . z^{jn}_n ) i ‖ ^f‖_K 6 ∑ k ‖ ∑ |J|=k aJ z J ‖_K < ∞. Sledovatel~no, ^f ØvlØetsØ golomorfnoæ funkcieæ v oblasti

intK, t.e. ^f ∈ H(intK). V silu edinstvennosti razloßeniØ v rØd

dlØ qislovyh stepennyh rØdov, gomomorfizm A(E) → H(intK),

f → ^f , in¨ektiven. Poskol~ku Ødro preobrazovaniØ Gel~fanda

sovpadaet s radikalom Dßekobsona RadA(E) (sm. [1, p. 2.2.2]),

A(E) okazyvaetsØ poluprostoæ algebroæ.

Pust~ teper~ p = {p_ι}_{ι∈Λ} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v E, poroßda¸wee oblast~ D (sm. lemmu 4.2), i pust~

K_ι = X(A(p_ι)). Esli K_ι ⊆ intK_κ, to A(p_κ) ⊆ A(p_ι). Krome togo, D = ∪_{ι∈Λ}K_ι. Togda obratnyæ predel postroennyh vyxe gomomor-

fizmov A(p_ι) → H(intK_ι) opredelØet in¨ektivnyæ nepreryvnyæ gomomorfizm algebr O_E (D) → H(D), toßdestvennyæ na polinomah.

Obratno, pust~ K_ι – spektr kommutativnoæ banahovoæ algebry A(p_ι). Tak kak K_ι leßit v D, to po teoreme o golomorfnom funkcional~nom isqislenii [2] suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm algebr H(D) → A(p_ι), toßdestvennyæ na polinomah. Togda suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm algebr

H(D) → O_E (D), toßdestvennyæ na polinomah. Takim obrazom, O_E (D) i H(D) topologiqeski izomorfny.

4.3. Algebra OE (D) v sluqae razreximoæ algebry Li E. Pust~ teper~ E – koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li i p = {p_ι}_{ι∈Λ} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v E (sm. p. 4.1). DlØ l¸bogo ι ∈ Λ, pust~ p^∼_ι est~ faktor-norma v kommutativnoæ algebre Li F = E/[E, E] i pust~ φ_ι : U (E) → A(p_ι) – kanoniqeskiæ gomomorfizm (sm. zameqanie 2.3). Po predloßeni¸ 2.5

A(p_ι)/R_{[E,E]} = A(p^∼_ι ) s toqnost~¸ do izometriqeskogo izomorfiz-

ma, gde R_{[E,E]} – zamknutyæ dvustoronniæ ideal v A(p_ι), poroßdennyæ mnoßestvom φ_ι([E, E]). Vvidu poluprostoty algebry A(p^∼_ι ) (sm. p. 4.2), RadA(p_ι) ⊆ R_{[E,E]}. Soglasno [19] i [20], A(p_ι) kommutativna po modul¸ radikala RadA(p_ι), otkuda [E, E] ⊆ RadA(p_ι) i R_{[E,E]} ⊆ RadA(p_ι). Takim obrazom, RadA(p_ι) = R_{[E,E]} i R_{[E,E]} est~ mnoßestvo vseh kvazinil~potentov.

Pust~ K_ι = X(A(p_ι)) i D = ∪_{ι∈Λ}M_ι, gde M_ι – ediniqnyæ xar

102 ANAR DOSIEV otnositel~no dual~noæ normy p^∗_ι . Soglasno sledstvi¸ 2.4, K_ι =

M_ι ∩ Δ(E). Esli p_ι ≪ p_κ, to dlØ l¸bogo x^∼ ∈ F , x^∼ ≠ 0^∼, imeem p^∼_κ (x^∼) = inf{p_κ(x + y) : y ∈ [E, E]} = inf{p_κ(x + y) : y ∈ S_x}, gde S_x = {y ∈ [E, E] : p_κ(y) 6 2p_κ(x)}. Vvidu kompaktnosti mnoßestva S_x, suwestvuet fflement y_0 ∈ S_x takoæ, qto inf{p_κ(x + y) : y ∈ S_x} = p_κ(x + y_0). No p_κ(x + y_0) > p_ι(x + y_0) > p^∼_ι (x^∼), t.e. p^∼_κ (x^∼) > p^∼_ι (x^∼).

Takim obrazom, p^∼ = {p^∼_ι }_{ι∈Λ} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v F . OtoßdestvlØØ F^∗ s Δ(E) i primenØØ sledstvie 2.4, my poluqim, qto X(A(p^∼_ι )) = K_ι.

Pust~ A(E_p) = {{A(p_ι)}, {u_{ικ}}, Λ} – proektivnaØ sistema banahovyh algebr, poroßdennaØ mul~tinormirovannoæ algebroæ Li E s opredelØ¸weæ sistemoæ norm p (sm. p. 2.2). Tak kak

u_{ικ}(RadA(p_κ)) ⊆ RadA(p_ι) pri p_ι ≪ p_κ, to u_{ικ} induciruet pri fak-

torizacii gomomorfizm algebr u^∼_{ικ} ∈ B(A(p^∼_κ ), A(p^∼_ι )), i sovokupnost~ A(F_p∼ ) = {{A(p^∼_ι )}, {u^∼_{ικ}}, Λ} ØvlØetsØ proektivnoæ sistemoæ, poroßdennoæ mul~tinormirovannoæ algebroæ Li F s opredelØ¸wim semeæstvom norm p^∼. Krome togo, semeæstvo faktorotobraßeniæ α_ι : A(p_ι) → A(p^∼_ι ), ι ∈ Λ, opredelØet morfizm proektivnyh sistem α : A(E_p) → A(F_p∼ ), α = {α_ι}. Po dokazannomu (sm. p. 4.2), O_F (D_s) = A(F_p∼ )_{←−} = H(D_s) (s toqnost~¸ do topologi-

qeskogo izomorfizma), gde D_s = D ∩ Δ(E), i my imeem nepreryvnyæ gomomorfizm obratnyh predelov α_{←−} : O_E (D) → H(D_s).

Lemma 4.4. Gomomorfizm α_{←−} ØvlØetsØ ffpimorfizmom.

Dokazatel~stvo. Pust~ g = (gι)ι∈Λ ∈ H(Ds), gde gι ∈ A(p^∼_ι ), i pust~ X_ι = α^{−1}_ι (g_ι), ι ∈ Λ. ˚sno, qto u_{ικ}(X_κ) ⊆ X_ι, gde ι 6 κ. Takim obrazom, semeæstvo X = {{X_ι}, {u_{ικ}}, Λ} opredelØet proektivnu¸ sistemu polnyh metrizuemyh ravnomernyh prostranstv. Poskol~ku oblast~ D moßno predstavit~ v vide sqetnogo ob¨- edineniØ xarov M_ι = {λ : p^∗_ι (λ) 6 1}, mnoßestvo indeksov Λ soderßit sqetnoe kofinal~noe podmnoßestvo Λ^′. Pust~ f_ι ∈ X_ι. Tak kak ker(α_ι) = RadA(p_ι), to X_ι = f_ι + RadA(p_ι). Poskol~ku

RadA(p_ι) = R_{[E,E]}, mnoßestvo u_{ικ}(RadA(p_κ)) plotno v RadA(p_ι),

gde ι, κ ∈ Λ, κ > ι. Dalee, imeem u_{ικ}(X_κ) = u_{ικ}(f_κ) + RadA(p_ι) =

f_ι + (u_{ικ}(f_κ) − f_ι) + RadA(p_ι). No α_ι(u_{κι}(f_κ) − f_ι) = u^∼_{ικ}(g_κ) − g_ι = 0,

t.e. u_{κι}(f_κ) − f_ι ∈ RadA(p_ι). Takim obrazom, u_{ικ}(X_κ) plotno v

X_ι, t.e. X ØvlØetsØ sistemoæ Mittag–Lefflera (sm. [21, Gl. 2,

p. 3.5], [4, p. 3.2.10]). Togda obratnyæ predel X_{←−} proektivnoæ

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 103 sistemy X nepust. Pust~ f = (f_ι)_{ι∈Λ} ∈ X_{←−}. Togda f ∈ O_E (D) i

α(f) = (α_ι(f_ι))_{ι∈Λ} = (g_ι)_{ι∈Λ} = g. �

Pust~ p – ℓ_1-norma otnositel~no treugol~nogo bazisa e =

{e_1, . . . , e_n} razreximoæ algebry Li E i pust~ ē = {e_1, . . . , e_m}

– bazis dopolnitel~nogo k [E, E] podprostranstva. ˚sno, qto faktor-norma p^∼ v kommutativnoæ algebre Li F = E/[E, E] ØvlØetsØ ℓ_1-normoæ otnositel~no bazisa e^∼ = {e^∼_1 , . . . , e^∼_m}. Pust~

A(p) – banahova algebra iz predloßeniØ 2.2, poluqennaØ po ba-

nahovoæ algebre Li E s normoæ p. Pust~ A_s(p) – podprostranstvo v A(p) vseh stepennyh rØdov f = ∑ J a_J φ(ē)^J , dlØ kotoryh ∑ J |a_J | < ∞, gde φ : U (E) → A(p) – kanoniqeskiæ gomomorfizm i φ(ē)^J = φ(e^{j1}_1 · · · e^{jm}_m ).

Lemma 4.5. Podprostranstvo As(p) zamknuto i A(p) = RadA(p)⊕

A_s(p).

Dokazatel~stvo. Tak kak klass f^∼ ∈ A(p^∼) nenulevogo fflementa

f ∈ A_s(p) po modul¸ radikala opredelØet golomorfnu¸ funkci¸

v nekotorom polidiske (sm. p. 4.2), to f /∈ RadA(p). Ots¸da sleduet, qto A_s(p)∩RadA(p) = {0}. S drugoæ storony, soglasno sledstvi¸ 3.5, A(p^∼) sostoit iz vseh absol¸tno shodØwihsØ rØdov g = ∑ J a_J e^{∼J} i ‖g‖_{A(p}∼_) = ∑ J |a_J | < ∞. Pofftomu otobraßenie γ : A(p^∼) → A(p), γ( ∑ J a_J e^{∼J} ) = ∑ J a_J φ(ē)^J , ØvlØetsØ ograni-

qennym lineænym operatorom s normoæ ne vyxe 1, i kompoziciØ γα est~ proektor na podprostranstvo A_s(p) vdol~ RadA(p), gde

α : A(p) → A(p^∼) – faktor-otobraßenie. Takim obrazom, A_s(p) –

zamknutoe podprostranstvo i A(p) = RadA(p) ⊕ A_s(p). �

Teorema 4.6. Pust~ E – koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li, D

– absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗ i D_s = D ∩ Δ(E). Togda algebry O_E (D)/RadO_E (D) i H(D_s) topologiqeski izomorfny. Esli D ØvlØetsØ polidiskom pri vybore treugol~nogo bazisa e algebry Li E, to O_E (D) razlagaetsØ v topologiqesku¸ prØmu¸ summu podprostranstv: O_E (D) = RadO_E (D)⊕C_E , i C_E topologiqeski izomorfno algebre H(D_s).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ffpimorfizm α_{←−} : OE (D) → H(Ds) iz lemmy 4.4. Dostatoqno pokazat~, qto RadO_E (D) = ker( α_{←−}). Poskol~ku l¸boæ nepreryvnyæ harakter χ algebry O_E (D) predstavlØetsØ v vide χ = ~χ · u_ι [1, p. 5.1.8], gde ~χ – harakter algebry

104 ANAR DOSIEV A(p_ι), ι ∈ Λ, i u_ι : O_E (D) → A(p_ι) – kanoniqeskoe otobraße-

nie obratnogo predela, netrudno pokazat~, qto ker( α_{←−}) sovpadaet s pereseqeniem Øder nepreryvnyh harakterov algebry O_E (D). Sledovatel~no, RadO_E (D) ⊆ ker( α_{←−}). Dokaßem, qto RadO_E (D) v toqnosti sovpadaet s pereseqeniem Øder harakterov algebry

O_E (D). Pust~ χ(f) = 0 dlØ vseh χ ∈ X(O_E (D)). DlØ togo, qtoby

proverit~ vkl¸qenie f ∈ RadO_E (D), dostatoqno pokazat~, qto fflement 1 − gf obratim dlØ kaßdogo g ∈ O_E (D). No χ(gf) = 0 dlØ vseh χ ∈ X(O_E (D)). Pofftomu dostatoqno lix~ pokazat~, qto fflement 1 − f obratim v O_E (D) kak tol~ko χ(f) = 0 dlØ vseh

χ ∈ X(OE (D)). Soglasno [1, p. 5.2.11], obratimost~ fflementa

1 − f v O_E (D) ravnosil~na obratimosti vseh fflementov 1 − u_ι(f)

v A(p_ι), ι ∈ Λ. No ~χ(u_ι(f)) = 0 dlØ proizvol~nogo haraktera ~χ algebry A(p_ι). Poskol~ku algebra A(p_ι) kommutativna po modul¸ svoego radikala, RadA(p_ι) sovpadaet s pereseqeniem Øder harakterov. Togda u_ι(f) ∈ RadA(p_ι) i fflement 1 − u_ι(f) obratim. Takim obrazom, ker( α_{←−}) = RadO_E (D) i O_E (D)/RadO_E (D) = H(D_s).

Pust~ teper~ D = D_r ØvlØetsØ polidiskom, kotoryæ associirovan s mnoßestvom ℓ_1-norm {l_{e,s} : s < r} otnositel~no treugol~- nogo bazisa e (sm. primer 4.3). ˚sno, qto u_{ts}(A_s(l_{e,s})) ⊆ A_s(l_{e,t}), gde t < s < r. Pust~ C_E = lim_{←−}{{A_s(l_{e,t})}, {u_{ts}}, t < r} – podprostranstvo v O_E (D). Togda O_E (D) = RadO_E (D)⊕C_E soglasno lemme 4.5.

�

Sledstvie 4.7. Oboloqka Arensa–Maækla algebry U (E) razlaga-

etsØ v topologiqesku¸ prØmu¸ summu radikala i podprostranstva, izomorfnogo algebre celyh funkciæ ot m kompleksnyh peremennyh, gde m = dim(E/[E, E]).

DlØ dokazatel~stva dostatoqno primenit~ teoremy 2.8 i 4.6. 4.4. Prostranstvo harakterov X(OE (D)). Pust~ D i D^′ – absol¸tno vypuklye oblasti v E^∗.

Teorema 4.8. Pust~ E – koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li.

Esli X(O_E (D)) = X(O_E (D^′)), to suwestvuet topologiqeskiæ izomorfizm algebr O_E (D) → O_E (D^′), induciru¸wiæ toßdestvennoe otobraßenie na U (E).

Dokazatel~stvo. Pust~ p = {pι : ι ∈ Λ} i q = {qν : ν ∈ Ω} – strogo vozrasta¸wie mnoßestva norm v E, s kotorymi associirovany

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 105 oblasti D i D^′ sootvetstvenno (sm. p. 4.1). Qerez M_ι i M^′_ν oboznaqim zamknutye ediniqnye xary v E^∗ otnositel~no dual~nyh norm p^∗_ι i q^∗_ν, i pust~ K_ι = M_ι ∩ Δ(E) i K^′_ν = M^′_ν ∩ Δ(E). Soglasno sledstvi¸ 2.4, mnoßestva K_ι i K^′_ν otoßdestvlØ¸tsØ s X(A(p_ι))

i X(A(qν )). Poskol~ku D ∩ Δ(E) = X(OE (D)) = X(OE (D^′)) =

D^′ ∩ Δ(E), dlØ l¸bogo ι ∈ Λ suwestvuet takoæ fflement ν ∈ Ω, qto K_ι ⊆ intK^′_ν i obratno. Pokaßem, qto toßdestvennoe otobraße-

nie na U (E) induciruet nepreryvnyæ gomomorfizm algebr h_{ιν} :

A(q_ν) → A(p_ι). DlØ fftogo vospol~zuemsØ predloßeniem 2.2. Esli S_ν – ediniqnyæ xar otnositel~no normy q_ν i φ_ι : E → A(p_ι) –

kanoniqeskiæ gomomorfizm, to, soglasno [22], imeem ρ(φ_ι(S_ν )) =

max{ρ(φ_ι(x)) : x ∈ S_ν }, t.e. suwestvuet fflement x_0 ∈ S_ν takoæ, qto ρ(φ_ι(S_ν )) = ρ(φ_ι(x_0)). Dalee, ρ(φ_ι(x_0)) = ρ(φ_ι(x_0)^∼mod(RadA(p_ι))).

Poskol~ku A(p_ι)/RadA(p_ι) – kommutativnaØ banahova algebra, my imeem ρ(φ_ι(x_0)^∼mod(RadA(p_ι))) = max{|λ(x_0)| : λ ∈ K_ι} <

max{|λ(x_0)| : λ ∈ K^′_ν } 6 max{|λ(x_0)| : λ ∈ M^′_ν } 6 q_ν(x_0) 6 1. Takim

obrazom, ρ(φ_ι (S_ν )) < 1. Po predloßeni¸ 2.2 (sm. takße zameqanie 2.3), suwestvuet ograniqennyæ gomomorfizm h_{ιν} : A(q_ν) → A(p_ι) takoæ, qto h_{ιν} φ_ν = φ_ι, gde φ_ν : E → A(p_ν ) – kanoniqeskiæ gomomorfizm. PerehodØ k obratnym predelam, poluqim nepreryvnyæ gomomorfizm O_E (D) → O_E (D^′), kotoryæ induciruet toßdestvennoe otobraßenie na polinomah. Analogiqnym obrazom stroitsØ obratnoe otobraßenie. �

Sledstvie 4.9. Pust~ e = (e1, . . ., en) – treugol~nyæ bazis raz-

reximoæ algebry Li E, takoæ, qto e_{m+1}, . . ., e_n – bazis kommutanta algebry Li E, D_r i D_s – polidiski v C^n mul~tiradiusa r = (r_1, . . ., r_n) i s = (s_1, . . ., s_n) sootvetstvenno. Predpoloßim, qto r_i = s_i dlØ vseh i, 1 ≤ i ≤ m. Togda algebry O_E (D_r) i O_E (D_s) topologiqeski izomorfny.

Pust~ teper~ E – nil~potentnaØ algebra Li, D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗ i p – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm v E, associirovannaØ oblast~ kotorogo sovpadaet s D (lemma 4.2). Rassmotrim sqetnu¸ kofinal~nu¸ qast~ {p_k : k ∈ N} mnoßestva p, i pust~ e = (e_1, . . . , e_n) – strogo treugol~nyæ bazis v E. Kak my uße otmetili (sm. p. 3.2), E ØvlØetsØ faktorom graduirovannoæ algebry Li J pri ffpimorfizme τ : J → E,

τ (x_i) = e_i, 1 6 i 6 m (m = codim ([E, E])). Pust~ y – graduirovan-

nyæ bazis v J i r = {r^{(k)} = (r^{(k)}_{m+1}, . . ., r^{(k)}_{lc} ) : k ∈ N} (l_c = dim(J)) –

106 ANAR DOSIEV sqetnoe mnoßestvo naborov poloßitel~nyh qisel so svoæstvom:

r^{(k)} < r^{(s)} (r^{(k)}_i < r^{(s)}_i ) kak tol~ko p_k ≪ p_s. S kaßdoæ normoæ p_k

moßno svØzat~ normu l(p_k) (sm. p. 3.2), kotoraØ ØvlØetsØ faktornormoæ ℓ_1-radikal~noæ normy q_y(k)_{,pk} otnositel~no graduirovannogo bazisa y^{(k)} = (y^{(k)}_1 , . . . , y^{(k)}n ), gde y^{(k)}_i = x_i, esli 1 ≤ i ≤ m, i

y^{(k)}_i = (r^{(k)}_i )^{−1}y_i, esli m < i ≤ l_c.

Lemma 4.10. Mnoßestvo norm {l(pk)} ØvlØetsØ strogo vozrasta-

¸wim i X(A(p_k)) = X(A(l(p_k))) dlØ vseh k.

Dokazatel~stvo. Pust~ pk ≪ ps. Togda p^∼_k ≪ p^∼_s (sm. p. 4.3) i r^{(k)} < r^{(s)}. Ots¸da sleduet, qto q_y(k)_{,pk} ≪ q_y(s)_{,ps} . Togda

l(p_k) ≪ l(p_s), t.e. {l(p_k)} – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm

v E. Soglasno predloßeni¸ 2.5, A(l(p_k))/Rad A(l(p_k)) = A(l(p_k)^∼) s toqnost~¸ do izometriqeskogo izomorfizma. Togda imeem

X(A(pk)) = X(A(p^∼_k )) = X(A(l(pk)^∼)) = X(A(l(pk ))). �

Pust~ {{A(l(p_k))}, {u_{ks}}, N} – proektivnaØ sistema, poroßdennaØ mul~tinormirovannoæ algebroæ Li E s opredelØ¸wim semeæstvom norm {l(p_k)}, i pust~ O_e(D, r) – obratnyæ predel fftoæ sistemy.

Sledstvie 4.11. Esli e – strogo treugol~nyæ bazis nil~potent-

noæ algebry Li E, to suwestvuet topologiqeskiæ izomorfizm algebr O_E (D) → O_e(D, r), prodolßa¸wiæ toßdestvennoe otobraßenie na U (E).

Dokazatel~stvo. Po lemme 4.10, {l(pk)} ØvlØetsØ strogo vozrasta¸wim mnoßestvom norm. Togda s {l(p_k)} svØzana absol¸tno vypuklaØ oblast~ D^′ v E^∗, D^′ = ∪_kM_k, gde M_k – ediniqnyæ xar v E^∗ otnositel~no dual~noæ normy l(p_k)^∗. Po opredeleni¸ 2.7, O_e(D, r) = O_E (D^′). Ispol~zuØ lemmu 4.10, poluqaem,

qto X(OE (D^′)) = D^′ ∩ Δ(E) = ∪k(Mk ∩ Δ(E)) = ∪kX(A(l(pk )) =

∪_kX(A(p_k)). Poskol~ku {p_k} – kofinal~naØ qast~ p, spravedlivo

ravenstvo ∪_kX(A(p_k)) = X(O_E (D)) [1. p. 5.1.8]. Takim obrazom,

X(OE (D^′)) = X(OE (D)). OstaetsØ primenit~ teoremu 4.8. �

4.5. Odnorodnyæ bazis v OE (D).

V fftom punkte my dokaßem, qto uporØdoqennye monomy {e^J } obrazu¸t odnorodnyæ bazis (sm. p. 1.7) v algebre O_E (D), esli e – graduirovannyæ bazis.

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 107 Snaqala otmetim, qto U (E) ØvlØetsØ plotnoæ podalgebroæ v

O_E (D), t.e. kanoniqeskiæ gomomorfizm φ : U (E) → O_E (D) in¨-

ektiven. Deæstvitel~no, dostatoqno pokazat~, qto ker(φ_ι) = {0} dlØ nekotorogo ι ∈ Λ, gde φ_ι : U (E) → A(p_ι) – kanoniqeskiæ gomomorfizm. No poslednee sleduet iz teoremy 3.1.

Kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, voobwe govorØ ker(φ) ≠ {0}, esli E – nenil~potentnaØ algebra Li.

Primer 4.12. Pust~ E algebra Li s bazisom e = {e1, e2},

[e_1, e_2] = e_2, i D = D_r polidisk v C^2 s centrom v nule i mul~tira-

diusa r = (r_1, r_2) > 0. Rassmotrim sistemu ℓ_1-norm l_{e,r} = {l_{e,s}}_{s<r} (sm. primer 4.3). Togda O_E (D_r ) = lim_{←−}{{A(l_{e,s})}, {u_{st}}, s < r}, i

O_E (D_r ) = RadO_E (D_r ) ⊕ H(D_{r1} ) soglasno teoreme 4.6. ˚sno, qto RadO_E (D_r ) ØvlØetsØ idealom, poroßdennym fflementom φ(e_2). Po-

kaßem, qto φ(e_2)^n = 0 pri n > 2r_1. Tak kak [φ_s(e_1), φ_s(e_2)^n] =

nφ_s(e_2)^n (gde 0 < s < r i φ_s : U (E) → A(l_{e,s}) – kanoniqeskiæ go-

momorfizm), to φ_s(e_2)^n = 0 pri n > 2s_1 = 2l_{e,s}(e_1) > 2‖φ_s(e_1)‖. Esli n > 2r_1, to φ_s(e_2)^n = 0 dlØ vseh s, 0 < s < r, i ots¸da

φ(e_2)^n = 0. V qastnosti, esli r_1 < 1/2, to φ_s(e_2) = 0 i algebra O_E (D_r ) poluprosta, a esli r_1 = 1, to φ_s(e_2)^2 = 0. �

Teorema 4.13. Pust~ e = (e1, . . . , en) – strogo treugol~nyæ bazis

nil~potentnoæ algebry Li E. Togda O_E (D) = U_0(e)⊕. . .⊕U_{k−1}(e)⊕ U^k(e) pri vseh k ∈ N. Takim obrazom, dlØ l¸bogo f ∈ O_E (D) suwestvuet i pritom edinstvennoe predstavlenie v vide stepennogo rØda f = ∑ J a_J e^J takoe, qto f − ∑ deg(e^J )<k aJ e J ∈ U^k(e) pri vseh k. Krome togo, esli bazis e graduirovan, to mnoßestvo vseh uporØdoqennyh monomov {e^J } ØvlØetsØ odnorodnym bazisom v O_E (D).

Dokazatel~stvo. Soglasno sledstvi¸ 4.11, suwestvuet topologiqeskiæ izomorfizm algebr O_E (D) → O_e(D, r), prodolßa¸wiæ toßdestvennoe otobraßenie na U (E). Po opredeleni¸ (sm. p. 4.4), O_e(D, r) = lim_{←−}{{A(l(p_k))}, {u_{ks}}, N}, gde l(p_k) est~ faktornorma ℓ_1-radikal~noæ normy q_y(k)_{,pk} otnositel~no graduirovannogo bazisa y^{(k)} (sm. p. 4.4). Po teoreme 3.6, A(l(p_k)) = U_0(e)⊕. . .⊕

U_{k−1}(e) ⊕ U^k(e). Esli bazis e graduirovan (t.e. e = y), to, imeØ v

vidu, qto l(p_k) = q_y(k)_{,pk} i y^{(k)}_i = y_i dlØ 1 ≤ i ≤ m, y^{(k)}_i = (r^{(k)}_i )^{−1}y_i dlØ i > m, my poluqim, qto mnoßestvo {e^J } ØvlØetsØ odnorodnym bazisom v A(l(p_k)) soglasno teoreme 3.3. Teper~ utverßdenie teoremy legko poluqaetsØ putem perehoda k obratnomu predelu. �

108 ANAR DOSIEV

Sledstvie 4.14. Pust~ OE (D)^{(k)} est~ k-æ qlen nißnego cen-

tral~nogo rØda algebry Li O_E (D). Esli algebra Li E graduirovana, to ⋂_∞ k=1 O_E (D)^{(k)} = {0}. V qastnosti, l¸baØ koneqnomernaØ podalgebra Li v O_E (D) ØvlØetsØ nil~potentnoæ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim banahovu algebru A(E), postroennu¸ po ℓ_1-norme otnositel~no nekotorogo graduirovannogo bazisa e v E, taku¸, qto suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm

π : O_E (D) → A(E), prodolßa¸wiæ toßdestvennoe otobraßenie

na U (E). Poskol~ku U^k(e)U^m(e) ⊆ U^{k+m}(e), imeem U (E)^{(k)} ⊆ U^k(e) pri k > 1. Poskol~ku U (E) ØvlØetsØ plotnoæ podalgebroæ v

O_E (D), netrudno dokazat~, qto O_E (D)^{(k)} ⊆ U (E)^{(k)} ⊆ U^k(e), k > 1.

Togda ⋂_∞ k=1 O_E (D)^{(k)} ⊆ ⋂_∞ k=1 U^k(e). Po teoreme 4.13, otobraßenie

π imeet nulevoe Ødro. Ispol~zuØ sledstvie 3.4, poluqim, qto ⋂_∞ k=1 U^k(e) = {0}, otkuda ⋂_∞ k=1 O_E (D)^{(k)} = {0}. �

Otmetim, qto, ispol~zuØ standartnye rassußdeniØ, netrudno pokazat~, qto algebra O_E (D) dlØ l¸boæ koneqnomernoæ algebry Li E i absol¸tno vypukloæ oblasti D v E^∗ ØvlØetsØ montelevskim prostranstvom, t.e. l¸boe ograniqennoe mnoßestvo v neæ ØvlØetsØ predkompaktnym.

§5. Funkcional~noe isqislenie

Vs¸du v fftom paragrafe E – koneqnomernaØ algebra Li i D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗, associirovannaØ so strogo vozrasta¸wim mnoßestvom norm p = {p_ι}_{ι∈Λ} v E (sm. p. 4.1). DlØ kaßdogo ι ∈ Λ pust~ S_ι – ediniqnyæ xar v E otnositel~- no normy p_ι. My rassmotrim zadaqu o prodolßenii zadannogo gomomorfizma algebr Li α : E → B v banahovu associativnu¸ algebru B do nepreryvnogo gomomorfizma algebr α : O_E (D) → B. Pust~ (X, α) – banahov E-modul~ (sm. p. 1.6). Budem pisat~

O_E (D) ≻ (X, α), esli predstavlenie α : E → B(X) prodolßa-

etsØ do nepreryvnogo gomomorfizma O_E (D) → B(X), kotoryæ oboznaqim takße qerez α.

Lemma 5.1. Gomomorfizm algebr Li α : E → B v banahovu asso-

ciativnu¸ algebru B prodolßaetsØ do nepreryvnogo gomomorfizma algebr α : O_E (D) → B v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ρ(α(S_ι)) < 1 dlØ nekotorogo ι ∈ Λ.

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 109

Dokazatel~stvo. Algebra Li E s mnoßestvom p norm ØvlØetsØ mul~tinormirovannoæ algebroæ Li. Esli ρ(α(S_ι)) < 1, to

‖SG(α(S_ι))‖ < ∞ soglasno lemme 1.1. Dalee, po lemme 2.1 pred-

stavlenie α : E → B ØvlØetsØ otnositel~no sßima¸wim operatorom, i po teoreme 2.9 α prodolßaetsØ do nepreryvnogo gomomorfizma algebr α : O_E (D) → B.

Obratno, esli suwestvuet takoe prodolßenie, to, soglasno teoreme 2.9, α : E → B – otnositel~no sßima¸wiæ operator. Po lemme 2.1, C = ‖SG(α(S_ι))‖ < ∞ dlØ nekotorogo ι ∈ Λ. Vyberem indeks κ ∈ Λ takoæ, qto p_ι 6 εp_κ, gde 0 < ε < 1. Togda S_κ ⊆ εS_ι i

‖α(S_κ)^m‖ 6 ε^mC, t.e. ρ(α(S_κ )) < 1. �

Pust~ (X, α) – banahov E-modul~. Napomnim (sm. p. 1.6), qto prostranstvo B(∧E, X) imeet strukturu banahovogo E-modulØ, inducirovannu¸ predstavleniem θ.

Lemma 5.2. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li,

(X, α) – banahov E-modul~. Togda O_E (D) ≻ (X, α) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda O_E (D) ≻ (B(∧E, X), θ).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, soglasno lemme 5.1, qto esli ρ(α(S_ι)) < 1 dlØ nekotorogo ι ∈ Λ, to ρ(θ(S_ι )) < 1. Pust~

M = {L_{α(u)} : u ∈ S_ι}, P = T (S_ι) i N = {−R_{T (u)} : u ∈ S_ι},

gde T : E → B(∧E) – predstavlenie, prodolßa¸wee prisoedinennoe predstavlenie algebry Li E (sm. p. 1.6). Tak kak

θ(u) = L_{α(u)} − R_{T (u)} i [L_{α(u)}, R_{T (u)}] = 0 dlØ l¸byh u, ν ∈ E, to,

primenØØ [12, Lemma 2.13], poluqim, qto ρ(θ(S_ι )) 6 ρ(M + N ) 6

ρ(M )+ρ(N ) 6 ρ(α(S_ι))+ρ(P ). Tak kak T (E) nil~potentnaØ algebra

Li i, soglasno lemme 1.8, sostoit iz nil~potentnyh operatorov, deæstvu¸wih v koneqnomernom prostranstve ∧E, to T (E) poroßdaet nil~potentnu¸ associativnu¸ algebru po teoreme �ngelØ. Togda P^k = 0 dlØ dostatoqno bol~xogo k, t.e. ρ(P ) = 0. Takim obrazom, ρ(θ(S_ι )) 6 ρ(α(S_ι)). �

Pust~ teper~ E – proizvol~naØ koneqnomernaØ algebra Li i

e = {e_1, . . . , e_n} – bazis v E. Togda E^∗ otoßdestvlØetsØ s C^n (sm.

primer 4.3). Pust~ D_r – polidisk v C^n mul~tiradiusa r, r > 0, i pust~ r^{−1}α(e) = {r^{−1}_i α(e_i) : 1 6 i 6 n}.

Teorema 5.3. Pust~ B – banahova associativnaØ algebra. Gomo-

morfizm algebr Li α : E → B prodolßaetsØ do nepreryvnogo gomomorfizma algebr α : O_E (D_r ) → B v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ρ(r^{−1}α(e)) < 1.

110 ANAR DOSIEV

Dokazatel~stvo. Pust~ St – ediniqnyæ xar otnositel~no normy l_{e,t} (sm. primer 4.3). Togda S_t = { ∑ a_ie_i : ∑ |a_i|t_i 6 1, }, t.e.

S_t = abc(t^{−1}e) i ρ(S_t) = ρ(t^{−1}e). Esli suwestvuet nepreryvnyæ

gomomorfizm α : O_E (D_r ) → B, to po teoreme 2.9 q(r^{−1}α(e)) 6

l_{e,t}(r^{−1}e) = max(r^{−1}t) < 1 dlØ nekotoroæ normy q ∈ N (B) i neko-

torogo t < r. Togda ρ(r^{−1}α(e)) 6 q(r^{−1}α(e)) < 1.

Obratno, pust~ γ = ρ(r^{−1}α(e)) < 1. Vyberem nabor t tak, qtoby

r^{−1}_i < t^{−1}_i < (1 + ε)r^{−1}_i , 0 < ε < (1/γ) − 1. Togda ‖(t^{−1}α(e))^k‖^{1/k} 6 max(t^{−1}r) · ‖(r^{−1}α(e))^k‖^{1/k} i ρ(t^{−1}α(e)) 6 (1 + ε)γ < 1. Pofftomu ρ(α(S_t)) = ρ(abc(t^{−1}α(e))) = ρ(t^{−1}α(e)) < 1 (sm. p. 1.1). OstaetsØ

primenit~ lemmu 5.1. � Sledstvie 5.4. Pust~ E – koneqnomernaØ razreximaØ algebra Li,

(X, α) – banahov E-modul~. Togda O_E (D_r ) ≻ (X, α) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli spektr σ(α(e_i)) soderßitsØ v D_{ri} dlØ vseh i,

1 6 i 6 n.

Dokazatel~stvo. Soglasno [22], ρ(r^{−1}α(e)) = max{ρ(r^{−1}_i α(ei)) : 1 6 i 6 n}. Esli σ(α(ei)) ⊂ Dr_i , to ρ(r^{−1}_i α(ei)) < 1 dlØ vseh i, t.e.

ρ(r^{−1}α(e)) < 1. Teper~ utverßdenie sleduet iz teoremy 5.3. �

Teorema 5.5. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra

Li, D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗, (X, α) – banahov Emodul~ i σ ∈ S. Togda O_E (D) ≻ (X, α) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli σ(α) ⊂ D.

Dokazatel~stvo. Esli OE (D) ≻ (X, α), to ρ(α(Sι )) < 1 dlØ nekotorogo ι ∈ Λ, soglasno lemme 5.1. Pust~ λ ∈ σ(α). Togda

λ ∈ σ_t(α) ⊂ Δ(E). Esli x_j ∈ S_ι i T_j = α(x_j) dlØ 1 6 j 6 k,

to λ(x_1) · · · λ(x_k) ∈ σ_t(T_1 · · · T_k) soglasno teoreme ob otobraßenii spektra [8]. Takim obrazom, |λ(x_1) · · · λ(x_k)| 6 ‖T_1 · · · T_k‖ 6

‖α(S_ι)^k‖ i ρ(λ(S_ι )) < 1. Po lemme 5.1, λ prodolßaetsØ do ne-

preryvnogo haraktera algebry O_E (D), t.e. λ ∈ X(O_E (D)). No

X(OE (D)) = D ∩ Δ(E) (sm. p. 4.1). Znaqit, λ ∈ D. Pust~ teper~

σ(α) ⊂ D ∩ Δ(E). Esli K_ι – mnoßestvo harakterov algebry A(p_ι),

to D ∩ Δ(E) = ∪_{ι∈Λ}K_ι. ˚sno, qto D ∩ Δ(E) = ∪_{ι∈Λ}intK_ι. Tak kak spektr σ(α) kompakten (sm. [9]) i p – strogo vozrasta¸wee mnoßestvo norm, to σ(α) ⊂ intK_ι dlØ nekotorogo ι ∈ Λ. Po lemme 5.1 nam dostatoqno dokazat~, qto ρ(M ) < 1, gde M = α(S_ι). Pust~

x ∈ S_ι i T = α(x). Rassmotrim lineænu¸ funkci¸ x̄ : Δ(E) → C , x̄(λ) = λ(x). Po proekcionnomu svoæstvu (sm. [9]), σ(T ) = {λ(x) : λ ∈ σ(α)}. Pust~ ∂σ_t(T ) – topologiqeskaØ granica spektra σ_t(T )

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 111 operatora T . Togda ∂σ_t(T ) ⊆ σ_{π,0}(T ) ∩ σ_{δ,0}(T ) ⊆ σ(T ) (sm. [6]). Po- fftomu ρ(T ) = max{|z| : z ∈ σ(T )} = max{|x̄| : λ ∈ σ(α)} < max{|x̄| : λ ∈ K_ι} 6 p_ι(x) 6 1 soglasno principu maksimuma modulØ. Pust~

teper~ A zamknutaØ napolnennaØ podalgebra v B(X), poroßdennaØ nil~potentnoæ algebroæ Li α(E). Soglasno [19], algebra A kommutativna po modul¸ radikala R = RadA. Poskol~ku

ρ(T ) = ρ(T^∼ mod R) dlØ l¸bogo T ∈ A, spektral~nyæ radius

ρ ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ na A. V silu kompaktnosti mnoßestva M imeem sup{ρ(T ) : T ∈ M } = max{ρ(T ) : T ∈ M } < 1. No ρ(M ) = max{ρ(T ) : T ∈ M } soglasno [22]. Takim obrazom,

ρ(M ) < 1. �

Otmetim, qto iz teoremy 5.5 sleduet, qto dlØ banahova predstavleniØ α koneqnomernoæ nil~potentnoæ algebry Li vypolneno ravenstvo abc(σ(α)) = abc(σ^′(α)) dlØ l¸byh spektrov Slodkovskogo σ i σ^′.

§6. Spektry par predstavleniæ podalgebr Li

V fftom paragrafe my vvodim spektry dlØ par predstavleniæ podalgebr Li v O_E (D), kotorye igra¸t osnovnu¸ rol~ pri dokazatel~stve koneqnomernoæ teoremy ob otobraßenii spektra (§7). Vs¸du dalee E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra Li, D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗, D_s = D ∩ Δ(E) i (X, α) – banahov E-modul~. Napomnim, qto D_s otoßdestvlØetsØ s prostranstvom harakterov X(O_E (D)) algebry O_E (D) (sm. p. 4.1). 6.1. Banahovy bikompleksy. Napomnim, qto kommutativnaØ diagramma vida . . ↑_βp,q · · ·^{κp−1,q}−→ X_{pq}^{κp,q}−→ · · · ↑_βp,q−1 . . (p, q > 0) nazyvaetsØ banahovym bikompleksom (X, κ, β), esli ka-

ßdye ee stroka i stolbec – banahovy kompleksy. Totalizaci-

eæ Tot(X, κ, β) bikompleksa nazyvaetsØ banahov kompleks · · ·^{γs−1}−→ T_s^{γs}−→ · · · , T_s = ⨁ i+j=s X_{ij} , γ^sx = κ^{ij}x + (−1)^iβ^{ij}x, x ∈ X_{ij} (i + j = s).

112 ANAR DOSIEV Esli (X_q , κ) – q-Ø stroka bikompleksa (X, κ, β), to pri kaßdom

p > 0 my imeem associirovannyæ kompleks kogomologiæ 0 → H^p(X_0, κ)^{β̇p0}−→ H^p(X_1, κ)^{β̇p1}−→ · · ·^{β̇pq−1}−→ H^p(X_q, κ)^{β̇pq}−→ · · · , (6.1) gde H^p(X_q, κ) – p-e prostranstvo kogomologiæ kompleksa (X_q, κ),

β̇pq – operator, inducirovannyæ operatorom βpq na sootvetstvu-

wem prostranstve kogomologiæ. Sledu¸wu¸ lemmu moßno naæti v [8, lemma 1.7].

Lemma 6.1. Esli pri kaßdom p > 0 kompleks (6.1) toqen, to

kompleks Tot(X, κ, β) toqen. V qastnosti, esli vse stroki bikompleksa (X, κ, β) toqny, to ego totalizaciØ toqna.

Rassmotrim kompleks C^•(α), poroßdennyæ E-modulem (X, α) (sm. p. 1.6).

Lemma 6.2. Esli OE (D) ≻ (X, α) (sm. p. 5), to C^•(α) est~ kom-

pleks banahovyh O_E (D)-moduleæ.

Dokazatel~stvo. Po lemme 5.2, OE (D) ≻ (B(∧E, X), θ). Soglasno formule (1.6), dθ(f) = θ(f)d dlØ vseh f ∈ U (E), gde d – differencial kompleksa C^•(α). Poskol~ku U (E) – plotnaØ podalgebra v O_E (D) (teorema 4.13), dθ(f) = θ(f)d dlØ l¸bogo f ∈ O_E (D), t.e.

C^•(α) est~ kompleks banahovyh O_E (D)-moduleæ. �

Lemma 6.3. Pust~ λ ∈ Ds i dλ – differencial kompleksa C^•(α −

λ). Esli obraz im(d^{p−1}_λ ) zamknut, to (θ(f) − λ(f))ω ∈ im(d^{p−1}_λ ) dlØ l¸byh ω ∈ ker(d^p_λ) i f ∈ O_E (D).

Dokazatel~stvo. Predstavim f v vide predela f = limn pn,

p_n ∈ U (E). Soglasno formule (1.6), (θ(p_n) − λ(p_n))ω ∈ im(d^{p−1}_λ ).

OstaetsØ soslat~sØ na zamknutost~ obraza im(d^{p−1}_λ ) i nepreryvnost~ haraktera λ. �

Po lemme 5.2 i teoreme 4.13 prostranstvo B(∧I, X) ØvlØetsØ zamknutym O_E (D)-podmodulem v B(∧E, X), gde I – ideal v E, i po lemme 6.2 kompleks C^•(α|_I − λ) (λ ∈ Δ(I)) ØvlØetsØ kompleksom banahovyh O_E (D)-moduleæ, gde α|_I – sußenie predstavleniØ α na ideal I. Pust~ J – koneqnomernaØ podalgebra Li v O_E (D) i θ_{p,I} : J → B(C^p(I, X)) – predstavlenie, opredelennoe po pravilu θ_{p,I} (u) = θ(u)|_Cp_{(I,X)}. Poloßim θ_p = θ_{p,E} . Vvedem banahov

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 113 bikompleks . . . . βμ ↑ βμ ↑ . . . κ_λ −→ Cq (J, Cp�1(I, X)) κ_λ −→ Cq(J, Cp(I, X)) κ_λ −→ . . . βμ ↑ βμ ↑ . . . κ_λ −→ Cq�1(J, Cp�1(I, X)) κ_λ −→ Cq�1(J, Cp(I, X)) κ_λ −→ . . . βμ ↑ βμ ↑ . . . .

(6.2)

gde κ_λ(Φ) = d_λ · Φ, Φ ∈ C^q(J, C^p(I, X)) (d_λ – differencial kompleksa C^•(α|_I − λ), λ ∈ Δ(I)) i β_μ – differencial kompleksa C^•(θ_{p,I} − μ), μ ∈ Δ(J). Stroki fftogo bikompleksa sut~

C^q(J, C^•(α|_I − λ)), q > 0, i stolbcy – C^•(θ_{p,I} − μ), p > 0. My

oboznaqim fftot bikompleks qerez B_{λ,μ}(I, J, X), a ego totalizaci¸ qerez Tot_{λ,μ}(I, J, X). Poluqim Δ(I) × Δ(J)-banahov kompleks

Tot_{λ,μ}(I, J, X), (λ, μ) ∈ Δ(I) × Δ(J), kotoryæ oboznaqim qerez Tot_{κ,β} (I, J, X). Pust~ M |_J = {χ|_J : χ ∈ M } dlØ M ⊆ D. Pust~ τ ∈ Δ(I × J). Poloßim

τ_I (ν) = τ (ν, 0), τ_J(f) = τ (0, f),

gde ν ∈ I, f ∈ J. Mnoßestva Δ(I × J) i Δ(I) × Δ(J) otoßdestvlØ- ¸tsØ posredstvom biekcii τ → (τ_I , τ_J). Togda Tot_{κ,β} (I, J, X) est~

Δ(I × J)-banahov kompleks.

Opredelenie 6.4. Pust~ σ ∈ S. Mnoßestvo σ(Totκ,β(I, J, X)) na-

zovem (sootvetstvu¸wim) spektrom Slodkovskogo pary (α|_I, α|_J) i oboznaqim qerez σ(α|_I, α|_J).

Pust~ O_E (D) ≻ (X, α) i U ul~trafil~tr na beskoneqnom mnoßestve S. ˚sno, qto O_E (D) ≻ (X_U, α_U) i, po lemme 5.2, O_E (D) ≻

(B(∧E, X_U), θ_U ). Pust~ κ_{Uλ} i β_{Uμ} differencialy bikompleksa B_{λ,μ}(I, J, X_U) (sm. (6.2)).

Lemma 6.5. DlØ l¸byh λ ∈ Δ(I) i μ ∈ Δ(J) banahovy kom-

pleksy Tot_{λ,μ}(I, J, X_U) i Tot_{λ,μ}(I, J, X)_U izomorfny. V qastnosti, σ(α_U|_I , α_U|_J) = σ(α|_I, α|_J), σ ∈ S. Dokazatel~stvo. Pust~ U – ul~trafil~tr na S. Ispol~zuØ [15, lemma 8], poluqim, qto operator ι : (⊕_{p+q=r} C^q(J, C^p(I, X)))_U →

⊕_{p+q=r} C^q(J, C^p(I, X_U )), deæstvu¸wiæ po pravilu ι [∑ p+q=r Φ pq i ] =

114 ANAR DOSIEV ∑ p+q=r Φ pq , ØvlØetsØ izometrieæ, gde [∑ p+q=r Φ pq i ] – klass smeßnosti semeæstva ( ∑ p+q=r Φ pq i )_{i∈S} ∈ ℓ_∞(S, ⊕_{p+q=r} C^q(J, C^p(I, X))) i (Φ^{pq} u)ν = [(Φ^{pq}_i u)ν], u ∈ ∧^qJ, ν ∈ ∧^pI. Po lemme 1.7, ι osuwestvlØ-

et izomorfizm strok ι : C^q(J, C^•(α|_I − λ))_U → C^q(J, C^•(α_U|_I − λ)) i stolbcov ι : C^•(θ_{p,I} − μ)_U → C^•((θ_U )_{p,I} − μ), t.e. κ_{Uλ}ι =

ικ_{λU}, β_{Uμ}ι = ιβ_{μU}. Takim obrazom, bikompleksy B_{λ,μ}(I, J, X)_U i B_{λ,μ}(I, J, X_U) izomorfny. Tem samym kompleksy Tot_{λ,μ}(I, J, X)_U

i Tot_{λ,μ}(I, J, X_U) izomorfny. Ravenstvo σ(α_U|_I, α_U|_J) = σ(α|_I , α|_J) sleduet iz predloßeniØ 1.5. �

Pust~ teper~ I = E. Rassmotrim associirovannye kompleksy kogomologiæ (sm. (6.1)) bikompleksa B_{λ,μ}(E, J, X): 0 → H^p(α − λ)^β ∼ μ−→ C^1(J, H^p(α − λ))^β ∼ μ−→ · · · · · ·^β ∼ μ−→ C^q(J, H^p(α − λ))^β ∼ μ−→ · · · , (6.3)

gde H^p(α − λ) (p > 0) est~ p-Ø kogomologiØ kompleksa C^•(α − λ). Poskol~ku J koneqnomernaØ algebra Li, l¸boæ fflement

ξ ∈ C^q(J, H^p(α − λ)) predstavlØetsØ v vide ξ = Φ^∼, gde Φ ∈ C^q(J, ker(d^p_λ)) i Φ^∼(ν) = (Φ(ν))^∼(mod(imd^{p−1}_λ )) dlØ vseh ν ∈ ∧^qJ.

Prednormirovannoe prostranstvo H^p(α − λ) imeet strukturu JmodulØ, zadavaemu¸ predstavleniem θ^∼_p (f) = (θ_p(f))^∼ , f ∈ J, gde (θ_p(f))^∼ – operator, inducirovannyæ operatorom θ_p(f) ∈

B(ker(d^p_λ)). Togda kompleks (6.3) sovpadaet s kompleksom C^•(θ^∼_p −

μ), poroßdennym J-modulem (H^p(α − λ), θ^∼_p − μ). Kompleks C^•(θ^∼_p − μ) ØvlØetsØ kompleksom J-moduleæ, opredelØemyh predstavleniem Θ^∼_μ : J → B(C^q (J, H^p(α − λ))), Θ^∼_μ (f) = L_θ∼_{p (f)} − R_{Tq(f)} − μ(f) (sm. p. 1.6). Soglasno (1.4) i (1.5), imeem

β^∼_μ · Θ^∼_μ (f) = Θ^∼_μ (f) · β^∼_μ , (6.4)

β^∼_μ · I^∼(f) + I^∼(f) · β^∼_μ = Θ^∼_μ (f), (6.5)

gde f ∈ J i I^∼(f) – operator gomotopii kompleksa C^•(θ^∼_p ) (sm. p. 1.6).

Lemma 6.6. Pust~ λ ∈ Ds, f ∈ J i Φ ∈ C^q(J, ker(d^p_λ)). Esli obraz

im(d^{p−1}_λ ) zamknut, to Θ^∼_μ (f)(Φ^∼ ) = ((λ(f) − μ(f) − R_{Tq(f)})Φ)^∼.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto L_θ∼_{p (f)}(Φ^∼) = λ(f) ·

Φ^∼. Po lemme 6.3, (θ_p(f) − λ(f))Φ(h) ∈ im(d^{p−1}_λ ) dlØ vseh h ∈ ∧^qJ.

Togda L_θ∼_{p (f)}(Φ^∼) = (θ_p(f)Φ)^∼ = (λ(f)Φ)^∼. �

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 115

6.2. Proekcionnoe svoæstvo spektrov par predstavleniæ. Pust~ O_E (D) ≻ (X, α) i λ – harakter algebry Li E, prinadleßawiæ spektru Teælora σ_t(α) predstavleniØ α. Po teoreme 5.5,

λ ∈ D_s. Rassmotrim sußenie λ|_J haraktera λ na koneqnomernu¸

nil~potentnu¸ podalgebru Li J ⊂ O_E (D).

Lemma 6.7. Pust~ μ ∈ Δ(J). Esli λ|J ≠ μ, to (λ, μ) /∈ σt(α, α|J).

Dokazatel~stvo. Po lemme 6.5 dostatoqno pokazat~, qto (λ, μ) /∈

σ_t(α_U, α_U|_J), t.e. Tot_{λ,μ}(E, J, X_U) ØvlØetsØ toqnym kompleksom, gde U – ul~trafil~tr. V silu lemmy 6.1 dlØ poslednego dostatoqno dokazat~ toqnost~ kompleksov kogomologiæ (6.3) pri vseh p > 0 dlØ bikompleksa B_{λ,μ}(E, J, X_U).

Po teoreme 1.10 λ ∈ σ_t(α_U). Pust~ k – naimen~xee celoe qislo takoe, qto λ ∈ Σ_k(C(α_U)) (sm. p. 1.6). Pust~ d^{k−1}_U (λ) – differencial kompleksa C^•(α_U − λ). Esli obraz im(d^{k−1}_U (λ)) ne zamknut, to λ ∈ σ_{π,k−1}(α_U) po opredeleni¸ 1.3, i po predloßeni¸ 1.4

λ ∈ Σ_i(C(α_U)) dlØ nekotorogo i, i 6 k−1. No ffto protivoreqit vy-

boru qisla k. Itak, obraz im(d^{k−1}_U (λ)) zamknut. Pust~ λ(f) ≠ μ(f) dlØ nekotorogo f ∈ J. Rassmotrim Γ_{pq} ∈ B(C^q (J, C^p(E, X_U))),

Γ_{pq} = λ(f)−μ(f)−R_{Tq (f)}. ˚sno, qto κ^{p−1}_{Uλ} ·Γ_{p−1q} = Γ_{pq} ·κ^{p−1}_{Uλ} , gde κ^{p−1}_{Uλ}

– differencial stroki bikompleksa B_{λ,μ}(E, J, X_U). Po lemme 6.6, obratimost~ vseh operatorov Γ_{pq} vleqet obratimost~ Θ^∼_μ (f), a ffto v silu formul (6.4) i (6.5) vleqet toqnost~ kompleksov

C^•((θ_U )^∼_p − μ). OstaetsØ pokazat~ obratimost~ operatorov Γ_{pq} .

No operator prisoedinennogo predstavleniØ ad(f) ∈ B(J) nil~- potenten. Togda, po lemme 1.8, σ_t(R_{Tq(f)}) = 0. Sledovatel~no, operator Γ_{pq} obratim. �

Teorema 6.8. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra

Li, O_E (D) ≻ (X, α) i τ ∈ σ(α|_I , α|_J), gde σ ∈ S. Togda τ_I ∈ σ_t(α|_I). Esli I = E, to est~ τ ∈ σ(α, α|_J), to τ_E |_J = τ_J .

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto kompleks C^•(α|I −τI ) ne toqen. Poskol~ku J – koneqnomernaØ algebra Li, iz toqnosti kompleksa C^•(α|_I − τ_I ) sleduet toqnost~ vseh strok bikompleksa B_{τI ,τ}J(I, J, X). Togda, po lemme 6.1, kompleks Tot_{τI ,τ}J(I, J, X) toqen, qto protivoreqit uslovi¸ τ ∈ σ(α|_I, α|_J). Pust~ teper~

τ ∈ σ(α, α|_J) ⊆ σ_t(α, α|_J). Togda τ_E ∈ σ_t(α) i po lemme 6.7 τ_E |_J = τ_J .

�

116 ANAR DOSIEV

Lemma 6.9. Pust~ I i J idealy v E, I ⊃ J i dim(I/J) = 1, i pust~

u ∈ I\J. Togda dlØ l¸byh λ ∈ Δ(I) i μ ∈ Δ(J) suwestvuet ograniqennyæ ffndomorfizm δ(u) banahova kompleksa Tot_{λ|J ,μ}(J, J, X) takoæ, qto Tot_{λ,μ}(I, J, X) = Con(Tot_{λ|J ,μ}(J, J, X), δ(u) − λ(u)). (6.6) Dokazatel~stvo. Dannoe utverßdenie ØvlØetsØ kocepnym analogom lemmy 5.2 iz [8] i dokazyvaetsØ soverxenno analogiqno. Otmetim, qto lemma 5.2 iz [8] dokazana v qut~ bolee stesnitel~- nyh usloviØh, a imenno, dlØ podalgebry Li J v U (E); ffto ne menØet rassußdeniæ. Kak i v lemme 5.2 iz [8], ffndomorfizm δ(u) predstavlØetsØ na qlenah kompleksa v vide verhnih treugol~- nyh operatornyh matric, glavnaØ diagonal~ kotoryh sostoit iz fflementov, ravnyh operatoru θ(u). � Teorema 6.10. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra

Li, I i J idealy v E, I ⊃ J, dim(I/J) = 1, i pust~ σ ∈ S. Togda σ(α|_J , α|_J) = σ(α|_I , α|_J)|_{J×J}. V qastnosti, σ(α|_J) = σ(α, α|_J)|_J.

Dokazatel~stvo. Soglasno formule (6.6)

σ(Tot_{κ,β}(I, J, X)) ⊆ σ(Con_{δ(u)}(Tot_{κ,β}(J, J, X))).

Obratno, pust~ (τ, c) ∈ σ(Con_{δ(u)}(Tot_{κ,β} (J, J, X))). Po teoreme 1.6

τ ∈ σ(Tot_{κ,β} (J, J, X)), t.e. τ ∈ σ(α|_J , α|_J), i, soglasno teoreme

6.8, τ_J ∈ σ_t(α|_J ). Poskol~ku [I, I] ⊆ J i α([I, I]) sostoit iz kvazinil~potentov (sm. [20]), τ_J ([I, I]) = 0. Pofftomu l¸boe lineænoe prodolßenie τ_J na ideal I ØvlØetsØ harakterom. Pust~

λ ∈ I^∗, λ|_J = τ_J , λ(u) = c. Po lemme 6.9, Tot_{λ,τ}J(I, J, X) = Con(Tot_{τJ ,τ}J(J, J, X), δ(u)−c), t.e. (τ, c) ∈ σ(Tot_{κ,β} (I, J, X)). Soglas-

no teoreme 1.6, σ(α|_J , α|_J) = σ(α|_I , α|_J)|_{J×J}.

V nil~potentnoæ algebre Li E rassmotrim ubyva¸wu¸ cepoqku idealov E = I_1 ⊃ I_2 ⊃ · · · ⊃ I_n ⊃ I_{n+1} = {0} taku¸, qto

dim(I_i/I_{i+1}) = 1, 1 6 i 6 n. Tak kak dlØ l¸bogo i spravedlivo ravenstvo σ(α|_{Ii+1} , α|_J) = σ(α|_{Ii} , α|_J)|_{Ii+1×J}, to σ(α, α|_J)|_J = · · · = σ(α|_{In} , α|_J)|_J = σ(α|_J). � Lemma 6.11. Pust~ J – koneqnomernaØ podalgebra Li v OE (D) i

F i Q idealy v J, F ⊃ Q i dim(F/Q) = 1. Esli f ∈ F\Q, to dlØ l¸byh λ ∈ Δ(E) i μ ∈ Δ(F) Tot_{λ,μ}(E, F, X) = Con(Tot_{λ,μ|Q} (E, Q, X), Θ(f) − μ(f)), (6.7)

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 117 gde Θ(f) = {Θ^{p,q}(f)}, Θ^{p,q}(f) = L_{θp(f)} − R_{Tq(f)}.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo Φ ∈ C^q(F, C^p(E, X)) qerez Φ|Q oboznaqim sußenie Φ na ∧^qQ. Esli I_p(f) operator gomotopii kompleksa C^•(θ_p|_F − μ), to netrudno proverit~, qto otobraße- nie l_{p,q} : C^q(F, C^p(E, X)) → C^q(Q, C^p(E, X)) ⊕ C^{q−1}(Q, C^p(E, X)), zadannoe po pravilu l_{p,q} (Φ) = (Φ|_Q, (−1)^p(I_p(f)Φ)|_Q), ØvlØetsØ topologiqeskim izomorfizmom. Po opredeleni¸ γ_{λ,μ}(Φ) =

κ_λ(Φ) + (−1)^pβ_μ(Φ), gde Φ ∈ C^q(F, C^p(E, X)), γ_{λ,μ} – differenci-

al kompleksa Tot_{λ,μ}(E, F, X). Naædem komponenty l_{p+1,q} (κ_λ(Φ)) i

l_{p,q+1}(β_μ(Φ)) v sootvetstvu¸wih razloßeniØh. Tak kak κ_λ(Φ) = d_λ · Φ (d_λ – differencial kompleksa C^•(α − λ)), to κ_λ(Φ)|_Q = d_λ · (Φ|_Q). DlØ vtorogo qlena imeem (I_{p+1}(f)(d_λ · Φ))|_Q(ν) = d_λ · Φ(f ∧ ν) = d_λ · (I_p(f)Φ)(ν), ν ∈ ∧^{q−1}Q, t.e. l_{p+1,q} (κ_λ(Φ)) = (κ_λ(Φ|_Q), −κ_λ((−1)^p(I_p(f)Φ)|_Q)). Dalee, β_μ(Φ)|_Q = β_{μ|Q} (Φ|_Q) i po

formule (1.5) I_p(f)β_μ(Φ)|_Q = −β_{μ|Q} ((I_p(f)Φ)|_Q) + Θ_μ(f)(Φ|_Q), gde

Θ_μ(f) = Θ(f) − μ(f). Togda l_{p,q+1}((−1)^pβ_μ(Φ)) = ((−1)^pβ_{μ|Q} (Φ|_Q), −(−1)^pβ_{μ|Q} ((−1)^p(I_p(f)Φ)|_Q) + Θ_μ(f)(Φ|_Q)). Ots¸da s toqnost~¸

do izomorfizma poluqim

γ_{λ,μ}(Φ|_Q, (−1)^p(I_p(f)Φ)|_Q)) =

= (γ_{λ,μ|Q} (Φ|_Q), −γ_{λ,μ|Q} ((−1)^p(I_p(f)Φ)|_Q) + Θ_μ(f)(Φ|_Q)).

Takim obrazom, γ_{λ,μ} ØvlØetsØ differencialom sootvetstvu¸wego konusa (sm. p. 1.5). Formula (6.7) dokazana. � Teorema 6.12. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra

Li, O_E (D) ≻ (X, α), J – koneqnomernaØ nil~potentnaØ podalgebra Li v O_E (D), i pust~ F i Q idealy v J, F ⊃ Q i dim(F/Q) = 1. Togda σ(α, α|_Q) = σ(α, α|_F)|_{E×Q} i σ(α) = σ(α, α|_F )|_E dlØ vseh σ ∈ S.

Dokazatel~stvo. Soglasno formule (6.7) σ(Tot_{κ,β} (E, F, X)) ⊆ σ(Con_{Θ(f)}(Tot_{κ,β}(E, Q, X))). Obratno, esli (τ, c) ∈ σ(Con_{Θ(f)}(Tot_{κ,β}(E, Q, X))), to τ ∈ σ(Tot_{κ,β} (E, Q, X)) = σ(α, α|_Q) po teoreme 1.6. Po teoreme 6.10 τ_Q ∈ σ(α|_Q). Togda [F, F] ⊆ Q i [F, F] ⊆ RadO_E (D), t.e. α([F, F]) sostoit iz kvazinil~potentnyh operatorov. Po proekcionnomu svoæstvu [9], τ_Q([F, F]) = 0.

118 ANAR DOSIEV Pofftomu l¸boe lineænoe prodolßenie τ_Q na F ØvlØetsØ harakterom. Pust~ μ ∈ F^∗, μ|_Q = τ_Q, μ(f) = c. Togda Tot_{τE ,μ}(E, F, X) = Con(Tot_{τE ,τQ} (E, Q, X), Θ(f) − c) soglasno lemme 6.11. Znaqit, (τ, c) ∈ σ(Tot_{τE ,μ}(E, F, X)) =

σ(α, α|_F ) i σ(α, α|_Q) = σ(α, α|_F )|_{E×Q} po teoreme 1.6.

Rassmotrim teper~ cepoqku idealov J = F_1 ⊃ F_2 ⊃ · · · ⊃

F_t ⊃ F_{t+1} = {0} taku¸, qto dim(F_i/F_{i+1}) = 1, 1 6 i 6 t. Po

dokazannomu σ(α, α|_{Fi+1} ) = σ(α, α|_{Fi})|_{E×Fi+1} dlØ vseh i. Togda σ(α, α|_{F1} )|_E = · · · = σ(α, α|_{Ft})|_E = σ(α). � §7. Teorema ob otobraßenii spektra Teorema 7.1. Pust~ E – koneqnomernaØ nil~potentnaØ algebra

Li, (X, α) – banahov E-modul~, D – absol¸tno vypuklaØ oblast~ v E^∗ i σ – kakoæ-libo spektr Slodkovskogo. Esli σ(α) ⊂ D, to α prodolßaetsØ do nepreryvnogo predstavleniØ α : O_E (D) → B(X) algebry shodØwihsØ stepennyh rØdov O_E (D) v X, i toqki iz σ(α) otoßdestvlØ¸tsØ s nepreryvnymi harakterami algebry O_E (D). Pri fftom dlØ l¸boæ koneqnomernoæ nil~potentnoæ podalgebry Li J v O_E (D) haraktery iz spektra sußennogo predstavleniØ α|_J ØvlØ- ¸tsØ sußeniØmi na J harakterov iz σ(α), to est~ σ(α|_J) = σ(α)|_J, σ^e(α|_J) = σ^e(α)|_J.

Dokazatel~stvo. PervaØ qast~ utverßdeniØ ustanovlena v teoreme 5.5. Dokaßem vtoru¸ qast~.

Pust~ μ ∈ σ(α|_J). Po teoreme 6.10, μ = τ |_J dlØ nekotorogo

τ ∈ σ(α, α|_J). Togda, soglasno teoreme 6.12, τ_E ∈ σ(α), gde τ_E –

sußenie funkcionala τ ∈ Δ(E × J) na E. Po teoreme 6.8, τ_E |_J =

τ_J = μ.

Obratno, pust~ λ ∈ σ(α). Po teoreme 6.12, λ = τ |_E = τ_E dlØ nekotorogo τ ∈ σ(α, α|_J) i, po teoreme 6.10, τ_J = τ |_J ∈ σ(α|_J). No, soglasno teoreme 6.8, λ|_J = τ_J.

Dalee, O_E (D) ≻ (X^∘, α^∘). Togda σ^e(α|_J) = σ(α|^∘_J) = σ(α^∘|_J) soglasno teoreme 1.10. Po dokazannomu σ(α^∘|_J) = σ(α^∘)|_J, i σ^e(α) =

σ(α^∘) po teoreme 1.10. �

Sledstvie 7.2. Pust~ ν = {ν1, . . . , νs} – proizvol~noe semeæstvo

obrazu¸wih algebry Li E i p(ν) = {p_1(ν), . . . , p_t(ν)} – semeæstvo polinomov (t.e. fflementov obertyva¸weæ algebry U (E)) ot peremennyh ν_1, . . . , ν_s, poroßda¸wih koneqnomernu¸ algebru Li. Esli

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 119

σ ∈ S, (X, α) – banahov E-modul~ i a = α(ν), to σ(p(a)) = p(σ(a)), σ^e(p(a)) = p(σ^e(a)).

Deæstvitel~no, pust~ D = E^∗. Po teoreme 2.8, O_E (D) ≻

(X, α). Esli J – podalgebra Li v U (E), poroßdennaØ p(ν), i μ(p(ν)) ∈ σ(p(a)) dlØ nekotorogo μ ∈ σ(α|_J), to po teoreme 7.1 μ(p_i(ν)) = λ(p_i(ν)) = p_i(λ(ν)), 1 6 i 6 t, dlØ nekotorogo λ ∈ σ(α).

Po opredeleni¸ 1.9, λ(ν) ∈ σ(a). Analogiqno dokazyvaetsØ vtoroe ravenstvo. �

Pust~ teper~ e – treugol~nyæ bazis, O_E (D) ≻ (X, α), a = α(e),

m = codim[E, E]. Vybor bazisa e opredelØet otoßdestvlenie pro-

stranstva E^∗ s C^n (sm. primer 4.3), i pri fftom Δ(E) = C^m . Soglasno teoreme 4.6, suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm algebr O_E (D) → H(D_s), gde D_s = D ∩ Δ(E), t.e. l¸boæ fflement

f ∈ O_E (D) opredelØet golomorfnu¸ funkci¸ f v oblasti D_s.

Po opredeleni¸ 1.9 i teoreme 5.5, σ_t(a) ⊂ D_s. Pofftomu imeet smysl vyraßenie f(σ(a)) dlØ l¸byh f ∈ O_E (D) i σ ∈ S.

Sledstvie 7.3. Pust~ σ ∈ S, f = {f1, . . . , ft} semeæstvo iz

O_E (D), poroßda¸wee nil~potentnu¸ podalgebru Li, i pust~ f(a) = α(f). Togda σ(f(a)) = f(σ(a)), σ^e(f(a)) = f(σ^e(a)).

Dostatoqno povtorit~ rassußdenie, provedennoe v dokazatel~stve sledstviØ 7.2, i ispol~zovat~ teoremy 6.10, 6.12, 7.1. �

V zakl¸qenie my poØsnim primenenie sledstviØ 7.3 na prostom primere.

Primer 7.4. Pust~ E algebra Geæzenberga s bazisom e =

{e_1, e_2, e_3} i sootnoxeniØmi [e_1, e_2] = e_3, [e_1, e_3] = [e_2, e_3] = 0, i D

otkrytyæ polidisk v C^3 s centrom v nule i poliradiusa 1. Pust~

f_1 = ∑_∞ n=0(−1)^{n−1}n^{−1}(e_1e_2)^n i f_2 = ∑_∞ n=0(−1)^{n−1}n^{−1}(e_2e_1)^n. Po te-

oreme 4.6 f_1, f_2 ∈ O_E (D). Poskol~ku [e_1e_2, e_2e_1] = 0, f_1 i f_2 vzaimno kommutiru¸t. Pust~ teper~ O_E (D) ≻ (X, α) i a = α(e_1), b =

α(e_2). Poloßim f_i(a, b) = α(f_i), i = 1, 2. Rassmotrim golomorfnu¸

v ediniqnom kruge funkci¸ ln(1 + z) = ∑_∞ n=0(−1)^{n−1}n^{−1}z^n (odno-

znaqnaØ vetv~ logarifma). Togda f_1(a, b) = ln(1 + ab), f_2(a, b) =

ln(1 + ba) i soglasno sledstvi¸ 7.3, σ(ln(1 + ab), ln(1 + ba)) = {(ln(1 + λ_1λ_2), ln(1 + λ_1λ_2)) : (λ_1, λ_2) ∈ σ(a, b)}, σ ∈ S.

120 ANAR DOSIEV

Literatura

1. A. ˚. Helemskiæ, Banahovy i polinormirovannye algebry. Nauka, M.

(1989).

2. J. L. Taylor, The analytic functional calculus for several commuting operators.

— Acta. Math. 125 (1970), 1–38.

3. J. L. Taylor, A joint spectrum for several commuting operators. — J. Func. Anal.

6 (1970), 172–191.

4. J. Eschmeier, M. Putinar, Spectral decompositions and analytic sheaves. Clarendon Press, Oxford (1996).

5. Z. Slodkowski, An infinite family of joint spectra. — Studia Math. LXI (1977), 239–255.

6. V. Muller, The Slodkowski spectra and higher Shilov boundaries. — Studia Math.

105, (1) (1993), 69–75.

7. J. L. Taylor, A general framework for a multi-operator functional calculus. — Adv. Math. 9 (1972), 183–252.

8. A. S. Fainshtein, Taylor joint spectrum for families of operators generating nilpotent Lie algebras. — J. Operator Theory 29 (1993), 3–27.

9. E. Boasso, Dual properties and joint spectra for solvable Lie algebras of operators.

— J. Operator Theory 33 (1995), 105–116.

10. D. Beltita, Spectrum for a solvable Lie algebra of operators. — Studia Math. 135, (2) (1999), 163–178.

11. G.-C. Rota, W. G. Strang, A note on the joint spectral radius. — Indag. Math.

22 (1960), 379–381.

12. V. S. Shulman, Y. V. Turovskii, Joint spectral radius, operator semigroups, and a problem of W. Wojtynski. — J. Func. Anal. 177 (2000) 383–441.

13. B. N. Sadovskiæ, Predel~no kompaktnye i uplotnØ¸wie operatory.

Uspehi matem. nauk 27 (1972), 81–146.

14. J. J. Buoni, R. Harte, T. Wickstead, Upper and lower Fredholm spectra. — Proc.

Amer. Math. Soc. 66 (1977), 309–314.

15. M. Conzales, A. Martinez-Abejon, Ultrapowers and semi-Fredholm operators. — Bollettino U.M.I. (7), 11-B (1997), 415–433.

16. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Mir, M. (1976). 17. M. Goto, F. Grosshans, Poluprostye algebry Li. Mir, M. (1981).

18. F. F. Bonsall, J. Duncan, Numerical ranges of operators on normed algebras.

London Math. Soc. Lect. Note, Ser. 2, Cambridge Univ. Press, London (1971).

19. ı. V. Turovskiæ, O kommutativnosti po modul¸ radikala Dßekobsona associativnoæ oboloqki algebry Li. V sb.: Spektral~naØ teoriØ operatorov i ee pril., 8, Baku (1987), s. 119-211.

20. ı. V. Turovskiæ, Spektral~nye svoæstva fflementov normirovannyh algebr i invariantnye podprostranstva. — Funkc. analiz i ego pril. 18, vyp. 2 (1984), 77–78.

21. N. Burbaki, ObwaØ topologiØ, osnovnye struktury. Nauka, M. (1968). 22. ı. V. Turovskiæ, V. S. Xul~man, Radikaly banahovyh algebr i nekotorye zadaqi teorii radikal~nyh banahovyh algebr. — Funkc. analiz i ego pril. 35, vyp. 4 (2001), 88–91.

ALGEBRY STEPENNYH R˚DOV 121 Dosiev A. A. Algebras of power series of elements of a Lie algebra, and Slodkowski spectra

Topological algebras of (convergent) power series of elements of a Lie algebra are introduced and the existence of continuous homomorphisms of these algebras into an operator algebra is studied. For Slodkowski spectra, the spectral mapping theorem σ_{δ,k}(f(a)) = f(σ_{δ,k}(a)), σ_{π,k}(f(a)) = f(σ_{π,k} (a)) is proved for generators a of a finite-dimensional nilpotent Lie algebra of bounded linear operators whenever the family f of elements of a power series algebra is finite-dimensional.

Postupilo 2 fevralØ 1999 g.,

Institut Matematiki i Mehaniki AN Azerb. a v okonqatel~nom vide

E-mail: yuri@sinam.net, 25 i¸nØ 2002 g. dosiev@yahoo.com