Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

P. G. Dodds^1, B. de Pagter, A. A. Sedaev^2, E. M. Semenov^2, F. A. Sukoqev^1

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY

§1. Vvedenie

V rabote [1] ȷ. Diksm~e pokazal suwestvovanie singulØrnyh sledov na faktore fon Neæmana B(H), t.e. netrivial~nyh sledov, kotorye obrawa¸tsØ v nol~ na vseh koneqnomernyh operatorah. Znaqenie takih sledov stalo vposledstvii oqevidnym vvidu ih priloßeniæ k zadaqam nekommutativnoæ geometrii, kotorye opisany v monografii A. Konna [2]. Kak bylo pokazano v [3], metody, primenØemye Diksm~e, tesno svØzany s ideØmi, izvestnymi iz teorii (kommutativnyh) simmetriqnyh banahovyh funkcional~nyh prostranstv. Podhod, prodemonstrirovannyæ v [3], sostoit v tom, qto singulØrnye sledy Diksm~e rassmatriva¸tsØ kak nepreryvnye lineænye funkcionaly na special~nyh operatornyh idealah Marcinkeviqa. Pri fftom osnovopolaga¸wim ØvlØetsØ ponØtie poloßitel~nogo funkcionala na prostranstve izmerimyh funkciæ, kotoryæ monotonen otnositel~no special~nogo otnoxeniØ porØdka – poluuporØdoqennosti Hardi–Littlvuda. Takie funkcionaly nazyva¸tsØ simmetriqnymi. V [3] bylo pokazano, qto izuqenie singulØrnyh sledov v smysle Diksm~e, a takße singulØrnyh sledov na bolee obwih nekommutativnyh banahovyh prostranstvah izmerimyh operatorov [4] moßet byt~ svedeno k izuqeni¸ simmetriqnyh funkcionalov na (kommutativnyh) simmetriqnyh banahovyh prostranstvah izmerimyh funkciæ na poluosi.

DannaØ rabota prodolßaet izuqenie simmetriqnyh singulØrnyh funkcionalov na vpolne simmetriqnyh banahovyh prostranstvah izmerimyh funkciæ, naqatoe v [3]. Nami opisyvaetsØ i sistematiqeski issleduetsØ odna novaØ konstrukciØ singulØr-

1 Rabota podderßana Australian Research Council 2 Rabota podderßena RFFI, grant 98-01-00135 i programmoæ “Universitety Rossii”, grant 3667. 42

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 43 nyh simmetriqnyh funkcionalov, kotoraØ osnovana na svoæstvah banahovyh predelov – poloßitel~nyh normirovannyh i invariantnyh otnositel~no sdviga lineænyh funkcionalov na prostranstve l_∞(N).

PredlagaemaØ konstrukciØ suwestvenno otliqaetsØ ot original~nogo podhoda Diksm~e, kotoryæ osnovan na svoæstvah normirovannyh funkcionalov, invariantnyh otnositel~no operacii rastØßeniØ. Nax osnovnoæ rezul~tat o (singulØrnyh) simmetriqnyh funkcionalah, opredelennyh na prostranstvah Marcinkeviqa s pomow~¸ banahovyh predelov, dan v §3 (teorema 3.8) i harakterizuet ih suwestvovanie v terminah asimptotiqeskogo povedeniØ funkcii ψ, poroßda¸weæ samo prostranstvo Marcinkeviqa. Pri fftom osnovnu¸ rol~ v naxeæ harakterizacii igraet ponØtie poqti shodØweæsØ posledovatel~nosti, prinadleßawee G. G. Lorencu [5].

Danyæ podhod suwestvenno utoqnØet i dopolnØet rezul~taty stat~i [3]. V qastnosti, s pomow~¸ novoæ konstrukcii my legko poluqaem (sm. zameqanie posle teoremy 3.8 i lemmu 3.9) osnovnoæ rezul~tat iz [3] (sm. teoremu 2.2 niße) ob opisanii teh prostranstv Marcinkeviqa, na kotoryh suwestvu¸t netrivial~nye singulØrnye simmetriqnye funkcionaly.

V §4 my izuqaem mnoßestvo singulØrnyh simmetriqnyh funkcionalov na zadannom prostranstve Marcinkeviqa kak podmnoßestvo ediniqnoæ sfery soprØßennogo prostranstva. Osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa – opisanie v terminah asimptotiqeskogo povedeniØ poroßda¸weæ prostranstvo Marcinkeviqa funkcii ψ neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ, pri kotoryh polunorma, poroßdennaØ simmetriqnymi funkcionalami, sovpadaet (teorema 4.1) ili ffkvivalentna (teorema 4.3) nekotoroæ estestvennoæ polunorme, svØzannoæ s prostranstvom Marcinkeviqa.

§2. OpredeleniØ i predvaritel~nye svedeniØ

Napomnim nekotorye osnovnye ponØtiØ i oboznaqeniØ, primenØemye v dal~neæxem. Banahovo prostranstvo (E, ‖ · ‖_E ) vewestvennyh, izmerimyh na intervale [0, ∞) funkciæ budet nazyvat~sØ simmetriqnym prostranstvom, esli (i) E est~ ideal~noe prostranstvo (rexetka); (ii) E – perestanovoqno-invariantnoe prostranstvo, to est~, esli y ∈ E, i x est~ nekotoraØ izmerimaØ funkciØ na [0, ∞) takaØ, qto x^∗ = y^∗, to x ∈ E i ‖x‖_E = ‖y‖_E .

44 P. G. DODDS I DR.

Zdes~ x^∗ oznaqaet nevozrasta¸wu¸, nepreryvnu¸ sprava perestanovku funkcii x, zadavaemu¸ formuloæ x^∗(t) = inf{ s ¿ 0 : m({| x |> s}) 6 t }, t > 0. Osnovnye svoæstva perestanovok i simmetriqnyh prostranstv moßno uznat~ iz monografiæ [6, 7]. Otmetim, qto dlØ proizvol~nogo simmetriqnogo E spravedlivy nepreryvnye vloßeniØ

L^1[0, ∞) ∩ L^∞[0, ∞) ⊂ E ⊂ L^1[0, ∞) + L^∞[0, ∞).

My budem oboznaqat~ qerez E^′ simmetriqnoe prostranstvo, associirovannoe s E i sostoØwee iz izmerimyh funkciæ y takih, qto ‖y‖_{E′} := sup{ ∞∫ 0 |x(t)y(t)|dt : x ∈ E, ‖x‖_E ≤ 1} < ∞. Esli E^∗ oznaqaet banahovo soprØßennoe k E prostranstvo, to, kak izvestno, E^′ ⊂ E^∗ i E^′ = E^∗ v tom i tol~ko tom sluqae, esli norma ‖ · ‖_E ØvlØetsØ porØdkovo nepreryvnoæ, to est~, iz {x_n} ⊆

E, x_n ↓_n 0 sleduet, qto ‖x_n‖_E → 0. Napomnim, qto norma ‖ · ‖_E

simmetriqnogo prostranstva E porØdkovo nepreryvna v tom i tol~ko tom sluqae, esli E separabel~no. Pri fftom lim_{t→∞} x^∗(t) = 0 dlØ vseh x ∈ E.

Pust~ x, y ∈ L^1[0, ∞) + L^∞[0, ∞). Budem govorit~, qto fflement x maßorirovan fflementom y v smysle poluuporØdoqenno-

sti Hardi-Littvuda i pisat~ x ≺≺ y, esli t∫ 0 x^∗(s)ds 6 t∫ 0 y^∗(s)ds dlØ vseh t > 0.

Simmetriqnoe prostranstvo E na [0, ∞) nazyvaetsØ vpolne simmetriqnym togda i tol~ko togda, kogda iz sootnoxeniæ x ≺ ≺ y, y ∈ E vytekaet, qto x ∈ E i ‖x‖_E 6 ‖y‖_E . Horoxo izvestno (sm., naprimer, [6]), qto (E, ‖ · ‖_E ) ØvlØetsØ vpolne simmetriqnym v tom i tol~ko tom sluqae, esli E est~ interpolØcionnoe prostranstvo pary (L^1[0, ∞), L^∞[0, ∞)) s interpolØcionnoæ konstantoæ 1. V qastnosti, esli E separabel~no ili soprØßeno k separabel~nomu, to E vpolne simmetriqno.

DlØ λ > 0 i funkcii f na [0, ∞) opredelim operator rastØßeniØ D_λf(t) := f(^t_λ ). DlØ kaßdogo λ > 0 operator D_λ ØvlØetsØ ograniqennym lineænym operatorom v E (sm. [6, gl. II]).

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 45 Soglasno [3], poloßitel~nyæ lineænyæ funkcional 0 ≤ f ∈ E^∗ na vpolne simmetriqnom prostranstve E nazyvaetsØ simmetriqnym, esli dlØ 0 ≤ x, y ∈ E iz x ≺≺ y sleduet, qto f(x) ≤ f(y). Qerez E^∗_{sym} oboznaqim konus vseh (poloßitel~nyh) simmetriqnyh singulØrnyh funkcionalov na E. Napomnim, qto singulØrnost~ funkcionala na ideal~nom prostranstve F oznaqaet, qto ego Ødro soderßit nekotoryæ fundament X iz samogo prostranstva F . V naxem sluqae X = L^1 ∩ L^∞.

DlØ kaßdogo f ∈ E^∗_{sym} i λ > 0 imeem f(D_λx) = λf(x), x ∈ E (2.1) (sm. [3, predloßenie 2.3]).

Napomnim ([3, opredelenie 2.7]), qto simmetriqnyæ funkcional f nazyvaetsØ sosredotoqennym v 0 (sootvetstvenno, sosredotoqennym v ∞), esli f = 0 na E ∩L^∞[0, ∞) (sootvetstvenno, f = 0 na E ∩L^1[0, ∞)). Qerez E^∗_{sym,0} (sootvetstvenno, E^∗_{sym,∞}) oboznaqim mnoßestvo teh fflementov prostranstva E^∗_{sym}, kotorye sosredotoqeny v 0 (sootvetstvenno, v ∞). Soglasno [3, teorema 2.10] imeem

E^∗_{sym} = E^∗_{sym,0} + E^∗_{sym,∞}.

Qerez Ω oboznaqim mnoßestvo vseh vognutyh neotricatel~nyh funkciæ ψ(t) na [0, ∞) takih, qto ψ (0) = 0. Qerez Ω_∞ oboznaqim sovokupnost~ vseh ψ ∈ Ω, dlØ kotoryh ψ (∞) = lim_{t→∞} ψ (t) = ∞, i qerez Ω_0 – mnoßestvo vseh ψ ∈ Ω, udovletvorØ¸wih uslovi¸

ψ (0+) = lim_{t↓0} ψ (t) = lim_{t↓0} t ψ (t) = 0.

DlØ kaßdoæ funkcii ψ ∈ Ω qerez M (ψ) oboznaqim prostranstvo Marcinkeviqa na [0, ∞), sostoØwee iz vseh izmerimyh funkciæ x na [0, ∞), dlØ kotoryh

‖x‖_{M(ψ)} = sup_{t>0} 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds < ∞. Osnovnye svoæstva prostranstv Marcinkeviqa moßno naæti v monografii [6].

Oboznaqim qerez M_1 (ψ) i M_∞ (ψ) zamykaniØ v M (ψ) rexetoqnyh idealov M (ψ) ∩ L_1 [0, ∞) i M (ψ) ∩ L_∞ [0, ∞) sootvetstvenno.

46 P. G. DODDS I DR.

DlØ ψ ∈ Ω rassmotrim rexetoqnye polunormy Rissa ρ_i, i =

1, ∞, opredelØemye na M (ψ) formuloæ

ρ_i (x) = inf { ‖x − y‖_{M(ψ)} : y ∈ M_i (ψ) } , i = 1, ∞, dlØ vseh x ∈ M (ψ).

˚sno, qto polunorma ρ_i moßet byt~ otoßdestvlena s normoæ faktorprostranstva M (ψ) /M_i (ψ), i = 1, ∞, a mnoßestvo

M (ψ)^∗_{sym,∞} (sootvetstvenno, M (ψ)^∗_{sym,0}) moßet byt~ otoßdestvle-

no s podmnoßestvom soprØßennogo prostranstva ( M (ψ) /M_1 (ψ) )_∗ (sootvetstvenno, (M (ψ) /M_∞ (ψ))^∗).

Nam ponadobØtsØ sledu¸wie horoxo izvestnye i legko dokazyvaemye al~ternativnye opisaniØ polunorm ρ_1, ρ_∞ i prostranstv M_1 (ψ), M_∞ (ψ). Predloßenie 2.1.

(i) Esli ψ ∈ Ω_∞, to ρ_1 (x) = lim sup_{t→∞}^1_{ψ(t)} t∫ 0 x^∗ (s) ds i

M_1 (ψ) = { x ∈ M ψ ) : lim_{t→∞} 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds = 0 .

(ii) Esli ψ ∈ Ω_0, to ρ_∞ (x) = lim sup_{t↓0}^1_{ψ(t)} t∫ 0 x^∗ (s) ds i

M_∞ (ψ) = { x ∈ M (ψ) : lim_{t↓0} 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds = 0 } . Odin iz osnovnyh rezul~tatov stat~i [3] soderßitsØ v sledu- ¸weæ teoreme.

Teorema 2.2. Esli ψ ∈ Ω, to

(i) nenulevoæ sosredotoqennyæ v ∞ simmetriqnyæ funkcional na M (ψ) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda ψ ∈ Ω_∞ i

lim inf t→∞ ψ(2t) ψ(t) = 1; (2.2)

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 47

(ii) nenulevoæ sosredotoqennyæ v 0 simmetriqnyæ funkcional na M (ψ) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda ψ ∈ Ω_0 i

lim inf t↓0 ψ(2t) ψ(t) = 1 §3. SingulØrnye simmetriqnye funkcionaly,

opredelØemye banahovymi predelami

V fftom paragrafe my opisyvaem obwu¸ konstrukci¸ simmetriqnyh funkcionalov na prostranstvah Marcinkeviqa M (ψ). HotØ suwestvuet opredelennoe shodstvo s nekotorymi iz postroeniæ, predstavlennyh v [3], dannaØ konstrukciØ ØvlØetsØ suwestvenno novoæ. Kak stanet Øsno iz sledu¸wego paragrafa, sovokupnost~ simmetriqnyh funkcionalov, poluqennyh fftim metodom, ØvlØetsØ dostatoqno predstavitel~noæ, a konstrukciØ imeet xiroku¸ oblast~ primeneniØ. My ograniqimsØ simmetriqnymi funkcionalami, sosredotoqennymi v ∞, hotØ vse rezul~- taty, izmenennye sootvetstvu¸wim obrazom, verny takße dlØ simmetriqnyh funkcionalov, sosredotoqennyh v 0.

Otmetim, qto vsØkiæ funkcional 0 ≤ f ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞} obladaet svoæstvom ‖f‖ = f (ψ^′) . Deæstvitel~no, tak kak ‖ψ^′‖_{M(ψ)} = 1, to f (ψ^′) ≤ ‖f‖. S drugoæ storony, v silu predloßeniØ 3.3 iz [3] i usloviØ ψ (∞) = ∞ imeem 0 ≤ f (x) ≤ lim sup t→∞ 1 ψ (t) − ψ (0+) t∫ 0 x^∗ (s) ds f (ψ^′)

= lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds f (ψ^′) ≤ ‖x‖_{M(ψ)} f (ψ^′) dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ). Sledovatel~no, ‖f‖ ≤ f (ψ^′), qto dokazyvaet naxe utverßednie.

Zametim, qto ots¸da vytekaet interesnoe svoæstvo: ‖f + g‖ = ‖f‖ + ‖g‖ dlØ vseh 0 ≤ f, g ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞}. DlØ opisaniØ novoæ konstrukcii simmetriqnyh funkcionalov udobno vvesti sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ t = {t_n}^∞_{n=1} –

48 P. G. DODDS I DR.

posledovatel~nost~ 0 < t_1 < t_2 < · · · ↗ ∞, i pust~ ψ ∈ Ω_∞. DlØ

0 ≤ x ∈ M (ψ) my opredelim

a (x, t_n) = 1 ψ (t_n) t_n∫

0 x^∗ (s) ds, n = 1, 2, . . . . (3.1) Poloßim a (x, t) = {a (x, t_n)}^∞_{n=1} , togda a (x, t) ∈ l_∞ dlØ vseh 0 ≤

x ∈ M (ψ). Iz horoxo izvestnogo neravenstva maßorizacii dlØ

poluuporØdoqennosti Hardi–Littlvuda (sm., naprimer, [6, gl. II, (2.17)]) sleduet, qto

a (x + y, t) ≤ a (x, t) + a (y, t) (3.2)

dlØ vseh 0 ≤ x, y ∈ M (ψ). Dalee, esli 0 ≤ x, y ∈ M (ψ) i x ≺≺ y, to neravenstvo 0 ≤ a (x, t) ≤ a (y, t) spravedlivo dlØ potoqeqnoæ uporØdoqnosti na l_∞.

PredlagaemaØ konstrukciØ simmetriqnyh funkcionalov sostoit v sledu¸wem. Pust~ 0 ≤ φ ∈ l^∗_∞, opredelim

f_{φ,t} (x) = φ (a (x, t)) (3.3)

dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ). Iz (3.2) vidno, qto funkcional

f_{φ,t} : M (ψ)^+ → [0, ∞) vsegda ØvlØetsØ subadditivnym i poloßi-

tel~no odnorodnym. Ots¸da sleduet, qto f_{φ,t} rasxirØetsØ do simmetriqnogo funkcionala na M (ψ) togda i tol~ko togda, kogda f_{φ,t} ØvlØetsØ additivnym na M (ψ)^+, ili, qto ffkvivalentno, kogda φ(a (x, t) + a (y, t) − a (x + y, t)) = 0 dlØ vseh 0 ≤ x, y ∈ M (ψ). V fftom sluqae my budem govorit~, qto f_{φ,t} opredelØet simmetriqnyæ funkcional na M (ψ), i pisat~ f_{φ,t} ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞}.

Additivnost~, a znaqit, i simmetriqnost~ f_{φ,t} zavisit kak ot svoæstv funkcionala φ ∈ l^∗_∞, tak i ot svoæstv posledovatel~nosti t. Niße my rassmotrim ffti svoæstva otdel~no.

DlØ l¸boæ upomØnutoæ vyxe posledovatel~nosti t = {t_n}^∞_{n=1} opredelim konus B^+_ψ (t) = { 0 ≤ φ ∈ l^∗_∞ : f_{φ,}t ∈ M (ψ)^∗_{sym} } . Ispol~- zuØ formulu (3.2), legko dokazat~, qto:

(i) esli φ_1, φ_2 ∈ B^+_ψ (t) i 0 ≤ α, β ∈ R, to αφ_1 + βφ_2 ∈ B^+_ψ (t);

(ii) esli φ_1 iz B^+_ψ (t) i φ_2 iz l^∗_∞ takovy, qto 0 ≤ φ_2 ≤ φ_1, to φ_2 ∈ B^+_ψ (t);

(iii) esli φ_τ ∈ B^+_ψ (t) i φ_τ ↑ φ ∈ l^∗_∞, to φ ∈ B^+_ψ (t).

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 49 Oboznaqim qerez (l_∞)^∗_n i (l_∞)^∗_s mnoßestvo normal~nyh (porØdkovo nepreryvnyh) i mnoßestvo singulØrnyh funkcionalov iz

l^∗_∞. Takim obrazom, l^∗_∞ = (l_∞)^∗_n ⊕ (l_∞)^∗_s i (l_∞)^∗_n ∼= l_1. Krome togo c^⊥_0 = (l_∞)^∗_s, a^⊥ (l_∞)^∗_s = c_0.

Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, v qastnosti, qto, esli formula (3.3) opredelØet fflement prostranstva M (ψ)^∗_{sym}, to 0 ≤ φ ∈

(l_∞)^∗_s.

Lemma 3.1. Esli ψ ∈ Ω∞, to

(i) B^+_ψ (t) ⊆ (l_∞)^∗_s;

(ii) f_{φ,}t ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞} dlØ vseh φ ∈ B^+_ψ (t);

(iii) ‖f_{φ,}t‖ = ‖φ‖ dlØ vseh φ ∈ B^+_ψ (t).

Dokazatel~stvo. (i) Voz~mem 0 ≤ φ ∈ B^+_ψ (t) i pust~ φ = φn + φs s 0 ≤ φ_n ∈ (l_∞)^∗_n i 0 ≤ φ_s ∈ (l_∞)^∗_s. Iz 0 ≤ φ_n ≤ φ sleduet, qto

φ_n ∈ B^+_ψ (t).

Tak kak φ_n (ξ) = ∑_∞ k=1 α_kξ_k dlØ vseh ξ = (ξ_k) ∈ l_∞ i nekoto-

roæ posledovatel~nosti (α_k) ∈ l^+_1 , to opredelim 0 ≤ φ^k_n ∈ l^∗_∞ ravenstvom φ^k_n (ξ) = α_kξ_k. Tak kak 0 ≤ φ^k_n ≤ φ_n, to iz fftogo sleduet, qto φ^k_n ∈ B^+_ψ (t) dlØ vseh k ∈ N, i, esli α_k ≠ 0, to ffto

oznaqaet, qto otobraßenie x → t_k∫

0 x^∗ (s) ds ØvlØetsØ additivnym

na M (ψ)^+. PolagaØ x = χ_{[0,tk)}, y = χ_{[tk,2tk)}, legko poluqaem 2 t_k∫

0 (x + y)^∗ (s) ds = t_k∫

0 x^∗ (s) ds + t_k∫

0 y^∗ (s) ds, qto privodit k pro-

tivoreqi¸. Sledovatel~no, α_k = 0. �to pokazyvaet, qto φ_n = 0 i, znaqit, φ = φ_s ∈ (l_∞)^∗_s.

Dokazatel~stvo utverßdeniæ (ii) i (iii) teper~ legko sleduet iz (i), predloßeniØ 2.1 i ravenstva ‖f‖ = f(ψ^′), dokazannogo vyxe. •

Naxa blißaæxaØ cel~ – dlØ dannogo 0 ≤ φ ∈ (l_∞)^∗_s oharakterizovat~ takie posledovatel~nosti t, dlØ kotoryh φ ∈ B^+_ψ (t). V svØzi s fftim nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 3.2. Pust~ ψ ∈ Ω∞, pust~ t = {tn}^∞_{n=1} – posledovatel~-

nost~ iz (0, ∞) takaØ, qto t_n ↗ ∞, i pust~ 0 ≤ φ ∈ l^∗_∞. Togda

50 P. G. DODDS I DR.

(i) esli φ ∈ B^+_ψ (t), to φ 1 ψ (t_n) t_n∫

tn λ x^∗ (s) ds ∞

n=1 = 0 dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ) i vseh λ > 0;

(ii) esli φ ∈ B^+_ψ (t) i φ (1) = 1, to φ ({ ψ (t_n) ψ (t_{n+1}) }_∞ n=1 ) = 1.

Dokazatel~stvo. (i) Iz (2.1) sleduet, qto λfφ,t(x) = fφ,t(Dλx) pri λ > 0. �to daet ravenstvo φ 1 ψ(t_n) t_n∫

0 x^∗ (s) ds ∞

n=1 = φ 1 ψ(t_n) tn λ∫ 0 x^∗(s) ds ∞

n=1 , otkuda sleduet naxe utverßdenie.

(ii) Poloßim z(t) = ∞∑ n=1 ψ(t_{n+1}) − ψ(t_n) t_{n+1} − t_n χ_{(tn,tn+1]} (t), t > 0. Tak kak

z ØvlØetsØ uslovnym matematiqeskim oßidaniem funkcii ψ^′ otnositel~no σ-algebry, poroßdennoæ razbieniem {[t_n, t_{n+1}) :

n ∈ N}, to ots¸da vytekaet, qto z ≺≺ ψ^′, i, sledovatel~-

no, z ∈ M (ψ). Pri fftom spravedlivo sootnoxenie t_n∫

tn 2 z^∗(s)ds > 1 2 (ψ(t_n) − ψ(t_{n−1})), n ∈ N.

Deæstvitel~no, esli t_{n−1} > t_n/2, to t_n∫

tn 2 z^∗(s)ds > t_n∫

t_{n−}1 z^∗(s)ds = ψ(t_n) − ψ(t_{n−1}), a esli t_{n−1} ≤^{tn}_2 , to t_n∫

tn 2 z^∗(s)ds = t_n 2 ψ(t_n) − ψ(t_{n−1}) t_n − t_{n−1} > 1 2 (ψ(t_n) − ψ(t_{n−1})).

Sledovatel~no,^1 ψ(t_n) t_n∫

tn 2 z^∗(s)ds > 1 2 ( 1 − ψ(t_{n−1}) ψ(t_n) ) ¿ 0, n ∈ N. Soqetanie fftogo neravenstva s utverßdeniem (i), dokazannym vyxe, i tem faktom, qto φ ØvlØetsØ poloßitel~nym singulØrnym

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 51 funkcionalom, srazu ße daet φ ({ 1 2 ( 1 − ψ(t_{n−1}) ψ(t_n) )}_∞ n=2 ) = 0, qto

ravnosil~no sootnoxeni¸ φ ({ ψ(t_n) ψ(t_{n+1}) }_∞ n=1 ) = 1.• Predloßenie 3.3. Pust~ t = {tn}^∞_{n=1} – posledovatel~nost~ iz

(0, ∞) takaØ, qto t_n ↗ ∞, i pust~ 0 ≤ φ ∈ l^∗_∞. Togda sledu¸wie dva utverßdeniØ ffkvivalentny: (i) φ ∈ B^+_ψ (t);

(ii) dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ) imeem

φ 1 ψ (t_n) 2t_n∫

t_n x^∗ (s) ds ∞

n=1 = 0. (3.4)

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ (i)=⇒(ii) neposredstvenno vytekaet iz lemmy 3.2 pri λ = 1/2.

Predpoloßim teper~, qto (ii) vypolneno, i pust~ 0 ≤ x, y ∈

M (ψ). Togda, v silu [6, gl. II, (2.14)] poluqaem, qto

a (x, t_n) + a (y, t_n) ≤ 1 ψ (t_n) 2t_n∫

0 (x + y)^∗ ds

= a (x + y, t_n) + 1 ψ (t_n) 2t_n∫

t_n (x + y)^∗ ds dlØ vseh n ∈ N. Takim obrazom, soglasno (ii) my nahodim, qto

φ (a (x, t)) + φ (a (y, t)) ≤ φ (a (x + y, t)) .

�to pokazyvaet, qto f_{φ,t} (x) + f_{φ,t} (y) ≤ f_{φ,t} (x + y) dlØ vseh 0 ≤

x, y ∈ M (ψ), i, tak kak obratnoe vsegda verno (sm. (3.2)), to iz

fftogo sleduet, qto φ ∈ B^+_ψ (t).•

DlØ dal~neæxego izloßeniØ nam potrebuetsØ sledu¸waØ prostaØ lemma.

Lemma 3.4. Predpoloßim, qto 0 ≤ φ ∈ l^∗_∞. Esli η ∈ l∞ i A ∈ R

takovy, qto φ (|η − A1|) = 0 i φ(1) = 1, to φ (ηξ) = φ(η)φ(ξ) dlØ vseh ξ ∈ l_∞.

52 P. G. DODDS I DR.

Dokazatel~stvo. Tak kak φ ¿ 0, to ots¸da nemedlenno sleduet, qto |φ((η−A1)ξ)| ≤ φ({|η−A1|})‖ξ‖_∞ = 0, ∀ξ ∈ l_∞, i, v qastnosti, φ(η) = A. Takim obrazom φ(ηξ) = φ((η − A1)ξ) + Aφ(ξ) = φ(η)φ(ξ).•

Napomnim, qto poloßitel~nyæ lineænyæ funkcional 0 ≤ L ∈

l^∗_∞ nazyvaetsØ banahovym predelom, esli L ØvlØetsØ invariant-

nym otnositel~no sdviga, L (1) = 1 i L (ξ) = 0 dlØ vseh ξ ∈ c_0. Ots¸da sleduet, qto L ∈ (l_∞)^∗_s. Oboznaqim sovokupnost~ vseh banahovyh predelov na l_∞ qerez BL (l_∞). Zametim, qto ‖L‖ = 1 dlØ vseh L ∈ BL (l_∞).

Odnim iz osnovnyh rezul~tatov nastoØwego paragrafa ØvlØetsØ harakterizaciØ vseh posledovatel~nosteæ t, oblada¸wih tem svoæstvom, qto kaßdyæ banahov predel opredelØet simmetriqnyæ funkcional na M (ψ), sosredotoqennyæ v ∞, to est~, qto BL (l_∞) ⊆ B^+_ψ (t).

Napomnim, qto posledovatel~nost~ ξ = {ξ_n}^∞_{n=1} ∈ l_∞ nazyvaetsØ poqti shodØweæsØ k A ∈ R, qto oboznaqaetsØ

F - lim_{n→∞} ξ_n = A, (3.5)

togda i tol~ko togda, kogda L (ξ) = A dlØ vseh L ∈ BL (l_∞). PonØtie poqti shodØweæsØ posledovatel~nosti vvel G.G. Lorenc [5], kotoryæ pokazal, qto {ξ_n}^∞_{n=1} ØvlØetsØ poqti shodØweæsØ k A togda i tol~ko togda, kogda ravenstvo lim p→∞ ξ_n + ξ_{n+1} + · · · + ξ_{n+p−1} p = A (3.6)

vypolnØetsØ ravnomerno po n = 1, 2, . . . .

Lemma 3.5. Pust~ ψ ∈ Ω∞ i t = {tn}^∞_{n=1} – posledovatel~nost~

iz (0, ∞) takaØ, qto t_n ↗ ∞. DlØ l¸bogo L ∈ BL (l_∞) sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) L ({_{ψ(tn)} ψ(t_n+1) }_∞ n=1 ) = 1;

(ii) L ({_{ψ(tn)} ψ(t_n+_m) }_∞ n=1 ) = 1 dlØ vseh m = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Oqevidno, dostatoqno pokazat~ implikaci¸

(i)⇒(ii). Tak kak ψ (t_n) ψ (t_{n+m}) = ψ (t_n) ψ (t_{n+1}) · ψ (t_{n+1}) ψ (t_{n+2}) · · · ψ (t_{n+m−1}) ψ (t_{n+m}) dlØ m ∈ N, i^{ψ (tk)}_{ψ (tk+1)} ≤ 1 dlØ vseh k ∈ N, to utverßdenie lemmy

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 53 vytekaet iz predpoloßeniØ (i), invariantnosti funkcionala L otnositel~no sdviga i povtornogo primeneniØ lemmy 3.4. •

Sledu¸wiæ rezul~tat pokazyvaet, qto utverßdenie, obratnoe lemme 3.2 (ii), verno dlØ nekotorogo special~nogo klassa posledovatel~nosteæ t pri dopolnitel~nom uslovii, qto φ ØvlØetsØ banahovym predelom.

Lemma 3.6. Predpoloßim, qto ψ ∈ Ω∞ i qto t = {tn}^∞_{n=1} ØvlØet-

sØ vozrasta¸weæ posledovatel~nost~¸ iz (0, ∞), dlØ kotoroæ suwestvuet qislo m ∈ N takoe, qto t_{n+m} ≥ 2t_n dlØ vseh n = 1, 2, . . .. Esli L ∈ BL (l_∞), to sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) L ∈ B^+_ψ (t); (ii) L ({_{ψ(tn)} ψ(t_n+1) }_∞ n=1 ) = 1.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ (i)⇒(ii) sleduet iz lemmy 3.2 (ii). DlØ dokazatel~stva implikacii (ii)=⇒(i) predpoloßim, qto

t_{n+m} ¿ 2t_n dlØ vseh n ∈ N i nekotorogo m ∈ N. Vvidu zameqa-

niæ, sledu¸wih za opredeleniem (3.3), dostatoqno pokazat~, qto funkcional f_{L,t} ØvlØetsØ additivnym na poloßitel~nom konuse

M (ψ)^+. DlØ 0 ≤ x, y ∈ M (ψ), soglasno [6, gl. II, 2.14], nahodim: t_n∫

0 (x + y)^∗ds 6 t_n∫

0 x^∗ds + t_n∫

0 y^∗ds 6 2t_n∫

0 (x + y)^∗ds 6

t_n+_m∫

0 (x + y)^∗ds.

ZameqaØ, qto ψ^(t^{n)}ψ_(t_{n+m )} 6 1, n, m ∈ N, i ispol~zuØ lemmu 3.4,

invariantnost~ otnositel~no sdviga banahova predela L i privedennye vyxe neravenstva, poluqaem, qto

f_{L,t}(x + y) = L ( {a(x + y, t_n)}^∞_{n=1} ) = L ( {a(x + y, t_{n+m})}^∞_{n=1} ) ¿L ({ ψ(t_n) ψ(t_{n+m}) }_∞ n=1 ) L ( {a(x, t_n)}^∞_{n=1} + {a(y, t_n)}^∞_{n=1} )

=L ( {a(x, t_n)}^∞_{n=1} ) + L ( {a(y, t_n)}^∞_{n=1} ) = f_{L,}t(x) + f_{L,}t(y)

dlØ vseh 0 ≤ x, y ∈ M (ψ). Sledovatel~no, tak kak funkcional f_{L,t} vsegda ØvlØetsØ subadditivnym na M (ψ)^+ (sm. (3.2)), to ots¸da sleduet additivnost~ funkcionala f_{L,t} na M (ψ)^+, qto zaverxaet dokazatel~stvo implikacii. •

54 P. G. DODDS I DR.

Lemma 3.7. Predpoloßim, qto ψ ∈ Ω∞ i qto t = {tn}^∞_{n=1} – po-

sledovatel~nost~ iz (0, ∞) takaØ, qto t_n ↗ ∞. Esli BL (l_∞) ⊆ B^+_ψ (t), to suwestvuet m ∈ N takoe, qto t_{n+m} ≥ 2t_n dlØ vseh n.

Dokazatel~stvo. Esli utverßdenie lemmy neverno, to dlØ kaßdogo k ∈ N suwestvuet N = N (k) ∈ N takoe, qto t_N ≤ t_{N+k} ≤

· · · ≤ t_{N+k}2_{−k} ≤ t_{N+k}2 ≤ 2t_N . Ots¸da sleduet, qto k−1∏ j=0 t_{N+(j+1)k} t_{N+jk} ≤ 2, k ∈ N, i, znaqit, suwestvuet podposledovatel~nost~ t_{n(k)} takaØ, qto 1 ≤ t_{n(k)} t_{n(k)−k} ≤ 2^{1k} , k ∈ N. (3.7)

Pri fftom, esli {k(j)} – nekotoraØ vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel, to iz (3.7) takße vytekaet, qto 1 ≤ t_{n(k(j))} t_{n(k(j))−j} ≤ t_{n(k(j))} t_{n(k(j))−k(j)} ≤ 2^{1k(j)} , j ∈ N. Sledovatel~no, pe-

rehodØ k novoæ podposledovatel~nosti i perenumerovyvaØ, esli neobhodimo, my moßem dopolnitel~no k (3.7) predpoloßit~, qto 2t_{n(k−1)} < t_{n(k)−k}, k ∈ N, i lim k→∞ t_{n(k−1)} t_{n(k)} = 0, lim_{k→∞} ψ(t_{n(k−1)}) ψ(t_{n(k)}) = 0. (3.8)

Zdes~ my ispol~zuem ravenstvo ψ(∞) = ∞. Nakonec otmetim, qto, kak sleduet iz (3.7), ψ(t_{n(k)−k}) ≤ ψ(t_{n(k)}) ≤ ψ(2^1k t_{n(k)−k}) ≤

2^{1k} ψ(t_{n(k)−k}) dlØ vseh k ∈ N. Ots¸da poluqaem, qto lim k→∞ ψ(t_{n(k)}) ψ(t_{n(k)−k}) = 1. (3.9)

PolagaØ dlØ t > 0

y(t) := ∑ k ψ(t_{n(k)}) − ψ(t_{n(k−1)}) t_{n(k)} − t_{n(k−1)} χ_{(tn(k−1),tn(k)]}(t), my vidim, qto y = y^∗ ∈ M (ψ). PrimenØØ (3.7)–(3.9), my poluqaem, qto

t_n(_k)_{−j}∫

tn(k)−j 2 y^∗(s)ds = t_{n(k)−j} 2 ψ(t_{n(k)}) − ψ(t_{n(k−1)}) t_{n(k)} − t_{n(k−1)} = ψ(t_{n(k)}) 2 (1 + o(1))

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 55 dlØ j = 0, 1, 2, . . . , k. Povtorno primenØØ (3.9), nahodim, qto 1 ψ(t_{n(k)−j}) t_n(_k)_{−j}∫

tn(k)−j 2 y^∗(s)ds = 1 2 + o(1) > 1 3 dlØ vseh dostatoqno bol~xih k i vseh j = 0, 1, 2, . . . , k. Sledovatel~no, esli s = 1 ψ(t_n) t_n∫

tn 2 y^∗(s)ds, to s_{n(k)−k} + s_{n(k)−k+1} + · · · + s_{n(k)} k > 1 3 dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. Soglasno (3.9) ffto protivoreqit lemme 3.2 pri x = y i λ = 2. •

Teper~ my moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat paragra- fa. Teorema 3.8. Pust~ ψ ∈ Ω∞ i t = {tn}^∞_{n=1} – posledovatel~nost~

iz (0, ∞) takaØ, qto t_n ↗ ∞. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) f_{L,}t opredelØet simmetriqnyæ funkcional (kotoryæ ØvlØetsØ nenulevym i sosredotoqennym v ∞) na M (ψ) dlØ kaßdogo banahovogo predela L ∈ BL (l_∞);

(ii) suwestvuet m ∈ N takoe, qto t_{n+m} ≥ 2t_n dlØ vseh n ∈ N i F - lim_{n→∞} ψ (t_n) ψ (t_{n+1})

= 1. (3.10)

Dokazatel~stvo teoremy srazu sleduet iz kombinacii lemm 3.5, 3.6 i 3.7.

Zametim, qto teorema 3.4 iz [3] (sm. teoremu 2.2 (i) vyxe) ØvlØetsØ prØmym sledstviem predyduweæ teoremy 3.8 i sledu- ¸weæ lemmy.

Lemma 3.9. Esli ψ ∈ Ω∞ i lim inf_{t→∞}^{ψ (2t)}_{ψ (t)} = 1, to suwestvuet po-

sledovatel~nost~ t = {t_n}^∞_{n=1}, kotoraØ udovletvorØet uslovi¸ teoremy 3.8 (ii).

56 P. G. DODDS I DR.

Dokazatel~stvo. Iz predpoloßeniØ teoremy sleduet, qto suwestvuet posledovatel~nost~ 0 < s_0 < s_1 < · · · ↗ ∞ takaØ, qto lim k→∞ ψ ( 2^{2k} s_k ) ψ (s_k)

= 1 (3.11)

(sm. [6, gl. II, lemma 1.3], ili [3, str. 61–62]). Tak kak (3.11) sohranØetsØ pri perehode k podposledovatel~nosti, my moßem predpoloßit~, qto s_{k+1} > 2^{2k} s_k pri vseh k = 0, 1, . . .. DlØ n =

2^k + j (k = 0, 1, . . .; j = 0, . . . , 2^k − 1) opredelim t_n = 2^js_k. Legko

uvidet~, qto 2t_n ≤ t_{n+1} pri vseh n = 1, 2, . . .. Togda, esli n =

2^k + j, a 0 ≤ j < 2^k − 1, to 1 ≥ ψ (t_n) ψ (t_{n+1}) = ψ ( 2^js_k ) ψ (2^{j+1}s_k) ≥ ψ (s_k) ψ ( 2^{2k} s_k ) . Ots¸da i iz (3.11) sleduet, qto lim_{n→∞, n≠2k+1−1} ψ^(t^{n)}ψ_(t_{n+1)} = 1. Tak kak posledovatel~nost~ {ψ (t_n) /ψ (t_{n+1})}^∞_{n=1} ograniqena, to, primenØØ kriteriæ Lorenca (3.6), poluqaem F - lim_{n→∞} ψ^(t^{n)}ψ_(t_{n+1)} = 1. Sledovatel~no, posledovatel~nost~ t = {t_n}^∞_{n=1} udovletvorØet uslovi¸ teoremy 3.8 (ii). •

Zameqanie 3.10. PerehodØ k podposledovatel~nosti i perenumerovyvaØ, esli neobhodimo, otmetim, qto posledovatel~nost~

{s_k}^∞_{k=0}, postroennaØ vyxe v dokazatel~stve lemmy 3.9, moßet

byt~ vybrana udovletvorØ¸weæ uslovi¸ lim_{k→∞} ψ ( 2^{2k} s_k ) ψ (s_{k+1})

= 0. Ots¸da sleduet, qto implikaciØ (i)=⇒(ii) v teoreme 3.8 ne vypolnØetsØ, esli v (3.10) utverßdenie o poqti shodimosti zamenit~ utverßdeniem ob obyqnoæ shodimosti.

Primer 3.11. Pust~ funkciØ ψ(·) iz Ω∞ zadana formuloæ

ψ(t) := { t/2, 0 ≤ t ≤ 4, log_2(t), t ¿ 4.

Pokaßem, qto suwestvu¸t posledovatel~nosti t = {t_n}^∞_{n=1}, s =

{s_n}^∞_{n=1} i banahov predel L^′ takie, qto f_L′_{,t} i f_L′_{,s} opredelØ¸t

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 57 simmetriqnye lineænye funkcionaly na prostranstve Marcinkeviqa M (ψ), dlØ kotoryh f_L′_{,t} ≠ f_L′_{,s}.

Opredelim funkci¸ ϕ_0, polagaØ

ϕ_0(t) := t/2, 0 ≤ t ≤ 4, 2^n +

2^n 2^{2n+1} − 2^{2n}

(t − 2^{2n} ), 2^{2n} ≤ t ≤ 2^{2n+1} , n ¿ 1,

i pust~ x_0(t) := ϕ^′_0(t), t ¿ 0. Zametim, qto funkciØ ϕ_0 ØvlØetsØ kusoqno-lineænoæ i sovpadaet s funkcieæ ψ v kaßdoæ iz toqek

2^{2n} , n ¿ 1. �to prØmo ukazyvaet na to, qto x_0 ∈ M (ψ). Poloßim

s := {s_n}^∞_{n=1} , s_n = 2^n, n ∈ N i zametim, qto lim_{n→∞} ψ^(s^{n)}ψ_(s_{n+1)} = 1. Iz teoremy 3.8 sleduet, qto f_{L,s} opredelØet nenulevoæ simmetriqnyæ funkcional na M (ψ) dlØ kaßdogo banahova predela L ∈ BL (l_∞). Dalee zametim, qto suwestvuet banahov predel L^′ takoæ, qto

f_L′_{,s}(x_0) = L^′ ( {a(x_0, s_n)}^∞_{n=1} ) < 1. Deæstvitel~no, esli ffto ne tak, to vvidu togo, qto a(x_0, s_n) ≤ 1 dlØ vseh n ¿ 1, poluqaem, qto F - lim_{n→∞} a(x_0, s_n) = 1. S drugoæ storony, dlØ kaßdogo n ¿ 1 imeem max 22^n+1^{−n}≤m≤22^n+1^−1

a(x_0, s_m) = max_{1≤k≤n} ϕ_0(2^{2n+1−k}) ψ(2^{2n+1−k})

= max 1≤k≤n 2^n +^{2n(22}

n+1_−k

−22^n ) 22^n+1 −22^n

2^{n+1} − k ≤ 3 4 . Ots¸da sleduet, qto sootnoxenie lim p→∞ a(x_0, s_n) + a(x_0, s_{n+1}) + · · · + a(x_0, s_{n+p}) p = 1 ne vypolnØetsØ ravnomerno po n, qto protivoreqit predpoloßeni¸ F - lim_{n→∞} a(x_0, s_n) = 1.

Opredelim posledovatel~nost~ t = {t_n}^∞_{n=1}, polagaØ t_n := 2^{kn} ,

n ∈ N, gde

k_{n+1} := 2, n = 0, k_n + 1, n ≠ 2^m, m ∈ N, 2^{2m} , n = 2^m, m ∈ N.

58 P. G. DODDS I DR.

Oqevidno, qto t_{n+1} ¿ 2t_n, ψ^(t^{n)}

ψ(t_{n+1}) = k_n k_{n+1} , n ∈ N. Dalee poloßim

l_n := { 1, n ≠ 2^m, m ∈ N, 0, n = 2^m, m ∈ N. S pomow~¸ prØmoæ proverki po kriteri¸ Lorenca (3.6) poluqaem, qto F - lim_{n→∞} l_n = 1. Tak kak lim_{n→∞}(^{kn}_{kn+1} − l_n) = 0, my zakl¸qaem, qto F - lim_{n→∞}^{kn}_{kn+1} = 1, i, znaqit, F - lim_{n→∞}^{ψ(tn)}_{ψ(tn+1)} = 1. Sledovatel~no, po teoreme 3.8 f_{L,t} opredelØet nenulevoæ simmetriqnyæ funkcional na M (ψ) dlØ kaßdogo banahova predela L ∈ BL (l_∞). Pokaßem, qto f_L′_{,t}(x_0) = L^′({a(x_0, t_n)}^∞_{n=1} ) = 1. DlØ fftogo dostatoqno proverit~, qto lim n→∞ a(x_0, t_n) = lim_{n→∞} ϕ_0(t_n) ψ(t_n) = 1. (3.12)

Zadadim m ∈ N i pust~ n ∈ N udovletvorØet uslovi¸

2^m ≤ n < 2^{m+1}. (3.13)

V silu opredeleniØ k_n i t_n udovletvorØ¸t neravenstvam

2^{2m} ≤ k_n < 2^{2m} + 2^m, 2^{22} m ≤ t_n < 2^{22m +2m} .

Togda, esli n ∈ N udovletvorØet (3.13), to

1 ¿ a(x0, tn) =^{ϕ0(tn)}_{ψ(tn)} ¿^{ϕ0(222} m ) ψ(2^{22m +2m} ) = ψ(2^{22m} ) ψ(2^{22m +2m} ) = 2^{2m}

2^{2m} + 2^m . UstremlØØ m k ∞, my prihodim k (3.12). Iz (3.12) srazu sleduet, qto f_{L,t}(x_0) = L({a(x_0, t_n)}^∞_{n=1} ) = 1 dlØ kaßdogo banahova predela

0 ≤ L ∈ l^∗_∞. V qastnosti, my poluqaem, qto f_L′_,s(x_0) < 1 = f_L′_,t(x_0)

i, sledovatel~no, f_L′_{,t} ≠ f_L′_{,s}.

Kak bylo otmeqeno ranee, osnovnye rezul~taty dannogo paragrafa, kasa¸wiesØ simmetriqnyh funkcionalov, sosredotoqennyh v ∞, sohranØetsØ takße (s neobhodimymi popravkami v formulirovkah) i dlØ simmetriqnyh funkcionalov, sosredotoqennyh v 0.

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 59

§4. Polunormy, opredelØemye singulØrnymi simmetriqnymi funkcionalami V fftom paragrafe my opixem te ψ ∈ Ω, dlØ kotoryh polunormy ρ_1, ρ_∞ iz predloßeniØ 2.1 opredelØ¸tsØ, sootvetstvenno, mnoßestvami M (ψ)^∗_{sym,∞}, M (ψ)^∗_{sym,0}. Poloßim

F_∞(x) = sup { f (|x|) : f ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞} , ‖f‖ = 1 } dlØ x ∈ M (ψ). ˚sno, qto funkciØ F_∞ est~ polunorma na M (ψ), kotoraØ simmetriqna v sledu¸wem smysle: iz sootnoxeniæ x, y ∈ M (ψ), x ≺≺ y vytekaet, qto F_∞ (x) ≤ F_∞ (y). Bolee togo, Øsno, qto F_∞(x) = 0 dlØ vseh x ∈ M_1 (ψ). �to oznaqaet, qto F_∞ induciruet polunormu na faktorprostranstve M (ψ) /M_1 (ψ).

Teorema 4.1. DlØ ψ ∈ Ω∞ sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalent- ny: (i) ρ_1 (x) = F_∞(x), x ∈ M (ψ);

(ii) lim_{t→∞}^{ψ(2t)}_{ψ(t)} = 1; (4.1) (iii) ρ_1 (x) = sup {f_{L,}p (|x|) : L ∈ BL (l_∞)} dlØ x iz M (ψ) i

p = {2^n}^∞_{n=1}.

Dokazatel~stvo. (i)=⇒(ii) Iz (2.1) i utverßdeniØ (i) sleduet, qto ρ_1 (D_λx) = λρ_1 (x)

dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ) i vseh 0 < λ ∈ R. Sledovatel~no, predloßenie 2.1 vleqet

lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ ( s λ ) ds = λ lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds dlØ vseh 0 ≤ x ∈ M (ψ) i vseh 0 < λ ∈ R. Zamena peremennyh v levoæ qasti privodit k ffkvivalentnomu ravenstvu

lim sup t→∞ 1 ψ (λt) t∫ 0 x^∗ (s) ds = lim sup_{t→∞} 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds. PolagaØ λ =^1_2 , x = ψ^′ i ispol~zuØ to, qto ψ (∞) = ∞, my nahodim, qto lim sup_{t→∞} ψ^(t^) − ψ^{(0+)} ψ (_t 2 ) = lim sup_{t→∞} ψ (t) − ψ (0+) ψ (t) = 1. Sledovatel~no, utverßdenie (ii) dokazano.

60 P. G. DODDS I DR.

(ii)=⇒(iii) Predpoloßim, qto ψ udovletvorØet uslovi¸ (ii). ˚s-

no, qto posledovatel~nost~ p = {2^n}^∞_{n=1} udovletvorØet uslovi¸ teoremy 3.8 (ii). Ots¸da f_{L,p} opredelØet simmetriqnyæ funkcional, sosredotoqennyæ v ∞, i ‖f_{L,p}‖ = 1 dlØ vseh L ∈ BL (l_∞). Pofftomu, esli my poloßim q(x) := sup {f_{L,p} (|x|) : L ∈ BL (l_∞)} , x ∈

M (ψ) , to q(x) ≤ ρ_1(x) dlØ vseh x ∈ M (ψ). DlØ dokazatel~stva

protivopoloßnogo neravenstva voz~mem 0 ≤ x ∈ M (ψ) s ρ_1 (x) = 1

i 0 < ε < 1. DlØ n = 1, 2, . . . opredelim a_n =^1

ψ (2^n)

2^n∫

0 x^∗ (s) ds. Iz

predloßeniØ 2.1 sleduet, qto lim sup_{t→∞}^1ψ_(t_) t∫ 0 x^∗ (s) ds = ρ_1 (x) = 1,

pofftomu suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ 1 ≤ t_1 < t_2 < · · · ↗ ∞, qto lim k→∞ 1 ψ (t_k) t_k∫

0 x^∗ (s) ds > 1 − ε 3 pri vseh k. DlØ kaßdogo k opredelim n_k ∈ N tak, qtoby 2^{nk−1} ≤

t_k ≤ 2^{nk} . Togda 1 ψ (t_k) t_k∫

0 x^∗ (s) ds ≤ 1 ψ (2^{nk−1}) 2^{nk}∫

0 x^∗ (s) ds = a_{nk} ψ (2^{nk} ) ψ (2^{nk−1}) .

Tak kak n_k → ∞ pri k → ∞, to iz predpoloßeniØ (ii) sleduet, qto lim_{k→∞} ψ^{(2nk )}

ψ (2^{nk−1})

= 1, otkuda a_{nk} > 1 − ε_3 dlØ dostatoqno bol~- xih k (bez ograniqeniØ obwnosti moßno predpolagat~, qto ffto neravenstvo spravedlivo dlØ vseh k ≥ 1). Bolee togo, tak kak (ii) vleqet ravenstvo lim_{t→∞} ψ ( 2^kt ) ψ (t) = 1 dlØ vseh k ∈ N, to, perehodØ k podposledovatel~nosti {n_k}, my moßem dalee predpolagat~, qto ψ ( 2^{nk+k} ) ψ (2^{nk} )

< 1 + ε 3 dlØ vseh k ≥ 1. Togda

a_{nk+i} ≥ ψ (2^{nk} ) ψ (2^{nk+k}) 1 ψ (2^{nk} ) 2^{nk}∫

0 x^∗ (s) ds > 1 1 +^ε_3 a_{nk} > 1 −^ε_3 1 +^ε_3 ≥ 1 − ε

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 61 dlØ vseh i = 1, . . . , k i vseh k ≥ 1. Ots¸da a^{nk+1 +} · · ·^+ a^{nk+k} k > 1 − ε, qto vleqet sup_{j≥1} a_j + · · · + a_{j+k−1} k > 1 − ε dlØ vseh k ≥ 1. V

silu teoremy L. Saqestona [8],

sup {L ({a_n}^∞_{n=1}) : L ∈ BL (l_∞)} = lim_{k→∞} sup_{j≥1} a_j + · · · + a_{j+k−1} k . Sledovatel~no, suwestvuet L ∈ BL (l_∞) takoæ, qto L ({a_n}^∞_{n=1}) ¿

1 − ε. Ots¸da vytekaet, qto q (x) ¿ 1 − ε. Tak kak ffto spravedlivo

pri vseh 0 < ε < 1, my zakl¸qaem, qto q (x) ≥ 1, a, znaqit, q (x) = 1. Sledovatel~no, (iii) dokazano.

Tak kak (iii) oqevidno vleqet (i), to dokazatel~stvo teoremy zaverxeno. •

Teorema 4.1 harakterizuet te ψ ∈ Ω_∞, dlØ kotoryh polunorma

F_∞ na M (ψ) /M_1 (ψ) sovpadaet s faktor-normoæ. Teper~ my oha-

rakterizuem te ψ ∈ Ω_∞, dlØ kotoryh polunorma F_∞ ffkvivalentna faktor-norme na M (ψ) /M_1 (ψ). DlØ fftoæ celi nam ponadobitsØ harakterizaciØ teh funkciæ φ ∈ Ω_∞, kotorye ffkvivalentny funkcii ψ ∈ Ω_∞, udovletvorØ¸weæ (4.1).

Lemma 4.2. DlØ φ ∈ Ω∞ sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) suwestvuet funkciØ ~ψ ∈ Ω_∞, kotoraØ ffkvivalentna φ i udovletvorØet uslovi¸ (4.1); (ii) lim_{λ→∞} lim sup_{t→∞} φ (λt) φ (t) < ∞. (4.2)

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto (i) vleqet (ii). Predpoloßim teper~, qto φ udovletvorØet (4.2) i voz~mem C ≥ 2 tak, qtoby

lim sup t→∞ φ (λt) φ (t) < C dlØ vseh λ > 0. Vyberem taku¸ posledovatel~-

nost~ {T_n}^∞_{n=2}, qto 0 < T_2 < T_3 < · · · ↗ ∞ i φ^(nt^)φ_(t_) < C dlØ t ≥

T_n. DlØ kaßdogo n ≥ 2 voz~mem k_n ∈ N tak, qtoby n^{kn} T_n ≥ T_{n+1},

i pust~ m ∈ N udovletvorØet neravenstvu m > C. Opredelim posledovatel~nost~ {t_n}^∞_{n=1} sledu¸wim obrazom:

t_1 = mT_m, t_2 = m^2T_m, . . . , t_{km} = m^{km} T_m, t_{km+1} = (m + 1) t_{km} , . . . , t_{km+km+1} = (m + 1)^{km+1} t_{km} , t_{km+km+1+1} = (m + 2) t_{km+km+1} , . . . .

62 P. G. DODDS I DR. ˚sno, qto C ≤ t_{n+1} t_n → ∞ pri n → ∞ i φ^(t^{n+1)}φ_(t_{n)} < C dlØ n ≥ 1. (4.3)

Opredelim funkci¸ ψ : [0, ∞) → [0, ∞) ravenstvom

ψ (t) = { φ (t) , esli 0 ≤ t ≤ t_1, b_nt^{νn} , esli t_n ≤ t ≤ t_{n+1},

(4.4)

gde b_n, ν_n ∈ R opredelØ¸tsØ uravneniØmi { φ (t_n) = b_nt^{νn}_n φ (t_{n+1}) = b_nt^{νn}_{n+1}.

Ots¸da ν_n =^{log} (_{φ(tn+1)} φ(t_n) )

log (_{tn+1} t_n ) . Takim obrazom iz (4.3) sleduet, qto 0 < ν_n ≤ 1 dlØ vseh n ≥ 1 i lim_{n→∞} ν_n = 0. UbedimsØ, qto lim t→∞ ψ (2t) ψ (t) = 1. (4.5)

Deæstvitel~no, esli t > 0 takovo, qto t_n ≤ t < 2t ≤ t_{n+1} dlØ nekotorogo n ≥ 1, to iz (4.4) sleduet ψ (2t) ψ (t) = b_n (2t)^{νn} b_n (t)^{νn} = 2^{νn} . (4.6)

Teper~ predpoloßim, qto t > 0 takovo, qto t < t_n < 2t dlØ nekotorogo n ≥ 2. Togda t_{n−1} ≤^{tn}_2 < t, otkuda sleduet, qto 1 ≤ ψ (2t) ψ (t) ≤ ψ (2t_n) ψ (_{tn} 2 ) = ψ (2t_n) ψ (t_n) ψ (t_n) ψ (_{tn} 2 ) = 2^{νn} 2^{νn−1} . (4.7)

Tak kak ν_n → 0 pri n → ∞, to ots¸da Øsno, qto (4.6) i (4.7) vlekut utverßdenie (4.5). Dalee zametim, qto funkciØ ψ ffkvivalentna funkcii φ, ibo iz (4.3) sleduet, qto dlØ t ∈ [t_n, t_{n+1}] my imeem C^{−1} ≤ φ (t_n) φ (t_{n+1}) = ψ (t_n) φ (t_{n+1}) ≤ ψ (t) φ (t) ≤ ψ (t_{n+1}) φ (t_n) = φ (t_{n+1}) φ (t_n) ≤ C.

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 63 Tak kak ψ vozrasta¸waØ, a t −→^{ψ(t)}_t ubyva¸waØ funkcii, to ψ est~ kvazivognutaØ, no, voobwe govorØ, ne vognutaØ funkciØ. Oboznaqim qerez ~ψ ee naimen~xu¸ vognutu¸ maßorantu. Togda ~ψ i ψ ffkvivalentny (sm. naprimer, [6, II.1.1]), a znaqit, ~ψ ffkvivalentna φ. OstaetsØ pokazat~, qto ~ψ udovletvorØet (4.1). Tak kak Q = { t ∈ (0, ∞) : ψ (t) = ~ψ (t) } ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvom poluosi (0, ∞), to otkrytoe mnoßestvo (0, ∞)\ Q moßet byt~ zapisano kak ob¨edinenie diz¨¸nktivnyh intervalov: (0, ∞) \ Q = ⋃ i (α_i, β_i) . Pri fftom α_i, β_i ∈ Q dlØ vseh i. Esli t > 0

takovo, qto 2t ∈ Q, to ~ψ (2t) = ψ (2t) i ~ψ (t) ≥ ψ (t). Pofftomu 1 ≤ ~ψ (2t) ~ψ (t) ≤ ψ (2t) ψ (t) . Iz (4.5) sleduet, qto lim t→∞, 2t∈Q ~ψ (2t) ~ψ (t) = 1. (4.8)

Teper~ predpoloßim, qto 2t ∈ (α_i, β_i) dlØ nekotorogo i ∈ N. Pust~ L – lineænaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ usloviØm L (_{αi} 2 ) = ~ψ (^αi_2 ) i L (_{βi} 2 ) = ~ψ (_{βi} 2 ) . ˚sno, qto ~ψ (2t) ~ψ (t) ≤ max αi 2 ≤s≤^{βi}2 { ~ψ (2s) ~ψ (s) } ≤ max αi 2 ≤s≤^{βi}2 ~ψ (2s) L (s) .

(4.9)

Tak kak ψ (s) < ~ψ (s) dlØ vseh s ∈ (α_i, β_i), to prostye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto ~ψ est~ lineænaØ funkciØ na fftom intervale. Ots¸da funkciØ s −→ ~ψ (2s) lineæna na (_{αi} 2 ,^{βi}_2 ) i, sledovatel~- no, maksimum v pravoæ qasti (4.9) dostigaetsØ v koncevyh toqkah fftogo intervala. Ots¸da ~ψ (2t) ~ψ (t) ≤ max ~ψ (α_i) L (_{αi} 2 ) , ~ψ (β_i) L (_{βi} 2 ) = max ψ (α_i) ~ψ (^αi_2 ) , ψ (β_i) ~ψ (_{βi} 2 )

≤ max ψ (α_i) ψ (_{αi} 2 ) , ψ (β_i) ψ (_{βi} 2 ) . Tak kak α_i, β_i ∈ Q dlØ vseh i, to, soglasno (4.8), spravedlivo ravenstvo (4.1), qto zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. •

64 P. G. DODDS I DR.

Teper~ my gotovy oharakterizovat~ te funkcii ψ ∈ Ω_∞, dlØ kotoryh dve polunormy F_∞ i ρ_1 ffkvivalentny na prostranstve M (ψ). Teorema 4.3. DlØ ψ ∈ Ω∞ sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) polunormy F_∞ i ρ_1 ffkvivalentny na M (ψ), to est~ suwestvuet konstanta c > 0 takaØ, qto cρ_1 (x) ≤ F_∞(x) ≤ ρ_1 (x) dlØ vseh x ∈ M (ψ);

(ii) dlØ funkcii ψ vypolneno uslovie lim_{λ→∞} lim sup_{t→∞} ψ (λt) ψ (t) < ∞. Dokazatel~stvo. (ii)=⇒(i) Esli ψ udovletvorØet uslovi¸ (ii), to iz predyduweæ lemmy vytekaet suwestvovanie funkcii ~ψ ∈

Ω_∞, kotoraØ ffkvivalentna funkcii ψ i udovletvorØet uslovi¸

(4.1). Tak kak normy prostranstv M (ψ) i M ( ~ψ ) ffkvivalentny, to ots¸da i iz teoremy 4.1 sleduet, qto utverßdenie (i) spravedlivo.

(i)=⇒(ii) Predpoloßim teper~, qto cρ_1 (x) ≤ F_∞ (x) dlØ vseh x ∈ M (ψ) i nekotoroæ konstanty c > 0. Togda cρ_1 ( D 1_λ x ) ≤ F_∞ ( D 1_λ x ) = 1 λ F_∞ (x) ≤ 1 λ ρ_1 (x)

dlØ vseh x ∈ M (ψ) i vseh 0 < λ ∈ R. Iz predloßeniØ 2.1 vytekaet, qto c lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (λs) ds ≤ 1 λ lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds ili qto

lim sup t→∞ 1 ψ (t) λt∫ 0 x^∗ (s) ds ≤ 1 c lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗ (s) ds dlØ vseh x ∈ M (ψ) i vseh 0 < λ ∈ R. PolagaØ x = ψ^′, poluqaem, qto lim sup t→∞ ψ (λt) − ψ (0+) ψ (t) ≤ 1 c dlØ vseh λ > 0. Tak kak ψ (∞) = ∞, to ffto oznaqaet, qto (ii) vypolneno. •

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 65

Lemma 4.4. Pust~ funkciØ ψ ∈ Ω∞ udovletvorØet uslovi¸

lim sup t→∞ ψ (2t) ψ (t) = 2, (4.10)

funkciØ ψ_1 opredelena formuloæ ψ_1 (t) = tψ ( 1 t ) , t > 0, ψ_1(0) = 0, a ψ_2 est~ naimen~xaØ vognutaØ maßoranta dlØ ψ_1. Togda

lim inf t↓0 ψ_2 (2t) ψ_2 (t)

= 1.

Dokazatel~stvo. Tak kak funkciØ s →^{ψ (s)}_s ubyva¸waØ, to funkciØ t → ψ^{1 (}t^) t ubyva¸waØ, a funkciØ ψ_1 vozrasta¸waØ na (0, ∞). Sledovatel~no, funkciØ ψ_1 kvazivognuta. Tak kak 1 ≤ ψ (2t) ψ (t) ≤ 2 dlØ vseh t > 0, to ravenstvo (4.10) ffkvivalent-

no ravenstvu sup_{t≥T} ψ (2t) ψ (t) = 2 dlØ vseh T > 0. Togda rassußdeniØ, analogiqnye dokazatel~stvu lemmy 1.3 iz [6, gl. II], pokazyva¸t, qto lim sup_{t→∞} ψ^(λt^)ψ_(t_) = λ dlØ vseh λ ≥ 1. Tak kak

lim sup t→∞ ψ (λt) ψ (t) = λ lim sup t→∞ ψ_1

(_1 λt ) ψ_1

(_1 t ) = λ lim sup_{t↓0} ψ_1 ( λ^{−1}t ) ψ_1 (t)

= λ lim sup_{t↓0} ψ_1 (t) ψ_1 (λt) , to my nahodim, qto lim sup_{t↓0} ψ^{1 (}t^)

ψ_1 (λt)

= 1 i, znaqit,

lim inf t↓0 ψ_1 (λt) ψ_1 (t)

= 1 (4.11)

dlØ vseh λ ≥ 1. Kak izvestno (sm., naprimer, [6, gl. II, 1.1]), naimen~xaØ vognutaØ maßoranta ψ_2 funkcii ψ_1 udovletvorØet uslovi¸ ψ_1 (t) ≤ ψ_2 (t) ≤ 2ψ_1 (t) dlØ vseh t ≥ 0. Vmeste s (4.11) ffto vleqet neravenstvo

lim inf t↓0 ψ_2 (λt) ψ_2 (t)

≤ 2 (4.12)

66 P. G. DODDS I DR.

dlØ vseh λ ≥ 1. Zafiksiruem n ∈ N. Iz (4.12) pri λ = 2^n sleduet, qto suwestvuet posledovatel~nost~ {t_k}^∞_{k=1} iz (0, ∞) takaØ, qto

t_k ↓ 0 i ψ_2 (2^nt_k) ψ_2 (t_k)

≤ 3 dlØ vseh k ≥ 1. Tak kak

ψ_2 (2^nt_k) ψ_2 (t_k) = n∏ i=1 ψ_2 ( 2^it_k ) ψ_2 (2^{i−1}t_k) ,

to dlØ kaßdogo k suwestvuet 1 ≤ i_k ≤ n takoe, qto

ψ_2 ( 2^{ik} t_k ) ψ_2 (2^{ik−1}t_k)

≤ 3^{1n} .

Tak kak 2^{ik−1}t_k → 0 pri k → ∞, to lim inf_{t↓0} ψ^{2 (2}t^)ψ_{2 (}t_) ≤ 3^{1n} . V silu

proizvol~nosti n ∈ N dokazatel~stvo lemmy zaverxeno. • Napomnim, qto dlØ zadannogo simmetriqnogo funkcional~nogo prostranstva E funkciØ ϕ_E (t) := ‖χ_{[0,t)}‖_E , t > 0, gde χ_{[0,t)} harakteristiqeskaØ funkciØ otrezka [0, t), nazyvaetsØ fundamental~noæ funkcieæ prostranstva E.

V dal~neæxem my predpolagaem, qto Φ : [0, ∞) → [0, ∞] est~ funkciØ ınga, to est~ Φ nepreryvna sleva i vypukla, Φ (0) = 0 i 0 < Φ (u) < ∞ dlØ l¸bogo u > 0. Sootvetstvu¸wiæ modulØr M_Φ na mnoßestve izmerimyh po Lebegu funkciæ zadaetsØ formuloæ

M_Φ (x) = ∞∫ 0 Φ (|x|) dt. Opredelim prostranstvo Orliqa L_Φ = L_Φ (0, ∞):

L_Φ = { x ∈ L_0 (0, ∞) : M_Φ ( k^{−1}x ) < ∞ dlØ nekotorogo k > 0 } , s normoæ L¸ksemburga ‖x‖_Φ = inf { k > 0 : M_Φ ( k^{−1}x ) ≤ 1 } . Napomnim, qto fundamental~naØ funkciØ ϕ_{LΦ} prostranstva L_Φ zadaetsØ formuloæ

ϕ_{LΦ} (t) = ‖ ‖χ_{(0,t)} ‖ ‖_Φ = 1 Φ^{−1}

(_1 t ) dlØ vseh t > 0. Zdes~ Φ^{−1} na [0, ∞) – obratnaØ funkciØ: Φ^{−1} (s) =

inf {u > 0 : Φ (u) ≥ s} . Napomnim, qto fundamental~naØ funkciØ

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 67 associirovannogo prostranstva L^′_Φ ravna

ϕ_L′_Φ (t) = t ϕ_{LΦ} (t)

= tΦ^{−1} ( 1 t ) (4.13)

(poslednØØ est~ fundamental~naØ funkciØ prostranstva L_Ψ s normoæ Orliqa, gde Ψ est~ funkciØ, soprØßennaØ k funkcii ınga Φ). My budem govorit~, qto Φ udovletvorØet Δ_2-uslovi¸ v 0 (sootvetstvenno, v ∞) esli suwestvu¸t konstanty M > 0 i u_0 > 0 takie, qto Φ (2u) ≤ M Φ (u) dlØ vseh 0 ≤ u ≤ u_0 (sootvetstvenno, dlØ vseh u ≥ u_0). Sledu¸wee utverßdenie dokazano v [9]. HotØ privedennoe niße dokazatel~stvo analogiqno rassußdeni¸ iz [9], my vkl¸qaem ego dlØ udobstva qitatelØ. Predloßenie 4.5. Pust~ Φ est~ funkciØ ınga takaØ, qto lim t→∞ 1 tΦ^{−1} (_1 t ) t∫ 0 x^∗ (s) ds = 0 (4.14)

dlØ vseh x ∈ L_Φ. Togda Φ udovletvorØet Δ_2-uslovi¸ v 0.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Φ ne udovletvorØet Δ2- uslovi¸ v 0. Togda suwestvuet posledovatel~nost~ u_n ↓ 0 takaØ, qto_∞ ∑ n=1 Φ (u_n) Φ (2u_n) < ∞. Opredelim t_n = Φ (2u_n)^{−1}. Togda 0 < t_n ↗ ∞ pri n → ∞ i

Φ^{−1}

(_1 t_n ) = 2u_n dlØ vseh n. Poloßim x_0 = ∞∑ n=1 2u_nχ_{[tn−1,tn)} i zame-

tim, qto x^∗_0 = x_0. Tak kak ∞∫ 0 Φ ( 1 2 x_0 ) dt = ∞∑ n=1 t_n∫

t_{n−}1 Φ (u_n) dt ≤ ∞∑ n=1 Φ (u_n) t_n = ∞∑ n=1 Φ (u_n) Φ (2u_n) < ∞, to x_0 ∈ L_Φ. DlØ vseh n ≥ 1 my imeem 1 t_nΦ^{−1}

(_1 t_n ) t_n∫

0 x_0 (s) ds ≥ 1 t_nΦ^{−1}

(_1 t_n ) (2u_n) t_n = 1,

ots¸da (4.14) ne vypolneno. •

68 P. G. DODDS I DR.

Teorema 4.6. Predpoloßim, qto funkciØ ψ iz Ω∞ takova, qto

lim inf t→∞ ψ (2t) ψ (t) = 1, lim sup t→∞ ψ (2t) ψ (t) = 2.

Togda polunorma F_∞ netrivial~na na M (ψ) i suwestvuet funkciØ 0 < x_0 ∈ M (ψ) \ M_1 (ψ) takaØ, qto F_∞ (x_0) = 0.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 2.2 (i) polunorma F∞ netrivial~na na M (ψ). Pust~ funkciØ ψ_1 na (0, ∞) zadana formuloæ ψ_1 (t) = tψ (1/t), i pust~ ψ_2 est~ naimen~xaØ vognutaØ maßoranta dlØ ψ_1. Opredelim funkci¸ ınga Φ : [0, ∞) → [0, ∞) po formule Φ = ψ^{−1}_2 , to est~, Φ (u) = inf {t > 0 : ψ_2 (t) ≥ u} dlØ vseh u ≥ 0. Togda Φ^{−1} = ψ_2. Pokaßem, qto fundamental~naØ funkciØ ϕ_L′_Φ prostranstva L^′_Φ ffkvivalentna ψ. Deæstvitel~no, tak kak ψ_1 ≤ ψ_2 ≤ 2ψ_1, to iz opredeleniØ funkcii ψ_1 sleduet, qto ψ (t) ≤ tψ_2 (1/t) ≤ 2ψ (t) , a iz (4.13) i opredeleniØ funkcii Φ vytekaet, qto dlØ vseh t > 0 spravedliva formula

ϕ_L′_Φ (t) = tψ_2 ( t^{−1} ) . Sledovatel~no, v silu [6, gl. II, teorema 5.7], my poluqaem vloßenie

L_Φ ⊆ M (ψ) (4.15)

i neravenstvo ‖x‖_{M(ψ)} ≤ 2 ‖x‖_Φ, vernoe dlØ vseh x ∈ L_Φ.

Dalee my pokaßem, qto Φ ne udovletvorØet Δ_2-uslovi¸ v 0. Deæstvitel~no, iz lemmy 4.4 sleduet suwestvovanie posledova-

tel~nosti {t_n}^∞_{n=1} iz (0, ∞) takoæ, qto t_n ↓ 0 i lim_{n→∞} ψ^{2 (2}t^{n)}ψ_{2 (}t_{n)} = 1.

Poloßim v_n = ψ_2 (t_n) i u_n = ψ_2 (2t_n). Togda 0 < v_n < u_n, Φ (u_n) =

2Φ (v_n) dlØ vseh n ≥ 1 i u_n ↓ 0, u_n/v_n → 1 pri n → ∞. Predpolo-

ßim, qto suwestvuet δ > 0 i M ∈ N takie, qto Φ (2u) ≤ M Φ (u) dlØ vseh 0 ≤ u ≤ δ. Voz~mem 0 < v_n < δ tak, qto u_n/v_n < 1 + (2M )^{−1}. Tak kak Φ vozrastaet, to Φ (v_n + 2M (u_n − v_n)) ≤ Φ (2v_n). Poloßim

L(t) = Φ(v_n) + (t − v_n)

Φ(u_n) − Φ(v_n) u_n − v_n , t ∈ R. Togda L(v_n) = Φ(v_n), L(u_n) = Φ(u_n), i iz vypuklosti funkcii Φ sleduet, qto L(t) ≤ Φ(t) dlØ vseh t > u_n. V qastnosti, polagaØ

t = v_n + 2M (u_n − v_n), poluqaem Φ(v_n) + 2M (Φ(u_n) − Φ(v_n)) ≤ Φ(v_n + 2M (u_n − v_n)).

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 69 Ob¨edinØØ ffti neravenstva i ispol~zuØ to, qto Φ ¿ 0, naho- dim 2M Φ (v_n) = 2M (Φ (u_n) − Φ (v_n)) ≤ Φ (v_n + 2M (u_n − v_n)) ≤ Φ (2v_n) ,

qto protivoreqit sdelannomu vyxe predpoloßeni¸. Sledovatel~no, naxe utverßdenie dokazano.

Iz predloßeniØ 4.5 i ffkvivalentenosti funkciæ ψ i ϕ_L′_Φ sleduet suwestvovanie 0 < x_0 ∈ L_Φ takogo, qto

lim sup t→∞ 1 ψ (t) t∫ 0 x^∗_0 (s) ds > 0.

To est~, v silu predloßeniØ 2.1, x_0 /∈ M_1 (ψ). Predpoloßim, qto 0 < f ∈ M (ψ)^∗_{sym,∞}. Togda iz (4.15) vytekaet, qto f_{|LΦ} est~ simmetriqnyæ funkcional na prostranstve L_Φ. Odnako, iz [3, teorema 3.1] sleduet, qto f_{|LΦ} = 0 i, v qastnosti, f (x_0) = 0. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.• Teper~ my predstavim primery funkciæ ψ ∈ Ω_∞, kotorye ill¸striru¸t teoremy 4.1, 4.3 i 4.6.

Primer 4.7. (i) Kak i v primere 3.11, my poloßim

ψ_1(t) := { t/2, 0 ≤ t ≤ 4, log_2(t), t ¿ 4.

Legko videt~, qto ψ_1 udovletvorØet uslovi¸ (ii) teoremy 4.1.

(ii) Poloßim

ψ_2(t) := t/2, 0 ≤ t ≤ 4, 2^n +

2^n 2^{2n+1} − 2^{2n}

(t − 2^{2n} ), 2^{2n} ≤ t ≤ 2^{2n+1} , n ¿ 1.

FunkciØ ψ_2 ne udovletvorØet uslovi¸ (ii) teoremy 4.1. Deæstvitel~no, pust~ t_n = 2^{2n} , n ¿ 1. Togda

ψ_2 (t_n) ψ_2 (t_n/2) = 2^n 2^{n−1} +^{2n−1}

22^n −22^{n−}1 (2

2^n−1 − 22^{n−}1 ) = 2 1 +^1_{22n−1 −1} (2^{2n−1−1} − 1) ≥ 2 1 +^{22n−1 −1}

22^{n−}1 −1 ≥ 6 5

70 P. G. DODDS I DR.

dlØ vseh n ≥ 2. Odnako vognutaØ funkciØ ψ_2 i vognutaØ funkciØ

ψ_1 iz primera 4.7 (i) ffkvivalentny. Pofftomu, v silu lemmy 4.2,

funkciØ ψ_2 udovletvorØet uslovi¸ (ii) teoremy 4.3.

(iii) Teper~ my privedem primer funkcii ψ ∈ Ω_∞, kotoraØ udo-

vletvorØet usloviØm teoremy 4.6. S fftoæ cel~¸ my zafiksiruem funkci¸ ϕ ∈ Ω_∞ taku¸, qto t/ϕ(t) → ∞ pri t → ∞. Rassmotrim posledovatel~nost~ {t_n}^∞_{n=0} ↑ ∞ taku¸, qtoby vypolnØlis~ uslo- viØ lim n→∞ t_n/t_{n+1} = lim_{n→∞} ϕ(t_n)/ϕ(t_{n+1}) = lim_{n→∞} t_nϕ(t_{n+1})/(t_{n+1}ϕ(t_n)) = 0.

(4.16)

Naprimer, my moßem vzØt~ ϕ(t) = √ t, t ¿ 0 i t_n = 2^{2n} , n ¿ 1.

Pri fftom bez ograniqeniØ obwnosti my moßem predpolagat~, qto 2t_n ≤ t_{n+1}, n ¿ 1. Poloßim ψ(t) = ϕ(t_{n+1}) − ϕ(t_n) t_{n+1} − t_n (t − t_n) + ϕ(t_n), t_n 6 t 6 t_{n+1}, n ¿ 1.

˚sno, qto ψ(t_n) = ϕ(t_n), n ¿ 1. Imeem (sm. (4.16))

lim inf t→∞ ψ(2t) ψ(t) 6 lim n→∞ ψ(2t_n) ψ(t_n) = lim_{n→∞} ϕ(t_n+1)−ϕ(t_n) t_n+1−t_n (2tn − tn) + ϕ(tn) ψ(t_n) = 1 + lim_{n→∞} t_nϕ(t_{n+1})(1 −^{ϕ(tn)}_{ϕ(tn+1)} ) t_{n+1}ϕ(t_n)(1 −^{tn}_{tn+1} )

= 1.

S drugoæ storony (snova v silu (4.16))

lim sup t→∞ ψ(2t) ψ(t) ¿ lim n→∞ ψ(t_{n+1}) ψ(t_{n+1}/2)

= lim_{n→∞} ϕ(t_{n+1}) ϕ(t_n+1)−ϕ(t_n) t_n+1−t_n (tn+1/2 − tn) + ϕ(tn) = lim_{n→∞}

2ϕ(t_{n+1}) 2ϕ(t_n) +^{tn+1−2tn} t_n+1−t_n (ϕ(tn+1) − ϕ(tn)) = 2. • V zakl¸qenie otmetim, qto sootvetstvu¸wim obrazom modificirovannye rezul~taty nastoØwego paragrafa spravedlivy i dlØ simmetriqnyh funkcionalov, sosredotoqennyh v 0.

SINGUL˚RNYE SIMMETRIQNYE FUNKCIONALY 71

Literatura

1. J. Dixmier, Existence de traces non normales. — C. R. Acad. Sci. Paris 262 (1966), A1107–A1108.

2. A. Connes, Noncommutative Geometry. Academic Press (1994). 3. P. G. Dodds, B. de Pagter, E. M. Semenov, and F. A. Sukochev, Symmetric Functionals and Singular Traces. — Positivity 2 (1998), 47–75.

4. F. A. Sukoqev, V. I. Qilin, Simmetriqnye prostranstva na polukoneqnyh algebrah fon Neæmana. — DAN SSSR 313 (1990), No. 4, 811–815.

5. G. G. Lorentz, A contribution to the theory of divergent sequences. — Acta Math.

80 (1948), 167–190.

6. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. Nauka, M. (1978).

7. C. Bennett, R. Sharpley, Interpolation of Operators. Academic Press, London, (1988).

8. L. Sucheston, Banach limits. — Amer. Math. Monthly, 74 (1967), 308–311.

9. D. V. Salehov, E. M. Semenov, O shodimosti nekotorogo semeæstva funkcionalov v prostranstve Orliqa. — Studia Math. 32 (1969), 285–293.

Dodds P. G., de Pagter B., Sedaev A. A., Semenov E. M., Sukochev F. A. Singular symmetric functionals.

This is a continuation of the study started in [3]. A linear functional f on a rearrangement invariant space E on (0, ∞) is said to be symmetric if for x, y ∈ E the condition_t Z 0 x�_{(s)ds} 6^{tZ} 0 y�_{(s)ds, t > 0,} implies that f (x) 6 f (y). A new construction of singular symmetric functionals on the Marcinkiewicz space M (ψ) is presented and studied in detail. A necessary and sufficient condition in terms of ψ is obtained for the seminorms equal to distance to M (ψ) ∩ L1 and to M (ψ) ∩ L1 to be recoverable in terms of the symmetric singular functionals on M (ψ).

Postupilo 13 i¸nØ 2002 g.

School of Informatics and Engineering, The Flinders University of South Australia, peter@ist.flinders.edu.au Department of Mathematics, Delft University of Technology, The Netherlands, depagter@twi.tudelft.nl

Voroneß, gosudarstvennyæ arhitekturno-stroitel~nyæ universitet,

sed@vmail.ru

Voroneß, gosudarstvennyæ universitet,

root@func.vsu.ru School of Informatics and Engineering, The Flinders University of South Australia, sukochev@ist.flinders.edu.au