Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

O. L. Vinogradov, V. V. ȷuk

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA DL˚ MODULE` NEPRERYVNOSTI I NAILUQXIH PRIBLIȷENI` TRIGONOMETRIQESKIMI MNOGOQLENAMI I SPLA`NAMI

§1. Vvedenie

V dal~neæxem R, Z, Z_+, N – mnoßestva vewestvennyh, celyh, neotricatel~nyh celyh, natural~nyh qisel sootvetstvenno; esli iz konteksta ne sleduet protivnoe, vse funkcii mogut byt~ kak vewestvenno-, tak i kompleksnoznaqnymi; C – prostranstvo 2π-periodiqeskih nepreryvnyh funkciæ s ravnomernoæ normoæ, esli r ∈ Z_+, to C^{(r)} – mnoßestvo r raz nepreryvno differenciruemyh funkciæ iz C; esli 1 6 p < ∞, to L_p – prostranstvo izmerimyh 2π-periodiqeskih funkciæ f, dlØ kotoryh ‖f‖_p = π∫ −π |f|^p 1/p < +∞, L_∞ – prostranstvo izmerimyh 2π-periodiqeskih suwestvenno

ograniqennyh funkciæ f s normoæ

‖f‖_∞ = vrai sup_{x∈}R |f(x)|,

ravnomernaØ norma funkcii f ∈ C takße oboznaqaetsØ simvolom ‖f‖_∞; esli 1 6 p 6 ∞, r ∈ N, to W^{(r)}p – prostranstvo 2πperiodiqeskih funkciæ, u kotoryh (r − 1)-Ø proizvodnaØ absol¸tno nepreryvna na l¸bom otrezke, a r-Ø proizvodnaØ prinadleßit L_p. Budem govorit~, qto polunorma P , zadannaØ na C, prinadleßit klassu A^∘, esli ona maßoriruetsØ ravnomernoæ normoæ, t.e. suwestvuet takaØ postoØnnaØ M , qto P (f) 6 M ‖f‖_∞ dlØ

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI ˝ 02-01-01112, FCP “IntegraciØ” ˝ 326.53 i granta “Veduwie nauqnye xkoly” ˝ 00-15-96- 022. 5

6 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK vseh f ∈ C. Budem takße govorit~, qto polunorma P iz A^∘ prinadleßit klassu A, esli ona invariantna otnositel~no sdviga, t.e. dlØ l¸byh f ∈ C i h ∈ R budet P (f(· + h)) = P (f).

Dalee, A_0(f) =^1_{2π} ∫_π −π f – srednee znaqenie funkcii f; esli

r ∈ N, A0(f) = 0, to f^{(−r)} – r-Ø periodiqeskaØ pervoobraznaØ

funkcii f takße s nulevym srednim; central~nye raznosti, moduli nepreryvnosti i funkcii Steklova porØdka r ∈ Z_+ funkcii f opredelØ¸tsØ ravenstvami δ^r_t (f, x) = r∑ k=0 (−1)^kC^k_r f ( x + rt 2 − kt ) , ω_r(f, h)_P = sup_0 6t6h^P ( δ^r_t (f) ) , S_{h,r} (f) = A_0(f) + 1 h^r δ^r_h((f − A_0(f))^{(−r)} ).

Pust~ ewe B_0(x) = 1,

B_r (x) = − r! 2^{r−1}π^r ∞∑ k=1 cos(2kπx − rπ/2) k^r , r ∈ N,

– periodiqeskie splaæny Bernulli, γ_k =^{Bk}(^{12} )_{k!} – kofffficienty v formule �ælera–Maklorena, K_r =^4_π^∞ ∑ l=0 (−1)^{l(r+1)} (2l+1)^{r+1} . Napomnim,

qto K_1 =^π_2 , K_2 =^{π2}_8 . Simvol^0 ponimaetsØ kak 0.

Qerez T_{2n−1} oboznaqaetsØ mnoßestvo trigonometriqeskih mnogoqlenov porØdka ne vyxe n − 1, a qerez S_{N,m} – mnoßestvo 2πperiodiqeskih splaænov porØdka m ∈ Z_+ defekta 1 po ravnomernomu razbieni¸^{2kπ}_N (k ∈ Z). Drugimi slovami, pri m ∈ N ffto mnoßestvo funkciæ iz C^{(m−1)}, ØvlØ¸wihsØ na kaßdom intervale (_{2kπ} N ,^{2(k+1)π}_N ) algebraiqeskim mnogoqlenom stepeni ne vyxe m, a pri m = 0 – mnoßestvo funkciæ, postoØnnyh na kaßdom takom intervale. Izvestno [1, s.77], qto S_{N,m} – mnoßestvo funkciæ vi- da s(t) = β + N−1∑ j=0 β_j B_{m+1} ( t 2π − j N ) , N−1∑ j=0 β_j = 0.

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 7

Mnoßestvo splaænov iz S_{2n,m}, dlØ kotoryh^{2n−1} ∑ j=0 (−1)^j β_j = 0, obo-

znaqim qerez S^×_{2n,m}.

Dalee,

E(f, N)_P = inf_{T ∈}N P (f − T )

– nailuqxee priblißenie funkcii f fflementami mnoßestva N po polunorme P . Indeks p u nailuqxego priblißeniØ, modulØ nepreryvnosti i t.p. oznaqaet, qto P (f) = ‖f‖_p. Vmesto E(f, T_{2n−1})_P , E(f, S_{2n,μ})_P , E(f, S^×_{2n,μ})_P pixem, sootvetstvenno,

E_n(f)_P , E_{n,μ}(f)_P , E^×_{n,μ}(f)_P ; po opredeleni¸ polagaem

E_{n,−1}(f)_P = E^×_{n,−1}(f)_P = P (f).

˚sno, qto esli polunorma P prinadleßit A (A^∘), to modul~ nepreryvnosti i nailuqxee priblißenie trigonometriqeskimi mnogoqlenami po polunorme P ØvlØ¸tsØ polunormami klassa A (A^∘). Nailuqxie priblißeniØ splaænami E_{n,μ}(·)_P i E^×_{n,μ}(·)_P prinadleßat klassu A^∘, no ne obØzatel~no A, daße esli ishodnaØ polunorma P prinadleßit A. Qtoby obespeqit~ invariantnost~ otnositel~no sdviga, vvedem polunormy

Ξ_{n,μ}(f)_P = sup_{t∈}RE_{n,μ}(f(· + t))_P , Ξ^×_{n,μ}(f)_P = sup_{t∈}RE^×_{n,μ}(f(· + t))_P .

DlØ nailuqxih priblißeniæ trigonometriqeskimi mnogoqlenami takße poloßim

Ξ_n(f)_P = sup_{t∈}RE_n(f(· + t))_P .

Kak uße bylo otmeqeno, v sluqae P ∈ A ffta konstrukciØ ne privodit k novoæ veliqine, t.e. Ξ_n(·)_P = E_n(·)_P . DlØ polunorm, ne invariantnyh otnositel~no sdviga, E_n i Ξ_n ne sovpada¸t. Polunormy Ξ_n(·)_P , Ξ_{n,μ}(·)_P i Ξ^×_{n,μ}(·)_P prinadleßat klassu A dlØ l¸boæ polunormy P iz A^∘.

V kratnyh summah budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

(k)_0 = 0, (k)_ν = k_1 + · · · + k_ν , K_{r,0} = {0}, K_{r,m} = { k ∈ Z^m_+ : 0 6 kν 6 r + ν − 2 − (k)ν−1^} , m ∈ N.

8 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK Pri fiksirovannom m dlØ k ∈ Z^m_+ , vmesto (k)_m pixem prosto (k), esli ffto ne privodit k dvusmyslennosti. Qisla A_{r,m} opredelØ- ¸tsØ ravenstvami

A_{r,0} = 2 r! 1/2∫ 0 | | | |B^r (t) − B^r ( 1 2 )| | | dt,

A_{r,m} = ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) A_{r+m−(k),0};

D_{r,m}(λ) = λ^r m−1∑ ν=0 2^ν A_{r,ν} + 2^m ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) K_{r+m−(k)} λ^{r+m−(k)} . Polagaem (sm. [2, glava 4])

M_{r,m}(f, h)_P = m�1P_{ν=0 Ar,ν ων (f,h)P} m�1P_{ν=0 2ν Ar,ν}^{, r qetno,} Ar,0 2 ω_1(f,h)_P +^m�^1P_{ν=1} A_{r,ν} ω_ν (f,h)_P

m�1P_{ν=0 2ν Ar,ν}^{, r neqetno.}

˚sno, qto dlØ P ∈ A posledovatel~nost~ M_{r,m}(f, h)_P ubyvaet po m.

V. V. ȷukom [2, s.194] byla ustanovlena sledu¸waØ teorema.

Teorema A. Pust~ P ∈ A, r, m ∈ N, f ∈ C^{(r+m)}, T_{r+m,P} = π ( K^{−1}_{r+m} sup g∈C^{(r+m)} P (g) P (g^{(r+m)}) ) 1_{r+m} . Togda

P (f^{(m)}) 6 K_r ( ω_m(f, T_{r+m,P} )_P K_{r+m}2^m ) r_{r+m} M^{mr+m}_{r,m} (f^{(r+m)} , T_{r+m,P} )_P . DlØ nailuqxego priblißeniØ trigonometriqeskimi mnogoqlenami (sm. dalee lemmu 6) T_{r+m,En (·)P} 6^π_n , pofftomu zakl¸- qenie teoremy moßno zapisat~ v vide

E_n(f^{(m)} )_P 6 K_r ( ω_m ( f,^π_n ) E_n(·)_P K_{r+m}2^m )^r_{r+m} M^{mr+m}_{r,m} ( f^{(r+m)} , π n ) E_n (·)_P .

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 9 Poslednee neravenstvo znaqitel~no usilivaet i neravenstvo tipa Kolmogorova dlØ nailuqxih priblißeniæ, i neravenstvo Dßeksona dlØ proizvodnoæ neqetnogo porØdka r, i neravenstvo Ahiezera–Kreæna–Favara. Konstanty v sluqae P (f) = ‖f‖_p,

p = 1, ∞, toqnye. Podrobnee istori¸ neravenstv, predxestvu-

¸wih teoreme A, sm. v [2].

V rabote [3] O. L. Vinogradov i V. V. ȷuk vyØsnili, qto v sluqae ravnomernoæ normy metod, primenennyæ V. V. ȷukom i A. A. Ligunom dlØ dokazatel~stva teoremy Dßeksona (osnovannyæ na formule �ælera–Maklorena), privodit k toqnoæ posto- Ønnoæ, esli xag modulØ nepreryvnosti raven^π_{αn} , α – neqetnoe natural~noe qislo. Tam ße avtory poluqili toqnye sootnoxeniØ tipa teoremy A (m = 1, r neqetno). �to obstoØtel~stvo pobußdaet rasprostranit~ teoremu A na proizvol~nyæ xag modulØ nepreryvnosti.

DlØ nailuqxih priblißeniæ splaænami spravedlivy (sm. dalee lemmu 7) neravenstva tipa Ahiezera–Kreæna–Favara i Dßeksona s temi ße toqnymi postoØnnymi, qto i v polinomial~nom sluqae. Usilenie fftih neravenstv (ocenka vedetsØ qerez veliqinu M_{r,m}(f^{(r)} , h)_p) poluqeno v [4], priqem ocenki poluqeny s pomow~¸ priblißeniØ lineænymi metodami. Popytka rasprostranit~ teoremu A na priblißeniØ splaænami (s sohraneniem toqnosti postoØnnyh vo vseh izvestnyh sluqaØh) potrebovala izmeneniØ vida pravoæ qasti; podrobnee ffto ob¨ØsnØetsØ v zameqanii 4.

§2. Predvaritel~nye svedeniØ Lemma 1. Pust~ P ∈ A^∘, funkciØ K nepreryvna na R × [a, b],

K(x, t) = K(x + 2π, t) dlØ vseh (x, t) ∈ R× [a, b]. Togda

P b∫ a K(·, t) dt 6 b∫ a P (K(·, t)) dt.

Dokazatel~stvo. VzØv N ∈ N i poloßiv h =^{b−a}_N , tk = a + kh,

rassmotrim funkci¸ g_N (x) =^N ∑ k=1 K(x, t_k)h. Pokaßem, qto g_N (x)

ravnomerno stremitsØ k g(x) = ∫_b a K(x, t) dt na R. Po ravnomernoæ

10 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

nepreryvnosti K dlØ ε > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto pri |t^′ −t^{′′}| < δ

budet |K(x, t^′) − K(x, t^{′′})| <^ε_{b−a} dlØ vseh x ∈ R. Pust~ N stol~

veliko, qto h < δ. Togda

|g_N (x) − g(x)| = | | | | | | | N∑ k=1 t_k∫

t_k�_1 K(x, t_k) dt − N∑ k=1 t_k∫

t_k�_1 K(x, t) dt | | | | | | | 6^{N∑}_{k=1}^{b∫}_a |K(x, tk) − K(x, t)| dt <^{N∑}_{k=1}^{b∫}_a^ε_{b − a} = ε, qto i oznaqaet ravnomernu¸ shodimost~ funkciæ g_N k g. Dalee,

P (g_N ) 6 N∑ k=1 P (K(·, t_k))h. (1) Iz svoæstv polunormy klassa A^∘ poluqaem |P (g_N ) − P (g)| 6 P (g_N − g) 6 M ‖g_N − g‖_∞. Znaqit, lim_{N→∞} P (g_N ) = P (g). Vyraßenie^N ∑ k=1 P (K(·, t_k))h est~ inte-

gral~naØ summa Rimana dlØ integrala ∫_b a P (K(·, t)) dt s nepreryv-

noæ podyntegral~noæ funkcieæ l(t) = P (K(·, t)) (nepreryvnost~

funkcii l vytekaet iz neravenstva |l(t^′) − l(t^{′′})| 6 P (K(·, t^′) − K(·, t^{′′})) 6 M ‖K(·, t^′) − K(·, t^{′′})‖ i ravnomernoæ nepreryvnosti funkcii K). Pofftomu N∑ k=1 P (K(·, t_k))h −→_{N→∞} b∫ a P (K(·, t)) dt. Sledovatel~no, predel~nyæ perehod pri N → ∞ v neraven-

stve (1) daet trebuemoe.

Lemma 1 po suti horoxo izvestna. V [2, s. 58] ona sformuli-

rovana dlØ polunormy klassa A, no invariantnost~ polunormy

otnositel~no sdviga v dokazatel~stve nigde ne ispol~zuetsØ.

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 11

Lemma 2 (iterirovannaØ formula �ælera–Maklorena). Pust~

r, m ∈ N, h > 0, f ∈ W^{(r)}_1 . Togda f = L_{h,r,m} (f) + m−1∑ ν=0 R_{h,r,ν} (f), gde L_{h,r,m} (f) = ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 γ_{kj} ) h^{(k)}S^{((k))}_{h,m} (f),

R_{h,r,ν} (f) = h^r 1/2∫ −1/2 δ^ν_h(f^{(r)} , · − th) ∑ k∈K_{r,ν} (_ν∏ j=1 γ_{kj} ) 1 (r + ν − (k))! × ( B_{r+ν−(k)} ( 1 2 ) − B_{r+ν−(k)}(t) ) dt. Lemma 3. Pust~ P ∈ A, r, m ∈ N, h > 0, f ∈ C^{(r)}. Togda P (f − L_{h,r,m}(f)) 6 h^r m−1∑ ν=0 A_{r,ν} P ( δ^ν_h (f^{(r)}) ) . Esli, krome togo, r neqetno, to P (f − L_{h,r,m}(f)) 6 h^r { A_{r,0} 2 ω_1(f^{(r)}, h)_P + m−1∑ ν=1 A_{r,ν} P ( δ^ν_h (f^{(r)}) ) } .

Lemmy 2 i 3 sm. v [2, glava 4] i [4].

Lemma 4. Esli r, m ∈ N, to (sm. [2, s. 190; 4]) Dr,m (π) = Kr. Esli

r, α ∈ N, neqetny, to (sm. [3]) D_{r,1} ( π α ) = 4 π ∞∑ l=0 (−1)^l (2l + 1)^{r+1} sin^{(2l+1)π}_{2α} . V qastnosti, D_{r,1} (_π 3 ) = ( 2 −^1_{3r} ) K_r.

Lemma 5 (neravenstva tipa Kolmogorova). Pust~ P ∈ A, k, r ∈ N,

k < r, f ∈ C^{(r)}. Togda P (f^{(k)}) 6 K_{r−k}K^{kr −1}_r P^{1− kr} (f)P^{kr} (f^{(r)}).

12 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Lemma 6 (neravenstva tipa Ahiezera–Kreæna–Favara meßdu

nailuqximi priblißeniØmi trigonometriqeskimi mnogoqlenami). Pust~ P ∈ A, n, r ∈ N, f ∈ C^{(r)}. Togda E_n(f)_P 6

K_rn^{−r}E_n(f^{(r)} )_P .

Lemmy 5 i 6 v takih formulirovkah soderßatsØ v [2, s. 185, 148]; tam ße sm. istori¸ voprosa.

Lemma 7 (neravenstva tipa Ahiezera–Kreæna–Favara meßdu

nailuqximi priblißeniØmi splaænami). Pust~ n, r ∈ N, μ ∈ Z_+, μ ¿ r − 1, 1 6 p 6 ∞, f ∈ C^{(r)}. Togda En,μ(f)p 6 Krn^{−r}En,μ−r(f^{(r)})p. Esli μ ¿ r, to E moßet byt~ zameneno na E^×.

Dokazatel~stvo. Neravenstva dlØ En,μ(f)p pri p = 1, ∞ (pri

fftih p neravenstva toqnye) privedeny v [1, s. 246] (tam ße sm. istori¸ voprosa), gde vyvodØtsØ s pomow~¸ sootnoxeniæ dvoæstvennosti. Pri μ = r − 1 (v fftom sluqae ocenka vedetsØ qerez normu r-æ proizvodnoæ) oni takße dokazany v [1, s. 221–225] s pomow~¸ neposredstvennogo rassmotreniØ pogrexnosti interpolirovaniØ splaænami. Posledniæ sposob pozvolØet rasprostranit~ neravenstva na promeßutoqnye znaqeniØ p ili s pomow~¸ ocenok, pohoßih na sledu¸wie niße, ili s pomow~¸ interpolØcionnoæ teoremy Rissa–Torina, qto otmeqeno v [4].

Pust~ μ ¿ r. Pri p = 1, ∞ neravenstva dlØ E_{n,μ}(f)_p drugim sposobom poluqeny v [5]; odnovremenno poluqeny neravenstva dlØ E^×_{n,μ}(f)_p. Rasprostranim ffto dokazatel~stvo na promeßutoqnye znaqeniØ p. Imenno, v [5] postroeny lineænye operatory

X_{n,r,μ} : L_1 → S^×_{2n,μ}, takie qto dlØ l¸boæ funkcii f iz W^{(r)}_1 ih

otklonenie dopuskaet predstavlenie f(t) − X_{n,r,μ}(f, t) = π∫ −π f^{(r)}(u)F (t, u) du, priqem π∫ −π |F (t, u)| du = K_r n^r pri vseh t, (2) π∫ −π |F (t, u)| dt = K_r n^r pri vseh

u (3)

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 13 (zavisimost~ funkcii F ot n, r i μ otraßat~ v oboznaqeniØh ne budem). Krome togo, esli g ∈ S_{2n,μ−r} (S^×_{2n,μ−r}), to π∫ −π g(u)F (·, u) du ∈ S_{2n,μ} (S^×_{2n,μ}). Voz~mem v kaqestve g splaæn nailuqxego priblißeniØ funkcii

f^{(r)} v L_p. Togda π∫ −π ( f^{(r)} − g(u) ) F (t, u) du = f(t) − G(t), gde g ∈ S_{2n,μ} (S^×_{2n,μ}). PrimenØØ neravenstvo Gœl~dera (^1_p +^1_q = 1) i pol~zuØs~ ravenstvami (2) i (3), nahodim E^p_{n,μ}(f)_p 6 ‖f − G‖^p 6 π∫ −π π∫ −π |f^{(r)}(u) − g(u)||F (t, u)|^{1/p}|F (t, u)|^{1/q} du p dt 6 π∫ −π π∫ −π |f^{(r)}(u) − g(u)|^p|F (t, u)| du π∫ −π |F (t, u)| du p/q dt

= ( K_r n^r )_{p/q}^π∫ −π π∫ −π |f^{(r)}(u) − g(u)|^p|F (t, u)| du dt 6^{(Kr}_{nr} En,μ−r(f^{(r)})p^{)p} , i analogiqno dlØ prostranstv s krestikami.

§3. Osnovnye rezul~taty Teorema 1. Pust~ P ∈ A, r, m ∈ N, n, λ > 0, f ∈ C^{(r+m)}. Togda

P (f^{(m)}) 6 D_{r,m}(λ) max ( ω_m ( f,^λ_n ) P K_{r+m}2^m ) r_{r+m}

× M^{mr+m}r,m ( f^{(r+m)} , λ n ) P , n^mω_m ( f,^λ_n ) P K_{r+m}2^m . (4)

14 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. Oboznaqim dlØ kratkosti h = λ/n. Pust~

0 < u 6 h. Po lemme 3 verna ocenka

P (f^{(m)}) 6 P (f − L_{u,r,m}(f^{(m)} )) + P (L_{u,r,m}(f^{(m)} )) 6

6 u^{r m−1∑}_{ν=0} Ar,ν P^(δ^ν_u(f^{(r+m)} )^) + + ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) u^{(k)}P ( S^{((k))}_{u,m} (f^{(m)}) ) . PrimenØØ neravenstvo tipa Kolmogorova (lemmu 5)

P (g^{((k))}) 6 K_{r+m−(k)}K (k) r+m −1 r+m P^{1− (k)r+m} (g)P^{(k)r+m} (g^{(r+m)})

k funkcii g = S_{u,m}(f^{(m)}) = u^{−m}δ^m_u (f) i pol~zuØs~ opredeleniem modulØ nepreryvnosti, nahodim

P (f^{(m)}) 6 u^r m−1∑ ν=0 A_{r,ν} ω_ν (f^{(r+m)} , h)_P

+ ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) u^{(k)−m}K_{r+m−(k)}

× ( ω_m(f, h)_P K_{r+m} )_{1−}^{(k)}_{r+m} ω (k) r+m m (f^{(r+m)} , h)_P .

V silu neravenstva

ω_m(f^{(r+m)} , h)_P 6 2^mM_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P (5)

imeem

P (f^{(m)}) 6 u^r m−1∑ ν=0 2^νA_{r,ν} M_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P

+ ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) u^{(k)−m}K_{r+m−(k)}

× ( ω_m(f, h)_P K_{r+m} )_{1−}^{(k)}_{r+m} (2^mM_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P )^{(k)r+m} .

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 15 Dalee rassmotrim dva sluqaØ. Esli M_{r,m} (f^{(r+m)} , h)_P ≠ 0 i n ( ω_m(f, h)_P K_{r+m}2^mM_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P ) 1_{r+m} 6 1,

to poloßim u = λ ( ω_m(f, h)_P K_{r+m}2^mM_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P ) 1_{r+m} . UprowaØ, poluqaem

P (f^{(m)}) 6 D_{r,m}(λ) ( ω_m(f, h)_P K_{r+m}2^m ) r_{r+m} M^{mr+m}_{r,m} (f^{(r+m)} , h)_P . (6)

Esli ße M_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P = 0 ili M_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P ≠ 0 i n ( ω_m(f, h)_P K_{r+m}2^mM_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P ) 1_{r+m} ¿ 1,

to vypolnØetsØ neravenstvo M_{r,m}(f^{(r+m)} , h)_P 6 n^{r+m} ω_m(f, h)_P K_{r+m}2^m . (7)

V fftom sluqae poloßim u = h. PrimenØØ (7), poluqim

P (f^{(m)}) 6 D_{r,m}(λ) n^m K_{r+m}2^m ω_m(f, h)_P . (8)

Ob¨edinØØ ocenki (6) i (8), prihodim k (4).

Zameqanie 1. Sootnoxenie Mr,m(f^{(r+m)}, h)P =0 vleqet P (f^{(m)}) =

= 0. Deæstvitel~no, v fftom sluqae po neravenstvu (5) okaßetsØ, qto i ω_m(f^{(r+m)} , h)_P = 0, a togda po neravenstvu tipa Ahiezera– Kreæna–Favara budet i ω_m(f, h)_P = 0. Iz dokazannoæ teoremy teper~ sleduet, qto P (f^{(m)}) = 0.

Zameqanie 2. Pust~ r, m ∈ N, n, λ > 0, polunorma P ∈ A i li-

neænoe, invariantnoe otnositel~no sdviga mnoßestvo funkciæ

Y ⊂ C^{(r+m)} takovy, qto sup_{g∈Y} P (g) P (g^{(r+m)}) 6 K_{r+m} n^{r+m} . (9)

16 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK Togda dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y

P (f^{(m)}) 6 D_{r,m}(λ) ( ω_m ( f,^λ_n ) P K_{r+m}2^m ) r_{r+m} M^{mr+m}_{r,m} ( f^{(r+m)} , λ n ) P . DlØ dokazatel~stva nado zametit~, qto v silu neravenstva (9), vozvedennogo v stepen~^m_{r+m} , i neravenstva (5) vtoraØ veliqina pod znakom maksimuma v (4) ne prevoshodit pervoæ.

Otmetim dva sluqaØ [2, s. 148], kogda vypolnØetsØ neravenstvo (9) (zdes~ n ∈ N):

1) Y = C^{(r+m)}, a P = E_n(·)_Q, gde Q ∈ A;

2) Y ⊂ C^{(r+m)} – klass funkciæ, ortogonal~nyh T_{2n−1}, a P – proizvol~naØ polunorma klassa A.

Sledstvie 1. Pust~ P ∈ A^∘, n, r, m ∈ N, λ > 0, f ∈ C^{(r+m)}. Togda

Ξ_n(f^{(m)} )_P 6 D_{r,m}(λ) max ( ω_m ( f,^λ_n ) Ξ_n(·)_P K_{r+m}2^m )^r_{r+m}

× M^{mr+m}r,m ( f^{(r+m)} , λ n ) Ξ_n(·)_P , n^mω_m ( f,^λ_n ) Ξ_n(·)_P K_{r+m}2^m .

DlØ dokazatel~stva sledstviØ 1 nado primenit~ teoremu 1 k polunorme Ξ_n(·)_P .

Sledstvie 2. Pust~ P ∈ A, n, r, m ∈ N, λ > 0, f ∈ C^{(r+m)}. Togda

E_n(f^{(m)})_P 6 D_{r,m}(λ) ( ω_m ( f,^λ_n ) E_n (·)_P K_{r+m}2^m )^r_{r+m}

×M^{mr+m}r,m ( f^{(r+m)} , λ n ) E_n (·)_P .

Sledstvie 2 vytekaet iz sledstviØ 1 i zameqaniØ 2.

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 17

Sledstvie 3. Pust~ P ∈ A, n, r, m ∈ N, λ > 0, f ∈ C^{(r)}. Togda

E_n(f)_P 6 D_{r,m}(λ) n^r ( ω_m ( f^{(r)} ,^λ_n ) E_n (·)_P

2^m )^r_{r+m}

×M^{mr+m}r,m ( f^{(r)}, λ n ) E_n (·)_P . (10)

Dokazatel~stvo. Ne umen~xaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

A_0(f) = 0. Primenim sledstvie 2 k funkcii g = f^{(−m)}. Teper~

ostaetsØ vospol~zovat~sØ neravenstvami ω(g, h)_{En (·)P} 6 K_{r+m} n^{r+m} ω(g^{(r+m)} , h)_{En (·)P} , vyteka¸wimi iz lemmy 6.

Sledstvie 4. Pust~ P ∈ A, n, r, m ∈ N, λ > 0, f ∈ C^{(r)}. Togda

E_n(f)_P 6 D_{r,m}(λ) n^r M_{r,m} ( f^{(r)}, λ n ) E_n(·)_P . (11)

Pri λ = π pravaØ qast~ neravenstva (11) ubyvaet po m, pofftomu nailuqxu¸ ocenku daet predel pravoæ qasti pri m → ∞.

Sledstvie 5. Pust~ P ∈ A, n, r ∈ N, f ∈ C^{(r)}. Togda

E_n(f)_P 6 K_r n^r M_{r,∞} ( f^{(r)}, π n ) E_n (·)_P .

Zameqanie 3. Moßno uveliqit~, voobwe govorØ, pravye qasti

neravenstv sledstviæ 1–5, vzØv moduli nepreryvnosti otnositel~no polunormy P .

Teorema 1 pri special~nom vybore λ (v zavisimosti ot P ) i sledstviØ 2–5 pri λ = π i proizvol~nom m soderßatsØ v [2, glava 4, §4, 5]; sledstviØ 2–4 pri m = 1, neqetnom r i proizvol~- nom λ – v [3].

18 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Sledstvie 6. Pust~ P ∈ A^∘, n, r, μ + 1, m ∈ N, λ > 0, f ∈ C^{(r+m)}.

Togda

Ξ_{n,μ}(f^{(m)})_P 6 D_{r,m} (λ) max ( ω_m ( f,^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P K_{r+m}2^m )^r_{r+m}

× M^{mr+m}r,m ( f^{(r+m)} , λ n ) Ξ_{n,μ}(·)_P , n^mω_m ( f,^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P K_{r+m}2^m .

Pri fftom Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

DlØ dokazatel~stva sledstviØ 6 nado primenit~ teoremu 1 k polunorme Ξ_{n,μ}(·)_P (Ξ^×_{n,μ}(·)_P ).

Sledstvie 7. Pust~ n, r, μ, m ∈ N, μ ¿ r + m − 1, λ > 0, 1 6 p 6 ∞,

f ∈ C^{(r)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f)_p 6 D_{r,m}(λ) n^r max ( ω_m ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}�_r�_m (·)_p

2^m )^r_{r+m}

× M^{mr+m}r,m ( f^{(r)}, λ n ) Ξ_{n,μ}(·)_p , ω_m ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}�_r�_m (·)_p

2^m . (12)

Esli μ ¿ r + m, to Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

Dokazatel~stvo. Ne umen~xaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

A_0(f) = 0. Primenim sledstvie 6 k norme v L_p i funkcii g = f^{(−m)}. DlØ poluqeniØ neravenstva (12) teper~ ostaetsØ vos-

pol~zovat~sØ neravenstvami ω(g, h)_{Ξn,μ(·)p} 6 K_{r+m} n^{r+m} ω(g^{(r+m)} , h)_{Ξn,μ}�_r�_{m(·)p} , (13)

vyteka¸wimi iz lemmy 7.

Neravenstvo dlØ prostranstv s krestikami dokazyvaetsØ analogiqno.

Zameqanie 4. V svØzi s tem, qto dlØ nailuqxih priblißeniæ

trigonometriqeskimi mnogoqlenami vtoraØ veliqina pod znakom maksimuma ne prevoshodit pervoæ, i pravaØ qast~ neravenstv teoremy 1 i ee sledstviæ uprowaetsØ, voznikaet vopros,

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 19 nel~zØ li poluqit~ podobnu¸ ocenku i dlØ priblißeniæ splaænami. DlØ opredelennosti ograniqimsØ sluqaem p = ∞. Pokaßem, qto otvet na fftot vopros otricatelen: neravenstva E_{n,μ}(f)_∞ 6 D n^r ω^{rr+m}_m ( f^{(r)}, λ n ) Ξ_{n,μ}�_r�_m (·)1 M^{mr+m}_{r,m} ( f^{(r)}, λ n ) Ξ_{n,μ}(·)1 (14) ne mogut vypolnØt~sØ ni s kakoæ konstantoæ D, ne zavisØweæ ot n i f. Pust~ f ∈ C^{(∞)} i vypolneno neravenstvo (14). Po lemme 7 tem bolee vypolnØetsØ neravenstvo E_{n,μ}(f)_∞ 6 D n^r ( K_{μ+1−r−m} n^{μ+1−r−m} ω_m ( f^{(μ+1−m)}, λ n ) ∞ ) r_{r+m}

× ( K_{μ+1} n^{μ+1} ‖f^{(r+μ+1)} ‖_∞ ) m_{r+m}

= D_1 n^{μ+1} ω^{rr+m}_m ( f^{(μ+1−m)} , λ n ) ∞ ‖f^{(r+μ+1)}‖^{mr+m}∞ . Iz obratnyh teorem dlØ priblißeniØ splaænami sleduet, qto esli f ∈ C^{(∞)} i E_{n,μ}(f)_∞ = o

(_1 n^{μ+1} ) , to funkciØ f postoØnna.

Sledovatel~no, neravenstva (14) ne mogut vypolnØt~sØ ni dlØ kakoæ funkcii iz C^{(∞)}, otliqnoæ ot postoØnnoæ.

Analogiqno (i daße s ewe bol~xim zapasom) dokazyvaetsØ, qto ne moßet vypolnØt~sØ neravenstvo, poluqennoe iz (14) zamenoæ Ξ_{n,μ−r−m} na Ξ_{n,μ}.

Takim obrazom, vtoru¸ veliqinu pod znakom maksimuma v sledstvii 7 otbrosit~ nel~zØ; v qastnosti, ona ne obØzana maßorirovat~sØ pervoæ. Tem bolee, fftogo nel~zØ sdelat~ v teoreme 1 i sledstvii 6; analogiqnoe zameqanie spravedlivo i po otnoxeni¸ k sledu¸wim dalee teoreme 2 i sledstviØm 13 i 14.

Sledstvie 8. Pust~ n, r, μ, m ∈ N, μ ¿ r + m − 1, λ > 0, 1 6 p 6 ∞,

f ∈ C^{(r)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f)_p 6 D_{r,m}(λ) n^r ( ω_m ( f^{(r)},^λ_n ) p 2^m )^r_{r+m} M^{mr+m}r,m ( f^{(r)}, λ n ) p . (15)

Esli μ ¿ r + m, to Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

20 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (15) sleduet iz (12), esli sna-

qala uveliqit~ pravu¸ qast~, zameniv moduli nepreryvnosti otnositel~no Ξ_n na moduli nepreryvnosti v L_p, a zatem uqest~, qto v silu neravenstva (5) dlØ moduleæ nepreryvnosti v L_p vtoraØ veliqina pod znakom maksimuma ne prevoshodit pervoæ.

Sledstvie 9. Pust~ n, r, μ, m ∈ N, μ ¿ r + m − 1, λ > 0, 1 6 p 6 ∞,

f ∈ C^{(r)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f)_p 6 D_{r,m}(λ) n^r M_{r,m} ( f^{(r)}, λ n ) p . (16)

Esli μ ¿ r + m, to Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

Pri λ = π pravaØ qast~ neravenstva (16) ubyvaet po m, pofftomu nailuqxu¸ ocenku daet vybor naibol~xego m, t.e.

m = μ + 1 − r dlØ Ξ i m = μ − r dlØ Ξ^×.

Sledstvie 10. Pust~ n, r, μ ∈ N, μ ¿ r, 1 6 p 6 ∞, f ∈ C^{(r)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f)_p 6 K_r n^r M_{r,μ+1−r} ( f^{(r)} , π n ) p (μ ¿ r), Ξ^×_{n,μ}(f)_p 6 K_r n^r M_{r,μ−r} ( f^{(r)}, π n ) p (μ ¿ r + 1).

§4. Dal~neæxie rezul~taty dlØ pervogo modulØ nepreryvnosti Rassmotrim podrobnee sluqaæ m = 1 v teoreme 1. Napomnim, qto M_{r,1}(g, h)_P = {_{ω1(g,h)P} 2 , r neqetno, P (g), r qetno.

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 21

Teorema 2. Pust~ P ∈ A, r, s ∈ N, r ¿ s, n, λ > 0, f ∈ C^{(r+1)}. Togda

P (f^{(s)}) 6 D_{r+1−s,1}(λ) max ( ω_1 ( f,^λ_n ) P 2K_{r+1}

)_{1−} s_{r+1}

× ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) P 2 ) r+1�s_{r+1} s�1_{r+2}�_s

M^{1r+2}�^s r+1−s,1 ( f^{(r+1)}, λ n ) P ,

n ( ω_1 ( f,^λ_n ) P 2K_{r+1}

)_{1−}^s�^1_{r+1} ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) P 2 )^s�^1_{r+1} .

Dokazatel~stvo. Pri s = 1 teorema 2 sovpadaet s teoremoæ 1

pri m = 1. Pust~ s > 1. Primenim teoremu 1 pri m = 1 k funkcii f^{(s−1)} i qislu r + 1 − s vmesto r. Poluqim

P (f^{(s)}) 6 D_{r+s−1,1}(λ) max ( ω_1 ( f^{(s−1)},^λ_n ) P 2K_{r+2−s} ) r+1�s r+2�s

× M^{1r+2}�^s r+1−s,1 ( f^{(r+1)}, λ n ) P , nω_1 ( f^{(s−1)},^λ_n ) P 2K_{r+2−s} .

Ostalos~ primenit~ k kaßdoæ veliqine pod znakom maksimuma neravenstvo tipa Kolmogorova

ω_1(f^{(s−1)}, h)_P K_{r+2−s} 6 ( ω_1(f, h)_P K_{r+1} )_{1−} s�1_{r+1} ω^s �1_{r+11 (f (r+1) , h)P}

i proizvesti uproweniØ.

Sledstvie 11. Pust~ P ∈ A^∘, n, r, s ∈ N, r ¿ s, λ > 0, f ∈ C^{(r+1)}.

22 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Togda

Ξ_n(f^{(s)})_P 6 D_{r+1−s,1}(λ) max ( ω_1 ( f,^λ_n ) Ξ_n (·)_P

2K_{r+1} )1−^s_{r+1}

× ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) Ξ_n(·)_P 2 )^{r+1}�^s_{r+1}^s�^1_{r+2}�_s

M^{1r+2}�^s r+1−s,1 ( f^{(r+1)}, λ n ) Ξ_n (·)_P ,

n ( ω_1 ( f,^λ_n ) Ξ_n(·)_P

2K_{r+1}

)1−^s�^1_{r+1} ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) Ξ_n (·)_P 2 )^s�^1_{r+1} .

DlØ dokazatel~stva sledstviØ 11 nado primenit~ teoremu 2 k polunorme Ξ_n(·)_P .

Pri s = 1 sledstvie 11 sovpadaet so sledstviem 1 pri m = 1.

Sledstvie 12. Pust~ P ∈ A, n, r, s ∈ N, r ¿ s, λ > 0, f ∈ C^{(r+1)}.

Togda

E_n(f^{(s)})_P 6 D_{r+1−s,1}(λ) ( ω_1 ( f,^λ_n ) E_n (·)_P

2K_{r+1}

)_{1−}^s_{r+1}

× ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) E_n(·)_P 2 )^{r+1}�^s_{r+1}^s�^1_{r+2}�_s

M^{1r+2}�^s r+1−s,1 ( f^{(r+1)}, λ n ) E_n (·)_P .

Sledstvie 12 vytekaet iz sledstviØ 11 i zameqaniØ 2. Pri s = 1 sledstvie 12 sovpadaet so sledstviem 2 pri m = 1. Pri neqetnom r − s + 1 i proizvol~nom λ sledstvie 12 soderßitsØ v [3].

Sledstvie 13. Pust~ P ∈ A^∘, n, r, s, μ + 1 ∈ N, r ¿ s, λ > 0,

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 23

f ∈ C^{(r+1)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f^{(s)})_P 6 D_{r+1−s,1}(λ) max ( ω_1 ( f,^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P 2K_{r+1} )1−^s_{r+1}

× ( ω_1 ( f^{(r+1)} ,^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P 2 )^{r+1}�^s_{r+1}^s�^1_{r+2}�_s

M^{1r+2}�^s r+1−s,1 ( f^{(r+1)}, λ n ) Ξ_{n,μ}(·)_P ,

n ( ω_1 ( f,^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P 2K_{r+1}

)1−^s�^1_{r+1} ( ω_1 ( f^{(r+1)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_P 2 )^s�^1_{r+1} .

Pri fftom Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

DlØ dokazatel~stva sledstviØ 6 nado primenit~ teoremu 1 k polunorme Ξ_{n,μ}(·)_P (Ξ^×_{n,μ}(·)_P ).

Pri s = 1 sledstvie 13 sovpadaet so sledstviem 6 pri m = 1.

Sledstvie 14. Pust~ n, r, s, μ ∈ N, μ ¿ r + s − 1, λ > 0, 1 6 p 6 ∞,

f ∈ C^{(r)}. Togda

Ξ_{n,μ}(f)_p 6 D_{r,1}(λ) n^r max ( ω_1 ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}�_r�_s(·)_p 2 )^r_{r+s}

× ( ω_1 ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_p 2 )^r_{r+s}^s�^1_{r+1}

M^{1r+1}_{r,1} ( f^{(r)}, λ n ) Ξ_{n,μ}(·)_p , ( ω_1 ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}�_r�_s(·)_p 2 )^{r+1}_{r+s} ( ω_1 ( f^{(r)},^λ_n ) Ξ_{n,μ}(·)_p 2 )^s�^1_{r+s} .

(17)

Esli μ ¿ r + s, to Ξ moßet byt~ zameneno na Ξ^×.

Dokazatel~stvo. Ne umen~xaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

A_0(f) = 0. Primenim sledstvie 13 k norme v L_p, funkcii g = f^{(−s)} i qislu r + s − 1 vmesto r. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva

ostaetsØ vospol~zovat~sØ neravenstvami (13) s s vmesto m.

Pri s = 1 sledstvie 14 sovpadaet so sledstviem 7 pri m = 1.

24 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

Zameqanie 5. Neravenstva (17) pri razliqnyh s ne svodØtsØ

drug k drugu, tak kak v nih figuriru¸t razliqnye prostranstva splaænov. �to razliqie propadaet, kak tol~ko my perehodim k modulØm nepreryvnosti v L_p ili k priblißeni¸ trigonometriqeskimi polinomami.

Zameqanie 6. Kak sleduet iz rezul~tatov raboty V. L. Veli-

kina [6], v sluqae prostranstv L_p rezul~taty dlØ priblißeniæ trigonometriqeskimi mnogoqlenami mogut byt~ poluqeny iz rezul~tatov dlØ priblißeniæ splaænami predel~nym perehodom pri μ → ∞.

Zameqanie 7. My formuliruem utverßdeniØ dlØ polunorm, za-

dannyh na C, i funkciæ klassa C^{(r)}. S pomow~¸ metoda rasprostraneniØ [2, s. 152–153] ocenki perenosØtsØ na bolee xirokie klassy funkciæ; v qastnosti, na prostranstva W^{(r)}p .

Zameqanie 8. Otmetim sluqai, kogda nam izvestna toqnost~ po-

luqennyh neravenstv. (Toqnost~ neravenstva vida Λ(f) 6 Π(f) (f ∈ X) oznaqaet, qto sup_{f∈X}^{Λ(f)}_{Π(f)} = 1.)

1. Pri p = 1, ∞, P (f) = ‖f‖_p i xage modulØ nepreryvnosti, ravnom^π_n , toqnymi ØvlØ¸tsØ vse neravenstva sledstviæ 1–14, tak kak toqnymi ØvlØ¸tsØ vyteka¸wie iz nih neravenstva

E_n(f)_p 6 K_r n^r ‖f^{(r)}‖_p, E_{n,μ}(f)_p 6 K_r n^r ‖f^{(r)}‖_p. (18)

2. Pri P (f) = ‖f‖_∞ i xage modulØ nepreryvnosti, ravnom^π_{αn} , α – neqetnoe natural~noe qislo, toqnymi ØvlØ¸tsØ vse neravenstva sledstviæ 1–4, 6–9 pri r neqetnom, m = 1; vse neravenstva sledstviæ 11–13 pri r − s + 1 neqetnom; vse neravenstva sledstviØ 14 pri r neqetnom (nekotorye utverßdeniØ posle takoæ specifikacii parametrov sovpadut). �to sleduet iz toqnosti vyteka¸wih iz nih neravenstv (zdes~ r, α ∈ N, neqetny, μ ¿ r)

E_n(f)_∞ 6 D_{r,1} (_π α ) n^r ω_1 ( f^{(r)}, π αn ) ∞ , E_{n,μ}(f)_∞ 6 D_{r,1} (_π α ) n^r ω_1 ( f^{(r)}, π αn ) ∞ , ustanovlennyh, sootvetstvenno, v [3] i [4].

Zameqanie 9. Iz toqnosti konstanty v neravenstve (18) sledu-

et, qto min_{λ>0} D_{r,m}(λ) = D_{r,m} (π) = K_r. Pri λ > π v neravenstvah

TOQNYE NERAVENSTVA TIPA KOLMOGOROVA 25 raboty, soderßawih v pravoæ qasti konstantu D_{r,m} (λ), v silu vozrastaniØ moduleæ nepreryvnosti moßno zamenit~ D_{r,m}(λ) na D_{r,m}(π). Literatura

1. N. P. Korneæquk, Toqnye konstanty v teorii priblißeniØ. M., 1987. 2. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 3. O. L. Vinogradov, V. V. ȷuk, Toqnye neravenstva, svØzannye s ocenkami priblißeniæ periodiqeskih funkciæ posredstvom moduleæ nepreryvnosti ih neqetnyh proizvodnyh s razliqnym xagom. — Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 19 (1999), 69–88.

4. O. L. Vinogradov, V. V. ȷuk, Toqnye ocenki otkloneniæ lineænyh metodov priblißeniØ periodiqeskih funkciæ posredstvom lineænyh kombinaciæ moduleæ nepreryvnosti razliqnyh porØdkov. — Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 25 (2002).

5. O. L. Vinogradov, Analog summ Ahiezera–Kreæna–Favara dlØ periodiqeskih splaænov minimal~nogo defekta. — Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 25 (2002).

6. V. L. Velikin, O predel~noæ svØzi meßdu priblißeniØmi periodiqeskih funkciæ splaænami i trigonometriqeskimi polinomami. — Doklady AN SSSR. T. 258. ˝ 3 (1981), 525–529.

Vinogradov O. L., Zhuk V. V. Sharp Kolmogorov-type inequalities for moduli of continuity and best approximations by trigonometric polynomials and splines.

In what follows C is the space of 2π-periodic continuous functions; P is a seminorm defined on C, shift-invariant, and majorized by the uniform norm; ω_m(f, h)_P is the mth modulus of continuity of a function f with

step h and calculated with respect to P ; K_r =^4_π^∞ ∑ l=0 (−1)^{l(r+1)} (2l+1)^{r+1} , Br(x) =

−^{r!}_{2r}�_{1πr}^∞ ∑ k=1 cos(2kπx−rπ/2) k^r (r ∈ N), B0(x) = 1, γr =

B_r (^1_2 )

r! ; (k) = k_1 + · · · + k_m, K_{r,m} = { k ∈ Z^m_+ : 0 6 kν 6 r + ν − 2 − k1 − · · · − kν−1^} ,

A_{r,0} =^2_{r!}

∫_{1/2} 0 | |B_r (t) − B_r (^1_2 ) | | dt,

A_{r,m} = ∑ k∈K_{r,m} (_m ∏ j=1 |γ_{kj} | ) A_{r+m−(k),0}, Σ_{r,m} =^{m−1} ∑ ν=0 2^νA_{r,ν} ,

26 O. L. VINOGRADOV, V. V. ȷUK

M_{r,m}(f, h)_P = Σ^{−1}_{r,m}^{m−1} ∑ ν=0 A_{r,ν} ω_ν(f, h)_P , r is even, Σ^{−1}_{r,m} (_A r,0 2 ω_1(f, h)_P +^{m−1} ∑ ν=1 A_{r,ν} ω_ν (f, h)_P ) , r is odd.

Theorem 1. Let r, m ∈ N, n, λ > 0, f ∈ C^{(r+m)}. Then

P (f^{(m)}) 6 λ^r

Σ_{r,m} + 2^m ∑ k∈K_{r,m} (_m∏ j=1 |γ_{kj} | ) K_{r+m−(k)} λ^{r+m−(k)}

× max ( ω_m ( f,^λ_n ) P K_{r+m}2^m ) r_{r+m} M^{mr+m}_{r,m} ( f^{(r+m)} , λ n ) P , n^mω_m ( f,^λ_n ) P K_{r+m}2^m .

For some values of λ and seminorms related to best approximations by trigonometric polynomials and splines in the uniform and integral metrics, the inequalities are sharp.

Postupilo 22 oktØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: olvin@math.spbu.ru, zhuk@math.spbu.ru