Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

A. N. Zinov~ev

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY DL˚ SIMVOLA GIL^BERTA V MNOGOMERNOM POLNOM POLE

Vvedenie

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ neposredstvennym prodolßeniem raboty [1], v kotoroæ iz Øvnoæ formuly Vostokova kummerova tipa vyvedeny obobwennye formuly Artina–Hasse i Ivasavy v polnom diskretno normirovannom pole harakteristiki 0 s soverxennym polem vyqetov harakteristiki p > 2. V dannoæ rabote rassmatrivaetsØ obobwennyæ simvol Gil~berta v krugovom rasxirenii absol¸tno nerazvetvlennogo mnogomernogo polnogo polØ harakteristiki 0 s soverxennym poslednim polem vyqetov harakteristiki p > 2. Ispol~zuØ tehniku, razvitu¸ v [1, §2], my perenosim osnovnye rezul~taty raboty [1] na mnogomernyæ sluqaæ.

V razdele 1 my napominaem opredelenie obobwennogo simvola Gil~berta v mnogomernom polnom pole, a takße zadaem Øvnoe sparivanie Vostokova na topologiqeskih K-gruppah Milnora.

V razdele 2 rassmatrivaetsØ naibolee soderßatel~nyæ s arifmetiqeskoæ toqki zreniØ sluqaæ mnogomernogo polnogo polØ smexannoæ harakteristiki. V teoreme 2.1 iz Øvnoæ formuly Vostokova vyvodØtsØ obobwennye formuly Artina–Hasse. DlØ formulirovki obobwennoæ formuly Ivasavy v predloßenii 2.1 i sledstvii 2.2 logarifmiqeskaØ proizvodnaØ obobwaetsØ na mnogomernyæ sluqaæ. V teoreme 2.2 dokazyvaetsØ obobwennaØ formula Ivasavy.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ professoru S. V. Vostokovu za postanovku zadaqi i cennye zameqaniØ.

TerminologiØ i oboznaqeniØ

Na protØßenii vseæ raboty budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI No. 00-01-00140. 233

234 A. N. ZINOV^EV

oboznaqeniØ:

• p – fiksirovannoe prostoe qislo, vs¸du predpolagaem p ≠ 2;

• v_p – normalizovannoe p-adiqeskoe normirovanie na Q_p; • ζ := ζ_pm – fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni p^m

iz 1, m ¿ 1;

• μ_pm – cikliqeskaØ gruppa, poroßdennaØ ζ;

• K – n-mernoe polnoe pole harakteristiki 0, t.e. pole, dlØ kotorogo zadana cepoqka poleæ K^{(n)} = K, K^{(n−1)}, . . . , K^{(0)}, takih, qto K^{(i+1)} – polnoe diskretno normirovannoe pole s polem vyqetov K^{(i)}, 0 6 i 6 n − 1, a K^{(0)} – soverxennoe pole harakteristiki p. Vs¸du predpolagaetsØ, qto K – pole smexannoæ harakteristiki, t.e. char (K) = 0, a char (K^{(n−1)}) = p, a takße qto K soderßit μ_pm ; • K = K^{(n−1)} – pervoe pole vyqetov K; • F = K^{(0)} – poslednee pole vyqetov K;

• t_1, . . . , t_n – fiksirovannaØ sistema lokal~nyh parametrov po-

lØ K (pod¨emy prostyh fflementov poleæ vyqetov K^{(i)} v K);

• v̄_K = (v_1, . . ., v_n) : K^∗ −→ Z^n – normirovanie ranga n na po-

le K, sootvetstvu¸wee sisteme lokal~nyh parametrov t_1, . . . ,

t_n, pri fftom gruppa Z^n uporØdoqena leksikografiqeski v sle-

du¸wem smysle: ā = (a_1, . . . , a_n) 6 b̄ = (b_1, . . . , b_n), esli a_l 6 b_l,

a_{l+1} = b_{l+1}, . . . , a_n = b_n pri nekotorom l 6 n;

• Z^n_+ = {ā ∈ Z^n | ā > ¯0};

• O_K = {α ∈ K | v̄_K (α) ¿ ¯0} – kol~co normirovaniØ ranga n

polØ K;

• M_K = {α ∈ K | v̄_K (α) > ¯0} – maksimal~nyæ ideal O_K ; • V_K = 1 + M_K – gruppa glavnyh edinic polØ K otnositel~no

normirovaniØ ranga n;

• K_r (K) – r-aØ K-gruppa Milnora polØ K, r ¿ 1; • V K_r (K) – podgruppa K_r (K), poroßdennaØ vsemi simvolami

vida {u, a_2, . . . , a_r}, gde u ∈ V_K , a a_2, . . . , a_r ∈ K^∗;

• K^{top}_r (K) (V K^{top}_r (K)) – r-aØ topologiqeskaØ K-gruppa Mil-

nora polØ K, opredelenie sm. v [7];

• v_K = v_n – normalizovannoe diskretnoe normirovanie na K; • O_K – kol~co celyh polØ K otnositel~no diskretnogo nor-

mirovaniØ v_K ;

• M_K – maksimal~nyæ ideal O_K ;

• e_K = v_K (p) – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ K;

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 235

• P_K (i) = {α ∈ K | v_K (α) ¿ i}, i ∈ Z. V qastnosti, O_K = P_K (0), M_K = P_K (1);

• U_K (i) := 1 + P_K(i) – podgruppa V_K pri i > 0;

• k_0 ⊂ K – pole qastnyh kol~ca vektorov Vitta W(F ); kak iz-

vestno, k_0 – absol¸tno nerazvetvlennoe polnoe diskretno normirovannoe pole harakteristiki 0 s soverxennym polem vyqetov F ; • o_0 – kol~co celyh k_0, t.e. o_0 = W(F );

• R – mul~tiplikativno zamknutaØ sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera fflementov polØ F v o_0;

• R^∗ = R \ {0} – podgruppa v gruppe edinic o^∗_0 polØ k_0;

• φ – avtomorfizm Frobeniusa polØ k_0;

• ℘ : o_0 −→ o_0 – operator Kart~e, zadannyæ ravenstvom ℘(α) = φ(α) − α, α ∈ o_0. DlØ α, β ∈ o_0 sravnenie α ≡ β mod (℘, p^m) v kol~ce o_0 oznaqaet, qto suwestvuet γ ∈ o_0 takoæ, qto α ≡ β + ℘(γ) mod p^m.

Na mnogomernom polnom pole K i ego mul~tiplikativnoæ gruppe K^∗ vvoditsØ topologiØ Parxina, polnoe opredelenie kotoroæ moßno naæti v [5] i [9]. Napomnim lix~, qto ffta topologiØ na K opredelØetsØ indukcieæ po razmernosti polØ i v kaqestve bazy okrestnosteæ 0 v K berutsØ mnoßestva vida U_{{Ui}} = { ∑ i≫−∞ h(a_i)t^i_n | a_i ∈ U_i } , (1)

gde {U_i} – posledovatel~nost~ okrestnosteæ 0 v K^{(n−1)}, takaØ, qto U_i = K^{(n−1)} pri dostatoqno bol~xih i, a h = h_{t1,...,tn−1} :

K^{(n−1)} −→ O_K – kanoniqeskiæ pod¨em, sootvetstvu¸wiæ dannoæ

sisteme lokal~nyh parametrov.

Podmnoßestvo I ⊂ Z^n nazyvaetsØ dopustimym, esli dlØ l¸- bogo 1 6 l 6 n i l¸bogo nabora j_{l+1}, . . . , j_n suwestvuet i =

i(j_{l+1}, . . . , j_n) ∈ Ztakoe, qto

(i_1, . . . , i_n) ∈ I, i_{l+1} = j_{l+1}, . . . , i_n = j_n =⇒ i_l ¿ i.

1. Obobwennyæ simvol Gil~berta i Øvnoe sparivanie Vostokova

DlØ togo, qtoby opredelit~ obobwennyæ simvol Gil~berta v mnogomernom polnom pole, nam ponadobitsØ ponØtie primarnyh fflementov. Napomnim, qto ω ∈ K^∗ nazyvaetsØ p^m-primarnym ili

236 A. N. ZINOV^EV

dlØ kratkosti primarnym, esli rasxirenie K(^{pm} √ ω)/K qisto

nerazvetvleno (t.e. poluqaetsØ za sqet rasxireniØ poslednih poleæ vyqetov). Legko videt~, qto primarnye fflementy polØ K obrazu¸t podgruppu v K^∗, kotoru¸ my oboznaqaem Ω. Ona, oqevidno, soderßit (K^∗)^{pm} . Oboznaqim Ω_m = Ω/(K^∗)^{pm} . DlØ α,

β ∈ Ω my pixem α ≈ β, esli α/β ∈ (K^∗)^{pm} .

Niße my dadim Øvnu¸ konstrukci¸ primarnyh fflementov i Øvno opixem gruppu Ω_m. DlØ fftogo nam potrebuetsØ vvesti rØd vaßnyh otobraßeniæ, v terminah kotoryh takße budet poluqena ØvnaØ formula Vostokova.

Oboznaqim

Xo_0[[X]] = { ∑ r̄∈I,r̄>¯0 a_{r̄}X^{r1}_1 . . . X^{rn}_n | | a_{r̄} } ⊂ o_0((X_1)) . . . ((X_n)),

gde r̄ = (r_1, . . ., r_n) probegaet dopustimoe podmnoßestvo I v Z^n_+. Poloßim o_{(p)} : = o_0{{X_1}} . . .{{X_{n−1}}}((X_n)), U : = 1 + Xo_0[[X]], H : = ⟨X_1⟩ × · · · × ⟨X_n⟩ × R^∗ × U ⊂ o^∗_{(p)}. Gruppa H nazyvaetsØ modulem krivyh Kart~e polØ K.

L¸boæ fflement α ∈ K moßet byt~ predstavlen v vide shodØwegosØ v topologii Parxina rØda α = ∑ r̄∈I a_{r̄}t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n , gde a_{r̄} ∈ o_0, a r̄ = (r_1, . . . , r_n) probegaet dopustimoe podmnoßestvo

I v Z^n, priqem esli potrebovat~ ar̄ = θr̄ ∈ R, to razloßenie po-

preßnemu suwestvuet i edinstvenno (s toqnost~¸ do vkl¸qeniØ nulevyh slagaemyh). Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸bogo α ∈ K^∗ suwestvuet α(X_1, . . . , X_n) ∈ H, takoæ, qto α(t_1, . . . , t_n) = α. RØd

α ∈ H nazyvaetsØ razloßeniem α v rØd Lorana po lokal~nym

parametram t_1, . . . , t_n. Estestvenno, takoe razloßenie ne edinstvenno.

Opredelim operator Frobeniusa na o_0{{X_1}} . . . {{X_n}} ( ∑ r̄∈Zn^{ar̄Xr11 . . . Xrnn )△ = ∑}r̄∈Zn^{φ(ar̄)Xp r11 . . . Xp rnn , gde ar̄ ∈ o0.}

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 237

DlØ l¸bogo f ∈ o^∗_{(p)}, tak kak f^p ≡ f^△ mod p, korrektno opredelena funkciØ l(f) = 1 p log(f^p/f^△).

DlØ l¸bogo g ∈ Xo_0[[X]] korrektno opredelena funkciØ Artina–Hasse

E(g) = exp ( g + g^△ p + g^{△2} p^2 + . . . ) . Esli my oboznaqim qerez

E(X) = exp ( X + X^p p + X^{p2} p^2 + . . . ) ∈ Zp[[X]] ffksponentu Artina–Hasse, to netrudno ubedit~sØ, qto dlØ

θ ∈ R^∗ spravedlivo E(θX^{r1}_1 . . . X^{rn}_n ) = E(θX^{r1}_1 . . . X^{rn}_n ) pri r̄ = (r_1, . . . , r_n) > ¯0.

Funkcii E i l zada¸t vzaimno obratnye izomorfizmy meßdu additivnoæ gruppoæ Xo_0[[X]] i mul~tiplikativnoæ gruppoæ U. V qastnosti, l(E(g)) = g dlØ g ∈ Xo_0[[X]].

Pust~ ζ – fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni p^m iz 1, kotoryæ leßit v K. Vyberem ζ(X_1, . . . , X_n) ∈ H takoæ, qto

ζ(t_1, . . . , t_n) = ζ. Poloßim

s_i(X_1, . . . , X_n) := ζ(X_1, . . . , X_n)^{pi} − 1, 1 6 i 6 m, s(X_1, . . . , X_n) := s_m(X_1, . . . , X_n). (2)

Predloßenie 1.1. Rassmotrim fflement ω(a) := E(a s(X_1, . . . , X_n))|_{X1=t1 ,...,Xn=tn} , a ∈ o_0. Togda

1) ω(a) ØvlØetsØ primarnym fflementom polØ K i ne zavisit (s toqnost~¸ do p^m-yh stepeneæ) ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n i rØda ζ(X_1, . . . , X_n).

2) L¸boæ primarnyæ fflement α polØ K moßet byt~ predstavlen v vide α ≈ ω(a), gde a ∈ o_0.

3) ω(a) ≈ ω(b) ⇐⇒ a ≡ b mod (℘, p^m), gde a, b ∈ o_0.

Dokazatel~stvo. Sm. [2, teorema 3.1] i [4, predloßenie 1.1]. •

238 A. N. ZINOV^EV

Sledstvie 1.1. Imeet mesto izomorfizm

ψ : o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0))^∼−→ Ω_m, ā −→ ω(a), (3) gde ā – ffto vyqet fflementa a ∈ o_0.

Sledstvie 1.2. Predpoloßim, qto poslednee pole vyqetov K ko-

neqno. Togda harakter χ : Ω_m −→ μ_pm , zadannyæ po formule

χ(ω(a)) = ζ^{Trk0/}Q^{p(a)}, a ∈ o_0, (4)

ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Sm. [2, teorema 3.1 i sledstvie]. •

Sperva my opredelim obobwennyæ simvol Gil~berta v qastnom sluqae, kogda poslednee pole vyqetov polØ K koneqno. Lokal~naØ teoriØ poleæ klassov K. Kato daet nepreryvnoe in¨ektivnoe otobraßenie vzaimnosti

Ψ_K : K^{top}_n (K) −→ Gal(K^{ab}/K),

gde K^{ab} – maksimal~noe abelevo rasxirenie K. Obobwennyæ simvol Gil~berta opredelØetsØ kak sparivanie

( , )_m : K^{top}_n (K) × K^∗ −→ μ_pm , (α, β)_m =^{pm} √ β^{ΨK (α)−1}, (5)

gde α ∈ K^{top}_n (K), β ∈ K^∗. Otmetim, qto dlØ n = 1 dannoe sparivanie sovpadaet s klassiqeskim simvolom Gil~berta.

Teper~ pereædem k obwemu sluqa¸ soverxennogo poslednego polØ vyqetov. Predpoloßiv dopolnitel~no, qto poslednee pole vyqetov F ne ØvlØetsØ algebraiqeski p-zamknutym, t.e. F imeet netrivial~nye p-rasxireniØ, I. B. Fesenko postroil lokal~- nu¸ teori¸ poleæ p-klassov, kotoraØ opisyvaet abelevy vpolne razvetvlennye p-rasxireniØ polØ K. Detal~noe izloßenie moßno naæti v [8]. Oboznaqim qerez K̃ maksimal~noe abelevo qisto nerazvetvlennoe p-rasxirenie polØ K. Ispol~zuØ postroennoe v fftoæ teorii otobraßenie vzaimnosti

Ψ_K : V K^{top}_n (K) −→ HomZ_p(Gal(K̃/K), Gal(K^{ab}_p /K̃)),

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 239

gde K^{ab}_p – maksimal~noe abelevo p-rasxirenie polØ K, a fflementy gruppy sprava – ffto nepreryvnye Z_p-gomomorfizmy otnositel~no diskretnoæ topologii na Gal(K^{ab}_p /K̃), I. B. Fesenko opredelil sparivanie

( , )_m : V K^{top}_n (K) × K^∗ −→ HomZ_p(Gal(K̃/K), μ_pm ), (α, β)_m(γ) =^{pm} √ β^{ΨK (α)(γ)−1}, (6)

gde α ∈ V K^{top}_n (K), β ∈ K^∗, a γ ∈ Gal(K̃/K).

Teper~ zametim, qto, po teorii Vitta, imeet mesto izomorfizm

Ω_m^∼−→ HomZ_p(Gal(K̃/K), μ_pm ), ω −→ ( γ →^{pm} √ ω^{γ−1} ) . (7)

Obobwennyæ simvol Gil~berta opredelØetsØ kak kompoziciØ sparivaniØ (6), i izomorfizma, obratnogo k (7),

( , )_m : V K^{top}_n (K) × K^∗ −→ Ω_m.

Otmetim, qto hotØ my i oboznaqaem dannoe sparivanie tak ße, kak i obobwennyæ simvol Gil~berta (5), opredelennyæ v sluqae koneqnogo poslednego polØ vyqetov, iz konteksta vsegda budet Øsno, o kakom sparivanii idet req~. �ti sparivaniØ svØzany estestvennym obrazom, a imenno sußenie sparivaniØ (5) na

V K^{top}_n (K) × K^∗ sovpadaet so skvoznym otobraßeniem

V K^{top}_n (K) × K^{∗ ( , )m}−→ Ω_m χ_∼ −→ μ_pm , (8) gde izomorfizm χ opredelen ravenstvom (4) v sledstvii 1.2.

Teper~ my pereædem k postroeni¸ Øvnogo sparivaniØ Vostokova na topologiqeskih K-gruppah Milnora. DlØ α ∈ o^∗_{(p)} qerez

δ_i(α) oboznaqim i-u¸ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸, t.e.

δ_i(α) = ∂_iα α , 1 6 i 6 n, gde ∂_iα =^∂_{∂Xi} α – qastnaØ proizvodnaØ po X_i. Zametim, qto dlØ α, β ∈ o^∗_{(p)} spravedlivo ravenstvo

δ_i(αβ) = δ_i(α) + δ_i(β). (9)

240 A. N. ZINOV^EV

Opredelim otobraßenie

[ , . . ., ]_m : (K^∗)^{n+1} −→ o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0)), [α_1, . . ., α_{n+1}]_m = res Φ(α_1, . . . , α_{n+1})/s, (10)

gde α_1, . . ., α_{n+1} ∈ K^∗, res = res_{X1 ,...,Xn} – kofffficient rØda Lorana pri odnoqlene X^{−1}_1 . . . X^{−1}_n , α_1, . . . , α_{n+1} ∈ H takie, qto

α_i(t_1, . . . , t_n) = α_i, 1 6 i 6 n + 1, rØd s opredelen v (2), a rØd

Lorana Φ(α_1, . . . , α_{n+1}) zadan po formule

Φ(α_1, . . . , α_{n+1}) = l(α_{n+1})D_{n+1} − l(α_n)D_n + · · · + (−1)^nl(α_1)D_1, (11) gde

D_i = 1 p^{n−i+1}

| | | | | | δ_1(α_1) . . . δ_n(α_1) . . . . . . . . . δ_1(α_{i−1}) . . . δ_n(α_{i−1}) δ_1(α^△_{i+1}) . . . δ_n(α^△_{i+1}) . . . . . . . . . δ_1(α^△_{n+1}) . . . δ_n(α^△_{n+1})

| | | | | | , 1 6 i 6 n + 1. (12)

V [2, predloßenie 4.3] dokazano, qto dannoe sparivanie korrektno opredeleno, t.e. ono ne zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n, a takße ot vybora razloßeniæ

α_1, . . . , α_{n+1} i ζ v rØdy Lorana po lokal~nym parametram, qto

ono mul~tiplikativno po vsem argumentam i udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga. Netrudno takße ubedit~sØ, qto ono sekvencial~no nepreryvno po vsem argumentam, esli na K^∗ vvedena topologiØ Parxina, a na o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0)) – diskretnaØ topologiØ.

DlØ 1 6 l 6 n iz sformulirovannyh vyxe svoæstv [ , . . . , ]_m sleduet, qto dannoe sparivanie induciruet sparivanie ⟨ , ⟩^{(l)}m na topologiqeskih K-gruppah Milnora

⟨ , ⟩^{(l)}_m : K^{top}_l (K)/p^mK^{top}_l (K) × K^{top}_{n+1−l}(K)/p^mK^{top}_{n+1−l}(K) −→ Ω_m

takoe, qto dlØ simvolov α = {α_1, . . . , α_l}, β = {β_1, . . . , β_{n+1−l}} spravedlivo ⟨α, β⟩^{(l)}m = ψ([α_1, . . . , α_l, β_1, . . . , β_{n+1−l}]_m), gde izomorfizm ψ opredelen po formule (3) v sledstvii 1.1. Oboznaqim

⟨ , ⟩_m := ⟨ , ⟩^{(n)}_m : K^{top}_n (K)/p^mK^{top}_n (K) × K^∗/(K^∗)^{pm} −→ Ω_m.

Dannoe sparivanie nazyvaetsØ Øvnym sparivaniem Vostokova. V sluqae koneqnogo poslednego polØ vyqetov K Øvnoe sparivanie

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 241

Vostokova ⟨ , ⟩_m opredelØetsØ kak kompoziciØ postroennogo vyxe sparivaniØ i izomorfizma χ, zadannogo po formule (4) v sledstvii 1.2.

Teorema 1.1. Predpoloßim, poslednee pole vyqetov K ne alge-

braiqeski p-zamknuto. Togda dlØ obobwennogo simvola Gil~berta imeet mesto ØvnaØ formula (α, β)_m ≈ ⟨α, β⟩_m, (13) gde α ∈ V K^{top}_n (K), β ∈ K^∗.

Bolee togo, esli poslednee pole vyqetov K koneqno, to spravedliva ØvnaØ formula (α, β)_m = ⟨α, β⟩_m, (14) gde α ∈ K^{top}_n (K), β ∈ K^∗.

Dokazatel~stvo. Sm. [2, teorema 6.1] v sluqae mnogomernogo lo-

kal~nogo polØ s koneqnym poslednim polem vyqetov i [3, teorema 4.4] v obwem sluqae. •

2. Obobwennye formuly Artina−Hasse i Ivasavy

Pust~ k = k_0{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}} – standartnoe absol¸tno nerazvetvlennoe n-mernoe polnoe pole smexannoæ harakteristiki s poslednim polem vyqetov F , kotoroe predpolagaetsØ soverxennym harakteristiki p i ne algebraiqeski p-zamknutym. Oboznaqim K = k(ζ) krugovoe rasxirenie k. Netrudno proverit~, qto K/k – vpolne razvetvlennoe rasxirenie stepeni p^m − p^{m−1}. Pole K estestvennym obrazom nadelØetsØ strukturoæ n-mernogo polnogo polØ i budet slußit~ mnogomernym analogom Q_p(ζ) v sluqae smexannoæ harakteristiki. Oboznaqim K_0 = k_0(ζ), togda, oqevidno, K = K_0{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}. Oboznaqim λ := 1 − ζ prostoæ fflement K kak diskretno normirovannogo polØ. V kaqestve sistemy lokal~nyh parametrov polØ K zafiksiruem t_1,

. . . , t_{n−1}, t_n = λ. Fiksiruem razloßenie ζ v rØd Lorana po lo-

kal~nym parametram ζ(X_1, . . . , X_n) = 1 − X_n ∈ U. Togda po (2)

s_i(X_1, . . . , X_n) = (1 − X_n)^{pi} − 1, 1 6 i 6 m; a s(X_1, . . . , X_n) := s_m(X_1, . . . , X_n) = (1 − X_n)^{pm} − 1.

SleduØ M. Kurihare v [13, razdel 4.2], vvedem otobraßenie

R_{K/k0} iz n-mernogo polnogo polØ K v odnomernoe pole k_0. Pust~

242 A. N. ZINOV^EV

L – polnoe diskretno normirovannoe pole. Opredelim otobraßenie c_{L{{X}}/L} : L{{X}} −→ L po formule c_{L{{X}}/L} (∑ i∈ZaiX^{i)} := a0. Opredelim cK/K0 kak kom-

pozici¸ c_{K/K0} = c_{K0{{t1}}/K0} ∘ · · · ∘ c_{K/K0{{t1}}...{{tn−2 }}}. Lemma 2.1. 1) cK/K_0 (αa+βb) = αcK/K_0 (a)+βcK/K_0 (b) dlØ α, β ∈ K0 i a, b ∈ K. 2) c_{K/K0} (α) = α dlØ vseh α ∈ K_0.

3) v_{K0} (c_{K/K0} (a)) ¿ v_K (a) dlØ a ∈ K, gde v_{K0} – diskretnoe normirovanie na K_0.

4) c_{K/K0} nepreryvno otnositel~no topologii Parxina na K i topologii diskretnogo normirovaniØ na K_0. Dokazatel~stvo. Pust~ ci = cK_0{{t_1}}...{{t_i}}/K_0{{t_1}}...{{t_{i−1} }}, 1 6 i 6 n − 1. Dokazatel~stvo svoæstv 1)–4) dlØ cK/K_0 legko svo-

ditsØ k proverke sootvetstvu¸wih svoæstv otobraßeniæ c_i, dlØ kotoryh svoæstva 1)–3) mgnovenno sledu¸t iz opredeleniØ. Pri proverke svoæstva 4) dlØ c_i dostatoqno zametit~, qto

K_0{{t_1}} . . . {{t_i}} i K_0{{t_1}} . . . {{t_{i−1}}} – standartnye polØ sme-

xannoæ harakteristiki, i primenit~ al~ternativnu¸ konstrukci¸ topologii Parxina v [9, 1.3.1, zameqanie 3]. •

Opredelim obobwennyæ sled kak kompozici¸ R_{K/k0} = Tr_{K0/k0} ∘ c_{K/K0} . Iz svoæstv sleda Tr_{K0/k0} i otobraßeniØ c_{K/K0} legko sleduet, qto

R_{K/k0} – k_0-lineen i nepreryven.

Tak kak K – polnoe diskretno normirovannoe pole harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p, formal~nyæ stepennoæ rØd log(1 + X) = ∑_∞ i=1(−1)^{i−1 Xi}_i induciruet gomomor-

fizm log : U_K (1) −→ K. Pri dokazatel~stve obobwennyh formul Artina–Hasse i Ivasavy nam potrebuetsØ sledu¸wiæ tehniqeskiæ rezul~tat, kotoryæ, kak budet vidno iz dokazatel~stva, spravedliv dlØ proizvol~nogo n-mernogo polnogo polØ K smexannoæ harakteristiki.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 243

Lemma 2.2. Otobraßenie log : UK (1) −→ K sekvencial~no nepre-

ryvno otnositel~no topologii Parxina na U_K (1) i K.

Dokazatel~stvo. Tak kak log(xy) = log x + log y dlØ x, y ∈ UK (1)

i umnoßenie sekvencial~no nepreryvno v K^∗, dostatoqno pokazat~, qto esli x_n → 1 v U_K (1), to log x_n → 0 v K. Pust~ U – okrestnost~ nulØ v K. Soglasno [5, teorema 1.1, (i)], ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto U = U_{{Ui}} i ØvlØetsØ otkrytoæ podgruppoæ v K. Po opredeleni¸ mnoßestva U_{{Ui}} (sm. (1)) suwestvuet c ∈ Z, takoe, qto P_K (c) ⊂ U . Oboznaqim x_n = 1 + y_n,

y_n ∈ P_K(1). Oqevidno, y_n → 0 v K. Imeem

log x_n = log(1 + y_n) = ∞∑ i=1 (−1)^{i−1} y^i_n i . Tak kak v_K ( (−1)^{i−1 yin}_i ) = i v_K (y_n) − e_K v_p(i) ¿ i − e_K v_p(i) → +∞

pri i → ∞, suwestvuet N ∈ N takoe, qto (−1)^{i−1 yin}_i ∈ P_K(c) ⊂ U dlØ l¸bogo i > N . Znaqit, ∑_∞ i=N+1(−1) i−1 y^in i ∈ U , poskol~ku U

zamknuta kak otkrytaØ podgruppa topologiqeskoæ gruppy K. S drugoæ storony, tak kak umnoßenie sekvencial~no nepreryvno v K, ∑_N i=1(−1)^{i−1 yin}_i → 0 pri n → ∞ (tak kak y_n → 0). Pofftomu ∑_N i=1(−1)^{i−1 yin}_i ∈ U pri dostatoqno bol~xih n. Sledovatel~no, log x_n ∈ U pri dostatoqno bol~xih n. •

Teorema 2.1. Pust~ α ∈ UK (p^{m−1} + 1). Togda spravedlivy obob-

wennye formuly Artina–Hasse: ({α, t_1, . . . , t_{n−1}}, ζ)_m ≈ ω ( (−1)^n 1 p^m R_{K/k0} ( log α )) , (15) ({α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ)_m ≈ ω ( (−1)^{n+1} 1 p^m R_{K/k0} ( ζ λ log α )) . (16)

Zameqanie 2.1. Analogiqno [1, zameqanie 3.1] s ispol~zovaniem

lemmy 2.1, 3) proverØetsØ, qto pravye qasti formul (15) i (16) korrektno opredeleny.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Proverim (16). Po teoreme 1.1

dostatoqno pokazat~, qto dlØ α ∈ U_K (p^{m−1} + 1) ⟨{α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ⟩_m ≈ ω ( (−1)^{n+1} 1 p^m R_{K/k0} ( ζ λ log α )) . (17)

244 A. N. ZINOV^EV

I. V silu svoæstv Øvnogo sparivaniØ Vostokova levaØ qast~ (17) mul~tiplikativna i sekvencial~no nepreryvna po α. PravaØ qast~ (17), oqevidno, mul~tiplikativna po α. Po lemme 2.2

log : U_K (1) −→ K sekvencial~no nepreryven. Kak bylo otmeqeno

vyxe, otobraßenie R_{K/k0} nepreryvno. Ots¸da mgnovenno sleduet, qto pravaØ qast~ (17) sekvencial~no nepreryvna po α. Pofftomu dostatoqno dokazat~ (17) dlØ topologiqeskih obrazu¸wih

U_K (p^{m−1} + 1). V kaqestve sistemy topologiqeskih obrazu¸wih

voz~mem {E(θt^{a1}_1 . . . t^{an−1}_{n−1} λ^{an} )}_{θ∈}R_{, an}¿_pm−1_{+1} (otnositel~no mul~tiplikativnyh razloßeniæ v topologii Parxina sm. [6, teorema 2]).

II. Pust~ α = E(θt^{a1}_1 . . . t^{an−1}_{n−1} λ^{an} ), gde θ ∈ R i a_n ¿ p^{m−1} + 1. Vyqislim ⟨{α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ⟩_m. V kaqestve razloßeniæ α, t_1,

. . . , t_{n−1}, λ v rØdy Lorana po lokal~nym parametram vyberem α(X_1, . . . , X_n) = E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ) = E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ), tak kak θ ∈ R, t_i(X_1, . . . , X_n) = X_i, 1 6 i 6 n − 1, i λ(X_1, . . . , X_n) = X_n. Togda po

opredeleni¸ Øvnogo sparivaniØ Vostokova ⟨{α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ⟩_m = ω ( res Φ ( E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ), X_1, . . ., X_n ) /s(X_1, . . . , X_n) ) . (18)

Tak kak, oqevidno, l(X_i) = 0, 1 6 i 6 n, imeem po (11) i (12)

Φ(E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ), X_1, . . . , X_n) = (−1)^nl(E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ))D_1

= (−1)^nθX^{a1}_1 . . . X^{an}_n 1 p^n

| | | | pX^{−1}_1 0 . . . 0 0 pX^{−1}_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . pX^{−1}_n

| | | | = (−1)^nθX^{a1 −1}_1 . . . X^{an −1}_n . (19)

Poloßim 1/s(X_1, . . . , X_n) =: ∑ ν̄∈Zn^{dν̄ X−ν11 . . . X−νnn , gde ν̄ =} (ν_1, . . . , ν_n). Iz (18) i (19) poluqaem, qto ⟨{α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ⟩_m = ω ( res ( (−1)^nθX^{a1 −1}_1 . . . X^{an −1}_n ∑ ν̄∈Zn^{dν̄X−ν11 . . . X−νnn ))} = ω ( (−1)^nθd_ā ) ,

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 245

gde ā = (a_1, . . . , a_n). Tak kak vybor rØda s(X_1, . . . , X_n) = (1 −

X_n)^{pm} − 1 fiksirovan vyxe, imeem

d_{ν̄} = { 0, esli ne vse ν_1, . . ., ν_{n−1} ravny 0 pri n ¿ 2,

d_{νn} , esli ν_1 = · · · = ν_{n−1} = 0 ili n = 1,

(20) gde ∑ ν∈Zdν X^{−ν}n := 1/^((1 − Xn)^{pm} − 1^) (otnositel~no povedeniØ

kofffficientov fftogo rØda Lorana sm. [1, §2]). ⟨{α, t_1, . . . , t_{n−1}}, λ⟩_m = { 1, esli ne vse a_1, . . . , a_{n−1} ravny 0 pri n ¿ 2, ω ( (−1)^nθd_{an} ) , esli a_1 = · · · = a_{n−1} = 0 ili n = 1.

(21)

III. Vyqislim znaqenie pravoæ qasti (17) pri α = E(θt^{a1}_1 . . .

t^{an−1}_{n−1} λ^{an} ), gde θ ∈ R i a_n ¿ p^{m−1} + 1. Ispol~zuØ sootnoxenie log(E(γ)) = ∑_∞ ν=0 γ^{pν} p^ν dlØ γ ∈ PK (1) (sm. [1, (3.6)]) i lemmu 2.1, 1)

i 4), poluqaem

(−1)^{n+1} 1 p^m R_{K/k0} ( ζ λ log ( E(θt^{a1}_1 . . . t^{an−1}_{n−1} λ^{an} ) ))

= (−1)^{n+1} 1 p^m Tr_{K0/k0} ( ζ λ ∞∑ ν=0 θ^{pν} p^ν λ^{anpν} c_{K/K0} (t^{a1pν}_1 . . . t^{an−1 pν}_{n−1} ) =:A

) .

Esli ne vse a_1, . . . , a_{n−1} ravny 0 pri n ¿2, to c_{K/K0} (t^{a1pν}_1 . . . t^{an−1 pν}_{n−1} ) = 0 dlØ vseh ν ¿ 0, znaqit, v fftom sluqae ω ( (−1)^{n+1} 1 p^m R_{K/k0} ( ζ λ log α )) = 1. (22)

Pust~ teper~ a_1 = · · · = a_{n−1} = 0 ili n = 1. Togda, oqevidno, (pri n ¿ 2 primenØem p. 2) lemmy 2.1) A =^ζ_λ ∑_∞ ν=0 θ^{pν} p^ν λ a_np^ν .

Analogiqno formulam (3.7)–(3.9) v [1] poluqaem, qto

(−1)^{n+1} 1 p^m Tr_{K0/k0} ( ζ λ ∞∑ ν=0 θ^{pν} p^ν λ^{anpν} ) ≡ (−1)^nθd_{an} mod (℘, p^m). Sledovatel~no, po predloßeni¸ 1.1, 3) imeem ω ( (−1)^{n+1} 1 p^m R_{K0/k} ( ζ λ log α )) ≈ ω ( (−1)^nθd_{an} ) . (23)

246 A. N. ZINOV^EV

Trebuemoe sravnenie (17) sleduet iz formul (21), (22) i (23).

Formula (15) vyvoditsØ iz (16) analogiqno tomu, kak (I) vyvoditsØ iz (II) v dokazatel~stve teoremy 1 v [1]. •

V qastnom sluqae, kogda poslednee pole vyqetov K koneqno, rassußdaØ analogiqno [1, zameqanie 3.2] i ispol~zuØ (8), netrudno usilit~ rezul~taty teoremy 2.1.

Sledstvie 2.1. Predpoloßim, qto poslednee pole vyqetov K

koneqno. Pust~ α ∈ U_K (1). Spravedlivy obobwennye formuly Artina-Hasse: ({t_1, . . . , t_{n−1}, ζ}, α)_m = ζ^{1pm RK/}Q^{p(log α)}, (24) ({t_1, . . . , t_{n−1}, λ}, α)_m = ζ^{− 1pm RK/}Q^p(^{ζλ log α}), (25) gde R_{K/}Q_p := Tr_{k0/}Q_p ∘ R_{K/k0} = Tr_{K0/}Q_p ∘ c_{K/K0} .

Zameqanie 2.2. V sluqae n = 1 (24) i (25) – ffto klassiqeskie

formuly Artina-Hasse.

DlØ togo, qtoby sformulirovat~ obobwennu¸ formulu Ivasavy, nam potrebuetsØ opredelit~ mnogomernu¸ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ na topologiqeskoæ K-gruppe Milnora. Oboznaqim qerez D_{K/k} differentu rasxireniØ polnyh diskretno normirovannyh poleæ K/k. V dal~neæxem P_K(−1) i D_{K/k} rassmatriva¸tsØ kak moduli nad kol~com O_K . Zadadim otobraße- nie Dlog : (K^∗)^n −→ P_K (−1)/D_{K/k}

po formule

Dlog(α_1, . . . , α_n) := 1 α_1 . . . α_n | | | ∂_1α_1 . . . ∂_nα_1 . . . . . . . . . ∂_1α_n . . . ∂_nα_n

| | | | | X_1=t_1,...,X_n=t_n , (26) gde α_1, . . . , α_n ∈ H – razloßeniØ fflementov α_1, . . . , α_n ∈ K^∗ v rØdy Lorana po lokal~nym parametram sootvetstvenno. Otobraßenie

Dlog budem nazyvat~ mnogomernoæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ.

Predloßenie 2.1. MnogomernaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ

Dlog korrektno opredelena, t.e. Dlog(α_1,. . ., α_n) ∈ P_K(−1) dlØ l¸- byh α_1, . . . , α_n ∈ K^∗, i Dlog(α_1, . . ., α_n) ne zavisit po modul¸ D_{K/k} ot vybora α_1, . . . , α_n ∈ H. Bolee togo, Dlog udovletvorØet sledu- ¸wim svoæstvam:

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 247

1) mul~tiplikativnost~ po vsem argumentam, t.e. Dlog(. . . , α_iα^′_i, . . .) ≡ Dlog(. . . , α_i, . . .) + Dlog(. . . , α^′_i, . . . ) mod D_{K/k}; 2) Dlog udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga, t.e. Dlog(. . . , α_i, . . . , 1 − α_i, . . . ) ≡ 0 mod D_{K/k}; 3) Dlog sekvencial~no nepreryvna po vsem argumentam, esli na K^∗ zadana topologiØ Parxina, a na P_K (−1)/D_{K/k} – faktortopologiØ topologii Parxina na P_K(−1).

Dokazatel~stvo. Iz (26), oqevidno, sleduet, qto

Dlog(α_1, . . . , α_n) = | | | δ_1α_1(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα_1(t_1, . . . , t_n) . . . . . . . . . δ_1α_n(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα_n(t_1, . . ., t_n)

| | | . (27) Pust~ α ∈ K^∗. Predpoloßim, α ∈ H – razloßenie α v rØd Lorana po lokal~nym parametram. Po opredeleni¸ modulØ krivyh Kart~e H α(X_1, . . . , X_n) = θX^{j1}_1 . . . X^{jn}_n f(X_1, . . ., X_n), (28) gde θ ∈ R^∗; j_1, . . . , j_n ∈ Z; f(X_1, . . . , X_n) ∈ U. V silu svoæstva (9) i-oæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ poluqaem

δ_iα(t_1, . . ., t_n) = δ_i(θX^{j1}_1 . . . X^{jn}_n ) | |_{X1=t1,...,Xn=tn} + δif(t1, . . . , tn) = j_it^{−1}_i + ∂_if(t_1, . . . , t_n) f(t_1, . . ., t_n) , 1 6 i 6 n. Tak kak t^{−1}_i ∈ O^∗_K pri 1 6 i 6 n − 1, ∂_if(t_1, . . . , t_n) ∈ O_K pri

1 6 i 6 n, a f(t1, . . . , tn) ∈ VK ⊂ O^∗_K , dannoe sootnoxenie oznaqaet,

qto δ_iα(t_1, . . ., t_n) ∈ O_K pri 1 6 i 6 n−1, a δ_nα(t_1, . . . , t_n) ∈ P_K(−1). Ots¸da i iz (27) sleduet Dlog(α_1, . . . , α_n) ∈ P_K (−1).

Teper~ proverim, qto Dlog(α_1, . . . , α_n) ne zavisit po modul¸ D_{K/k} ot vybora α_1, . . . , α_n ∈ H. Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo α_i ∈ K^∗ vybrano dva razliqnyh razloßeniØ α_i, α^′_i ∈ H v rØd Lo-

rana po lokal~nym parametram. Zametim, qto v predstavlenii (28) θ ∈ R^∗ i j_1, . . . , j_n ∈ Zopredeleny odnoznaqno. Pofftomu moßno sqitat~, qto dlØ 1 6 i 6 n

α_i(X_1, . . . , X_n) = θ_iX^{j(i)1}_1 . . . X^{j(i)n}_n f_i(X_1, . . . , X_n), (29)

α^′_i(X_1, . . . , X_n) = θ_iX^{j(i)1}_1 . . . X^{j(i)n}_n g_i(X_1, . . . , X_n), (30)

248 A. N. ZINOV^EV

gde θ_i ∈ R^∗; j^{(i)}_1 , . . . , j^{(i)}n ∈ Z; f_i, g_i ∈ U, 1 6 i 6 n. Oqevidno, f_i(t_1, . . . , t_n) = g_i(t_1, . . . , t_n), 1 6 i 6 n. Oboznaqim o := o_0{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}. Togda o – kol~co celyh polØ k otnositel~no diskretnogo normirovaniØ. Oboznaqim F_i(X) :=

f_i(t_1, . . . , t_{n−1}, X), G_i(X) := g_i(t_1, . . . , t_{n−1}, X) ∈ o[[X]]. Oqevidno, F_i(λ) = G_i(λ) (napomnim, qto t_n = λ). Ne umalØØ obwnosti, moß-

no sqitat~, qto N.O.D. kofffficientov rØda F_i − G_i ∈ o[[X]] raven 1 (v protivnom sluqae razdelim na nego vse kofffficienty). Pofftomu, primenØØ podgotovitel~nu¸ lemmu Veæerxtrassa k F_i − G_i, poluqaem dlØ 1 6 i 6 n F_i(X) − G_i(X) = u(X)ξ_i(X), gde u(X) := ( (1 − X)^{pm} − 1 ) / ( (1 − X)^{pm−1} − 1 ) – minimal~nyæ mnogoqlen λ nad k, a ξ_i(X) ∈ o[[X]], 1 6 i 6 n. Tak kak kofffficienty F_i(X), G_i(X) i ξ_i(X), 1 6 i 6 n, ØvlØ¸tsØ fflementami o = o_0{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}, t.e. ØvlØ¸tsØ rØdami Lorana ot t_1, . . . , t_{n−1}, podstavlØØ X_1, . . . , X_{n−1}, X_n vmesto t_1, . . . , t_{n−1}, X soot-

vetstvenno, moßno perepisat~ dannoe ravenstvo v vide

f_i(X_1, . . . , X_n) − g_i(X_1, . . . , X_n) = u(X_n)ψ_i(X_1, . . . , X_n),

gde ψ_i(X_1, . . . , X_n) ∈ o_0{{X_1}} . . . {{X_{n−1}}}[[X_n]] takie, qto vypolneno ψ_i(t_1, . . . , t_{n−1}, X) = ξ_i(X) pri 1 6 i 6 n. Prodifferenciruem poslednee ravenstvo po X_j i podstavim t_1, . . . , t_n = λ vmesto X_1,

. . . , X_n sootvetstvenno:

∂_j f_i(t_1, . . . , t_n) − ∂_j g_i(t_1, . . . , t_n) = ∂_ju(λ)ψ_i(t_1, . . . , t_n) + u(λ)∂_j ψ_i(t_1, . . . , t_n). UqityvaØ, qto u(λ) = 0 i ∂_ju = 0 pri 1 6 j 6 n − 1, zakl¸qaem, qto pri 1 6 i 6 n

∂_j f_i(t_1, . . ., t_n) = ∂_jg_i(t_1, . . . , t_n), 1 6 j 6 n − 1. (31)

S drugoæ storony, uqityvaØ, qto u(λ) = 0, poluqaem pri j = n

∂_nf_i(t_1, . . . , t_n) = ∂_ng_i(t_1, . . . , t_n) + u^′(λ)β_i, (32)

gde β_i := ψ_i(t_1, . . . , t_n) ∈ O_K = P_K (0), 1 6 i 6 n.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 249

Qtoby proverit~ nezavisimost~ Dlog(α_1, . . . , α_n) ot vybora razloßeniæ (29) i (30), nado pokazat~, qto

D^{(1)} := | | | δ_1α_1(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα_1(t_1, . . ., t_n) . . . . . . . . . δ_1α_n(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα_n(t_1, . . ., t_n)

| | |

≡ | | | δ_1α^′_1(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα^′_1(t_1, . . . , t_n) . . . . . . . . . δ_1α^′_n(t_1, . . . , t_n) . . . δ_nα^′_n(t_1, . . . , t_n)

| | | =: D^{(2)} mod D^{K/k}.

(33)

Vvidu svoæstva (9) j-oæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ, ravenstv (29), (30) i (31), poluqaem δ_j α_i(t_1, . . . , t_n) = δ_j α^′_i(t_1, . . . , t_n) pri

1 6 j 6 n − 1, 1 6 i 6 n. Pofftomu po (9) bez poteri obwnosti

moßno sqitat~, qto α_i = f_i, α^′_i = g_i, 1 6 i 6 n, ots¸da α_i =

f_i(t_1, . . . , t_n) = g_i(t_1, . . ., t_n) ∈ V_K ⊂ O^∗_K , 1 6 i 6 n. Togda, ispol~zuØ

(31) i (32), poluqaem

D^{(1)} = | | | δ_1f_1(t_1, . . . , t_n) . . .^{∂nf1(t1,...,tn)}_{α1} . . . . . . . . . δ_1f_n(t_1, . . . , t_n) . . .^{∂nfn (t1,...,tn)}_{αn}

| | |

= | | | δ_1g_1(t_1, . . . , t_n) . . .^{∂ng1(t1,...,tn)}_{α1} + u^′(λ)^{β1}_{α1} . . . . . . . . . δ_1g_n(t_1, . . . , t_n) . . .^{∂ngn (t1,...,tn)}_{αn} + u^′(λ)^{βn}_{αn}

| | |

= D^{(2)} + u^′(λ) | | | δ_1g_1(t_1, . . . , t_n) . . . β_1/α_1 . . . . . . . . . δ_1g_n(t_1, . . . , t_n) . . . β_n/α_n

| | | =:Δ .

Trebuemoe sravnenie (33) sleduet iz dannogo toßdestva, tak kak po kriteri¸ differenty D_{K/k} = u^′(λ)O_K i, oqevidno, Δ ∈ O_K .

Mul~tiplikativnost~ Dlog po vsem argumentam legko sleduet iz lineænosti opredelitelØ v predstavlenii (27) otnositel~no strok i togo, qto modul~ krivyh Kart~e H mul~tiplikativno zamknut. Sootnoxenie Steænberga dlØ Dlog proverØetsØ analogiqno tomu, kak ffto sdelano v [2, predloßenie 4.1] dlØ Øvnogo sparivaniØ Vostokova.

Proverim, qto Dlog sekvencial~no nepreryvna po vsem argumentam v sledu¸wem smysle. Pust~ α^{(l)}_i → α_i pri l → ∞ v K^∗,

250 A. N. ZINOV^EV

1 6 i 6 n. Pokaßem, qto

Dlog(α^{(l)}_1 , . . . , α^{(l)}_n ) → Dlog(α_1, . . . , α_n) pri l → ∞ (34) v P_K (−1)/D_{K/k}. Predstavim Dlog(α^{(l)}_1 , . . . , α^{(l)}n ) v vide (27). Iz dokazannogo vyxe sleduet, qto fflementy pervyh n − 1 stolbca v opredelitele, stoØwem v pravoæ qasti (27), odnoznaqno opredeleny i leßat v O_K , v to vremØ kak fflementy n-ogo stolbca leßat v

P_K (−1)/D_{K/k}. Pofftomu, tak kak skalØrnoe umnoßenie na fflemen-

ty O_K sekvencial~no nepreryvno v P_K (−1)/D_{K/k}, qto sleduet iz opredeleniØ topologii na dannom O_K -module i sekvencial~- noæ nepreryvnosti umnoßeniØ v topologii Parxina, dlØ dokazatel~stva trebuemogo predela (34) dostatoqno proverit~ sledu¸wu¸ lemmu. •

Lemma 2.3. Pust~ αl → α v K^∗. Togda

1) δ_j α_l(t_1, . . . , t_n) → δ_j α(t_1, . . . , t_n) v O_K dlØ 1 6 j 6 n − 1. 2) δ_nα_l(t_1, . . . , t_n) → δ_nα(t_1, . . . , t_n) v P_K (−1)/D_{K/k}.

Dokazatel~stvo. Proverim 2). Netrudno ubedit~sØ, qto pro-

verka utverßdeniØ v obwem sluqae svoditsØ k sluqa¸ α = 1. Pust~ α_l → 1 v K^∗. Iz opredeleniØ topologii Parxina na

K^∗ legko sleduet, qto bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto α_l ∈ V_K ⊂ O^∗_K dlØ vseh l. Oqevidno, α^{−1}_l → 1 v topologii na O_K , inducirovannoæ topologieæ Parxina na K. DlØ kaßdogo α_l vyberem v kaqestve razloßeniØ v rØd Lorana po lokal~nym

parametram

α_l = 1 + ∑ r̄∈I_l θ_{r̄, l}X^{r1}_1 . . . X^{rn}_n ∈ U, gde θ_{r̄, l} ∈ R^∗, a r̄ = (r_1, . . . , r_n) probegaet dopustimoe podmnoßestvo I_l v Z^n_+. Otmetim, qto takoe razloßenie edinstvenno. Tak kak umnoßenie na fflementy O_K sekvencial~no nepreryvno, dostatoqno pokazat~, qto

∂_nα_l(t_1, . . . , t_n) → 0 v K. (35)

Oboznaqim a_{r̄, l} := θ_{r̄, l}t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n . Togda α_l = 1 + ∑ r̄∈I_l ar̄, l. Oqevid-

no, β_l := α_l − 1 = ∑ r̄∈I_l ar̄, l → 0. Imeem ∂_nα_l(t_1, . . . , t_n) = ∑ r̄∈I_l r_nθ_{r̄, l}t^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} t^{rn −1}_n = ∑ r̄∈I_l r_nt^{−1}_n a_{r̄, l}.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 251

Pust~ U – okrestnost~ 0 v K. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto U – otkrytaØ podgruppa v K, znaqit, U – zamknutaØ podgruppa v K. Oboznaqim U^′ := t_nU . Togda U^′ – okrestnost~ 0 v K, tak kak umnoßenie na t_n ØvlØetsØ gomeomorfizmom. Predpoloßim, my uße proverili, qto a_{r̄, l} ∈ U^′ dlØ vseh r̄ ∈ I_l pri dostatoqno bol~xih l. Togda pri dostatoqno bol~xih l, oqevidno, ∂_nα_l(t_1, . . ., t_n) = ∑ r̄∈I_l rnt −1 n a_{r̄, l} ∈ U , tak kak U – zamknutaØ

podgruppa v K, qto i daet nam (35).

OstaetsØ lix~ proverit~, qto esli β_l = ∑ r̄∈I_l ar̄, l → 0 v K, to dlØ l¸boæ okrestnosti nulØ U spravedlivo a_{r̄, l} ∈ U dlØ vseh

r̄ ∈ I_l pri dostatoqno bol~xih l.

My dokaßem ffto utverßdenie indukcieæ po razmernosti polØ K. DlØ n = 1 oqevidno. Pust~ h = h_{t1,...,tn−1} : K −→ O_K – kanoniqeskiæ pod¨em pervogo polØ vyqetov K v O_K , sootvetstvu¸wiæ lokal~nym parametram t_1, . . . , t_{n−1}. Ispol~zuØ svoæstvo kanoniqeskogo pod¨ema [9, 1.3.1, zameqanie 1], predstavim v vide

β_l = ∑ r_n ¿0 h ( ∑ r̄′∈I_{l, rn} θ̄_{r̄, l}t̄^r1_1 . . . t̄^{rn−1}_{n−1}

=:γ_{l, rn} ∈K

) t^{rn}_n = ∑ r_n ¿0 h(γ_{l, rn} )t^{rn}_n ,

gde I_{l, rn} := { r̄^′ = (r_1, . . . , r_{n−1}) ∈ Z^{n−1} | r̄ = (r_1, . . . , r_n) ∈ I_l } . Oqevidno, I_{l, rn} – dopustimye podmnoßestva v Z^{n−1}. Iz opredeleniØ topologii Parxina na K legko sleduet, qto γ_{l, rn} → 0 pri

l → ∞ v K dlØ vseh r_n ¿ 0. Pust~ U – okrestnost~ 0 v K. Moßno

sqitat~, qto U = U_{{Vi}} = {∑_{+∞} i≫−∞ h(ai)t i n | a_i ∈ V_i } , gde {V_i}_{i∈}Z– posledovatel~nost~ okrestnosteæ 0 v K, takaØ, qto V_i = K dlØ

i ≫ 0. Dopustim, V_i = K pri i > M , M ∈ N. Kak my uße za-

metili, γ_{l, i} → 0 v K dlØ 0 6 i 6 M . Znaqit, po indukcionnomu predpoloßeni¸ dlØ kaßdogo 0 6 i 6 M suwestvuet N_i takoe, qto dlØ vseh l ¿ N_i imeem θ̄_{r̄, l}t̄^{r1}_1 . . . t̄^{rn−1}_{n−1} ∈ V_i dlØ vseh r̄^′ ∈ I_{l, i}. Esli poloßit~ N := max{N_i | 0 6 i 6 M }, to po opredeleni¸ U dlØ vseh l ¿ N vypolneno a_{r̄, l} = θ_{r̄, l}t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n ∈ U dlØ vseh r̄ ∈ I_l.

Utverßdenie 1) dokazyvaetsØ analogiqno. •

Sledstvie 2.2. Otobraßenie Dlog induciruet gomomorfizm

Dlog : V K^{top}_n (K) −→ P_K (−1)/D_{K/k}.

252 A. N. ZINOV^EV

Bolee togo, esli poslednee pole vyqetov K koneqno, to Dlog induciruet gomomorfizm

Dlog : K^{top}_n (K) −→ P_K(−1)/D_{K/k}.

Dokazatel~stvo. Tak kak po predloßeni¸ 2.1 otobraßenie Dlog

mul~tiplikativno po vsem argumentam i udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga, ono induciruet gomomorfizm Dlog : K_n(K) −→ P_K (−1)/D_{K/k}. Po opredeleni¸ topologiqeskoæ K-gruppy Milnora imeem V K^{top}_n (K) = V K_n(K)/Λ_n(K) ∩ V K_n(K), gde Λ_n(K) – pereseqenie okrestnosteæ 0 v K_n(K). Soglasno [7, teorema 4.7],

Λ_n(K)∩V K_n(K) = ⋂ l¿1^{l V Kn(K)}. Tak kak, oqevidno,^{pN V Kn(K) ⊂}

ker Dlog pri dostatoqno bol~xih N , poluqennyæ vyxe gomomor-

fizm faktorizuetsØ qerez V K^{top}_n (K).

Vtoroe utverßdenie sledstviØ proverØetsØ analogiqno. •

Teorema 2.2. Pust~ α ∈ UK (2p^{m−1}), β ∈ V K^{top}_n (K). Togda spraved-

liva obobwennaØ formula Ivasavy: (β, α)_m ≈ ω ( − 1 p^m R_{K/k0} ( ζt_1 . . . t_{n−1} log α Dlog β )) . (36)

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Analogiqno [1, zameqanie 3.1] s

pomow~¸ lemmy 2.1, 3) proverØetsØ, qto pravaØ qast~ formuly (36) korrektno opredelena. Po teoreme 1.1 dostatoqno pokazat~, qto ⟨β, α⟩_m ≈ ω ( − 1 p^m R_{K/k0} ( ζt_1 . . . t_{n−1} log α Dlog β )) (37)

dlØ vseh α ∈ U_K (2p^{m−1}), β ∈ V K^{top}_n (K).

I. RassußdaØ analogiqno p. I dokazatel~stva teoremy 2.1 i primenØØ utverßdeniØ o topologiqeskih obrazu¸wih topologiqeskoæ K-gruppy Milnora V K^{top}_n (K) v [7, 4.2], a takße ispol~zuØ sekvencial~nu¸ nepreryvnost~ logarifma i logarifmiqeskoæ proizvodnoæ Dlog po vsem argumentam, netrudno ubedit~sØ, qto dostatoqno proverit~ (37) dlØ β = {ε, t_1, . . . , t̂_l, . . . , t_n}, 1 6 l 6 n, ε = E(ηt^{b1}_1 . . . t^{bn}_n ), η ∈ R^∗, b̄ = (b_1, . . . , b_n) > ¯0, α = E(θt^{a1}_1 . . . t^{an}_n ), θ ∈ R^∗, a_n ¿ 2p^{m−1}.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 253

II. Vyqislim ⟨β, α⟩_m. Vyberem α(X_1, . . . , X_n) = E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n )

= E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n ), ε(X_1, . . ., X_n) = E(ηX^{b1}_1 . . . X^{bn}_n ) = E(ηX^{b1}_1 . . . X^{bn}_n )

v kaqestve razloßeniæ α i ε v rØdy Lorana po lokal~nym parametram. Zametim, qto dlØ f(X_1, . . . , X_n) ∈ U vypolneno

δ_j (f) = ∂_j(log(f)), 1 6 j 6 n. (38)

S pomow~¸ (38), a takße togo, qto △ kommutiruet s E, poluqaem δ_l ( E(θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n )^△ ) = δ_l ( E(θ^pX^{a1p}_1 . . . X^{an p}_n ) )

= ∂_l ( log(E(θ^pX^{a1 p}_1 . . . X^{an p}_n )) ) = ∂_l (_∞∑ i=0 θ^{pi+1} p^i X^{a1 pi+1} 1 . . . X^{an pi+1}_n )

= p a_lX^{−1}_l ∞∑ i=1 θ^{pi} X^{a1 pi}_1 . . . X^{an pi}_n . (39) Analogiqno δ_l ( E(ηX^{b1}_1 . . . X^{bn}_n ) ) = b_lX^{−1}_l ∞∑ i=0 η^{pi} X^{b1pi}_1 . . . X^{bn pi}_n . (40) Vyberem t_i = X_i ∈ H, 1 6 i 6 n. Ispol~zuØ (38)–(40) i oqevidnoe ravenstvo l(X_i) = 0, 1 6 i 6 n, vyqislØem po formule (11) Φ(ε, t_1, . . .,t̂_l, . . ., t_n, α) = l(α)D_{n+1} + (−1)^nl(ε)D_1 = θX^{a1}_1 . . . X^{an}_n D_{n+1} + (−1)^nηX^{b1}_1 . . . X^{bn}_n D_1,

(41)

gde D_1 i D_{n+1} opredeleny v (12). Vyqislim ffti opredeliteli s pomow~¸ oqevidnyh ravenstv δ_j(X_i) = δ_{ij} X^{−1}_i , δ_j (X^△_i ) = pδ_{ij} X^{−1}_i , gde δ_{ij} – indeks Kronekera (δ_{ij} = 0 pri i ≠ j, δ_{ii} = 1):

D_{n+1} =

| | | | | | | δ_1(ε) . . . δ_{l−1}(ε) δ_l(ε) δ_{l+1}(ε) . . . δ_n(ε) X^{−1}_1 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . X^{−1}_{l−1} 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 X^{−1}_{l+1} . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0 0 0 . . . X^{−1}_n

| | | | | | | = (−1)^{l−1}δ_l(ε)X^{−1}_1 . . . X^{−1}_{l−1}X^{−1}_{l+1} . . . X^{−1}_n . (42)

254 A. N. ZINOV^EV

Analogiqno

D_1 = (−1)^{n−l} 1 p δ_l(α^△)X^{−1}_1 . . . X^{−1}_{l−1}X^{−1}_{l+1} . . . X^{−1}_n .

PodstavlØØ dannye sootnoxeniØ v (41) i primenØØ (39) i (40), poluqaem Φ(ε, t_1, . . .,t̂_l, . . ., t_n, α) = (−1)^{l−1}X^{−1}_1 . . . X^{−1}_n × ( b_l ∞∑ i=0 θη^{pi} X^{b1pi +a1} 1 . . . X^{bnpi +an} n − a_l ∞∑ i=1 θ^{pi} ηX^{a1 pi+b1} 1 . . . X^{an pi+bn} n ) . Sledovatel~no, A := res Φ(ε, t_1, . . .,t̂_l, . . ., t_n, α)/s(X_1, . . . , X_n) = (−1)^{l−1} ( b_l ∞∑ i=0 θη^{pi} d_{b1p}i_{+a1 ,...,bnp}i_{+an} −a_l ∞∑ i=1 θ^{pi} ηd_{a1p}i_{+b1,...,anp}i_{+bn} ) . (43) Qtoby zaverxit~ vyqislenie vyqeta v (43), rassmotrim dva sluqaØ.

Sluqaæ 1. Dopustim, n = 1 (ots¸da l = n) ili a_1 = · · · = a_{n−1} = b_1 = · · · = b_{n−1} = 0 pri n ¿ 2. Ispol~zuØ (20) i dannoe

predpoloßenie, mgnovenno poluqaem A = 0 pri l ≠ n, (−1)^{n−1} ( b_n^∞ ∑ i=0 θη^{pi} d_{bnp}i_{+an} − a_n^∞ ∑ i=1 θ^{pi} ηd_{anp}i_{+bn} ) pri l = n.

(44) Sluqaæ 2. Dopustim, n ¿ 2 i ne vse a_1, . . . , a_{n−1}, b_1, . . . , b_{n−1} ravny 0. Po (20) d_{b1p}i_{+a1,...,bnp}i_{+an} = d_{bnp}i_{+an} (v qastnosti, fftot kofffficient moßet byt~ ne ravnym 0) togda i tol~ko togda, kogda b_1p^i + a_1 = · · · = b_{n−1}p^i + a_{n−1} = 0, qto ravnosil~no sootnoxeni¸^{a1}_{b1} = · · · =^{an−1}_{bn−1} = −p^i pri i ¿ 0. V fftom sluqae, oqevidno, dlØ vseh j ¿ 0, takih, qto j ≠ i, b_1p^j +a_1 ≠ 0, a dlØ vseh j ¿ 1, oqevidno, a_1p^j + b_1 ≠ 0. Takim obrazom, v dannom sluqae s pomow~¸ (20) poluqaem iz (43) A = (−1)^{l−1}b_lθη^{pi} d_{bnp}i_{+an} , esli a_1 b_1 = · · · = a_{n−1} b_{n−1} = −p^i, i ¿ 0. Analogiqno iz (43) poluqaem A = (−1)^la_lθ^{pi} ηd_{anp}i_{+bn} , esli a_1 b_1 = · · · = a_{n−1} b_{n−1} = −p^{−i}, i ¿ 1.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 255

Okonqatel~no v sluqae 2 imeem A = (−1)^{l−1}b_lθη^{pκ} d_{bnp}κ_{+an} pri^{a1}_{b1} = · · · =^{an−1}_{bn−1} = −p^κ, κ ¿ 0, (−1)^la_lθ^{p−κ} ηd_{anp}−κ_{+bn} pri^{a1}_{b1} = · · · =^{an−1}_{bn−1} = −p^κ, κ 6 −1, 0 v ostal~nyh sluqaØh. (45) Takim obrazom, znaqenie levoæ qasti (37) ravno ω(A), gde A vyqislØetsØ po formulam (44) i (45) v sluqaØh 1 i 2 sootvetstvenno.

III. Vyqislim znaqenie pravoæ qasti (37) dlØ fflementov α, β. Kak i v dokazatel~stve teoremy 2.1, imeem

log α = ∞∑ i=0 θ^{pi} p^i t^{a1 pi}_1 . . . t^{an−1 pi}_{n−1} λ^{anpi} . (46) Vyberem te ße razloßeniØ fflementov ε, t_i ∈ K^∗ v rØdy Lorana po lokal~nym parametram, qto i v p. II fftogo dokazatel~stva. Zametim, qto Dlog(α_1, . . . , α_n) = D_{n+1} | X_1=t_1 ,...,X_n =t_n dlØ l¸byh α1,

. . . , α_n ∈ K^∗, gde opredelitel~ D_{n+1} opredelen po (12). Pofftomu

iz (42) s pomow~¸ (40) poluqaem

Dlog β = (−1)^{l−1}t^{−1}_1 . . . t^{−1}_{n−1}λ^{−1}b_l ∞∑ i=0 η^{pi} t^{b1pi}_1 . . . t^{bn−1 pi}_{n−1} λ^{bnpi} . (47) PodstavlØØ (46) i (47) v pravu¸ qast~ (37), imeem

B : = − 1 p^m R_{K/k0} ( ζt_1 . . . t_{n−1} log α Dlog β )

= − 1 p^m R_{K/k0} (σ), (48) gde σ := (−1)^{l−1}b_lζ ∑ 06i,j<∞ θ^{pi} η^{pj} p^i t^{a1 pi+b1pj} 1 . . . t^{an−1 pi+bn−1 pj} n−1 λ^{an pi+bnpj −1}. Qtoby zaverxit~ vyqislenie, kak i v p. II dannogo dokazatel~- stva, rassmotrim dva sluqaØ.

Sluqaæ 1. Dopustim, n = 1 (ots¸da l = n) ili a_1 = · · · = a_{n−1} = b_1 = · · · = b_{n−1} = 0 pri n ¿ 2. Esli l ≠ n, to b_l = 0. Znaqit,

po (48) B = 0. Pust~ teper~ l = n. Otmetim, qto b_n > 0, tak

256 A. N. ZINOV^EV

kak b̄ = (0, . . . , 0, b_n) > ¯0. UqityvaØ sdelannoe predpoloßenie i primenØØ lemmu 2.1, 2), analogiqno formulam (3.18)–(3.21) v [1] poluqaem B ≡ { 0 pri l ≠ n

B^′ pri l = n mod (℘, p^m), (49) gde B^′ := (−1)^{n−1}b_n (_∞∑ i=0 θ η^{pi} d_{bnp}i_{+an} + ∞∑ i=1 θ^{pi} η p^i d_{anp}i_{+bn} ) . Znaqit, po predloßeni¸ 1.1, 3) pravaØ qast~ (37) ω(B) ≈ 1 pri

l ≠ n i ω(B) ≈ ω(B^′) pri l = n.

Sluqaæ 2. Dopustim, n ¿ 2 i ne vse a_1, . . . , a_{n−1}, b_1, . . . , b_{n−1} ravny 0. DlØ σ, opredelennogo po (48), ispol~zuØ nepreryvnost~ i K_0-lineænost~ otobraßeniØ c_{K/K0} , poluqaem

c_{K/K0} (σ) = (−1)^{l−1}b_lζ × ∑ 06i,j<∞ θ^{pi} η^{pj} p^i λ^{an pi+bnpj −1}c_{K/K0} ( t^{a1pi+b1 pj} 1 . . . t^{an−1 pi+bn−1 pj} n−1 ) . (50)

Po opredeleni¸ otobraßeniØ c_{K/K0} imeem c_{K/K0} ( t^{a1pi+b1pj} 1 . . . t^{an−1 pi+bn−1 pj} n−1 ) = { 1, esli a_1p^i + b_1p^j = · · · = a_{n−1}p^i + b_{n−1}p^j = 0, 0 v protivnom sluqae. (51)

Uslovie a_1p^i + b_1p^j = · · · = a_{n−1}p^i + b_{n−1}p^j = 0 ravnosil~no sootnoxeni¸^{a1}_{b1} = · · · =^{an−1}_{bn−1} = −p^{j−i}. Oboznaqim κ := j − i. Pust~

a_1 b_1 = · · · = a_{n−1} b_{n−1} = −p^κ, κ ∈ Z. (52)

Rassmotrim dva podsluqaØ.

Pust~ κ ¿ 0. Oqevidno, uslovie a_1p^i + b_1p^j = · · · = a_{n−1}p^i +

b_{n−1}p^j = 0 vypolneno dlØ pary (i, j), gde i, j ¿ 0, togda i tol~ko

togda, kogda j = i + κ, i ¿ 0. Analogiqno formulam (3.7)–(3.9) v [1] prodolßim vyqislenie po formule (48) s pomow~¸ (50) i (51). B = − 1 p^m Tr_{K0/k0} ( (−1)^{l−1}b_lζ ∞∑ i=0 θ^{pi} η^{pi+κ} p^i λ^{an pi+bn pi+κ−1} )

≡(−1)^{l−1}b_lθη^{pκ} d_{bnp}κ_{+an} mod (℘, p^m). (53)

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 257

Otmetim, qto pri fftom my ispol~zuem predpoloßenie a_n ¿

2p^{m−1}.

Analogiqno rassmotrev podsluqaæ κ 6 −1, poluqaem v sluqae 2 po mod (℘, p^m)

B ≡ (−1)^{l−1}b_lθη^{pκ} d_{bnp}κ_{+an} pri^{a1}_{b1} = . . .=^{an−1}_{bn−1} = −p^κ, κ ¿ 0, (−1)^{l−1}b_lp^κθ^{p−κ} ηd_{anp}−κ_{+bn} pri^{a1}_{b1} = · · · =^{an−1}_{bn−1} = −p^κ, κ 6−1, 0 v ostal~nyh sluqaØh. (54) IV. DlØ zaverxeniØ proverki (37) ostaetsØ lix~ pokazat~, qto v sluqaØh 1 i 2 ω(A) ≈ ω(B).

Sluqaæ 1. SravnivaØ (44) i (49), vidim, qto ω(A) ≈ ω(B) ≈ 1 pri l ≠ n. Pri l = n nado proverit~, qto

A ≡ B^′ mod (℘, p^m), (55)

gde A vyqislØetsØ po (44) dlØ l = n, a B^′ opredeleno v (49). Dokazatel~stvo (55) analogiqno proverke (3.23) v [1].

Sluqaæ 2. SravnivaØ (45) i (54), my vidim, qto, esli uslovie (52) vypolneno i κ ¿ 0, to ω(A) ≈ ω(B) po predloßeni¸ 1.1, 3). Pust~ teper~ vypolneno (52) i κ 6 −1. Esli l ≠ n, to po (52) a_l = −b_lp^κ, i iz (45) i (54) sleduet A ≡ B mod (℘, p^m). Rassmotrim sluqaæ l = n. V silu (45) i (54) nado pokazat~, qto (−1)^na_nθ^{p−κ} ηd_{anp}−κ_{+bn} ≡ (−1)^{n−1}b_np^κθ^{p−κ} ηd_{anp}−κ_{+bn} mod (℘, p^m). DlØ fftogo dostatoqno proverit~, qto

p^κd_{anp}−κ_{+bn} (a_np^{−κ} + b_n) ≡ 0 mod p^m. (56)

Dannoe sravnenie sleduet iz [1, lemmy 2.2 i 2.3], esli my uqtem, qto a_n ¿ 2p^{m−1}.

Esli uslovie (52) ne vypolneno, to po (45) i (54) ω(A) ≈

ω(B) ≈ 1. Teorema polnost~¸ dokazana. •

Iz teoremy 2.2 i sledstviØ 2.1 netrudno vyvesti

Sledstvie 2.3. Predpoloßim, qto poslednee pole vyqetov K ko-

neqno. Pust~ α ∈ U_K (2p^{m−1}), β ∈ K^{top}_n (K). Togda spravedliva obobwennaØ formula Ivasavy: (β, α)_m = ζ^{− 1pm RK/}Q^{p(ζt1...tn−1 log α Dlog β)}, (57)

258 A. N. ZINOV^EV

gde R_{K/}Q_p := Tr_{k0/}Q_p ∘ R_{K/k0} = Tr_{K0/}Q_p ∘ c_{K/K0} .

Zameqanie 2.3. Pri n = 1 (57) – ffto klassiqeskaØ formula

Ivasavy.

Zameqanie 2.4. V rabote [13] M. Kurihara, ispol~zuØ ffkspo-

nencial~nyæ gomomorfizm dlØ K-grupp Milnora, vyvel iz klassiqeskoæ formuly Artina-Hasse Øvnu¸ formulu, analogiqnu¸ (57), dlØ obobwennogo simvola Gil~berta v proizvol~nom nmernom lokal~nom pole smexannoæ harakteristiki, soderßawem

μ_pm , poslednee pole vyqetov kotorogo koneqno.

Zameqanie 2.5. V obwem sluqae n-mernogo polnogo polØ K ha-

rakteristiki 0, soderßawego μ_pm , pervoe pole vyqetov kotorogo ne obØzatel~no imeet harakteristiku p, takße opredelØetsØ obobwennyæ simvol Gil~berta. V fftoæ situacii pole K soderßit podpole smexannoæ harakteristiki. V rabote [3] s pomow~¸ spuska v dannoe podpole postroeno Øvnoe sparivanie Vostokova i dokazano, qto ono sovpadaet s obobwennym simvolom Gil~- berta. Ispol~zuØ fftu ide¸, iz Øvnyh formul Artina-Hasse i Ivasavy, poluqennyh v razdele 2, netrudno vyvesti sootvetstvu¸wie Øvnye zakony vzaimnosti v obwem sluqae.

Literatura

1. A. N. Zinov~ev, Obobwennye formuly Artina-Hasse i Ivasavy. — Algebra i analiz 13 (2001), vyp. 4, 86–109.

2. S. V. Vostokov, Sparivanie na K-gruppah mnogomernyh polnyh poleæ. — Trudy S.-Peterb. mat. obw. 3 (1995), 140-184.

3. S. V. Vostokov, Sparivanie Gil~berta v polnom mnogomernom pole. — Trudy MIAN im. V. A. Steklova 208 (1995), 80-92.

4. T. B. BelØeva, S. V. Vostokov, Simvol Gil~berta v polnom mnogomernom pole. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 5-34.

5. I. B. ȷukov, A. I. Madunc, Mnogomernye polnye polØ: topologiØ i drugie osnovnye ponØtiØ. — Trudy S.-Peterb. mat. obw. 3 (1995), 4-46.

6. I. B. ȷukov, A. I. Madunc, Additivnye i mul~tiplikativnye razloßeniØ v mnogomernyh lokal~nyh polØh. — Zap. nauqn. semin. POMI 272 (2000), 186-195.

7. I. B. Fesenko, Sekvencial~nye topologii i faktory milnorovskih Kgrupp mnogomernyh lokal~nyh poleæ. — Algebra i analiz 13 (2001), vyp. 3, 198-221.

8. I. B. Fesenko, Abelian local p-class field theory. — Math. Ann. 301 (1995), 561- 586.

9. I. B. Zhukov, Higher dimensional local fields. — Geometry & Topology Monogr.

3 (2000): Invitation to higher local fields, 5-18.

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE 259 10. E. Artin, H. Hasse, Die beiden Ergänzungssätze zum Reziprozitätsgesetz der lnten Potenzreste im Körper der ln-ten Einheitswurzeln. — Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 6 (1928), 146-162.

11. K. Iwasawa, On explicit formulas for the norm residue symbol. — J. Math. Soc.

Japan 20 (1968), 151-165.

12. P. Kölcze, Explizite Formeln für das klassische Hilbertsymbol. — Dissertation,

Regensburg, 1994.

13. M. Kurihara, The exponential homomorphisms for the Milnor K-groups and an explicit reciprocity law, J. Reine Angew. Math. 498 (1998), 201-221.

Zinoviev A. N. Generalized Artin–Hasse and Iwasawa formulas for the Hilbert symbol in a higher local field.

In the paper we consider the generalized Hilbert symbol in the cyclotomic extension of an absolutely unramified higher local field of characteristic 0 with perfect last residue field of characteristic p > 2. We deduce the generalized Artin–Hasse and Iwasawa formulas from the explicit Kummer type Vostokov formula.

Postupilo 20 oktØbrØ 2002 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet