Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

I. M. Zil~berbord

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI NAD POLUCEPNYMI NETEROVYMI SPRAVA KOL^CAMI

Napomnim, qto modul~ nazyvaetsØ cepnym, esli struktura ego podmoduleæ lineæno uporØdoqena otnositel~no vkl¸qeniØ, i polucepnym, esli on ØvlØetsØ prØmoæ summoæ nekotorogo semeæstva cepnyh moduleæ. Kol~co R – polucepnoe, esli R_R i_RR – polucepnye moduli.

V dannoæ rabote issledu¸tsØ induktivnye qistoty v kategorii pravyh moduleæ nad proizvol~nym polucepnym nœterovym sprava kol~com R i nerazloßimye qisto-in¨ektivnye (otnositel~no qistoty po Konu) pravye R-moduli. V §1 (sm. teoremu 1.7) dokazano, qto proizvol~nyæ podmodul~ prØmoæ summy semeæstva koneqno poroßdœnnyh pravyh R-moduleæ takße ØvlØetsØ prØmoæ summoæ koneqno poroßdœnnyh moduleæ. Zametim, qto pervym rezul~tatom podobnogo roda byla teorema Kulikova (sm. [1] ili [2, teorema 18.1]) o podgruppah prØmyh summ cikliqeskih grupp, a dlØ sluqaØ polucepnogo dvustoronne nœterova kol~ca R analogiqnyæ rezul~tat vytekaet iz raboty [3] (sm. takße [4, lemma 4]). V silu rezul~tatov stat~i [4] teorema 1.7 pozvolØet klassificirovat~ vse induktivnye qistoty v kategorii pravyh moduleæ nad l¸bym polucepnym nœterovym sprava kol~com.

Osnovnoæ rezul~tat §2 – opisanie nerazloßimyh qistoin¨ektivnyh nein¨ektivnyh moduleæ nad polucepnymi nœterovymi sprava kol~cami. �to opisanie poluqeno pri pomowi redukcii k sluqa¸ polucepnyh nasledstvennyh sprava kolec. Otmetim, qto qisto-in¨ektivnye moduli nad polucepnymi dvustoronne nœterovymi kol~cami byli polnost~¸ issledovany v stat~e [5]. Qisto-in¨ektivnye moduli nad polucepnymi nœterovymi tol~ko sprava kol~cami izuqalis~ s toqki zreniØ teorii modeleæ dlØ moduleæ v rabotah [6], [7]. V stat~e [8] dokazano, qto klass vseh reducirovannyh qisto-in¨ektivnyh pravyh mo- 214

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 215 duleæ nad polucepnym nœterovym sprava kol~com R sovpadaet s klassom vseh pravyh moduleæ, polnyh v nekotoroæ special~noæ R-topologii.

Dalee vezde R oboznaqaet dvustoronne nerazloßimoe polucepnoe nœterovo sprava, no ne sleva kol~co, J – radikal Dßekobsona kol~ca R, N – nil~-radikal kol~ca R. Esli ne ogovoreno protivnoe, vse moduli ØvlØ¸tsØ pravymi unitarnymi R-modulØmi. Pust~ M – nekotoryæ R-modul~, togda E_R(M ) oboznaqaet in¨ektivnu¸ oboloqku modulØ M , a PE_R(M ) – ego qisto-in¨ektivnu¸ oboloqku.

V dal~neæxem, rassmatrivaØ modul~ M nad faktor-kol~com

S_1 nekotorogo kol~ca S kak S-modul~, my budem predpolagat~,

qto S deæstvuet na M s pomow~¸ kanoniqeskogo ffpimorfizma

π : S → S_1. Obratno, l¸boæ S-modul~, annuliruemyæ Ker (π),

moßno estestvennym obrazom rassmatrivat~ kak S_1-modul~.

§1. Induktivnye qistoty v kategorii R-moduleæ

My napomnim nekotorye svoæstva koneqno poroßdœnnyh Rmoduleæ. V silu teoremy Drozda – Uorfilda ([9], [10, teorema 3.3]) l¸boæ koneqno poroßdœnnyæ modul~ nad R – polucepnoæ. Sledovatel~no, l¸boæ nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ R-modul~ B – cepnoæ cikliqeskiæ, priqœm B ØvlØetsØ faktormodulem nekotorogo glavnogo nerazloßimogo modulØ eR, gde e – primitivnyæ idempotent kol~ca R. Zametim, qto togda eR – proektivnoe nakrytie modulØ B.

Opredelenie. Pust~ M – nenulevoæ cikliqeskiæ cepnoæ R-

modul~.

(1) M nazyvaetsØ modulem pervogo tipa, esli M artinov i imeet neartinovo proektivnoe nakrytie;

(2) M nazyvaetsØ modulem vtorogo tipa, esli M neartinov (i potomu imeet neartinovo proektivnoe nakrytie);

(3) M nazyvaetsØ modulem tret~ego tipa, esli M imeet artinovo proektivnoe nakrytie.

Zameqanie. �to opredelenie bylo dano v rabote [11] i sootvet-

stvuet tomu, kak v rabote [12] numeru¸tsØ komponenty kolqana Auslendera–Raæten kol~ca R.

Pust~ S– nekotoroe fiksirovannoe dalee polnoe mnoßestvo ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov v R, S_1 = {g ∈ S |

216 I. M. ZIL^BERBORD

gR − neartinov modul~}, S_2 = S\ S_1. Vvedœm oboznaqeniØ: e = ∑ g∈S1^{g, f = 1 − e, T = fRf, n0 = min{l ∈ N | eN l = 0}. Otmetim,}

qto fRe = 0, eRe ≃ R/Rf – polucepnoe hnp-kol~co, T = fRf – polucepnoe artinovo kol~co ([13, teorema 2.11], [14, §6]).

Tak kak l¸boæ glavnyæ nerazloßimyæ R-modul~ izomorfen odnomu iz moduleæ gR (g ∈ S), to s toqnost~¸ do izomorfizma vse moduli pervogo tipa – ffto moduli gR/gJ^t (g ∈ S_1, t ∈ N), moduli vtorogo tipa – ffto moduli gR/gN^k (g ∈ S_1, k ∈ {1, 2, . . ., n_0}), a moduli tret~ego tipa – ffto moduli gR/gJ^l (g ∈ S_2, l ∈ N) (sm., naprimer, [11, §1]). Krome togo, moduli tret~ego tipa – ffto vse cepnye cikliqeskie T -moduli, i s toqnost~¸ do izomorfizma ih suwestvuet lix~ koneqnoe qislo.

Pust~ k 6 n_0, togda moduli vida eR/eN^k nazyva¸tsØ modulØmi s k-toæ okrußnosti.

Predloßenie 1.1 (sm. [4], [12]). Esli B i C – moduli s k-toæ

okrußnosti, gde k ∈ {1, 2, . . ., n_0}, to:

(1) suwestvuet monomorfizm φ : C → B, bolee togo, vse neartinovy podmoduli modulØ B takße ØvlØ¸tsØ modulØmi s k-toæ okrußnosti;

(2) naibol~xie artinovy podmoduli moduleæ B i C izomorfny drug drugu, ime¸t dlinu k − 1 i pri k > 1 ØvlØ¸tsØ modulØmi tret~ego tipa.

Sledstvie 1.1.1. Pust~ B – modul~ s k-toæ okrußnosti, D – cep-

noæ cikliqeskiæ modul~. Esli suwestvuet monomorfizm φ : B → D, to modul~ D ØvlØetsØ modulem s k-toæ okrußnosti.

Sledstvie 1.1.2. Esli B – modul~ s k-toæ okrußnosti, C – mo-

dul~ s l-toæ okrußnosti, ψ : B → C – nenulevoæ gomomorfizm, to k ¿ l. Esli, krome togo, k = l, to gomomorfizm ψ ØvlØetsØ monomorfizmom.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto modul~ C^′ = Im(ψ) imeet nearti-

novo proektivnoe nakrytie, i po predloßeni¸ 1.1 C^′ ØvlØetsØ modulem s l-toæ okrußnosti, gde k ¿ l. •

Opredelenie. Pust~ M – R-modul~. Opredelim A(M ) kak sum-

mu vseh podmoduleæ tret~ego tipa v M , t.e. A(M ) = M f.

Lemma 1.2. L¸boæ R-modul~ M takoæ, qto M e = 0, ØvlØetsØ

prØmoæ summoæ nekotorogo semeæstva moduleæ tret~ego tipa. V

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 217

qastnosti, dlØ proizvol~nogo R-modulØ M modul~ A(M ) – prØmaØ summa semeæstva moduleæ tret~ego tipa.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku M – modul~ nad polucepnym arti-

novym kol~com T ≃ R/eR, to po [15, teorema 25.4.2] modul~ M – prØmaØ summa cepnyh cikliqeskih T -moduleæ, t.e. moduleæ tret~ego tipa. •

Lemma 1.3. Pust~ {Ck}k∈K – semeæstvo R-moduleæ, B =^⨁_{k∈K} Ck,

Q – cepnoæ podmodul~ modulØ B, π_k – ograniqenie na Q kanoniqeskoæ proekcii pr_k : B → C_k. Esli Q – cikliqeskiæ modul~, ili mnoßestvo K koneqno, to dlØ nekotorogo k ∈ K π_k – monomorfizm.

Dokazatel~stvo. Esli modul~ Q koneqno poroßdœn, to dlØ po-

qti vseh k ∈ K imeem π_k = 0. Itak, 0 = ⋂ k∈K Ker (π_k) = ⋂ {k:π_k≠0} Ker (π_k)

– pereseqenie koneqnogo qisla podmoduleæ cepnogo modulØ Q. Sledovatel~no, dlØ nekotorogo k ∈ K Ker (π_k) = 0. •

Opredelenie. Pust~ M – R-modul~, A – podmodul~ tret~ego

tipa v M . Budem govorit~, qto A udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M , esli suwestvuet monomorfizm α : A → B, gde B – nekotoryæ podmodul~ vtorogo tipa v M .

Teorema 1.4. L¸boæ R-modul~ M dopuskaet razloßenie M =

Q ⊕ M_1, gde M_1 – takoæ modul~, qto vse podmoduli tret~ego tipa v M_1 udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗) otnositel~no M_1, a modul~ Q – prØmaØ summa semeæstva moduleæ tret~ego tipa, kaßdyæ iz kotoryh ne udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M .

Dokazatel~stvo. Po lemme 1.2 A(M ) =^⨁_{i∈I} Di – prØmaØ summa ne-

kotorogo semeæstva moduleæ tret~ego tipa. Rassmotrim mnoßestvo L = {i ∈ I | D_i ne udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M } i modul~ Q = ⨁ i∈L D_i. Pust~ C – nekotoryæ cepnoæ cikliqe-

skiæ podmodul~ modulØ M . Dokaßem, qto Q – prØmoe slagaemoe modulØ M^′ = Q + C. Predpoloßim, qto podmodul~ C^′ = Q ∩ C ≠ 0. Tak kak C^′ – cikliqeskiæ cepnoæ podmodul~ modulØ Q, to C^′ –

218 I. M. ZIL^BERBORD modul~ tret~ego tipa, i potomu C – modul~ vtorogo ili tret~ego tipa.

Pust~ C – modul~ vtorogo tipa. Po lemme 1.3 dlØ nekotorogo i ∈ L suwestvuet monomorfizm τ : C^′ → D_i, pofftomu v silu cepnosti in¨ektivnoæ oboloqki modulØ C^′ (sm. [13, teorema 1.1]) suwestvuet monomorfizm ρ : D_i → C. No togda modul~ D_i udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M , qto protivoreqit predpoloßeni¸. Sledovatel~no, C – modul~ tret~ego tipa, i

M^′ ⊂ A(M ). Po postroeni¸ Q – prØmoe slagaemoe modulØ A(M ),

pofftomu Q – prØmoe slagaemoe modulØ M^′.

Takim obrazom, v silu teoremy Drozda–Uorfilda ([9], [10, teorema 3.3]) Q – prØmoe slagaemoe l¸bogo takogo podmodulØ

M_1 modulØ M , qto Q ⊂ M_1 i modul~ M_1/Q koneqno poroßdœn.

Sledovatel~no, Q – qistyæ po Konu podmodul~ modulØ M , i soglasno [11, sledstvie 2.1.1] Q – prØmoe slagaemoe modulØ M . Pust~ M = Q⊕M_1, gde M_1 – nekotoryæ podmodul~ v M . Poskol~- ku modul~ Q ne soderßit podmoduleæ vtorogo tipa, to v silu lemmy 1.3 l¸boæ podmodul~ vtorogo tipa v M izomorfen nekotoromu podmodul¸ vtorogo tipa v M_1. Pofftomu dlØ podmoduleæ tret~ego tipa v M_1 uslovie (∗) otnositel~no M ravnosil~no uslovi¸ (∗) otnositel~no M_1. Tak kak A(M ) = Q ⊕ A(M_1), to

A(M_1) ≃ A(M )/Q ≃ ⨁ i∈I\L D_i – prØmaØ summa moduleæ, kaßdyæ iz

kotoryh udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M_1. Pust~ X – podmodul~ tret~ego tipa v M_1, togda X ⊂ A(M_1), i po lemme 1.3 dlØ nekotorogo i ∈ I \ L suwestvuet monomorfizm φ : X → D_i. Sledovatel~no, X takße udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~- no M_1. •

Sledstvie 1.4.1. Esli vse prØmye slagaemye R-modulØ M , ØvlØ-

¸wiesØ modulØmi tret~ego tipa, udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗) otnositel~no M , to l¸boæ podmodul~ tret~ego tipa v M udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no M .

Zameqanie 1.4.2. Moßno dat~ neposredstvennoe dokazatel~stvo

sledstviØ 1.4.1. Deæstvitel~no, pust~ M soderßit podmoduli tret~ego tipa, ne udovletvorØ¸wie uslovi¸ (∗) otnositel~no M , a podmodul~ C imeet maksimal~nu¸ dlinu sredi vseh takih podmoduleæ modulØ M . Legko videt~, qto togda l¸boæ monomorfizm α : C → D, gde D – cikliqeskiæ cepnoæ podmodul~ modulØ M , ØvlØetsØ izomorfizmom. Soglasno [11, lemma 2.2 i zameqa-

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 219 nie 2.2.1] C – qistyæ po Konu podmodul~ modulØ M , i vvidu [11, sledstvie 2.1.1] podmodul~ C vydelØetsØ prØmym slagaemym v M . Predloßenie 1.5. Pust~ {Ck}k∈K – semeæstvo moduleæ vtoro-

go tipa s odnoæ i toæ ße s-toæ okrußnosti, B = ⨁ k∈K C_k, A –

podmodul~ modulØ B. Togda modul~ A – prØmaØ summa nekotorogo semeæstva cikliqeskih cepnyh moduleæ.

Dokazatel~stvo. (Sr. s dokazatel~stvom svobody l¸boæ pod-

gruppy svobodnoæ abelevoæ gruppy [2, teorema 14.5]).

Pust~ mnoßestvo indeksov K vpolne uporØdoqeno, i K ravno mnoßestvu porØdkovyh qisel, men~xih porØdkovogo qisla τ . DlØ

σ 6 τ oboznaqim Bσ =^⨁_{k<σ} Ck, Aσ = A ∩ Bσ , togda Aσ = Aσ+1 ∩ Bσ ,

pofftomu A_{σ+1}/A_σ ≃ (A_{σ+1} + B_σ )/B_σ. Posledniæ modul~ vkladyvaetsØ v modul~ C_σ ≃ B_{σ+1}/B_σ. Pust~ c_σ R – podmodul~ modulØ C_σ, ØvlØ¸wiæsØ obrazom fftogo vloßeniØ, gde c_σ ∈ C_σh dlØ nekotorogo primitivnogo idempotenta h v R. Togda suwestvuet ffpimorfizm β : A_{σ+1} → c_σR takoæ, qto Ker (β) = A_σ. Pust~

a_σ ∈ β^{−1}(c_σ)h. Zametim, qto A_{σ+1} = A_σ + a_σR, priqœm ograniqe-

nie gomomorfizma β na cepnoæ podmodul~ a_σR daœt ffpimorfizm

β_0 : a_σR → c_σ R. Dokaßem, qto Y = Ker (β_0) – nulevoæ modul~.

Po lemme 1.3 dlØ nekotorogo k_0 ∈ K suwestvuet monomorfizm α : a_σ R → C_{k0}. Togda suwestvuet monomorfizm ρ : c_σ R →

C_{k0} /α(Y ). Poskol~ku c_σ R ⊂ C_σ, to vvidu predloßeniØ 1.1 odno-

vremenno suwestvuet i monomorfizm ρ_1 : c_σR → C_{k0} . V silu cepnosti in¨ektivnoæ oboloqki modulØ c_σ R (sm. [13, teorema 1.1]) odin iz moduleæ C_{k0} , C_{k0}/α(Y ) vkladyvaetsØ v drugoæ. Soglasno predloßeni¸ 1.1 i sledstvi¸ 1.1.1 C_{k0} i C_{k0} /α(Y ) – moduli vtorogo tipa s odnoæ i toæ ße okrußnosti. Sledovatel~no, vvidu sledstviØ 1.1.2 Y = 0, i β_0 – izomorfizm. Takim obrazom, korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ moduleæ

0 → A_σ → A_{σ+1} → c_σR → 0

rasweplØetsØ, i A_{σ+1} = A_σ ⊕ a_σR, pofftomu A = ⋃ σ6τ^{Aσ =} ⨁ σ6τ^{aσR} . •

220 I. M. ZIL^BERBORD

Predloßenie 1.6. Pust~ B1 =^⨁_{k∈K1} Ck, gde vse Ck – moduli vto-

rogo tipa s odnoæ i toæ ße s-toæ okrußnosti, B_2 = ⨁ k∈K2 C_k,

gde vse moduli C_k – cikliqeskie cepnye, priqœm dlØ l¸bogo n ¿ s (n ∈ N) sredi C_k net moduleæ vtorogo tipa s n-toæ okrußnosti. Esli A – podmodul~ modulØ B = B_1 ⊕ B_2, to A = X ⊕ A_2, gde X – prØmaØ summa cikliqeskih cepnyh moduleæ, a A_2 – podmodul~ modulØ B_2.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ teoremu 1.4, moßem srazu pred-

polagat~, qto dlØ l¸bogo podmodulØ tret~ego tipa C modulØ A suwestvuet monomorfizm α : C → Q, gde Q – nekotoryæ podmodul~ vtorogo tipa v B. Soglasno lemme 1.3 i sledstvi¸ 1.1.1 Q – modul~ s t-toæ okrußnosti, gde t 6 s. Pust~ β : A → B_1 – ograniqenie na A kanoniqeskoæ proekcii B → B_1, togda po predloßeni¸ 1.5 Im(β) = ⨁ l∈L D_l, gde {D_l}_{l∈L} – nekotoroe semeæstvo

cikliqeskih cepnyh podmoduleæ modulØ B_1. Po lemme 1.3 dlØ l¸bogo l ∈ L modul~ D_l vkladyvaetsØ v odin iz moduleæ C_k (gde

k ∈ K_1).

Pust~ l ∈ L, D_l = d_lR, priqœm d_l ∈ D_l h dlØ nekotorogo primitivnogo idempotenta h v R, a_l ∈ β^{−1}(d_l)h. Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~

0 → A_2 → A_2 + a_lR → D_l → 0,

gde A_2 = Ker (β) ⊂ B_2. Ograniqenie gomomorfizma β na podmodul~ a_lR daœt ffpimorfizm β_l : a_lR → D_l. Proverim, qto β_l – izomorfizm.

Esli D_l – modul~ vtorogo tipa s s-toæ okrußnosti, to a_lR – toße modul~ vtorogo tipa, priqœm po lemme 1.3 a_lR leßit na t-toæ okrußnosti, gde t 6 s. Tak kak modul~ D_l – faktor-modul~ modulØ a_lR, to t = s, i ffpimorfizm β_l ØvlØetsØ izomorfizmom.

Esli dlØ nekotorogo k ∈ K_1 modul~ D_l vkladyvaetsØ v A(C_k), to a_lR – toße modul~ tret~ego tipa, i vvidu sdelannogo dopolnitel~nogo predpoloßeniØ suwestvuet monomorfizm α : a_lR → Q, gde Q – modul~ vtorogo tipa s t-toæ okrußnosti (t 6 s). Pust~

Y = Ker (β_l ), togda modul~ D_l vkladyvaetsØ v Q/α(Y ), i v silu

cepnosti in¨ektivnoæ oboloqki modulØ D_l (sm. [13, teorema 1.1]) odin iz moduleæ C_k, Q/α(Y ) vkladyvaetsØ v drugoæ. Po predloßeni¸ 1.1 i sledstvi¸ 1.1.1 Q/α(Y ) – modul~ s s-toæ okrußno-

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 221 sti. Sledovatel~no, Q – toße modul~ s s-toæ okrußnosti, pofftomu Y = 0.

Itak, dlØ l¸bogo l ∈ L β_l – izomorfizm, pofftomu suwestvuet gomomorfizm λ_l : D_l → a_lR takoæ, qto β_l ∘λ_l = id_{Dl} , priqœm β|_{al R} =

ρ_l ∘β_l, gde ρ_l – vloßenie podmodulØ D_l v modul~ B_1. Legko videt~,

qto togda korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

0 → A_2 → A → ⨁ l∈L D_l → 0

rasweplØetsØ pri pomowi gomomorfizma λ : ⨁ l∈L D_l → A takogo,

qto λ|_{Dl} = δ_l ∘ λ_l, gde δ_l – vloßenie podmodulØ a_lR v modul~ A. Sledovatel~no, A = A_2 ⊕ X, gde X ≃ ⨁ l∈L D_l. • Teper~ my moßem dokazat~ kl¸qevoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 1.7. Pust~ {Ck}k∈K – semeæstvo koneqno poroßdœnnyh

R-moduleæ, B = ⨁ k∈K C_k, A – podmodul~ modulØ B. Togda modul~ A

ØvlØetsØ prØmoæ summoæ nekotorogo semeæstva cikliqeskih cepnyh R-moduleæ.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy Drozda–Uorfilda moßem

sqitat~, qto vse moduli C_k – cikliqeskie cepnye. Rassmotrim

B_1 = ⨁ k∈K1 C_k – prØmu¸ summu teh moduleæ C_k, kotorye ØvlØ¸t-

sØ modulØmi vtorogo tipa i leßat na okrußnosti s naibol~- xim sredi vseh moduleæ C_k (k ∈ K) nomerom. Togda po predloßeni¸ 1.6 modul~ A = A_2 ⊕ X, gde X – prØmaØ summa cikliqeskih cepnyh moduleæ, a modul~ A_2 ⊂ ⨁ k∈K\K1 C_k. VybiraØ iz

{C_k | k ∈ K \ K_1} moduli vtorogo tipa s maksimal~no vozmoßnym

nomerom, snova primenØem predloßenie 1.6. PovtorØØ fftot process neskol~ko raz, poluqaem, qto ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda dlØ l¸bogo k ∈ K C_k – modul~ pervogo ili tret~ego tipa.

Pust~ B = B^{(1)} ⊕ B^{(3)}, gde B^{(1)} – prØmaØ summa semeæstva moduleæ pervogo tipa, B^{(3)} – prØmaØ summa semeæstva moduleæ tret~ego tipa. Togda B^{(1)}f = 0, B^{(3)}e = 0, pofftomu A = A^{(1)} ⊕ A^{(3)}, gde A^{(1)} = A ∩ B^{(1)}, A^{(3)} = A ∩ B^{(3)}. Po lemme 1.2 A^{(3)} – prØmaØ summa moduleæ tret~ego tipa. Tak kak B^{(1)} – modul~ nad polucepnym hnp-kol~com H = eRe, to iz [3, teorema 4] sleduet, qto

A^{(1)} – prØmaØ summa cikliqeskih cepnyh H-moduleæ. •

222 I. M. ZIL^BERBORD

Napomnim, qto modul~ M nad kol~com S qisto-proektiven (t.e. proektiven otnositel~no l¸boæ qistoæ po Konu korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti moduleæ) togda i tol~ko togda, kogda M – prØmoe slagaemoe prØmoæ summy nekotorogo semeæstva koneqno predstavimyh moduleæ (sm. [16, sledstvie 3]).

Sledstvie 1.7.1. R-modul~ B qisto-proektiven togda i tol~ko

togda, kogda B – prØmaØ summa nekotorogo semeæstva koneqno poroßdœnnyh R-moduleæ. L¸boæ podmodul~ qisto-proektivnogo RmodulØ B qisto-proektiven.

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie neposredstvenno sleduet iz

teoremy 1.7. •

Teorema 1.8. Pust~ ω – induktivnaØ qistota v kategorii pravyh

R-moduleæ. Togda l¸baØ ω-qistaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~ predstavlØetsØ v vide prØmogo predela ω-qistyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ, sostoØwih iz koneqno poroßdœnnyh R-moduleæ. L¸baØ induktivnaØ qistota v kategorii pravyh Rmoduleæ odnoznaqno opredelØetsØ svoim ograniqeniem na kategori¸ koneqno poroßdœnnyh pravyh R-moduleæ.

Dokazatel~stvo. Vvidu sledstviØ 1.7.1 i [17, zameqanie 3]

utverßdenie teoremy sleduet iz [17, sledstvie 3] (sm. takße [18]). •

Zameqanie 1.8.1. Kak sleduet iz teoremy 1.8, suwestvuet

vzaimno–odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu induktivnymi qistotami v kategorii pravyh R-moduleæ i qistotami v kategorii koneqno poroßdœnnyh pravyh R-moduleæ. Qistoty v kategorii koneqno poroßdœnnyh pravyh R-moduleæ, gde R – polucepnoe nœterovo sprava kol~co, polnost~¸ opisany v [4, teoremy 3–5].

Zameqanie 1.8.2. V rabotah [17], [19] privedeny nekotorye dru-

gie rezul~taty, spravedlivye dlØ kolec, nad kotorymi l¸- boæ podmodul~ proizvol~nogo qisto-proektivnogo pravogo modulØ qisto-proektiven. V qastnosti, dlØ kategorii pravyh Rmoduleæ verna formula Kuz~minova (sr. [17], [18]; sm. takße [20]): pust~ ω – induktivnaØ qistota v kategorii pravyh Rmoduleæ, A, B – pravye R-moduli, togda

ωExt^1_R(A, B) = ⋂ f ⋃ g (f^∗)^{−1}g_∗(ωExt^1_R(F, G)),

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 223 gde f : F → A i g : G → B – vsevozmoßnye gomomorfizmy takie, qto F , G – koneqno poroßdœnnye pravye R-moduli.

§2. Opisanie nerazloßimyh qisto-in¨ektivnyh moduleæ

Soglasno [11, predloßenie 5.1] vse nenulevye nerazloßimye nein¨ektivnye qisto-in¨ektivnye R-moduli delØtsØ na dva vida: (1) vse moduli pervogo i tret~ego tipov; (2) qistoin¨ektivnye oboloqki vseh moduleæ vtorogo tipa.

My postroim dlØ dannogo polucepnogo nœterova sprava kol~- ca R takoe ego nasledstvennoe faktor-kol~co R^′, qto dlØ l¸bogo R-modulØ B vtorogo tipa modul~ PE_R(B) budet R^′-modulem otnositel~no kanoniqeskogo ffpimorfizma π : R → R^′.

Opredelenie (sm. [8]). Pust~ M – pravyæ R-modul~. Nazovœm

R-topologieæ modulØ M lineænu¸ topologi¸ na M , ime¸wu¸

sledu¸wu¸ bazu okrestnosteæ nulØ:

B = {M I | I – suwestvennyæ levyæ ideal kol~ca R}.

Esli M – R-modul~, M^1 = ⋂ MI∈B^{M I – zamykanie nulØ v R-}

topologii na M , to soglasno [8, sledstvie 1.2.1] M^1 ØvlØetsØ podmodulem modulØ M . Krome togo,

R^1 = (R_R)^1 = ⋂ RI∈B^{RI =} ⋂ I∈B^I – dvustoronniæ ideal kol~ca R.

Predloßenie 2.1. R^1 = 0 togda i tol~ko togda, kogda R – na-

sledstvennoe sprava kol~co. Krome togo, R^1 = Soc(_RR).

Dokazatel~stvo. V silu [8, lemma 1.4, predloßenie 1.5] R^1 = 0

togda i tol~ko togda, kogda modul~ R_R reducirovan. Otmetim, qto poslednee uslovie ffkvivalentno tomu, qto vse glavnye nerazloßimye R-moduli ne in¨ektivny. Soglasno [11, predloßenie 3.2] nasledstvennost~ sprava kol~ca R ravnosil~na tomu, qto ne suwestvuet nenulevyh in¨ektivnyh cepnyh cikliqeskih Rmoduleæ, pofftomu dlØ dokazatel~stva pervogo utverßdeniØ dostatoqno primenit~ sledu¸wu¸ lemmu.

224 I. M. ZIL^BERBORD

Lemma 2.1.1. Pust~ B – cepnoæ cikliqeskiæ R-modul~. Esli B ne

in¨ektiven, to ne in¨ektiven i l¸boæ nenulevoæ faktor-modul~ modulØ B.

Dokazatel~stvo. Pust~ Q – nekotoryæ sobstvennyæ podmodul~

modulØ B, D – takoæ cepnoæ cikliqeskiæ modul~, qto suwestvuet monomorfizm τ : B → D, ne ØvlØ¸wiæsØ izomorfizmom. Togda inducirovannyæ monomorfizm τ^′ : B/Q → D/τ (Q) ne s¸r¨ektiven, i ostaœtsØ ispol~zovat~ [11, lemma 3.2.1]. •

Pust~ S – polnoe mnoßestvo ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov v R. V silu [8, sledstvie 1.1.1] imeem

R^1 = ⨁ g∈S ⋂ x∈Rg\0 Rx = ⨁ g∈S^{Soc(Rg) = Soc(RR). •}

Predloßenie 2.2.

(1) Kol~co R kak levyæ modul~ nad soboæ obladaet naibol~xim artinovym podmodulem A.

(2) A – dvustoronniæ ideal kol~ca R, kol~co R^′ = R/A – polucepnoe nœterovo sprava nasledstvennoe sprava.

(3) Esli M – nerazloßimyæ qisto-in¨ektivnyæ nein¨ektivnyæ neartinov R-modul~, to M A = 0 i M – nerazloßimyæ qistoin¨ektivnyæ nein¨ektivnyæ R^′-modul~.

(4) L¸boæ reducirovannyæ qisto-in¨ektivnyæ R^′-modul~ L reducirovan i qisto-in¨ektiven kak R-modul~.

Dokazatel~stvo. Pust~ S – polnoe mnoßestvo ortogonal~nyh

primitivnyh idempotentov v R, X = eRf, opredelim S_0 = {g ∈

S2 | Xg = 0}. Soglasno [8, lemma 1.6.1] dlØ l¸bogo g ∈ S0 levyæ

modul~ Rg artinov, a dlØ l¸bogo g ∈ S\ S_0 levyæ modul~ Rg ne soderßit nenulevyh artinovyh podmoduleæ. Esli A = ⨁ g∈S0^{Rg,} to A – artinov modul~, priqœm levyæ modul~ R/A ne soderßit nenulevyh artinovyh podmoduleæ. Sledovatel~no, A – naibol~- xiæ artinov podmodul~ v_RR. ˚sno, qto A – ideal kol~ca R; krome togo, A ⊂ T .

Poskol~ku kol~co R^′ imeet nulevoæ cokol~, to v silu predloßeniØ 2.1 kol~co R^′ nasledstvenno sprava. Pokaßem, qto l¸- boæ R^′-modul~ E in¨ektiven kak R^′-modul~ togda i tol~ko togda, kogda E in¨ektiven kak R-modul~. Deæstvitel~no, esli E – nenulevoæ in¨ektivnyæ R^′-modul~, to v silu nœterovosti sprava

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 225 kol~ca R^′ moßem sqitat~ modul~ E nerazloßimym. Soglasno [11, predloßenie 3.2] E ne ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym modulem, i vvidu [13, lemma 2.2] E – in¨ektivnyæ R-modul~. ObratnaØ implikaciØ oqevidna. Sledovatel~no, l¸boæ R^′-modul~ W reducirovan kak R^′-modul~ togda i tol~ko togda, kogda W reducirovan kak R-modul~.

Pust~ M ≃ PE_R(B), gde B – R-modul~ vtorogo tipa. Tak kak dlØ l¸bogo g ∈ S_0 imeem eRg = 0, to l¸boæ proektivnyæ modul~ vtorogo tipa annuliruetsØ idempotentom g, i potomu Bg = 0. Sledovatel~no, BA = 0, M ≃ PE_R0 (B) i M A = 0. Nakonec, otmetim, qto vvidu [16, teorema 2] M – qisto-in¨ektivnyæ R^′- modul~, a L – qisto-in¨ektivnyæ R-modul~. •

Zameqanie 2.2.1. V silu nasledstvennosti kol~ca R^′ Øsno, qto

R-modul~ C tret~ego tipa annuliruetsØ idealom A togda i tol~- ko togda, kogda C vkladyvaetsØ v nekotoryæ R-modul~ vtorogo tipa. Krome togo, l¸boæ R-modul~ pervogo tipa annuliruetsØ idealom A.

Predloßenie 2.2 pozvolØet pri izuqenii nerazloßimyh qisto–in¨ektivnyh nein¨ektivnyh R-moduleæ srazu predpoloßit~, qto samo kol~co R nasledstvenno sprava. Soglasno [21, teorema 2.9] v fftom sluqae R Morita-ffkvivalentno kol~cu vida H(V, m, n) = ( H_m(V ) M_{m,n}(D) 0 T_n(D) ) , gde V – cepnoe nœterovo neartinovo kol~co s radikalom P =

= Rad(V ), D – telo qastnyh kol~ca V ,

H_m(V ) = V V . . . V P V . . . V . . . . . . . . . . . . P P . . . V ⊂ Mm(V ),

M_{m,n}(D) – mnoßestvo vseh (m × n)-matric nad D, T_n(D) – kol~co

vseh verhnetreugol~nyh matric porØdka n nad D (gde m, n ∈ N). Pofftomu my budem rassmatrivat~ v kaqestve R tol~ko kol~ca vida H(V, m, n). Pust~ R = H(V, m, n), i ∈ {1, 2, . . . , m}, j ∈ {1, 2, . . . , n}, e_i – matriqnaØ edinica e_{ii} ∈ H_m(V ), f_j – matriqnaØ edini-

ca e_{jj} ∈ T_n(D), h_{i,j} – matriqnaØ edinica e_{ij} ∈ M_{m,n}(D). Togda

226 I. M. ZIL^BERBORD S= {e1, e2, . . . , em} ∪ {f1, f2, . . . , fn} – polnyæ nabor ortogonal~- nyh primitivnyh idempotentov kol~ca R.

Opixem vse (s toqnost~¸ do izomorfizma) cepnye cikliqeskie R-moduli. Opredelim dlØ k ∈ N, l ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1},

t ∈ {0, 1, 2, . . . , n} pravye R-moduli C_{k,l} = ( P^k . . . P^k l P^{k−1} . . . P^{k−1} m−l D . . . D n ) ,

A_t = ( 0 . . . 0 m+n−t D . . . D t ) , sostoØwie iz matric–strok dliny m + n, sootvetstvu¸wie fflementy kotoryh prinadleßat ukazannym mnoßestvam; pri fftom struktura R-modulØ na C_{k,l} i A_t vvoditsØ s pomow~¸ matriqnogo umnoßeniØ.

Otoßdestvim dlØ l¸bogo fiksirovannogo i ∈ {1, 2, . . . , m} izomorfnye drug drugu moduli e_iR, C_{1,i−1}. Tak kak C_{k,l} – podmodul~ modulØ e_1R, to vse moduli C_{k,l} cepnye. ˚sno, qto dlØ l¸bogo l <

m − 1 Rad(C_{k,l}) = C_{k,l+1}, a Rad(C_{k,m−1}) = C_{k+1,0}. Sledovatel~no,

esli s ∈ N i i ∈ {2, . . . , m}, to Rad^s(e_iR) = Rad^{s+i−1}(e_1R) = C_{q+1,r}, gde r – ostatok ot deleniØ s + i − 1 na m, a q = (s + i − r − 1)/m. Pofftomu sootvetstvu¸wiæ modul~ pervogo tipa e_iR/e_iJ^s raven modul¸ C_{1,i−1}/C_{q+1,r}.

Otmetim, qto artinov podmodul~ dliny t, gde t ∈ {0, 1, 2,

. . . , n}, soderßawiæsØ v module e_iR, sovpadaet s modulem A_t, i

potomu modul~ vtorogo tipa e_iR/e_iN^k raven C_{1,i−1}/A_{n−k+1}. Krome togo, modul~ tret~ego tipa f_lR/f_lJ^k, gde l ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ N, imeet vid ( 0 . . . 0 m+l−1 D . . . D k 0 . . . 0 n−l−k+1 ) , gde posledniæ modul~ po opredeleni¸ annuliruetsØ idempotentami f_j pri j ¿ k + l.

My perehodim teper~ k opisani¸ qisto-in¨ektivnyh oboloqek R-moduleæ vtorogo tipa. Napomnim snaqala nekotorye svoæstva kol~ca V i ego popolneniØ v Rad(V )-adiqeskoæ topologii. ˚sno, qto kol~co V – oblast~ glavnyh idealov, priqœm l¸- boæ odnostoronniæ sobstvennyæ ideal v V imeet vid P^k, gde

P = Rad(V ), k ∈ N. Pust~ p – fiksirovannyæ dalee fflement mno-

ßestva P \ P^2, togda dlØ l¸bogo n ∈ N imeem P^n = V p^n = p^nV .

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 227 Tak kak ⋂ n∈N^{P n = 0, to dlØ l¸bogo v ∈ V \0 suwestvuet edinstven-}

noe k ∈ N ∪ {0} takoe, qto v = p^kϵ, gde ϵ – obratimyæ fflement v V (i togda v = ϵ_1p^k, gde ϵ_1 takße obratim).

Vvidu [22, sledstvie 15] popolnenie ^V kol~ca V v ego P - adiqeskoæ topologii ØvlØetsØ polucepnym dvustoronne nœterovym kol~com. Tak kak soglasno [8, zameqanie 1.2.3] V -topologiØ na kol~ce V sovpadaet s P -adiqeskoæ topologieæ, my moßem otoßdestvit~ ^V i popolnenie C(V ) kol~ca V v ego V -topologii. ˚sno, qto ^V – lokal~noe kol~co. Takim obrazom, ^V – cepnoe nœterovo neartinovo kol~co.

Lemma 2.3. Pust~ D^′ – telo qastnyh kol~ca^^V . Togda D^′ – pol-

noe topologiqeskoe prostranstvo v lineænoæ topologii s bazoæ okrestnosteæ nulØ { ^V p^k | k ∈ N}, a ego podmnoßestvo D vs¸- du plotno v D^′ v fftoæ topologii. Krome togo, dlØ l¸bogo k ∈ Z imeem D ∩ ( ^V p^k) = V p^k.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto esli {an}n∈N– posledovatel~-

nost~ Koxi v rassmatrivaemoæ topologii, to dlØ nekotorogo

k ∈ Zvse an prinadleßat^^V p^k. Poskol~ku^^V p^k v inducirovannoæ

topologii ØvlØetsØ topologiqeskim prostranstvom, gomeomorfnym prostranstvu ^V , snabßœnnomu ^V p-adiqeskoæ topologieæ, to posledovatel~nost~ {a_n} shoditsØ k nekotoromu predelu v inducirovannoæ na ^V p^k topologii, a potomu i v ishodnoæ topologii. Krome togo, ⋂ k∈N^{^V pk = 0.} Tak kak V vs¸du plotno v ^V v ^V p-adiqeskoæ topologii, to dlØ l¸bogo k ∈ Z V p^k vs¸du plotno v ^V p^k v inducirovannoæ topologii, pofftomu D = ⋃ k∈Z^{V pk – vs¸du plotnoe podmnoßestvo}

v D^′ = ⋃ k∈Z^{^V pk. Esli v ∈ ^V i vpk ∈ D, to v = ϵpl, gde l ∈ Z,} a ϵ – obratimyæ v V , a potomu i v ^V fflement. Sledovatel~no,

l ∈ N ∪ {0}, pofftomu v ∈ V i D ∩ (^^V p^k) = V p^k. • Lemma 2.4. Pust~ G – polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh

idempotentov kol~ca R, M – R-modul~, B – podmodul~ v M . (1) Modul~ M polon (v R-topologii) togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo g ∈ G abeleva gruppa M g polna v lineænoæ topologii s bazoæ okrestnosteæ nulØ {M x | x ∈ Rg \ 0}.

228 I. M. ZIL^BERBORD (2) Podmodul~ B vs¸du ploten v M v R-topologii togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo g ∈ G podgruppa Bg vs¸du plotna v M g v lineænoæ topologii s bazoæ okrestnosteæ nulØ {M x | x ∈ Rg \ 0}.

Dokazatel~stvo. Soglasno [8, predloßenie 1.2] mnoßestva vi-

da M I, gde I = ∑ g∈G^{Rxg (xg ∈ Rg \ 0), sostavlØ¸t bazu okrestno-}

steæ nulØ R-topologii modulØ M . Tak kak M I = {m ∈ M | ∀g ∈

G mg ∈ M xg}, to R-topologiØ na M sovpadaet s proizvedeniem

koneqnogo qisla opisannyh vyxe topologiæ na podgruppah M g (g ∈ G). •

My gotovy teper~ dokazat~ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 2.5. Pust~ R = H(V, m, n), gde V – cepnoe nœterovo ne-

artinovo kol~co, m, n ∈ N, pust~ ^V – popolnenie kol~ca V v P - adiqeskoæ topologii. Opredelim kol~co ^R = H( ^V , m, n). Togda dlØ l¸byh i ∈ {1, 2, . . . , m} i k ∈ {1, 2, . . . , n} imeem PE_R(e_iR) ≃ e_i ^R, PE_R(e_iR/e_iN^k) ≃ e_i ^R/e_iNil^k( ^R).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem i ∈ {1, 2, . . . , m}, k ∈ {1, 2, . . . , n+1},

opredelim moduli B = e_iR/e_iN^k, ^B = e_i ^R/e_iNil^k( ^R) (pri k = n+1 imeem N^k = Nil^k( ^R) = 0, i togda B = e_iR, ^B = e_i ^R). Otmetim, qto modul~ e_iR/e_iN^k moßno predstavit~ v vide: ( P . . . P i−1 V . . . V m−i+1 D . . . D k−1 0 . . . 0 n−k+1 ) ; analogiqnym obrazom opisyvaetsØ modul~ e_i ^R/e_iNil^k( ^R). Pofftomu, rassmatrivaØ v dal~neæxem dlØ fiksirovannogo g ∈ Spodgruppu Bg ≠ 0 (sootvetstvenno, ^Bg ≠ 0), my v zavisimosti ot B i g moßem otoßdestvit~ eœ s odnim iz mnoßestv P , V , D (sootvetstvenno, s odnim iz mnoßestv ^P = Rad( ^V ), ^V , D^′).

Esli g ∈ S, I = Rr – nenulevoæ koneqno poroßdœnnyæ levyæ ideal kol~ca R, soderßawiæsØ v Rg, to I – cepnoæ levyæ ideal, pofftomu moßno sqitat~, qto r ∈ hRg \ 0 dlØ nekotorogo h ∈ S. Pust~ h = e_l, g = e_j (l, j ∈ {1, 2, . . . , m}), i v matrice, sootvetstvu¸weæ r, edinstvennaØ nenulevaØ komponenta ravna ϵp^t, gde ϵ obratim v V , t ∈ N ∪ {0}. Esli Be_j = V , to Br = V p^t, ^Br = ^V p^t, i togda B ∩ ^Br = Be_j ∩ ^Br = V ∩ ^V p^t = V p^t = Br v silu qistoty

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 229 po Konu V v ^V (sm., naprimer, [8, lemma 2.1]). Esli Be_j = P , to

Br = P p^t, ^Br = ^P p^t, i togda vvidu qistoty po Konu P = pV v ^P = p ^V imeem B ∩ ^Br = P ∩ ^P pt = P pt = Br. Krome togo, na ^Bg topologiØ s bazoæ okrestnosteæ nulØ { ^Br | r ∈ Rg \0} sovpadaet s P -adiqeskoæ topologieæ na ^V ili na ^P = p ^V , pofftomu ^Bg – topologiqeskoe prostranstvo, polnoe v fftoæ topologii, a podgruppa Bg, ravnaØ, sootvetstvenno, V ili P , vs¸du plotna v ^Bg.

Pust~ h = f_l, g = f_j (l, j ∈ {1, 2, . . . , n}), Bg ≠ 0, i v matrice, sootvetstvu¸weæ r, edinstvennaØ nenulevaØ komponenta ravna d ∈ D. Togda ^Br = D^′d, Br = Dd, pofftomu B ∩ ^Br = Bf_j ∩ ^Br = = D ∩ D^′ = D = Br. Krome togo, dlØ dannogo g levyh idealov Rr,

gde fflement r imeet ukazannyæ vid, suwestvuet lix~ koneqnoe qislo, sledovatel~no, pri opisanii topologii na ^Bg ≠ 0 sootvetstvu¸wie podgruppy ^Br moßno iskl¸qit~ iz bazy okrestnosteæ nulØ. Pust~ h = e_l, g = f_j (l ∈ {1, 2, . . . , m}, j ∈ {1, 2, . . . , n}), Bg ≠ 0, i v matrice, sootvetstvu¸weæ r, edinstvennaØ nenulevaØ komponenta ravna ϵp^t, gde ϵ obratim v V , t ∈ Z. Togda podgruppa ^Br ravna ^V p^t libo ^P p^t, a podgruppa Br ravna V p^t libo, sootvetstvenno, P p^t. Soglasno lemme 2.3 D ∩ ^V p^t = V p^t i D ∩ ^P p^t = D ∩ ^V p^{t+1} = V p^{t+1} = P p^t, pofftomu B ∩ ^Br = Bf_j ∩ ^Br = D ∩ ^Br = Br. Vvidu lemmy 2.3 abeleva gruppa ^Bg = D^′ polna v topologii s bazoæ okrestnosteæ nulØ { ^Br | r ∈ Rg \ 0}, a podgruppa Bg = D vs¸du plotna v D^′ v fftoæ topologii.

BlagodarØ lemme 2.4 my poluqaem v itoge, qto ^B – polnyæ (v R-topologii) modul~, a podmodul~ B vs¸du ploten v ^B. Tak kak vvidu [8, lemma 2.1.1] B qist po Konu v ^B, to R-topologiØ modulØ ^B induciruet na podmodule B R-topologi¸ modulØ B. Krome togo, v silu [8, predloßenie 1.2] umnoßenie na l¸boæ fflement

r ∈ R nepreryvno na ^B, a umnoßenie fflementov popolneniØ na

fflementy kol~ca (sm. [8, lemma 2.1]) opredeleno po nepreryvnosti v R-topologii. Pofftomu R-moduli ^B i C(B) izomorfny, i soglasno [8, teorema 2.4] ^B ≃ PE_R(B). •

Zameqanie 2.5.1. Iz teoremy 2.5 sleduet, qto l¸boæ nerazlo-

ßimyæ qisto-in¨ektivnyæ nein¨ektivnyæ neartinov H(V, m, n)- modul~ ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym H( ^V , m, n)-modulem.

Zameqanie 2.5.2. Pust~ C(R) – popolnenie modulØ RR v R-

230 I. M. ZIL^BERBORD topologii. Pol~zuØs~ vs¸du plotnost~¸ R v C(R) v R-topologii, postroim kol~co C(R), opredeliv umnoßenie fflementov C(R) po nepreryvnosti v R-topologii. Zametim, qto esli R = H(V, m, n),

priqœm V ≠ ^V , to kol~co C(R) = ( H_m( ^V ) M_{m,n}(D^′) 0 T_n(D) ) ne ØvlØet-

sØ ni polucepnym sprava, ni nœterovym sprava (sm. [13, teorema 2.11]).

Pust~ R = H(V, m, n), rassmotrim Y = ( D . . . D m+n ) kak pra-

vyæ R-modul~ (otnositel~no matriqnogo umnoßeniØ).

Lemma 2.6 (sr.[21, lemma 2.5]). Esli B – R-modul~ vtorogo ti-

pa s k-toæ okrußnosti, gde k ∈ {1, 2, . . . , n + 1}, to E(B) ≃ Y /A_{n−k+1}. Esli B – R-modul~ pervogo tipa, to dlØ nekotorogo i ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1} imeem E_R(B) ≃ Y /C_{1,i}. Dokazatel~stvo. Tak kak modul~ Y – ob¨edinenie semeæstva

svoih sobstvennyh cepnyh podmoduleæ

U_k = ( p^{−k}V . . . p^{−k}V m D . . . D n ) = p^{−k}e_1R ≃ e_1R

(pri k ∈ N), to Y – cepnoæ modul~, priqœm Y ne ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym modulem. Iz [13, lemma 2.2] sleduet, qto l¸- boæ faktor-modul~ Y^′ modulØ Y – cepnoæ in¨ektivnyæ modul~, i potomu Y^′ – in¨ektivnaØ oboloqka l¸bogo svoego nenulevogo podmodulØ.

Zametim, qto dlØ l¸bogo i ∈ {1, 2, . . . , m} modul~ e_iR = C_{1,i−1} vkladyvaetsØ v Y . Pust~ B ≃ e_iR/e_iN^k – modul~ s k-toæ okrußnosti, togda B ≃ C_{1,i−1}/A_{n−k+1}, i potomu suwestvuet monomorfizm i : B → Y /A_{n−k+1}. Esli B – modul~ pervogo tipa, to v silu artinovosti B my moßem predpoloßit~, qto modul~ B prost, i togda dlØ nekotorogo i ∈ {1, 2, . . . , m} modul~ B ≃ e_iR/Rad(e_iR). Pust~ i < m, togda

e_iR/Rad(e_iR) = C_{1,i−1}/C_{1,i} – nenulevoæ podmodul~ modulØ Y /C_{1,i}.

Krome togo, modul~ e_mR/Rad(e_mR) = C_{1,m−1}/C_{2,0} vkladyvaetsØ v modul~ Y /C_{2,0} ≃ Y /C_{1,0}. •

Teorema 2.7 (sr. [7, §3]). Esli R = H(V, m, n),^^R = H(^^V , m, n), to

vse nenulevye nerazloßimye qisto-in¨ektivnye pravye R-moduli soderßatsØ v sledu¸wem spiske: (1) moduli pervogo tipa;

QISTOTY I QISTO–IN˙EKTIVNYE MODULI 231 (2) moduli tret~ego tipa; (3) moduli Y /C_{1,i}, i ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1}; (4) moduli Y /A_l, l ∈ {0, 1, 2, . . . , n} ; (5) moduli e_i ^R/e_iNil^k( ^R), i ∈ {1, 2, . . . , m}, k ∈ {1, 2, . . . , n + 1}. Dokazatel~stvo. Pust~ M – nenulevoæ nerazloßimyæ qisto-

in¨ektivnyæ R-modul~. Esli modul~ M in¨ektiven, to M ≃

E_R(C), gde C – nenulevoæ cepnoæ cikliqeskiæ modul~. Poskol~ku

l¸boæ proektivnyæ modul~ tret~ego tipa vkladyvaetsØ v proizvol~nyæ proektivnyæ modul~ vtorogo tipa, my moßem sqitat~, qto C – modul~ pervogo ili vtorogo tipa, i togda vvidu lemmy 2.6 modul~ E_R(C) soderßitsØ v naxem spiske.

Esli ße modul~ M ne in¨ektiven, to v silu [11, predloßenie 5.1] libo M – modul~ pervogo ili tret~ego tipa, libo

M ≃ PE_R(B), gde B – nekotoryæ modul~ vtorogo tipa, i ostaœt-

sØ primenit~ teoremu 2.5. •

Avtor blagodarit professora A. I. Generalova za postanovku zadaqi i iskrennee vnimanie.

Literatura

1. L. ˚. Kulikov, K teorii abelevyh grupp proizvol~noæ mownosti. — Mat.

sb. 16 (1945), 129–162.

2. L. Fuks, Beskoneqnye abelevy gruppy, t. 1 — Mir, M. (1974). 3. S. Singh, Modules over hereditary noetherian prime rings. — Canadian J. Math.

27, No. 4 (1975), 867–883.

4. A. I. Generalov, Sobstvennye klassy korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ nad neterovymi polucepnymi kol~cami. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel.teoremy teor. ver., vyp. 1, Leningrad (1986), 87–102.

5. A. I. Generalov, Induktivno zamknutye sobstvennye klassy nad ograniqennymi hnp-kol~cami. — Algebra i logika 25, No. 4 (1986), 384–404.

6. G. E. Puninskiæ, Teoretiko-model~nye metody v teorii kolec i moduleæ.

Dokt. Diss., Moskva (1995).

7. G. E. Puninski, Pure-injective modules over right noetherian serial rings. — Com-

mun. Algebra 23, No. 4, (1995), 1579–1592.

8. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Popolnenie moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. — Zapiski nauqn.semin. POMI 281 (2001), 170–185.

9. ı. A. Drozd, Ob obobwenno odnorØdnyh kol~cah. — Mat.zametki, 18, No.

5 (1975), 705–710.

10. R. B. Warfield, Serial rings and finitely presented modules. — J. Algebra 37, No. 2 (1975), 187–222.

232 I. M. ZIL^BERBORD

11. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Bazisnye podmoduli moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. I. — Zap nauqn.semin. POMI 272 (2000), 129–143.

12. A. I. Generalov, Razmernost~ KrullØ kategorii moduleæ nad neterovymi sprava polucepnymi kol~cami. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 73–86.

13. S. Singh, Serial right noetherian rings. — Canad. J. Math. 36, No. 1 (1984), 22–37.

14. V. V. Kiriqenko, Obobwenno odnorØdnye kol~ca. — Preprint IM-75-1, In-t mat. AN USSR, Kiev (1975).

15. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii, t. 2. — Mir, M. (1979). 16. R. B. Warfield, Purity and algebraic compactness for modules. — Pacific J. Math.

28, No. 3 (1969), 699–719.

17. A. I. Generalov, O formule Kuz~minova. — Sib. mat. ßurn. 29, No 4 (1988), 202–204.

18. V. I. Kuz~minov, O gruppah qistyh rasxireniæ abelevyh grupp. — Sib.

mat. ßurn. 17, No. 6 (1976), 1308–1320.

19. H. Brune, On the global dimension of the functor category (( mod � R)^{op}, Ab)

and a theorem of Kulikov. — J. Pure Appl. Algebra 28, No. 1 (1983), 31–39.

20. A. I. Generalov, Otnositel~naØ gomologiqeskaØ algebra i otnositel~nye gruppy Grotendika kolec. Dokt. diss., Leningrad (1990).

21. V. V. Kiriqenko, O polucepnyh nasledstvennyh i polunasledstvennyh kol~cah. — Zap. nauqn. semin. LOMI 114 (1982), 137–147.

22. V. K. Deshpande, Completions of noetherian hereditary rings. — Pacific J. Math.

90, No. 2 (1980), 285–297.

Zilberbord I. M. Purities and pure injective modules over serial right noetherian rings.

It is proved that any submodule of direct sum of some family of finitely generated right modules over serial right noetherian ring R is also a direct sum of finitely generated modules. With use of reduction to serial right hereditary rings we obtained a new description of all indecomposable pure injective noninjective right modules over serial right noetherian rings.

Postupilo 9 noØbrØ 2002 g. S. -Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet