Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

A. I. Generalov

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV: SERI˚ D(2B)

Vvedenie

NastoØwaØ rabota prodolßaet cikl rabot [1–3], gde byli vyqisleny algebry `onedy dlØ nekotoryh seriæ algebr diffdral~nogo tipa iz klassifikacii K. �rdman [4]. No v otliqie ot rabot [1, 2], gde primenØlsØ diagrammnyæ metod Bensona– Karlsona [5], my budem ispol~zovat~ podhod, razvityæ v [6]. Ego osobennost~ sostoit v tom, qto na osnove ffmpiriqeskih nabl¸deniæ vydvigaetsØ gipoteza o stroenii minimal~nyh proektivnyh rezol~vent prostyh moduleæ, kotoraØ zatem proverØetsØ s pomow~¸ spektral~nyh posledovatel~nosteæ. Dalee s ispol~zovaniem nekotoryh usoverxenstvovaniæ diagrammnogo metoda, predloßennyh v [1, 7], “kogomologiqeskaØ informaciØ” sqityvaetsØ s fftih rezol~vent, qto privodit k okonqatel~nomu opisani¸ algebry `onedy rassmatrivaemyh algebr na Øzyke kolqanov s sootnoxeniØmi. Otmetim, qto imenno fftot podhod uße primenen v rabotah [3, 8].

V svØzi s neobhodimost~¸ bol~xogo ob¨ema vyqisleniæ na predvaritel~nom “ffmpiriqeskom” fftape uße predprinØta popytka ispol~zovaniØ komp~¸ternyh vyqisleniæ dlØ otyskaniØ rezol~vent prostyh moduleæ (sm. [9]). Odnim iz stimulov napisaniØ nastoØweæ raboty i poslußilo to obstoØtel~stvo, qto programmu, razrabotannu¸ v [9], poka ne udaetsØ primenit~ k nekotorym algebram rassmatrivaemoæ serii.

1. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Pust~ K – proizvol~noe pole. Algebry R^{(B)} = R^{(B)}_{k,s,c}, k, s ∈ N,

s ¿ 2, c ∈ {0, 1}, sostavlØ¸wie seri¸ D(2B), opredelØ¸tsØ sle-

du¸wim kolqanom s sootnoxeniØmi (kompoziciØ puteæ zapisy- 76

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 77 vaetsØ sprava nalevo) Q^{(B)}:

βγ = γη = ηβ = 0, (γβα)^k = (αγβ)^k , α^2 = c(γβα)^k , η^s = (βαγ)^k . DlØ koneqnomernogo modulØ M nad proizvol~noæ koneqnomernoæ K-algebroæ Λ prØmaØ summa E(M ) = ⨁ m¿0^{Ext m}Λ^{(M, M )} prevrawaetsØ s pomow~¸ obyqnogo proizvedeniØ `onedy v (associativnu¸) K-algebru, kotoru¸ nazyva¸t Ext -algebroæ modulØ M . Esli Λ – bazisnaØ K-algebra s radikalom Dßekobsona J(Λ), to Ext -algebra E(Λ/J(Λ)) nazyvaetsØ algebroæ `onedy algebry Λ i oboznaqaetsØ qerez Y(Λ).

DlØ opisaniØ algebry `onedy Y(R^{(B)}) algebry R^{(B)} rassmotrim kolqan ℜ^{(B)}:

Na algebre puteæ K[ℜ^{(B)}] fftogo kolqana vvedem graduirovku taku¸, qto (dlØ vseh podhodØwih znaqeniæ indeksov i, j) imeem:

deg(x_i) = 1, deg(y_j ) = 2.

Rassmotrim na kolqane ℜ^{(B)} sledu¸wie sootnoxeniØ:

0 = x2x1 = x1x4 = x4x2, x_3y_2 = y_2x_3, y_2x_2 = −x_2y_1, x_4y_2 = y_1x_4,

y_1x_1 + x_1y_1 = cx^3_1,

(1.1)

x^2_3 = { 0, esli s > 2, −y_2, esli s = 2;

(1.2)

78 A. I. GENERALOV

Opredelim algebry E = E^{(B)}s s pomow~¸ kolqana ℜ^{(B)} i sootnoxeniæ (1.1) i (1.2). ˚sno, qto algebra E^{(B)} nasleduet s algebry K[ℜ^{(B)}] estestvennu¸ graduirovku.

Teorema 1.1. Pust~ R = R^{(B)}_{k,s,c}, k, s ∈ N, s ¿ 2, c ∈ {0, 1}. Algebra

`onedy Y(R) kak graduirovannaØ algebra izomorfna algebre E^{(B)}s .

Zameqanie 1.2. Iz vida sootnoxeniØ (1.2) sleduet, qto esli

s = 2, to opisanie algebry E^{(B)}_s moßno uprostit~, opuskaØ v kolqane ℜ^{(B)} petl¸ y_2 i vidoizmenØØ sootvetstvu¸wim obrazom sootnoxeniØ (1.1).

V processe dokazatel~stva teoremy 1.1 my poluqaem takße opisanie Ext -algebr prostyh moduleæ nad rassmatrivaemymi algebrami (sm. sledstvie 3.5), qto pozvolØet, v qastnosti, primenit~ rezul~taty raboty dlØ opisaniØ kol~ca kogomologiæ teh koneqnyh grupp, u kotoryh glavnyæ blok Morita-ffkvivalenten kakoæ-libo iz algebr serii D(2B) (sm., naprimer, tablicy v knige [4]).

My budem ispol~zovat~ osnovnye ponØtiØ i oboznaqeniØ, vvedennye v rabotah [2, 3]. V qastnosti, dlØ l¸boæ algebry R serii D(2B) qerez e_i, i = 0, 1, oboznaqim idempotenty, sootvetstvu¸- wie verxinam kolqana Q^{(B)}, a qerez P_i = Re_i i S_i = P_i/J(R)P_i, i = 0, 1, oboznaqim sootvetstvu¸wie fftim verxinam nerazloßimye proektivnye R-moduli i prostye R-moduli sootvetstvenno. Umnoßenie sprava na fflement x ∈ e_iRe_j induciruet gomomorfizm, deæstvu¸wiæ iz P_i v P_j, i my budem oboznaqat~ ego takße qerez x. Vse rassmatrivaemye moduli – levye.

2. Rezol~venty

Pust~ R = R^{(B)}_{k,s,c}, k, s ∈ N, s ¿ 2, c ∈ {0, 1}, – algebry, opredelennye v paragrafe 1. Vvedem sokrawennye oboznaqeniØ dlØ sledu¸wih fflementov algebry K[Q^{(B)}] (a takße dlØ ih kanoniqeskih obrazov v algebre R): a = (γβα)^{k−1}, b = (αγβ)^{k−1}, g = (βαγ)^{k−1}, e = η^{s−1}, ~α = α − c · γβ · b (dlØ k = 1 v kaqestve a, b, g berutsØ podhodØwie idempotenty e_i).

Kak legko videt~, moduli P_i, i = 0, 1, ime¸t ukazannye niße K-bazisy:

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 79

P_0 =_K ⟨e_0, α, βα, γβα, α(γβα), . . . , βα · a, (γβα)^k = (αγβ)^k , β, γβ, αγβ, β(αγβ), . . . , γβ · b⟩, P_1 =_K ⟨e_1, γ, αγ, βαγ, γ(βαγ), . . . , αγ · g, (βγα)^k = η^s, η, η^2, . . . , η^{s−1}⟩. V qastnosti, dim_K P_0 = 6k, dim_K P_1 = 3k + s.

Rassmotrim sledu¸wiæ bikompleks B^{(0)}•• , raspoloßennyæ v pervoæ qetverti ploskosti (t.e. stroki i stolbcy zanumerovany qislami 0, 1, 2, . . .): . . . . . . . . . . . . . . . β γ η β γ_{β·b} P_0^{−βα·a} ←−−−− P_1^{−e}←−−−− P_1^{−αγ·g}←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^−e^α←−−−− . . . γ η β γ^{β·b} γ^{β·b} P_1^e←−−−− P_1^{αγ·g}←−−−− P_0^α←−−−− P_0 e^α←−−−− P_0^α←−−−− . . . η β γ^{β·b} γ^{β·b} γ^{β·b} P_1^{−αγ·g} ←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^−e^α←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^−e^α←−−−− . . . β γ^{β·b} γ^{β·b} γ^{β·b} γ^{β·b} P_0^α←−−−− P_0 e^α←−−−− P_0^α←−−−− P_0 e^α←−−−− P_0^α←−−−− . . . .

(2.1)

Predloßenie 2.1. TotalizaciØ Tot (B^{(0)}•• ) bikompleksa B^{(0)}•• vida

(2.1) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu

prostogo R-modulØ S_0.

Dokazatel~stvo. Analogiqno [6] vospol~zuemsØ spektral~noæ

posledovatel~nost~¸ bikompleksa:

E^2_{pq} = H^h_p H^v_q (B_{••}) ⇒ H_{p+q} (Tot (B_{••})), (2.2) i dokaßem, qto uße vtoroæ list fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti vyroßdaetsØ.

PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

Ker β = Im h, Ker η = Im γ, Ker γ = Im β.

80 A. I. GENERALOV Sledovatel~no, dlØ i > 0 v spektral~noæ posledovatel~nosti (2.2) bikompleksa B^{(0)}_{••} qleny i-oæ stroki pervogo lista ime¸t vid:

E^1_{p,i} = 0, esli p < i, Ker (γβ · b)/Im β, esli p = i, Ker (γβ · b)/Im (γβ · b), v ostal~nyh sluqaØh.

Pri fftom Ker (γβ · b)/Im β = ⟨βα, γβα, . . . , βα · a⟩,

Ker (γβ · b)/Im (γβ · b) = ⟨βα, , . . ., βα · a, β, γβ, . . . , γβ · b⟩ (my qertoæ otmeqaem kanoniqeskie obrazy fflementov v sootvetstvu¸wih faktor-modulØh). Teper~ legko videt~, qto vyqislennye vyxe qleny E^1_{p,i} vmeste s differencialami pervogo lista rassmatrivaemoæ spektral~noæ posledovatel~nosti (oni induciru¸tsØ gorizontal~nymi differencialami bikompleksa B^{(0)}_{••} ) sostavlØ¸t toqnye posledovatel~nosti. Nakonec, analogiqnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto stroka s nomerom 0 pervogo lista spektral~noæ posledovatel~nosti (2.2) toqna vo vseh qlenah, za iskl¸qeniem mesta (0, 0), pri fftom

Coker ( E^1_{00} = Coker β^α←− E^1_0 = Coker (γβ · b) ) ≃ S_0.

Takim obrazom, dokazano, qto Q_• = Tot (B^{(0)}•• ) ØvlØetsØ proektivnoæ rezol~ventoæ modulØ S_0. Minimal~nost~ fftoæ rezol~venty sleduet iz togo, qto Im (d^Q_m: Q_{m+1} → Q_m) ⊂ Rad Q_m dlØ l¸bogo

m ¿ 0. �

DlØ postroeniØ minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty modu-

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 81 lØ S_1 rassmotrim sledu¸wiæ bikompleks B^{(1)}_{••} : . . . . . . . . . . . . . . . η β γ η β^{α·a} P_1^{−αγ·g} ←−−−− P_0^{−βα·a}←−−−− P_2^{−e}←−−−− P_1^{−γ}←−−−− P_0^{−β}←−−−− . . . β γ η β^{α·a} αγ^{·g} P_0^{βα·a} ←−−−− P_1^e←−−−− P_1^γ←−−−− P_0^β←−−−− P_1^η←−−−− . . . γ η β^{α·a} αγ^{·g} e P_1^{−e}←−−−− P_1^{−γ}←−−−− P_0^{−β}←−−−− P_1^{−η}←−−−− P_1^{−γ}←−−−− . . . η β^{α·a} αγ^{·g} e β^{α·a} P_1^γ←−−−− P_0^β←−−−− P_1^η←−−−− P_1^γ←−−−− P_0^β←−−−− . . . .

(2.3)

Predloßenie 2.2. TotalizaciØ Tot (B^{(1)}•• ) bikompleksa B^{(1)}•• vida

(2.3) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu

prostogo R-modulØ S_1.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 2.1 i predostavlØetsØ qitatel¸.

Zameqanie 2.3. Utverßdenie predloßeniØ 2.2 moßno takße vy-

vesti iz [8, predloßenie 2.6], poskol~ku bikompleks B^{(1)}•• s toqnost~¸ do pereoboznaqeniæ (i “transponirovaniØ”) sovpadaet s bikompleksom, rassmotrennym v [8].

Sledstvie 2.4. Gruppy rasxireniæ prostyh R-moduleæ ime¸t

sledu¸wie razmernosti: a) dim_K Ext^m_R (S0, S1) = dim_K Ext^m_R (S1, S0) = [ m + 2 3 ] ; b) dim_K Ext^m_R (S0, S0) = dim_K Ext^m_R (S1, S1) =

= { 2k + 1, esli m = 3k ili m = 3k + 1, 2k + 2, esli m = 3k + 2.

82 A. I. GENERALOV

Zameqanie 2.5. Pust~ B•• – bikompleks vida (2.1) (ili analo-

giqnyæ emu bikompleks). V dal~neæxem my vsegda budem ispol~- zovat~ uporØdoqenie prØmyh slagaemyh v razloßenii m-go qlena minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_m(S_k) = ⨁ i+j=m Bij prostogo modulØ S_k po vozrastani¸ vtorogo indeksa (sr. [1]).

3. Dokazatel~stvo teoremy 1.1 V fftom paragrafe dlØ algebr iz rassmatrivaemoæ serii my snaqala ukaßem (koneqnye) mnoßestva obrazu¸wih sootvetstvu- ¸wih algebr `onedy Y(R) = E(R/J(R)) = ⨁ m¿0 1⨁ i,j=0 Ext^m_R (S_i, S_j),

zatem privedem rØd sootnoxeniæ, kotorym udovletvorØ¸t ffti obrazu¸wie i, nakonec, ubedimsØ, qto ideal sootnoxeniæ, kotorym udovletvorØ¸t obrazu¸wie algebry Y(R), poroßdaetsØ sootnoxeniØmi iz privedennogo spiska.

�lementy grupp rasxireniæ ψ ∈ Ext^m_R (S_i, S_j) ≃ Hom_R(Ω^m(S_i), S_j ) my budem zadavat~ (analogiqno [7, 1, 6]) s pomow~¸ nekotoryh kommutativnyh kvadratov.

Vvedem v rassmotrenie odnorodnye fflementy: stepeni 1 –

x_1 ∈ Ext^1_R(S_0, S_0), x_2 ∈ Ext^1_R(S_0, S_1),

x_3 ∈ Ext^1_R(S_1, S_1), x_4 ∈ Ext^1_R(S_1, S_0);

stepeni 2 —

y_1 ∈ Ext^2_R(S_0, S_0), y_2 ∈ Ext^2_R(S_1, S_1),

kotorye kratko (sr. [6]) opisyva¸tsØ sledu¸wimi kvadratami:

^x_1 = sq (Q_1(S_0)^{(1,0)}−→ P_0), ^x_2 = sq (Q_1(S_0)^{(0,1)}−→ P_1),

^x_3 = sq (Q_1(S_1)^{(0,1)}−→ P_1), ^x_4 = sq (Q_1(S_1)^{(1,0)}−→ P_0),

^y_1 = sq (Q_2(S_0)^{(0,1,0)}−→ P_0), ^y_2 = sq (Q_2(S_1)^{(0,1,0)}−→ P_1).

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 83

Predloßenie 3.1. Kak K-lineænye prostranstva privedennye

niße Ext -gruppy ime¸t sledu¸wie bazisy:

Ext 2_R(S0, S0) = ⟨x21, y1⟩, Ext 2_R(S0, S1) = ⟨x3x2⟩,

Ext 2_R(S1, S0) = ⟨x4x3⟩, Ext 2_R(S1, S1) = ⟨x2x4, y2⟩,

Ext 3_R(S0, S1) = ⟨x2y1⟩, Ext 3_R(S1, S0) = ⟨y1x4⟩, Ext 3_R(S0, S0) = ⟨x31, x1y1, x4x3x2⟩, Ext 3_R(S1, S1) = ⟨x3x2x4, x3y2, x2x4x3⟩. Dokazatel~stvo ispol~zuet predvaritel~no vypolnennye vyqisleniØ Ω-sdvigov otobraßeniæ ^x_i, ^y_j i provoditsØ analogiqno [6, predloßenie 3.5]. �ti detali dokazatel~stva predlagaetsØ osuwestvit~ qitatel¸.

Analogiqno dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie (sr. [1, predloßenie 4.1]).

Predloßenie 3.2. DlØ mnoßestva fflementov algebry Y(R)

X = {x_i}^4_{i=1} ∪ {y_1, y_2}

vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (1.1) i (1.2).

Kl¸qevym dlØ dokazatel~stva teoremy 1.1 ØvlØetsØ sledu¸- wee utverßdenie.

Predloßenie 3.3. Mnoßestvo

X = {x_1, x_2, x_3, x_4, y_1, y_2} (3.1)

poroßdaet algebru `onedy Y(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. My budem dokazyvat~ indukcieæ po m, qto

vsØkiæ fflement gruppy Ext^m_R (S_i, S_j), i, j ∈ {0, 1}, predstavlØetsØ v vide summy proizvedeniæ fflementov men~xih stepeneæ. Vvidu predloßeniØ 3.1 moßno sqitat~, qto m > 3. Pust~ dan nenulevoæ gomomorfizm f: Ω^m(S_i) → S_j , i pust~ p = fπ_m, gde π_m: Q_m(S_i) →

Ω^m(S_i) — proektivnoe nakrytie. Dostatoqno rassmotret~ slu-

qaæ, kogda p(B_{n,m−n}) ≠ 0 rovno dlØ odnogo znaqeniØ n.

84 A. I. GENERALOV

V zavisimosti ot “lokal~noæ” konfiguracii bikompleksa, v kotoru¸ vkl¸qaetsØ modul~ B_{n,m−n}, my budem stroit~ kommutativnye diagrammy vida Q_{m+1}(S_i)^{d(i)m}−−−−→ Q_m(S_i)^{π(i)m}−−−−→ Ω^m(S_i) −−−−→ 0 φ1 φ^0 φ Q_{l+1}(S_r )^d (r) l−−−−→ Q_l(S_r )^π (r) l−−−−→ Ω^l(S_r ) −−−−→ 0, (3.2)

takie, qto l < m, r ∈ {0, 1} i Ker φ_0 ⊂ Ker p. Togda naædetsØ gomomorfizm p^′: Ω^l(S_r ) −→ S_j , dlØ kotorogo p^′φ = f, i tak kak φ =

Ω^l(φ̃) dlØ nekotorogo ~φ: Ω^{m−l}(S_i) −→ S_r , to po indukcii poluqaem

trebuemoe utverßdenie (sr. dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2 v [6]).

Sluqaæ 1: i = 0. Zametim, qto dlØ l¸bogo natural~nogo s suwe-

stvuet kommutativnaØ diagramma vida

Q_{s+3}(S_0)^d−−−−→ Q_{s+2}(S_0) −−−−→ Ω^{s+2}(S_0) −−−−→ 0 ψ1_s ψ0s ψs Q_{s+1}(S_0)^d−−−−→ Q_s(S_0) −−−−→ Ω^s(S_0) −−−−→ 0, takaØ, qto gomomorfizmy ψ_{ts}, t ∈ {0, 1}, otobraßa¸t toßdestvenno (s toqnost~¸ do podhodØwego mnoßitelØ ±1) moduli B^{(0)}_{n,s+2+t−n} na B^{(0)}_{n−1,s+1+t−n} pri n(s+2+t−n) > 0 i ravny nul¸ na

B^{(0)}_{0,s+2+t} i B^{(0)}_{s+2+t,0}. Pofftomu nam ostaetsØ proverit~ suwestvovanie diagrammy vida (3.2) lix~ pri n = m i n = 0.

a) Rassmotrim snaqala sluqaæ sledu¸weæ konfiguracii v B^{(0)}_{••} : P_0 γβ·b B^{(0)}_{m,0} = P_0^{α̃}←−−−− P_0.

Postroim diagrammu vida (3.2), v kotoroæ r = 0, l = 1, a v kaqestve φ_0 (sootvetstvenno φ_1) berem kompozici¸ proekcii na pervye dva (sootvetstvenno tri) prØmyh slagaemyh iz “kanoniqeskogo” razloßeniØ modulØ Q_m(S_0) (sootvetstvenno modulØ

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 85 Q_{m+1}(S_0)) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{m,0} ⊕B^{(0)}_{m−1,1} ≃ P^2_0 v Q_1(S_0) ≃ P_0⊕P_1, opredelØemogo matriceæ ( 1 0 0 γ · g )

(sootvetstvenno otobraßeniØ iz B^{(0)}_{m+1,0} ⊕ B^{(0)}_{m,1} ⊕ B^{(0)}_{m−1,2} ≃ P^3_0 v Q_2(S_0) ≃ P^2_0 ⊕ P_1, toßdestvennogo na pervyh dvuh slagaemyh i ravnogo nul¸ na tret~em).

b) Rassmotrim teper~ konfiguraci¸ P_0^{γβ·b}−→ P_0^α←− P_0 (kak i vyxe, na risunke budut izobraßat~sØ vse strelki bikompleksa, vhodØwie v sootvetstvu¸wiæ modul~ B^{(0)}_{n,m−n}; seæqas n = m). V fftom sluqae stroim diagrammu vida (3.2), gde r = 0, l = 2, a φ_0 – kompoziciØ proekcii na pervye tri prØmyh slagaemyh modulØ Q_m(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{m,0} ⊕B^{(0)}_{m−1,1} ⊕B^{(0)}_{m−2,2} ≃ P^3_0 v Q_2(S_0) ≃ P^2_0 ⊕ P_1, toßdestvennogo na pervyh dvuh slagaemyh i ravnogo nul¸ na tret~em, a φ_1 – kompoziciØ proekcii na pervye tri prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{m+1,0} ⊕B^{(0)}_{m,1} ⊕B^{(0)}_{m−1,2} ≃ P^3_0 v Q_3(S_0) ≃ P^2_0 ⊕P_1 ⊕P_0, opredelØemogo matriceæ

1 0 0 0 1 0 0 0 γg .

v) Rassmotrim konfiguraci¸ P_1^η−→ P_1^{±αγ·g}←− P_0; zametim, qto seæqas m = 3q + 1, gde q ∈ N, i n = 0. V fftom sluqae stroim diagrammu vida (3.2), v kotoroæ r = 0, l = 1, a φ_0 – kompoziciØ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh (iz “kanoniqeskogo” razloßeniØ) modulØ Q_m(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{1,m−1} ⊕ B^{(0)}_{0,m} ≃ P^2_1 v Q_1(S_0) ≃ P_0 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ ( (−1)^q βb 0 0 1 ) ,

86 A. I. GENERALOV a φ_1 – kompoziciØ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{1,m} ⊕ B^{(0)}_{0,m+1} ≃ P_0 ⊕ P_1 v Q_2(S_0) ≃ P^2_0 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ 0 0 (−1)^q 0 0 1 . (3.3)

g) V sluqae konfiguracii

P_0^γ−→ P_1^{±e}←− P_1 (seæqas m = 3q − 1, q ∈ N, n = 0) stroim diagrammu vida (3.2), v kotoroæ r = 1, l = 1, a φ_0 – kompoziciØ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh modulØ Q_m(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{1,m−1} ⊕ B^{(0)}_{0,m} ≃ P_0 ⊕ P_1 v Q_1(S_1) ≃ P_0 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ ( (−1)^qαa 0 0 1 ) , a φ_1 – kompoziciØ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{1,m} ⊕ B^{(0)}_{0,m+1} ≃ P_1 ⊕ P_0 v Q_2(S_1) ≃ P^2_1 ⊕ P_0, opredelØemogo matriceæ vida (3.3).

d) Nakonec, rassmotrim konfiguraci¸ P_1^β−→ P_0^{±βα·a}←− P_1 (seæqas m = 3q, q ∈ N, n = 0). V fftom sluqae stroim diagrammu vida (3.2), v kotoroæ r = 1, l = 2, a φ_0 – kompoziciØ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh modulØ Q_m(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{1,m−1} ⊕ B^{(0)}_{0,m} ≃ P_1 ⊕ P_0 v Q_2(S_1) ≃ P^2_1 ⊕ P_0, opredelØemogo matriceæ vida (3.3), a φ_1 – kompoziciØ proekcii na poslednie tri prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) i otobraßeniØ iz B^{(0)}_{2,m−1} ⊕ B^{(0)}_{1,m} ⊕ B^{(0)}_{0,m+1} ≃ P_1 ⊕ P_0 ⊕ P_1 v Q_3(S_1) ≃ P_1 ⊕ P_0 ⊕ P^2_1 , opredelØemogo matriceæ

0 0 0 αa 0 0 0 (−1)^q 0 0 0 1 . Sluqaæ 2: i = 1. Vvidu zameqaniØ 2.3 my moßem primenit~ ras-

sußdeniØ iz dokazatel~stva [8, predloßenie 3.3] (sluqaæ II) ko

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 87 vsem vozmoßnym konfiguraciØm v bikomplekse B^{(1)}_{••} , za iskl¸qeniem odnoæ, a imenno: P_1^{±βα·a}−→ P_0^β←− P_1; takaØ konfiguraciØ vozmoßna i dlØ n = 0, i dlØ n = m. V fftih sluqaØh rassußdaem analogiqno vyxeprivedennomu sluqa¸ 1 d). � Pust~ E = E^{(B)}s – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v paragrafe 1, gde I – ideal algebry puteæ kolqana ℜ^{(B)}, sootvetstvu¸wiæ sootnoxeniØm (1.1) i (1.2). Vvidu predloßeniæ 3.2 i 3.3 suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh Kalgebr E −→ Y(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E (t.e. sootvetstvu¸wie strelkam v ℜ^{(B)}) v sootvetstvu¸- wie obrazu¸wie algebry Y(R), vvedennye v naqale paragrafa 3. Pust~ E = ⨁ m¿0^{E m} – prØmoe razloßenie algebry^E na odnorodnye prØmye slagaemye. Qerez ε_i, i = 0, 1 oboznaqim idempotenty algebry K[ℜ^{(B)}], sootvetstvu¸wie verxinam kolqana ℜ^{(B)}, i tak ße oboznaqim obrazy fftih idempotentov v E. Teper~ sledu¸wee utverßdenie zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1.1.

Predloßenie 3.4. DlØ l¸byh i, j ∈ {0, 1} i m ¿ 0

dim_K (ε_iE^mε_j) = dim_K Ext^m_R (S_j , S_i). (3.4)

Dokazatel~stvo. My rassmotrim tol~ko algebry R^{(B)}_{k,s,c} dlØ s >

2. Pri s = 2 v nißesledu¸wih rassußdeniØh neobhodimo sdelat~ lix~ neznaqitel~nye izmeneniØ, qto predostavlØetsØ qitatel¸. Poskol~ku dlØ m = 0 sootnoxenie (3.4) oqevidno, to dalee predpolagaem, qto m > 0.

(a) Predpoloßim, qto i = j = 0. Iz vida sootnoxeniæ (1.1) i (1.2) legko poluqaem, qto ε_0Eε_0 – K-algebra, poroßdennaØ fflementami x = x_1, y = y_1, z = x_4x_3x_2,

pri fftom oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: xy + yx = cx^3, xz = 0 = zx, yz = −zy. Ots¸da legko poluqaem, qto fflementy

x^ly^r (l + 2r = m), y^r z^t (2r + 3t = m) (3.5)

88 A. I. GENERALOV sostavlØ¸t K-bazis prostranstva Λ_m = ε_0E^mε_0. Pust~ d_m =

dim_K Λ_m. Dokaßem, qto pri m > 2 imeem:

d_m − d_{m−2} = { 2, esli m ≡ 0 (mod 3), 1, v ostal~nyh sluqaØh.

(3.6)

Deæstvitel~no, odnoqleny iz (3.5), u kotoryh r > 0, nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s analogiqnym K-bazisom prostranstva Λ_{m−2} (dostatoqno opustit~ odin mnoßitel~ y). Krome togo, dlØ l¸bogo m imeetsØ odnoqlen vida x^m, a dlØ m = 3q imeetsØ dopolnitel~nyæ odnoqlen vida z^q . Vvidu sledstviØ 2.4 posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_0, S_0)} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (3.6). Sledovatel~no, sootnoxenie (3.4) poluqaetsØ s pomow~¸ indukcii po m, poskol~ku dlØ m = 0, 1 ono oqevidno.

(b) Pust~ teper~ i = j = 1. �lementy

x = x_3, y^′ = x_2x_4, y^{′′} = y_2

poroßda¸t K-algebru ε_1Eε_1, pri fftom oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: x^2 = 0, xy^{′′} = y^{′′}x, y^{′2} = 0, y^′y^{′′} = −y^{′′}y^′. Togda K-prostranstvo Λ_m = ε_1E^mε_1 imeet bazis, sostoØwiæ iz fflementov y^{′σ} y^{′′t}, gde σ ∈ {0, 1}, 2σ + 2t = m, (xy^′)^ry^{′′t}, (y^′x)^ry^{′′t}, gde 3r + 2t = m, x(y^′x)^ry^{′′t}, gde 3r + 2t + 1 = m,

(y^′x)^r y^′y^{′′t}, gde 3r + 2t + 2 = m.

Teper~ rassußdaØ analogiqno sluqa¸ a), dokazyvaem, qto dlØ razmernosteæ dim_K Λ_m vypolnØetsØ sootnoxenie (3.6), i dalee analogiqnym obrazom zaverxaem dokazatel~stvo sootnoxeniØ (3.4).

v) Esli i = 0, j = 1 ili i = 1, j = 0, to sootnoxenie (3.4) vyvoditsØ s pomow~¸ predyduwih dvuh sluqaev analogiqno dokazatel~stvu [1, predloßenie 4.5]. Detali sootvetstvu¸wego rassußdeniØ my ostavlØem qitatel¸. �

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, IV 89 Sledstvie 3.5. a) E(S0) ≃ K⟨x, y, z⟩/(xz, zx, xy + yx − cx^3, yz + zy), gde deg x = 1, deg y = 2, deg z = 3;

b) E(S_1) ≃ { K⟨x, y, y^′⟩/(x^2, xy − yx, y^{′2}, yy^′ + y^′y), esli s > 2, K⟨x, y⟩/(y^2, x^2y + yx^2), esli s = 2, gde deg x = 1, deg y = deg y^′ = 2.

Dokazatel~stvo. DlØ s > 2 ffti utverßdeniØ sledu¸t neposred-

stvenno iz dokazatel~stva predloßeniØ 3.4. Esli ße s = 2, to nado provesti analogiqnye fftomu dokazatel~stvu rassußdeniØ. � Literatura

1. A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, I. — Zap. nauqn.

semin. POMI 265 (1999), 139–162.

2. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, II. — Algebra i analiz 13, No. 1 (2001), S. 3–25.

3. A. I. Generalov, E. A. Osi¸k, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa,

III: seriØ D(2A). — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 113–133.

4. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. — Lecture Notes in Math. 1428, Berlin; Heidelberg (1990).

5. D. J. Benson, J. F. Carlson, Diagrammatic methods for modular representations and cohomology. — Commun. Algebra 15, No. 1/2 (1987), 53–121.

6. A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo tipa, I. — Algebra i analiz 13, No. 4 (2001), 54–85.

7. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Algebry `onedy dlØ odnogo klassa di-

ffdral~nyh algebr. — Vestnik S.-Peterb. un-ta, Ser. 1, Vyp. 3, No. 15

(1999), 3–10.

8. M. A. Antipov, A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo

tipa, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 9–36.

9. N. V. Kosmatov, Cohomology of algebras of dihedral type: automatic calculation.

— Meßdunarodn. alg. konf., posv. pamØti Z. I. Boreviqa. S.-Pb., 17–23 sent. (2002), 115–116.

Generalov A. I. Cohomology of algebras of dihedral type, IV: the family D(2B). For algebras of dihedral type that form the family D(2B) (from K.

Erdmann’s list), the Yoneda algebras are described in terms of quivers with relations.

Postupilo 21 oktØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet