Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 288, 2002 g.

T. A. Suslina

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA PERIODIQESKOGO OPERATORA MAKSVELLA V SLOE

PosvØwaetsØ Ol~ge Aleksandrovne Ladyßenskoæ

§0. Vvedenie 1. Vopros ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra periodiqesko-

go operatora Maksvella v sluqae vsego prostranstva R^3 issledovalsØ v rabotah [8, 9]. Pust~ ε(x) i μ(x) – vewestvennye funkcii v R^3, periodiqeskie otnositel~no nekotoroæ rexetki Γ_0 ⊂ R^3, priqem

0 < ε_0 ≤ ε(x) ≤ ε_1 < ∞, x ∈ R^3, 0 < μ_0 ≤ μ(x) ≤ μ_1 < ∞, x ∈ R^3.

(0.1)

Qerez L_2(R^3, C^3 ; ε) (sootv., L_2(R^3, C^3 ; μ)) oboznaqim prostranstvo kvadratiqno summiruemyh vektor-funkciæ s vesom ε(x) (sootv.,

μ(x)). SamosoprØßennyæ operator Maksvella M_0 deæstvuet v prostranstve

H_0 := {(u, v) ∈ L_2(R^3, C^3 ; ε) ⊕ L_2(R^3, C^3 ; μ) : div εu = 0, div μv = 0} (0.2) i zadaetsØ formuloæ

M_0 = ( 0 iε^{−1}rot −iμ^{−1}rot 0 ) (0.3)

na oblasti opredeleniØ

Dom M_0 = {(u, v) ∈ H_0 : rot u, rot v ∈ L_2(R^3, C^3 )} (0.4)

(sr., naprimer, [2]). Vektora u, v ime¸t smysl sootvetstvenno fflektriqeskoæ i magnitnoæ sostavlØ¸weæ polØ. Kofffficienty ε i μ — difflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemosti sredy.

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00798). 232

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 233 Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra periodiqeskogo operatora Maksvella M_0 pri gladkih kofffficientah ε, μ ∈ C^∞ vpervye ustanovlena v rabote A. Morama [8]. V dal~neæxem, v obzore [9] rezul~tat iz [8] byl rasprostranen na sluqaæ ε, μ ∈ C^2; pri fftom shema dokazatel~stva byla suwestvenno uprowena.

PoØsnim plan rassußdeniæ iz [9]. Kak obyqno, operator M_0 rasxirØetsØ do fflliptiqeskogo operatora M_0, deæstvu¸wego na vos~mimernye vektor-funkcii. Otsutstvie singulØrnogo nepreryvnogo spektra u operatora M_0 sleduet iz dostatoqno obwih soobraßeniæ (sm. [5], [6]). OstaetsØ proverit~ otsutstvie sobstvennyh znaqeniæ. Zdes~ kl¸qevu¸ rol~ igra¸t toßdestva, naædennye v rabote [8]. �ti toßdestva po suwestvu predstavlØ¸t soboæ udaqno vydelennye sledstviØ klassiqeskih formul vektornogo analiza. V [9] pokazano, qto ispol~zovanie fftih toßdestv prØmo svodit delo k voprosu ob otsutstvii sobstvennyh znaqeniæ u nekotorogo matriqnogo operatora Xredingera

−Δ + W(x), gde W(x) – periodiqeskaØ (ne ffrmitova!) matrica,

vyraßa¸waØsØ qerez ε i μ. DlØ matriqnogo periodiqeskogo operatora Xredingera otsutstvie sobstvennyh znaqeniæ est~ neposredstvennoe sledstvie ocenok Tomasa (sm. [6], gde takße vosproizvedeno rassußdenie iz [9] o svedenii M_0-zadaqi k operatoru Xredingera).

2. V nastoØweæ rabote ustanavlivaetsØ absol¸tnaØ nepreryv-

nost~ spektra operatora Maksvella M v plosko-parallel~nom sloe Π = R^2 × (0, T ) pri uslovii, qto ε(x) i μ(x) periodiqny vdol~ sloØ otnositel~no nekotoroæ rexetki Γ ⊂ R^2. PredpolagaetsØ, qto vypolneno uslovie vida (0.1) i ε, μ ∈ W^2_{3/2} ∩ W^1_p ,

p > 3, v l¸boæ ograniqennoæ qasti sloØ. Na granice sloØ sta-

vØtsØ usloviØ ideal~noæ provodimosti.

Metod dokazatel~stva dlØ operatora v sloe – po suwestvu tot ße, qto i v sluqae vsego prostranstva R^3. Kl¸qevu¸ rol~ igra¸t toßdestva, ustanovlennye v lemmah 3.3, 3.4. Oni ØvlØ- ¸tsØ analogami toßdestv iz [8], no teper~ vkl¸qa¸t graniqnye qleny i vyvodØtsØ s uqetom graniqnyh usloviæ. Pri fftom, v otliqie ot [8], [9], sami toßdestva zapisany v terminah form (a ne operatorov), qto tehniqeski prowe, a takße pozvolØet snizit~ usloviØ gladkosti na ε i μ. DlØ sloØ delo snova svoditsØ k voprosu ob otsutstvii sobstvennyh znaqeniæ u matriqnogo periodiqeskogo operatora Xredingera −Δ + W(x) v oblasti

234 T. A. SUSLINA Π. Pri fftom nekotorye komponenty vektor-funkciæ, na kotorye deæstvuet operator, podqineny kraevomu uslovi¸ Dirihle, a ostal~nye komponenty – usloviØm tret~ego tipa s periodiqeskimi kofffficientami, zavisØwimi ot ε i μ. Otsutstvie sobstvennyh znaqeniæ dlØ matriqnogo operatora Xredingera v sloe pri graniqnyh usloviØh ukazannogo tipa ustanovleno (v neskol~ko bolee obwem sluqae) v nedavneæ rabote [10]. Ssylka na fftot rezul~tat zaverxaet dokazatel~stvo.

Otmetim, qto i v sluqae vsego prostranstva moßno ispol~zovat~ zapis~ toßdestv Morama v terminah form. �to pozvolØet, vosproizvodØ rassußdeniØ iz [9], oslabit~ usloviØ gladkosti na ε i μ. �tot rezul~tat sformulirovan v teoreme 1.2. Dokazatel~- stvo posledneæ opuweno, poskol~ku ne trebuet nikakih novyh soobraßeniæ.

3. Podqerknem, qto v rabotah [8], [9] i v nastoØweæ rabote ras-

smatrivaetsØ “izotropnyæ” sluqaæ, v kotorom ε(x) i μ(x) – skalØrnye periodiqeskie funkcii. V “anizotropnom” sluqae, kogda

ε(x) i μ(x) – periodiqeskie matricy, vopros ob absol¸tnoæ ne-

preryvnosti spektra operatora Maksvella ostaetsØ otkrytym.

4. V §1 privedena postanovka zadaqi i sformulirovany osnov-

nye rezul~taty. V §2 rassmotren rasxirennyæ operator Maksvella i vopros sveden k opornoæ teoreme 2.2 ob otsutstvii sobstvennyh znaqeniæ. V §3 ustanavliva¸tsØ osnovnye toßdestva (lemmy 3.3, 3.4). Na ih osnove v §4 dokazana teorema 2.2. V Dobavlenii (§5) obsußdaetsØ suwestvennyæ dlØ nas vopros o sovpadenii (pri naxih predpoloßeniØh) “slabogo” i “sil~nogo” opredeleniæ operatora Maksvella M .

5. Blagodarnosti. Avtor priznatelen M. X. Birmanu i

N. D. Filonovu za poleznye obsußdeniØ i osobenno za konsul~- tacii pri sostavlenii DobavleniØ.

§1. Opredelenie operatora.

Formulirovka osnovnogo rezul~tata 1. OboznaqeniØ. Fiksiruem ortonormirovannyæ bazis e1, e2, e3

v R^3. My ispol~zuem oboznaqenie x = x1e1 + x2e2 + x3e3. DlØ u = ∑_3 j=1 u_je_j, v =

∑_3 j=1 v_je_j ∈ C^3 poloßim u · v :=

∑_3 j=1 u_jv_j , ⟨u, v⟩ := ∑_3 j=1 u_j v_j, |u| := ⟨u, u⟩^{1/2}; qerez u × v = (u_2v_3 − u_3v_2)e_1 + (u_3v_1 − u_1v_3)e_2 + (u_1v_2 − u_2v_1)e_3 oboznaqaetsØ vektornoe proizve-

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 235 denie. Poloßim B_R = {x ∈ R^3 : |x| < R}. Qerez Π = Π_T oboznaqaetsØ sloæ v R^3:

Π := {x ∈ R^3 : 0 < x_3 < T }, T > 0. (1.1)

Ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ ∇ = grad = (∂_1, ∂_2, ∂_3). DlØ funkcii

f(x) v sloe Π qerez ∂_nf oboznaqaetsØ proizvodnaØ po vnexneæ

normali k ∂Π. Takim obrazom,

∂_nf(x) = ∂_3f(x), (x_1, x_2) ∈ R^2, x_3 = T,

∂_nf(x) = −∂_3f(x), (x_1, x_2) ∈ R^2, x_3 = 0.

DlØ vektor-funkcii v(x) oboznaqeniØ div v = ∇ · v, rot v = ∇ × v ime¸t standartnyæ smysl.

Prostranstvo C^k -znaqnyh vektor-funkciæ v Π summiruemyh so stepen~¸ p oboznaqaetsØ qerez L_p(Π, C^k ). Prostranstva Soboleva porØdka l s pokazatelem summiruemosti p oboznaqa¸tsØ qerez W^l_p(Π); pri p = 2 – qerez H^l(Π). Podprostranstvo v H^1(Π), sostoØwee iz funkciæ, ravnyh nul¸ na granice ∂Π (v smysle teoremy o sledah), oboznaqaetsØ qerez H^{∘ 1}(Π). DlØ prostranstv Soboleva vektor-funkciæ ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ W^l_p(Π, C^k ),

H^l(Π, C^k ).

2. Pust~ ortogonal~nye e3 vektory t1, t2 ∈ R^3 obrazu¸t bazis

dvumernoæ rexetki Γ. Pust~ ε(x), μ(x) – vewestvennye funkcii v Π, takie qto

ε(x + t_j) = ε(x), μ(x + t_j) = μ(x), x ∈ Π, j = 1, 2, (1.2)

0 < ε_0 ≤ ε(x) ≤ ε_1 < ∞, x ∈ Π,

0 < μ_0 ≤ μ(x) ≤ μ_1 < ∞, x ∈ Π.

(1.3)

Predpoloßim, qto pri nekotorom p > 3 vypolneno uslovie

ε, μ ∈ W^2_{3/2}(Π ∩ B_R) ∩ W^1_p (Π ∩ B_R), p > 3, ∀R < ∞. (1.4)

Qerez L_2(Π, C^3 ; ε) oboznaqim gil~bertovo prostranstvo kvadratiqno summiruemyh vektor-funkciæ v Π so znaqeniØmi v C^3 ; metrika v L_2(Π, C^3 ; ε) zadaetsØ formoæ

‖f ‖^2_ε := ∫ Π ε(x)|f (x)|^2 dx.

236 T. A. SUSLINA Analogiqno opredelØetsØ prostranstvo L_2(Π, C^3 ; μ). Vvedem gil~bertovo prostranstvo

H := {(u, v) ∈ L_2(Π, C^3 ; ε) ⊕ L_2(Π, C^3 ; μ) : div εu = 0, div μv = 0}. (1.5)

Zdes~ usloviØ div εu = 0, div μv = 0 ponima¸tsØ v smysle teorii raspredeleniæ. V prostranstve H rassmotrim operator Maksvella, zadannyæ vyraßeniem M = ( 0 iε^{−1}rot −iμ^{−1}rot 0 ) (1.6)

na oblasti opredeleniØ

Dom M = {(u, v) ∈ H : rot u, rot v ∈ L_2(Π, C^3 ),

u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = v_3|_{∂Π} = 0}. (1.7)

Graniqnye usloviØ v (1.7) ponima¸tsØ v obobwennom smysle (sm. [2]) i sootvetstvu¸t ideal~no provodØweæ granice. Operator M samosoprØßen na oblasti (1.7) (sm. [2]).

Pri usloviØh (1.2)–(1.4) funkcii ε(x), μ(x) ØvlØ¸tsØ mul~- tiplikatorami v H^1(Π), a oblast~ opredeleniØ (1.7) sovpadaet s Dom M ={(u, v) : u, v ∈ H^1(Π, C^3 ),

div εu = 0, div μv = 0, u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = v_3|_{∂Π} = 0}. (1.8)

�to suwestvennoe dlØ vsego dal~neæxego obstoØtel~stvo obsußdaetsØ v Dobavlenii (§5). Baza dlØ rezul~tatov takogo tipa soderßitsØ v rabotah [2], [4], no prØmaØ ssylka zatrudnena, i my privodim neobhodimye poØsneniØ.

3. Osnovnoæ rezul~tat raboty predstavlØet sledu¸waØ teore- ma. Teorema 1.1. Pust~ ε(x), μ(x) – vewestvennye funkcii v sloe Π,

udovletvorØ¸wie usloviØm (1.2)–(1.4). Pust~ M – operator v prostranstve (1.5), opredelennyæ sootnoxeniØmi (1.6), (1.7). Togda spektr operatora M absol¸tno nepreryven.

Sformuliruem takße analogiqnu¸ teoremu dlØ vsego prostranstva, otliqa¸wu¸sØ ot rezul~tatov iz [8], [9] snißeniem usloviæ gladkosti na ε, μ.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 237

Teorema 1.2. Pust~ ε(x), μ(x) – vewestvennye funkcii v R^3, pe-

riodiqeskie otnositel~no nekotoroæ rexetki Γ_0 ⊂ R^3. Pust~ vypolneno uslovie (0.1) i

ε, μ ∈ W^2_{3/2,loc}(R^3) ∩ W^1_{p,loc}(R^3), p > 3. (1.9)

Pust~ M_0 – operator v prostranstve (0.2), opredelennyæ sootnoxeniØmi (0.3), (0.4). Togda spektr operatora M_0 absol¸tno nepreryven.

§2. Rasxirenie sistemy Maksvella 1. Kak obyqno (sr. [2], [8], [9]), my ispol~zuem rasxirenie ope-

ratora Maksvella. Vvedem gil~bertovo prostranstvo

H := L2(Π, C^3 ; ε) ⊕ L2(Π) ⊕ L2(Π, C^3 ; μ) ⊕ L2(Π). (2.1)

Rasxirennyæ operator M deæstvuet v prostranstve H i opredelØetsØ sootnoxeniØmi M u α v β = −i∇β + iε^{−1}rot v −idiv μv −i∇α − iμ^{−1}rot u −idiv εu , (2.2)

Dom M = {col (u, α, v, β) ∈ H :

rot u, rot v ∈ L_2(Π, C^3 ), div εu, div μv ∈ L_2(Π), u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = v_3|_{∂Π} = 0, α, β ∈ H^1(Π), β|_{∂Π} = 0}.

(2.3)

Pri usloviØh (1.2)–(1.4) oblast~ opredeleniØ (2.3) sovpadaet (sm. §5) s

Dom M = {col (u, α, v, β) ∈ H : u, v ∈ H^1(Π, C^3 ),

u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = v_3|_{∂Π} = 0, α, β ∈ H^1(Π), β|_{∂Π} = 0}. (2.4)

Operator M samosoprØßen na oblasti (2.3). Podprostranstvo

^H = {col (u, α, v, β) ∈ H : div εu = 0, div μv = 0, α = 0, β = 0}

ØvlØetsØ invariantnym dlØ operatora M. Qast~ M, deæstvu¸- waØ v ^H, sovpadaet s operatorom M . Pofftomu teorema 1.1 vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

238 T. A. SUSLINA

Teorema 2.1. Pust~ ε(x), μ(x) – vewestvennye funkcii v sloe Π,

udovletvorØ¸wie usloviØm (1.2)–(1.4). Pust~ M – operator v prostranstve (2.1), opredelennyæ sootnoxeniØmi (2.2), (2.3). Togda spektr operatora M absol¸tno nepreryven.

2. Kak uße upominalos~, otsutstvie singulØrnogo nepreryvnogo

spektra moßno sqitat~ sledstviem obwih soobraßeniæ (sm. [5], [6]). Pofftomu dostatoqno dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2.2. V usloviØh teoremy 2.1 u operatora M net sob-

stvennyh znaqeniæ.

Dokazatel~stvo teoremy 2.2 privedeno v §4.

§3. Vspomogatel~nye utverßdeniØ 1. Horoxo izvestny (i fflementarno proverØ¸tsØ) sledu¸wie

utverßdeniØ, kotorye nam, odnako, nußny pri toqnom ukazanii funkcional~nyh klassov.

Predloßenie 3.1. Pust~ a, b ∈ H^1(Π, C^3 ), priqem libo aj|∂Π =

b_j|_{∂Π} = 0, j = 1, 2, libo a_3|_{∂Π} = b_3|_{∂Π} = 0. Togda spravedlivo toßdestvo ∫ Π ⟨rot a, rot b⟩ dx = 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j a, ∂_jb⟩ dx − ∫ Π div a div b dx. (3.1)

Predloßenie 3.2. Pust~ a ∈ W^1_{6/5}(Π, C^3 ), b ∈ H^1(Π, C^3 ). Togda

spravedlivo toßdestvo ∫ Π ⟨a, rot b⟩ dx = ∫ Π ⟨rot a, b⟩ dx + ∫ ∂Π n_3(a_2b_1 − a_1b_2) dx_1dx_2, (3.2)

gde n_3 = 1 pri x_3 = T , n_3 = −1 pri x_3 = 0. Pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto a_j |_{∂Π} = 0, j = 1, 2, libo b_j|_{∂Π} = 0, j = 1, 2, spravedlivo toßdestvo ∫ Π ⟨a, rot b⟩ dx = ∫ Π ⟨rot a, b⟩ dx. (3.3)

Dalee, obsudim standartnu¸ formulu

rot (φa) = φ rot a + (∇φ) × a. (3.4)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 239 Esli zdes~ a ∈ H^1(Π, C^3 ), a φ(x) – Γ-periodiqeskaØ ograniqennaØ funkciØ v Π takaØ, qto φ ∈ W^1_3 (Π ∩ B_R), ∀R < ∞, to oba qlena v pravoæ qasti (3.4) zavedomo prinadleßat L_2(Π, C^3 ).

Analogiqno, pust~ v drugoæ standartnoæ formule

rot (a × b) = a div b − b div a − (a · ∇)b + (b · ∇)a (3.5)

b ∈ H^1(Π, C^3 ) i a(x) – Γ-periodiqeskaØ funkciØ v Π takaØ, qto a ∈ W^1_{3/2}(Π ∩ B_R, C^3 ), ∀R < ∞. Togda kaßdyæ qlen sprava v (3.5)

prinadleßit klassu L_{6/5}(Π, C^3 ).

2. Vs¸du niße predpolagaetsØ, qto ε i μ udovletvorØ¸t uslo-

viØm teoremy 1.1.

Lemma 3.3. Pust~ u, w ∈ H^1(Π, C^3 ), priqem div εu = 0, uj|∂Π =

w_j|_{∂Π} = 0, j = 1, 2. Togda spravedlivo toßdestvo ∫ Π μ^{−1}⟨rot u, rot w⟩ dx

= 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j (ε^{1/2}u), ∂_j(ε^{−1/2}μ^{−1}w)⟩ dx

− ∫ Π ⟨rot u, ε ( ∇(εμ)^{−1} ) × w⟩ dx + ∫ Π ⟨V (x)u, w⟩ dx

+ ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nε)u_3w_3 dx_1dx_2, (3.6)

gde V (x) – (3 × 3)-matrica s fflementami

V_{jk}(x) = ( (2εμ)^{−1}Δε − (4ε^2μ)^{−1}|∇ε|^2 ) δ_{jk} +(ε^2μ)^{−1}(∂_j ε)(∂_kε) − (εμ)^{−1}(∂_j∂_kε). (3.7)

PoØsnim, qto iz usloviæ na ε i μ vytekaet, qto vse qleny v (3.6) ØvlØ¸tsØ polutoralineænymi nepreryvnymi funkcionalami nad u, w ∈ H^1(Π, C^3 ). DlØ pervogo qlena v pravoæ qasti (3.6) ffto sleduet iz togo, qto ε^{1/2} i ε^{−1/2}μ^{−1} pri usloviØh (1.2)–(1.4) ØvlØ¸tsØ mul~tiplikatorami v H^1(Π, C^3 ). DlØ vtorogo ffto vytekaet iz periodiqnosti ε i μ i iz sootnoxeniæ

w ∈ H^1(Π, C^3 ) ⊂ L_6(Π, C^3 ), ε ( ∇(εμ)^{−1} ) ∈ L_p(Π ∩ B_R, C^3 ), p > 3, ∀R < ∞. Dalee, V (x) – Γ-periodiqeskaØ matrica takaØ, qto

240 T. A. SUSLINA

V ∈ L_{3/2}(Π ∩ B_R), ∀R < ∞. Pofftomu tretiæ qlen v pravoæ qasti

(3.6) – takße nepreryvnyæ polutoralineænyæ funkcional nad

u, w ∈ H^1(Π, C^3 ). Nakonec, dlØ qetvertogo qlena v pravoæ qasti

(3.6), trebuemoe sleduet iz teoremy o sledah, v silu kotoroæ

u_3|_{∂Π}, w_3|_{∂Π} ∈ L_4(∂Π), iz vkl¸qeniØ (2εμ)^{−1}(∂_nε) ∈ L_{2,loc}(∂Π), i iz

periodiqnosti ε i μ.

Dokazatel~stvo. PrimenØØ dvaßdy formulu (3.4), poluqaem ∫ Π μ^{−1}⟨rot u, rot w⟩ dx

= ∫ Π μ^{−1}⟨ε^{−1}rot εu + (∇ε^{−1}) × εu, rot w⟩ dx

= ∫ Π ⟨rot εu, rot ( (εμ)^{−1}w ) − (∇(εμ)^{−1}) × w⟩ dx

+ ∫ Π εμ^{−1}⟨(∇ε^{−1}) × u, rot w⟩ dx. Ots¸da, v silu predloßeniØ 3.1, usloviØ div εu = 0, graniqnyh usloviæ na u, w, a takße sootnoxeniØ (3.3), imeem ∫ Π μ^{−1}⟨rot u, rot w⟩ dx

= 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j (εu), ∂_j ( (εμ)^{−1}w ) ⟩ dx

− ∫ Π ⟨rot εu, (∇(εμ)^{−1}) × w⟩ dx

+ ∫ Π ⟨rot ( εμ^{−1}(∇ε^{−1}) × u ) , w⟩ dx =: J_1 + J_2 + J_3. (3.8)

DifferenciruØ proizvedeniØ

εu = ε^{1/2}(ε^{1/2}u), (εμ)^{−1}w = ε^{−1/2}(ε^{−1/2}μ^{−1}w)

i integriruØ po qastØm, s uqetom graniqnyh usloviæ u_j|_{∂Π} = 0,

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 241

j = 1, 2, legko preobrazovat~ qlen J_1 k vidu

J_1 := 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j (εu), ∂_j ( (εμ)^{−1}w ) ⟩ dx

= 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j(ε^{1/2}u), ∂_j(ε^{−1/2}μ^{−1}w)⟩ dx − 3∑ j=1 ∫ Π (εμ)^{−1}(∂_j ε)⟨∂_j u, w⟩ dx− ∫ Π ( ε^{−1/2}μ^{−1}(Δε^{1/2}) + (2ε^2μ)^{−1}|∇ε|^2 ) ⟨u, w⟩ dx

+ ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nε)u_3w_3 dx_1dx_2. (3.9)

PrimenØØ formulu (3.5) i uslovie div εu = 0, poluqaem

J_3 := ∫ Π ⟨rot ( μ^{−1}(∇ε^{−1}) × (εu) ) , w⟩ dx =

− ∫ Π ε div ( μ^{−1}(∇ε^{−1}) ) ⟨u, w⟩ dx + 3∑ j=1 ∫ Π (εμ)^{−1}(∂_j ε)⟨∂_j u, w⟩ dx+ ∫ Π (ε^2μ)^{−1}|∇ε|^2⟨u, w⟩ dx + 3∑ j=1 ∫ Π εu_j⟨∂_j ( μ^{−1}(∇ε^{−1}) ) , w⟩ dx. (3.10)

Ispol~zuØ formulu (3.4), preobrazuem qlen J_2 k vidu

J_2 := − ∫ Π ⟨rot εu, (∇(εμ)^{−1}) × w⟩ dx =

− ∫ Π ⟨rot u, ε(∇(εμ)^{−1}) × w⟩ dx − ∫ Π ⟨(∇ε) × u, (∇(εμ)^{−1}) × w⟩ dx. (3.11)

Teper~ iz (3.8)–(3.11) vytekaet sootnoxenie (3.6), gde ⟨V (x)u, w⟩ = ( −ε^{−1/2}μ^{−1}(Δε^{1/2}) + (2ε^2μ)^{−1}|∇ε|^2 − ε div ( μ^{−1}(∇ε^{−1}) )) ⟨u, w⟩ + 3∑ j=1 εu_j ⟨∂_j ( μ^{−1}(∇ε^{−1}) ) , w⟩ − ⟨(∇ε) × u, (∇(εμ)^{−1}) × w⟩.

242 T. A. SUSLINA Legko videt~, qto matrica V (x) zadaetsØ formulami (3.7). •

Lemma 3.4. Pust~ v, f ∈ H^1(Π, C^3 ), priqem div μv = 0, v3|∂Π =

f_3|_{∂Π} = 0. Togda spravedlivo toßdestvo ∫ Π ε^{−1}⟨rot v, rot f ⟩ dx = 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j(μ^{1/2}v), ∂_j(ε^{−1}μ^{−1/2}f )⟩ dx− ∫ Π ⟨rot v, μ ( ∇(εμ)^{−1} ) × f ⟩ dx + ∫ Π ⟨ ~V (x)v, f ⟩ dx− ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nμ)(v_1f_1 + v_2f_2) dx_1dx_2,

(3.12)

gde ~V (x) – (3 × 3)-matrica s fflementami ~V_{jk}(x) = ((2εμ)^{−1}Δμ − (4εμ^2)^{−1}|∇μ|^2) δ_{jk} +(εμ^2)^{−1}(∂_j μ)(∂_kμ) − (εμ)^{−1}(∂_j ∂_kμ). (3.13)

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu lemmy 3.3. Prime-

nØØ dvaßdy formulu (3.4), poluqaem ∫ Π ε^{−1}⟨rot v, rot f ⟩ dx = ∫ Π ⟨rot μv, rot ( (εμ)^{−1}f ) − (∇(εμ)^{−1}) × f ⟩ dx+ ∫ Π ε^{−1}μ⟨(∇μ^{−1}) × v, rot f ⟩ dx. Ots¸da, v silu predloßeniØ 3.1, usloviØ div μv = 0, graniqnyh usloviæ na v, f , a takße sootnoxeniØ (3.2), imeem ∫ Π ε^{−1}⟨rot v, rot f ⟩ dx

= 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j(μv), ∂_j ( (εμ)^{−1}f ) ⟩ dx

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 243 − ∫ Π ⟨rot μv, (∇(εμ)^{−1}) × f ⟩ dx + ∫ Π ⟨rot ( ε^{−1}μ(∇μ^{−1}) × v ) , f ⟩ dx

− ∫ ∂Π n_3ε^{−1}μ (( (∇μ^{−1}) × v ) 1 f_2 − ( (∇μ^{−1}) × v ) 2 f_1 ) dx_1dx_2 =: I_1 + I_2 + I_3 + I_4. (3.14)

DifferenciruØ proizvedeniØ

μv = μ^{1/2}(μ^{1/2}v), (εμ)^{−1}f = μ^{−1/2}(ε^{−1}μ^{−1/2}f )

i integriruØ po qastØm, s uqetom graniqnogo usloviØ v_3|_{∂Π} = 0, legko preobrazovat~ qlen I_1 k vidu

I_1 := 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j(μv), ∂_j ( (εμ)^{−1}f ) ⟩ dx = 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j (μ^{1/2}v), ∂_j(ε^{−1}μ^{−1/2}f )⟩ dx − 3∑ j=1 ∫ Π (εμ)^{−1}(∂_j μ)⟨∂_j v, f ⟩ dx− ∫ Π ( ε^{−1}μ^{−1/2}(Δμ^{1/2}) + (2εμ^2)^{−1}|∇μ|^2 ) ⟨v, f ⟩ dx+ ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nμ)(v_1f_1 + v_2f_2) dx_1dx_2.

(3.15)

PrimenØØ formulu (3.5) i uslovie div μv = 0, poluqaem

I_3 := ∫ Π ⟨rot ( ε^{−1}(∇μ^{−1}) × (μv) ) , f ⟩ dx =

− ∫ Π μ div ( ε^{−1}(∇μ^{−1}) ) ⟨v, f ⟩ dx + 3∑ j=1 ∫ Π (εμ)^{−1}(∂_j μ)⟨∂_jv, f ⟩ dx+ ∫ Π (εμ^2)^{−1}|∇μ|^2⟨v, f ⟩ dx + 3∑ j=1 ∫ Π μv_j⟨∂_j ( ε^{−1}(∇μ^{−1}) ) , f ⟩ dx. (3.16)

244 T. A. SUSLINA Ispol~zuØ formulu (3.4), imeem

I_2 := − ∫ Π ⟨rot μv, (∇(εμ)^{−1}) × f ⟩ dx =

− ∫ Π ⟨rot v, μ(∇(εμ)^{−1}) × f ⟩ dx − ∫ Π ⟨(∇μ) × v, (∇(εμ)^{−1}) × f ⟩ dx. (3.17)

S uqetom graniqnogo usloviØ v_3|_{∂Π} = 0, qlen I_4 preobrazuetsØ k vidu

I_4 := − ∫ ∂Π n_3ε^{−1}μ (( (∇μ^{−1}) × v ) 1 f_2 − ( (∇μ^{−1}) × v ) 2 f_1 ) dx_1dx_2 =

− ∫ ∂Π (εμ)^{−1}(∂_nμ)(v_1f_1 + v_2f_2) dx_1dx_2.

(3.18)

Teper~ iz (3.14)–(3.18) vytekaet sootnoxenie (3.12), gde ⟨ ~V (x)v, f ⟩ = ( −ε^{−1}μ^{−1/2}(Δμ^{1/2}) + (2εμ^2)^{−1}|∇μ|^2 − μ div ( ε^{−1}(∇μ^{−1}) )) ⟨v, f ⟩+ 3∑ j=1 μv_j ⟨∂_j ( ε^{−1}(∇μ^{−1}) ) , f ⟩ − ⟨(∇μ) × v, (∇(εμ)^{−1}) × f ⟩. Neposredstvenno proverØetsØ, qto matrica ~V (x) zadaetsØ formulami (3.13). •

§4. Dokazatel~stvo teoremy 2.2 1. Pust~ E ∈ R – sobstvennoe znaqenie, a col (u, α, v, β) – sob-

stvennyæ fflement operatora M, opredelennogo v (2.2), (2.4). Togda u, v ∈ H^1(Π, C^3 ), u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = v_3|_{∂Π} = 0, α, β ∈ H^1(Π),

β|_{∂Π} = 0, i −i∇β + iε^{−1}rot v = Eu, (4.1) −idiv μv = Eα, (4.2) −i∇α − iμ^{−1}rot u = Ev, (4.3) −idiv εu = Eβ. (4.4)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 245

2. Domnoßim ravenstvo (4.1) na vektor ε∇φ, φ ∈ H^{∘ 1}(Π), i proin-

tegriruem po Π. S uqetom toßdestva ∫ Π ⟨rot v, ∇φ⟩ dx = 0, ∀φ ∈ H^{∘ 1}(Π), poluqaem −i ∫ Π ε(x)⟨∇β, ∇φ⟩ dx = E ∫ Π ε(x)⟨u, ∇φ⟩ dx. (4.5) V silu usloviØ φ|_{∂Π} = 0 i uravneniØ (4.4), pravaØ qast~ v (4.5) preobrazuetsØ k vidu −E ∫ Π (div εu)φ dx = −iE^2 ∫ Π βφ dx. Takim obrazom, funkciØ β ∈ H^{∘ 1}(Π) udovletvorØet toßdestvu ∫ Π ε(x)⟨∇β, ∇φ⟩ dx = E^2 ∫ Π βφ dx, ∀φ ∈ H^{∘ 1}(Π). (4.6) Dalee, pri l¸byh β, φ ∈ H^{∘ 1}(Π) spravedlivo toßdestvo (sr. [3, §6]) ∫ Π ε(x)⟨∇β, ∇φ⟩ dx = ∫ Π ⟨∇(ε^{1/2}β), ∇(ε^{1/2}φ)⟩ dx + ∫ Π ε^{1/2}(Δε^{1/2})βφ dx.

(4.7)

Vvedem oboznaqeniØ ε^{1/2}β := b, ε^{1/2}φ := ζ, i uqtem, qto ε^{1/2} ØvlØetsØ mul~tiplikatorom v H^{∘ 1}(Π). Iz (4.6), (4.7) sleduet, qto

b ∈ H^{∘ 1}(Π) i udovletvorØet toßdestvu ∫ Π ( ⟨∇b, ∇ζ⟩ + V_1(x)bζ ) dx = 0, ∀ζ ∈ H^{∘ 1}(Π), (4.8) gde V_1(x) := ε^{−1/2}(Δε^{1/2}) − E^2ε^{−1}. (4.9)

Toßdestvo (4.8) oznaqaet, qto b ØvlØetsØ obobwennym rexeniem zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ −Δb + V_1(x)b = 0. Iz usloviæ (1.2)–(1.4) vytekaet, qto funkciØ V_1(x) Γ-periodiqna i V_1 ∈

246 T. A. SUSLINA

L_{3/2}(Π ∩ B_R), ∀R < ∞. Na osnovanii teoremy 1.3 stat~i [10] pri

fftih usloviØh spektr zadaqi Dirihle dlØ operatora −Δ + V_1 zavedomo svoboden ot sobstvennyh znaqeniæ. Pofftomu b = 0, a togda i

β = 0. (4.10)

3. Domnoßim ravenstvo (4.3) na vektor μ∇ψ, ψ ∈ H^1(Π), i proin-

tegriruem po Π. UqityvaØ, qto pri u ∈ H^1(Π), u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = 0 spravedlivo toßdestvo ∫ Π ⟨rot u, ∇ψ⟩ dx = 0, ∀ψ ∈ H^1(Π), poluqaem −i ∫ Π μ(x)⟨∇α, ∇ψ⟩ dx = E ∫ Π μ(x)⟨v, ∇ψ⟩ dx. (4.11) V silu usloviØ v_3|_{∂Π} = 0 i uravneniØ (4.2), pravaØ qast~ v (4.11) prinimaet vid −E ∫ Π (div μv)ψ dx = −iE^2 ∫ Π αψ dx. Itak, funkciØ α ∈ H^1(Π) udovletvorØet toßdestvu ∫ Π μ(x)⟨∇α, ∇ψ⟩ dx = E^2 ∫ Π αψ dx, ∀ψ ∈ H^1(Π). (4.12) Pri l¸byh α, ψ ∈ H^1(Π) spravedlivo toßdestvo (sr. (4.7)) ∫ Π μ(x)⟨∇α, ∇ψ⟩ dx = ∫ Π ⟨∇(μ^{1/2}α), ∇(μ^{1/2}ψ)⟩ dx+ ∫ Π μ^{1/2}(Δμ^{1/2})αψ dx − ∫ ∂Π 1 2 (∂_nμ)αψ dx_1dx_2. (4.13)

Poloßim μ^{1/2}α := a, μ^{1/2}ψ := ξ, i uqtem, qto μ^{1/2} ØvlØetsØ mul~tiplikatorom v H^1(Π). Iz (4.12), (4.13) vidno, qto funkciØ a ∈ H^1(Π) udovletvorØet toßdestvu ∫ Π ( ⟨∇a, ∇ξ⟩ + V_2(x)aξ ) dx − ∫ ∂Π (2μ)^{−1}(∂_nμ)aξ dx_1dx_2 = 0,

∀ξ ∈ H^1(Π), (4.14)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 247 gde V_2(x) := μ^{−1/2}(Δμ^{1/2}) − E^2μ^{−1}. (4.15)

Toßdestvo (4.14) oznaqaet, qto a ØvlØetsØ obobwennym rexeniem uravneniØ −Δa + V_2(x)a = 0 s tret~im kraevym usloviem (∂_na +

σa)|_{∂Π} = 0, gde σ := −(2μ)^{−1}(∂_nμ). Iz usloviæ na μ(x) vytekaet,

qto funkcii V_2 i σ Γ-periodiqny, priqem V_2 ∈ L_{3/2}(Π ∩ B_R),

∀R < ∞, a σ ∈ L_{2,loc}(∂Π). V silu teoremy 1.3 stat~i [10] pri fftih

usloviØh spektr tret~eæ kraevoæ zadaqi dlØ operatora −Δ + V_2 svoboden ot sobstvennyh znaqeniæ. Pofftomu a = 0, a togda i

α = 0. (4.16)

4. S uqetom (4.10), (4.16) ravenstva (4.1)–(4.4) perepixem v vide

iε^{−1}rot v = Eu, (4.17) div μv = 0, (4.18) −iμ^{−1}rot u = Ev, (4.19) div εu = 0. (4.20)

Domnoßim uravnenie (4.19) na rot w, gde w ∈ H^1(Π, C^3 ), priqem

w_1|_{∂Π} = w_2|_{∂Π} = 0, i prointegriruem po Π. Togda −i ∫ Π μ^{−1}⟨rot u, rot w⟩ dx = E ∫ Π ⟨v, rot w⟩ dx. (4.21)

V silu predloßeniØ 3.2 i uravneniØ (4.17), pravaØ qast~ v (4.21) prinimaet vid E ∫ Π ⟨rot v, w⟩ dx = −iE^2 ∫ Π ε(x)⟨u, w⟩ dx. Takim obrazom, u ∈ H^1(Π, C^3 ) udovletvorØet toßdestvu ∫ Π μ^{−1}⟨rot u, rot w⟩ dx = E^2 ∫ Π ε(x)⟨u, w⟩ dx, ∀w ∈ H^1(Π, C^3 ), w_1|_{∂Π} = w_2|_{∂Π} = 0, (4.22)

i graniqnym usloviØm u_1|_{∂Π} = u_2|_{∂Π} = 0.

248 T. A. SUSLINA

5. Domnoßim uravnenie (4.17) na rot f , gde f ∈ H^1(Π, C^3 ), f3|∂Π =

0, i prointegriruem po Π. Poluqim

i ∫ Π ε^{−1}⟨rot v, rot f ⟩ dx = E ∫ Π ⟨u, rot f ⟩ dx. (4.23)

S uqetom predloßeniØ 3.2 i uravneniØ (4.19), pravaØ qast~ v (4.23) preobrazuetsØ k vidu

E ∫ Π ⟨rot u, f ⟩ dx = iE^2 ∫ Π μ(x)⟨v, f ⟩ dx.

Sledovatel~no, v ∈ H^1(Π, C^3 ) udovletvorØet toßdestvu ∫ Π ε^{−1}⟨rot v, rot f ⟩ dx = E^2 ∫ Π μ(x)⟨v, f ⟩ dx, ∀f ∈ H^1(Π, C^3 ), f_3|_{∂Π} = 0, (4.24)

i graniqnomu uslovi¸ v_3|_{∂Π} = 0.

6. PrimenØØ lemmu 3.3 i ravenstva (4.19), (4.20), perepixem to-

ßdestvo (4.22) v vide 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j (ε^{1/2}u), ∂_j(ε^{−1/2}μ^{−1}w)⟩ dx − iE ∫ Π ⟨v, εμ ( ∇(εμ)^{−1} ) × w⟩ dx+ ∫ Π ⟨V (x)u, w⟩ dx + ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nε)u_3w_3 dx_1dx_2 = E^2 ∫ Π ε⟨u, w⟩ dx, ∀w ∈ H^1(Π, C^3 ), w_1|_{∂Π} = w_2|_{∂Π} = 0. (4.25)

Analogiqno, iz lemmy 3.4 i iz (4.17), (4.18), (4.24) vytekaet

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 249 toßdestvo 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_j(μ^{1/2}v), ∂_j(ε^{−1}μ^{−1/2}f )⟩ dx

+iE ∫ Π ⟨u, εμ ( ∇(εμ)^{−1} ) × f ⟩ dx

+ ∫ Π ⟨ ~V (x)v, f ⟩ dx − ∫ ∂Π (2εμ)^{−1}(∂_nμ)(v_1f_1 + v_2f_2) dx_1dx_2

= E^2 ∫ Π μ⟨v, f ⟩ dx, ∀f ∈ H^1(Π, C^3 ), f_3|_{∂Π} = 0.

(4.26)

Poloßim

Φ(x) := ( ε^{1/2}u μ^{1/2}v ) , Ψ(x) := ( ε^{−1/2}μ^{−1}w ε^{−1}μ^{−1/2}f ) . Togda

Φ, Ψ ∈ H^1(Π, C^6 ), Φ_j|_{∂Π} = Ψ_j |_{∂Π} = 0, j = 1, 2, 6.

SkladyvaØ (4.25) i (4.26), poluqaem, qto funkciØ Φ udovletvorØet toßdestvu 3∑ j=1 ∫ Π ⟨∂_jΦ, ∂_jΨ⟩_6 dx + ∫ Π ⟨W(x)Φ, Ψ⟩_6 dx+ ∫ ∂Π ( (2ε)^{−1}(∂_nε)Φ_3Ψ_3 − (2μ)^{−1}(∂_nμ)(Φ_4Ψ_4 + Φ_5Ψ_5) ) dx_1dx_2 = 0,

∀Ψ ∈ H^1(Π, C^6 ), Ψ_j |_{∂Π} = 0, j = 1, 2, 6. (4.27)

Zdes~ ⟨·, ·⟩_6 – standartnoe skalØrnoe proizvedenie v C^6 , a W(x) – (6 × 6)-matrica vida

W(x) = ( μV − εμE^2I_3 −2iEA 2iEA ε ~V − εμE^2I_3 ) ,

250 T. A. SUSLINA gde I_3 – ediniqnaØ matrica, V (x) i ~V (x) – (3 × 3)-matricy, opredelennye v (3.7), (3.13), a matrica A zadana formuloæ

A(x) :=

0 −∂_3(εμ)^{1/2} ∂_2(εμ)^{1/2} ∂_3(εμ)^{1/2} 0 −∂_1(εμ)^{1/2} −∂_2(εμ)^{1/2} ∂_1(εμ)^{1/2} 0 . Voobwe govorØ, W(x) – ne ffrmitova matrica. Otmetim, qto v sluqae, kogda εμ = Const , matrica A(x) annuliruetsØ, i togda

W(x) okazyvaetsØ ffrmitovoæ.

Toßdestvo (4.27) oznaqaet, qto Φ(x) ØvlØetsØ obobwennym rexeniem uravneniØ −ΔΦ + W(x)Φ = 0 s kraevymi usloviØmi

Φ_l|_{∂Π} = 0, l = 1, 2, 6,

(∂_nΦ_j + σ_jΦ_j )|_{∂Π} = 0, j = 3, 4, 5,

(4.28)

gde σ_3 = (2ε)^{−1}(∂_nε), σ_4 = σ_5 = −(2μ)^{−1}(∂_nμ). Iz usloviæ na ε i μ vytekaet, qto W i σ_j Γ-periodiqny i W ∈ L_{3/2}(Π ∩ B_R), ∀R < ∞; σ_j ∈ L_{2,loc}(∂Π), j = 3, 4, 5.

Pri fftih usloviØh na kofffficienty primenima teorema 1.3 iz [10], v silu kotoroæ spektr matriqnogo operatora Xredingera

−Δ+W(x) s kraevymi usloviØmi (4.28) svoboden ot sobstvennyh

znaqeniæ. Sledovatel~no, Φ = 0, a togda i

u = 0, v = 0. (4.29)

7. SootnoxeniØ (4.10), (4.16), (4.29) pokazyva¸t, qto pri l¸-

bom E ∈ R sistema (4.1)–(4.4) imeet na mnoßestve (2.4) lix~ trivial~noe rexenie. Tem samym, teorema 2.2 dokazana.

§5. Dobavlenie 1. Zdes~ my obsudim vopros o sovpadenii (pri prinØtyh predpo-

loßeniØh ob ε i μ) “slabogo” (t.e. na oblasti opredeleniØ (1.7)) i “sil~nogo” (na klasse H^1(Π), sm. (1.8)) opredeleniæ operatora Maksvella M . SamosoprØßennost~ M garantiruetsØ (sm. [2]) imenno slabym opredeleniem. Esli granica oblasti i funkcii ε, μ – nedostatoqno gladkie, to “sil~nyæ” operator M moßet

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 251 okazat~sØ lix~ simmetriqnym operatorom, vozmoßno, s beskoneqnymi indeksami defekta. �ti osloßneniØ obsußda¸tsØ, naprimer, v [2] i v [1], gde, vproqem, osnovnoe vnimanie udelØetsØ negladkostØm granicy.

Naxi vykladki v §3 suwestvenno opira¸tsØ na prinadleßnost~ poleæ u, v klassu H^1(Π, C^3 ). Pofftomu my nakladyvaem na ε, μ usloviØ, pri kotoryh oblasti opredeleniØ (1.7) i (1.8) dlØ M sovpada¸t. �tot vopros, oqevidno, ravnosilen voprosu o sovpadenii oblasteæ opredeleniØ (2.3) i (2.4) dlØ operatora M.

Nußnye nam fakty moßno izvleq~ iz rezul~tatov rabot [2] i [4] v soqetanii s rezul~tatami iz knigi [7] o razreximosti v klasse H^2 zadaq Dirihle i Neæmana dlØ divergentnyh fflliptiqeskih operatorov vtorogo porØdka. Tak kak v naxem sluqae granica ne imeet osobennosteæ, my ispol~zuem rezul~taty iz [2], [4] tol~ko dlØ ograniqennyh oblasteæ s gladkoæ graniceæ, sosredotaqivaØ vnimanie lix~ na vozmoßnyh osobennostØh ε i μ. Vse privodimye niße rassmotreniØ godØtsØ ne tol~ko dlØ skalØrnyh, no i dlØ matriqnoznaqnyh funkciæ ε i μ.

2. V fftom punkte my sleduem, v osnovnom, rabote [2]. Pust~ Ω ⊂

R^3 – oblast~ s gladkoæ graniceæ (dlØ naxih celeæ s izbytkom

dostatoqno ∂Ω ∈ C^2). Pust~ s(x) – vewestvennaØ (3 × 3)-matrica takaØ, qto

s_01 ≤ s(x) ≤ s_11, 0 < s_0 ≤ s_1 < ∞, x ∈ Ω. (5.1)

Zdes~ 1 – ediniqnaØ (3 × 3)-matrica. Vvedem oboznaqenie

F (Ω, s) = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 ), div (su) ∈ L_2(Ω)}.

Prostranstvo F (Ω, s) polno otnositel~no metriqeskoæ formy

‖u‖^2_{F (Ω,s)} = ∫ ( ⟨su, u⟩ + |rot u|^2 + |div (su)|^2 ) dx. V F (Ω, s) vydelØ¸tsØ podprostranstva

F (Ω, s, τ ) = {u ∈ F (Ω, s) : u_τ |_{∂Ω} = 0}, (5.2)

F (Ω, s, ν) = {u ∈ F (Ω, s) : (su)_ν |_{∂Ω} = 0}. (5.3)

Zdes~ u_τ – kasatel~naØ sostavlØ¸waØ vektora u, a (su)_ν – normal~naØ sostavlØ¸waØ vektora su na ∂Ω. Graniqnye usloviØ v (5.2), (5.3) ponima¸tsØ v obobwennom smysle (sm. [2]). Poloßim E(Ω, s, τ ) = {∇ψ : ψ ∈ H^{∘ 1}(Ω), div (s∇ψ) ∈ L_2(Ω)},

252 T. A. SUSLINA

E(Ω, s, ν) = {∇ψ : ψ ∈ H^1(Ω), div (s∇ψ) ∈ L_2(Ω), (s∇ψ)_ν |_{∂Ω} = 0}.

Togda E(Ω, s, τ ) – podprostranstvo v F (Ω, s, τ ), a E(Ω, s, ν) – podprostranstvo v F (Ω, s, ν). Podprostranstvo E(Ω, s, τ ) (sootv.,

E(Ω, s, ν)) predstavlØet soboæ mnoßestvo gradientov slabyh re-

xeniæ zadaqi Dirihle (sootv., zadaqi Neæmana) v Ω dlØ fflliptiqeskogo uravneniØ −div (s∇ψ) = f pri f ∈ L_2(Ω).

Vvedem takße klassy

H^1_τ (Ω, C^3 ) = {u ∈ H^1(Ω, C^3 ) : u_τ |_{∂Ω} = 0},

H^1_ν (Ω, C^3 ) = {u ∈ H^1(Ω, C^3 ) : (su)_ν |_{∂Ω} = 0}.

Klass H^1_ν na samom dele zavisit takße ot s, no my ne budem otraßat~ ffto v oboznaqeniØh. Niße znaqok σ prinimaet znaqeniØ τ libo ν.

Predloßenie 5.1. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennaØ oblast~ s glad-

koæ graniceæ. Pust~ matrica s(x) udovletvorØet uslovi¸ (5.1) i, krome togo, s(x) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom v H^1(Ω, C^3 ). Togda suwestvu¸t lineænye nepreryvnye operatory X_σ , Y_σ,

X_σ : F (Ω, s, σ) → H^1_σ(Ω, C^3 ), σ = τ, ν, Y_σ : F (Ω, s, σ) → E(Ω, s, σ), σ = τ, ν, takie, qto u = X_σ u + Y_σ u, ∀u ∈ F (Ω, s, σ).

Nepreryvnost~ operatorov X_σ , Y_σ oznaqaet, qto predstavle- nie u = u_σ + ∇ψ_σ, u_σ = X_σ u, ∇ψ_σ = Y_σ u, (5.4)

dlØ u ∈ F (Ω, s, σ) soprovoßdaetsØ ocenkoæ

‖u_σ‖^2_H1_{(Ω,}C3_) +‖div (s∇ψ_σ )‖^2_{L2(Ω)}+‖∇ψ_σ‖^2_{L2(Ω,}C3_) ≤ C_1‖u‖^2_{F (Ω,s)}. (5.5)

PostoØnnaØ C_1 zavisit tol~ko ot Ω i ot s.

Predloßenie 5.1 pri bolee ßestkom uslovii s ∈ C^1(Ω) ustanovlena v [2, teoremy 3.1, 3.4], a v [4] rezul~tat byl perenesen na sluqaæ, kogda s – mul~tiplikator v H^1(Ω, C^3 ).

Zameqanie. Esli Ω – ograniqennaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ,

a s(x) udovletvorØet uslovi¸ (5.1) i s ∈ W^1_3 (Ω), to s, oqevidno, ØvlØetsØ mul~tiplikatorom v H^1(Ω, C^3 ).

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 253

3. Takim obrazom, polØ prostranstv (5.2), (5.3) predstavimy v

vide summy slagaemogo iz H^1(Ω, C^3 ) i gradienta slabogo rexeniØ zadaqi Dirihle ili Neæmana dlØ uravneniØ −div (s∇ψ) = f pri f ∈ L_2(Ω) i pri odnorodnyh graniqnyh usloviØh. Primenim sledu¸wee utverßdenie o “povyxenii gladkosti” slabyh rexeniæ fflliptiqeskih uravneniæ, soderßaweesØ v rezul~tatah knigi [7].

Predloßenie 5.2. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennaØ oblast~ s glad-

koæ graniceæ. Pust~ matrica s(x) udovletvorØet uslovi¸ (5.1) i

s ∈ W^1_p (Ω), p > 3. (5.6)

Pust~ ψ ∈ H^{∘ 1}(Ω) (sootv., ψ ∈ H^1(Ω)) – slaboe rexenie zadaqi Dirihle (sootv., Neæmana) dlØ uravneniØ −div (s∇ψ) = f pri f ∈ L_2(Ω). Togda ψ ∈ H^2(Ω), priqem vypolnena ocenka

‖ψ‖^2_H2_{(Ω)} ≤ C_2 ( ‖f‖^2_{L2(Ω)} + ‖ψ‖^2_{L2(Ω)} ) , (5.7)

gde C_2 zavisit tol~ko ot Ω i ot s.

PredloßeniØ 5.1, 5.2 vmeste privodØt k sledu¸wemu rezul~- tatu.

Predloßenie 5.3. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennaØ oblast~ s glad-

koæ graniceæ. Pust~ matrica s(x) udovletvorØet usloviØm (5.1), (5.6). Togda F (Ω, s, σ) = H^1_σ(Ω, C^3 ), σ = τ, ν, (5.8)

priqem spravedliva ocenka

‖u‖_H1_{(Ω,}C3_) ≤ C_3‖u‖_{F (Ω,s)}, u ∈ F (Ω, s, σ), σ = τ, ν. (5.9)

PostoØnnaØ C_3 zavisit lix~ ot Ω i ot s.

4. Legko ponØt~, qto v usloviØh predloßeniØ 5.3 slaboe i sil~-

noe opredeleniØ operatora Maksvella sovpada¸t. Perenesenie rezul~tata na interesu¸wiæ nas sluqaæ Ω = Π (i, tem bolee, na sluqaæ Ω = R^3) dostigaetsØ standartnym ispol~zovaniem razbieniØ edinicy. My ne budem vhodit~ zdes~ v podrobnosti. Otmetim lix~, qto, naprimer, v sluqae Ω = Π udobno vybirat~ lokal~no koneqnoe pokrytie i soglasovannoe s nim razbienie edinicy Γ-periodiqeskimi. �to oblegqaet pri provedenii ocenok ispol~zovanie Γ-periodiqnosti matricy s. (To ße otnositsØ k sluqa¸ Ω = R^3 pri Γ_0-periodiqeskoæ matrice s.) V rezul~tate prihodim k sledu¸wemu predloßeni¸.

254 T. A. SUSLINA

Predloßenie 5.4. Pust~ Π – sloæ (1.1). Pust~ Γ-periodiqeskaØ

matrica s(x) udovletvorØet v Π uslovi¸ (5.1) i s ∈ W^1_p (Π ∩ B_R), p > 3, ∀R < ∞. (5.10) Togda F (Π, s, σ) = H^1_σ(Π, C^3 ), σ = τ, ν. (5.11)

Pri fftom vypolnena ocenka

‖u‖_H1_{(Π,}C3_) ≤ C‖u‖_{F (Π,s)}, u ∈ F (Π, s, σ). (5.12)

˚sno, qto ots¸da sleduet sovpadenie oblasteæ opredeleniØ (1.7) i (1.8) dlØ operatora M pri usloviØh (1.2)–(1.4) na ε i μ. RazumeetsØ, dlØ Ω = R^3 spravedliv analog predloßeniØ 5.4, obespeqiva¸wiæ sovpadenie sil~nogo i slabogo operatorov M_0.

Literatura

1. M. X. Birman, Tri zadaqi teorii sploxnyh sred v mnogogrannikah. — Zap. nauqn. semin. POMI 200 (1992), 27–37.

2. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, L2-teoriØ operatora Maksvella v proizvol~nyh oblastØh. — Usp. matem. nauk 42, ˝ 6 (1987), 61–76.

3. M. X. Birman, T. A. Suslina, Periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian s peremennoæ metrikoæ. Problema absol¸tnoæ nepreryvnosti. — Algebra i analiz 11, ˝ 2 (1999), 1–40.

4. N. D. Filonov, Glavnye osobennosti magnitnoæ sostavlØ¸weæ polØ v rezonatorah s graniceæ zadannogo klassa gladkosti. — Algebra i analiz 9, ˝ 2 (1997), 241–255.

5. P. Kuchment, Floquet theory for partial differential equations. Birkhäuser Verlag, Basel, 1993.

6. P. Kuchment, S. Levendorskii, On the structure of spectra of periodic elliptic operators. — Trans. AMS 354 (2002), 537–569.

7. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Nauka, Moskva, 1964.

8. A. Morame, The absolute continuity of the spectrum of Maxwell operator in a periodic media. — J. Math. Phys. 41 no. 10 (2000), 7099–7108.

9. T. A. Suslina, Absolute continuity of the spectrum of periodic operators of mathematical physics. Journées Équations aux Dérivées Partielles, Nantes, 5-8 juin 2000, XVIII-1–XVIII-13.

10. T. A. Suslina, On the absence of eigenvalues of a periodic matrix Schrodinger operator in a layer. — Russian Journal of Mathematical Physics 8 no. 4 (2001), 463–486.

Suslina T. A. Absolute continuity of the spectrum of the periodic Maxwell operator in a layer.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 255 We study the Maxwell operator in a layer R^2 × (0, T ). It is assumed that an electric permittivity ε(x) and a magnetic permeability μ(x) are periodic along the layer. On the boundary of the layer, we impose conditions of ideal conductivity. Under wide assumptions on ε(x) and μ(x), it is shown that the spectrum of the Maxwell operator is absolutely continuous.

Postupilo 10 i¸nØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

tanya@petrov.stoic.spb.su