Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 288, 2002 g.

V. V. Puhnaqev

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII

Ol~ge Aleksandrovne Ladyßenskoæ s uvaßeniem i voshiweniem

V rabote obsußda¸tsØ tri modeli, ispol~zuemye dlØ opisaniØ estestvennoæ konvekcii ßidkosti v zamknutom ob¨eme.

1. Ishodnye sootnoxeniØ. Predpoloßim, qto vØzkaØ teploprovodnaØ ßidkost~ zapolnØet koneqnyæ sosud Ω, granica kotorogo est~ tverdaØ nedeformiruemaØ nepronicaemaØ stenka s zadannym na neæ raspredeleniem teplovogo potoka ili temperatury. Na ßidkost~ deæstvuet sila tØßesti s uskoreniem ⃗g. Kak izvestno, v fftih usloviØh ravnovesie ßidkosti vozmoßno lix~ pri ves~ma special~nom vybore graniqnogo teplovogo reßima. “Sluqaæ obwego poloßeniØ” sootvetstvuet vozniknoveni¸ konvekcii.

Dalee ßidkost~ sqitaetsØ dvuhparametriqeskoæ termodinamiqeskoæ sredoæ s parametrami sostoØniØ θ (absol¸tnaØ temperatura) i p (davlenie). Plotnost~ ßidkosti ρ opredelØetsØ uravneniem sostoØniØ ρ = R(θ, p), (1.1) gde funkciØ R konkretiziruetsØ niße. Predpoloßim takße, qto reologiØ ßidkosti zadaetsØ sootnoxeniem Stoksa

S = (−p + λ div ⃗v)I + 2μD,

gde S – tenzor naprØßeniæ, D = [∇⃗v + (∇⃗v)^∗]/2 – tenzor skorosteæ deformaciæ, I – ediniqnyæ tenzor, ⃗v – vektor skorosti, μ i λ – dinamiqeskie kofffficienty pervoæ i vtoroæ vØzkosti sootvetstvenno. Funkcii ⃗v, p, θ udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ gidrodinamiki [1] dρ dt + ρ div ⃗v = 0, (1.2) ρ d⃗v dt = ∇(−p + λ div ⃗v) + μΔ⃗v + ρ⃗g, (1.3) 152

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 153 ρθ ds dt = kΔθ + Φ,

gde d/dt = ∂/∂t + ⃗v · ∇ – operator polnogo differencirovaniØ po vremeni, s – udel~naØ ffntropiØ, k – kofffficient teploprovodnosti,

Φ = (λ + 2 3 μ)(div ⃗v)^2 + 2μD^′ : D^′

– dissipativnaØ funkciØ, D^′ = D − (div ⃗v) I/3. �ti uravneniØ zapisany v predpoloßenii,qto μ, λ i k – poloßitel~nye posto- Ønnye. Poslednee uravnenie sistemy moßno perepisat~ v bolee udobnoæ dlØ nas forme: ρc_p dθ dt + θ ρ ( ∂ρ ∂θ ) dp dt = kΔθ + Φ, (1.4)

gde c_p = θ∂s/∂θ – teploemkost~ pri postoØnnom davlenii. Pri vyvode (1.4) ispol~zovalos~ izvestnoe termodinamiqeskoe sootnoxenie ∂s ∂p = 1 ρ^2 ∂ρ ∂θ , v kotorom ffntropiØ s i plotnost~ ρ rassmatriva¸tsØ kak funkcii osnovnyh termodinamiqeskih peremennyh θ i p.

Sistema sootnoxeniæ (1.1) – (1.4) stanovitsØ zamknutoæ, esli izvestna zavisimost~ teploemkosti c_p ot θ i p. Dalee rassmatrivaetsØ prosteæxiæ vid takoæ zavisimosti: c_p = const > 0. Opravdaniem dannogo predpoloßeniØ ØvlØetsØ tot fakt, qto dlØ bol~xinstva real~nyh ßidkosteæ zavisimost~ teploemkosti ot temperatury i tem bolee ot davleniØ znaqitel~no slabee analogiqnyh zavisimosteæ kofffficientov vØzkosti i teploprovodnosti. Tak, dlØ vody pri atmosfernom davlenii v diapazone izmeneniØ θ ot 273 K do 373 K otklonenie c_p ot ego srednego znaqeniØ ne prevyxaet odnogo procenta.

Pereædem teper~ k obsußdeni¸ uravneniØ sostoØniØ. Sama ego zapis~ v vide (1.1) prodiktovana tem, qto dlØ istinnyh (”kapel~nyh”) ßidkosteæ, v otliqie ot gazov, znaqitel~nye variacii temperatury (i ewe b&ol~xie – davleniØ) privodØt k malym izmeneniØm plotnosti. Estestvenno predpoloßit~, qto R est~ neubyva¸waØ funkciØ p. Iskl¸qaØ iz rassmotreniØ anomal~- nye situacii (klassiqeskiæ primer – voda pri temperature, blizkoæ k 273 K), budem sqitat~, qto funkciØ R(θ, p) monotonno

154 V. V. PUHNAQEV ubyvaet s rostom θ. Kak pravilo, pri rassmotrenii teqeniæ, vyzvannyh silami plavuqesti (a imenno oni sostavlØ¸t osnovnoe soderßanie teorii teplovoæ gravitacionnoæ konvekcii), zavisimost~ ρ ot θ i p approksimiruetsØ lineænoæ,

ρ = ρ_0[1 − β(θ − θ_0 ) + γ(p − p_0)],

gde β i γ – poloßitel~nye postoØnnye, a ρ_0, θ_0 i p_0 – harakternye znaqeniØ plotnosti, temperatury i davleniØ sootvetstvenno. Odnako dlØ naxih celeæ predpoqtitel~nee inaØ approksimaciØ uravneniØ sostoØniØ, a imenno,

ρ = ρ_0[1 + β(θ − θ_0)]^{−1}[1 + γ(p − p_0)]. (1.5)

S toqki zreniØ priloßeniæ, otliqie zavisimosti (1.5) ot lineænoæ nesuwestvenno. Deæstvitel~no, voznika¸waØ pri fftom otnositel~naØ pogrexnost~ imeet porØdok (βθ_∗ )^2, gde θ_∗ – maksimal~nyæ perepad temperatur v rassmatrivaemom dvißenii. V qastnosti, dlØ vody ffta veliqina ne prevoshodit 10^{−5}.

Sistema (1.2)–(1.5) ØvlØetsØ otpravnym punktom dal~neæxih postroeniæ. DannaØ sistema moßet byt~ razrexena otnositel~- no proizvodnyh d⃗v/dt, dθ/dt i dp/dt, pofftomu dlØ nee sleduet zadavat~ naqal~nye znaqeniØ vseh iskomyh funkciæ: ⃗v = ⃗v_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (1.6) θ = θ_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (1.7)

p = p_0(x), x ∈ Ω, t = 0. (1.8)

Na granice Σ oblasti Ω stavitsØ uslovie prilipaniØ dlØ skorosti: ⃗v = 0, x ∈ Σ, t > 0, (1.9) i odno iz usloviæ dlØ temperatury: k ∂θ ∂n = f(x, t), x ∈ Σ, t > 0 (1.10) libo θ = h(x, t), x ∈ Σ, t > 0, (1.10^′) gde ∂/∂n – proizvodnaØ po napravleni¸ vnexneæ normali k Σ.

My ne stavim zdes~ cel~¸ dat~ obzor rezul~tatov issledovaniØ korrektnosti zadaq (1.2)–(1.10), (1.2)–(1.10^′). Otmetim, qto

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 155 teorema edinstvennosti klassiqeskogo rexeniØ kaßdoæ iz fftih zadaq faktiqeski soderßitsØ v [2]. Pri nadleßaweæ gladkosti funkciæ ⃗v_0, θ_0, p_0, f, h i poverhnosti Σ dlØ fftih zadaq imeet mesto i teorema suwestvovaniØ, po kraæneæ mere, v malom po t [3].

2. Kriterii podobiØ. PrinØv gipotezu o postoØnstve teploemkosti c_p i konkretizirovav uravnenie sostoØniØ (1.5), my likvidirovali funkcional~nyæ proizvol v sisteme uravneniæ gidrodinamiki. Rezul~tiru¸waØ sistema (1.2)–(1.5) soderßit devØt~ razmernyh parametrov: g = |⃗g|, μ, λ, k, c_p, ρ_0, β, γ, θ_0, p_0. Iz nih moßno sostavit~ xest~ nezavisimyh bezrazmernyh kombinaciæ, kaßdaØ iz kotoryh moßet byt~ nazvana kriteriem podobiØ konvektivnyh teqeniæ. Sovokupnost~ opredelØ¸wih parametrov (a znaqit, i kriteriev podobiØ) rasxirØetsØ, esli req~ idet o dvißenii, voznika¸wem iz zadannogo naqal~nogo sostoØniØ i podderßivaemom zadannym graniqnym raspredeleniem temperatury ili teplovogo potoka. V qastnosti, zadanie oblasti teqeniØ Ω predpisyvaet harakternyæ lineænyæ razmer l = diam Ω. Drugimi vaßnymi razmernymi harakteristikami ØvlØ¸tsØ harakternoe vremØ τ izmeneniØ funkciæ f(x, t) ili h(x, t), opredelØ¸wih graniqnyæ teplovoæ reßim, a takße harakternyæ perepad temperatur v rassmatrivaemom teqenii θ_∗. PoslednØØ veliqina imeet tot ße porØdok, qto i (f_{max} − f_{min} )l/k ili h_{max} − h_{min} , gde max i min vyqislØ¸tsØ po oblasti Σ×[0, t̄ ] (t̄ – vremennoæ interval, na kotorom rassmatrivaetsØ zadaqa (1.2)–(1.10) ili (1.2)–(1.10^′)).

PrinØv veliqinu θ_∗ za harakternyæ masxtab temperatury, my moßem sformirovat~ odin iz vaßnyh kriteriev podobiØ (qislo Bussineska) ε = βθ_∗, (2.1) harakterizu¸wiæ otklik plotnosti na izmenenie temperatury. DrugaØ temperaturnaØ harakteristika processa θ_0, vhodØwaØ v uravnenie sostoØniØ (1.5), moßet byt~ otoßdestvlena so sredneæ temperaturoæ ßidkosti. ˚sno, qto parametry θ_∗ i θ_0 nezavisimy. Ewe odin razmernyæ parametr p_0, prisutstvu¸wiæ v (1.5), bez poteri obwnosti moßet byt~ poloßen ravnym nul¸, poskol~ku uravneniØ (1.2) – (1.4) dopuska¸t preobrazovanie ffkvivalentnosti p̂ = p − p_0.

Vvedem oboznaqeniØ ν = μ/ρ_0 (kinematiqeskiæ kofffficient vØzkosti), χ = k/ρ_0c_p (kofffficient temperaturoprovodnosti). S

156 V. V. PUHNAQEV ih pomow~¸ moßno sostavit~ dva kriteriØ podobiØ: P r = ν/χ, ξ = λ/ρ_0ν. (2.2) Dalee predpolagaetsØ, qto parametry P r (qislo PrandtlØ) i ξ ime¸t porØdok edinica. V to ße vremØ, parametr ε vsegda ØvlØetsØ malym, qto slußit osnovoæ asimptotiqeskih razloßeniæ, ispol~zuemyh pri poluqenii uravneniæ teplovoæ gravitacionnoæ konvekcii iz toqnyh uravneniæ gidrodinamiki. (Vpervye procedura razloßeniØ po parametru ε v teorii konvekcii byla osuwestvlena v [4] dlØ sluqaØ, kogda funkciØ R v (1.1) lineæna po θ i ne zavisit ot p).

Teper~ nam sleduet opredelit~ harakternyæ ”vnutrenniæ” masxtab vremeni (on ne obØzan sovpadat~ s vvedennoæ ranee veliqinoæ τ ). Obyqno dlØ fftoæ celi ispol~zuetsØ t.n. konvektivnyæ masxtab t_c = (l/gε)^{1/2}, po porØdku veliqiny ravnyæ vremeni vsplyvaniØ gorØqeæ qasticy ßidkosti na vysotu l. Poskol~ku

t_c → ∞ pri g → 0, a my hotim postroit~ model~ konvekcii,

ravnomerno prigodnu¸ dlØ skol~ ugodno malyh znaqeniæ g, to vyberem v kaqestve harakternogo vremeni veliqinu t_f = l^2/χ – vremØ relaksacii temperatury. Tak kak qislo PrandtlØ P r ∼ 1 , to vremØ relaksacii vØzkih naprØßeniæ t_s = l^2/ν imeet tot ße porØdok, qto i t_f .

RaspolagaØ harakternym vremenem, my moßem opredelit~ dve harakternye skorosti. Odna iz nih, V_e = εχ/l, vvoditsØ na osnovanii uravneniØ nerazryvnosti (1.2) i harakterizuet skorost~ vsestoronnego rasxireniØ ßidkosti, vyzvannogo vnedreniem v nee lokal~nogo istoqnika tepla. DrugaØ, V_b = gεl^2/ν, opredelØetsØ iz uravneniØ impul~sa (1.3), v kotorom priravniva¸tsØ porØdki qlenov μΔ⃗v i ρ_0β(θ − θ_0 )⃗g (vtoroæ iz nih harakterizuet vklad sil plavuqesti v obwiæ balans sil). Vsledstvie usloviØ P r ∼ 1, tot ße porØdok budet imet~ i levaØ qast~ uravneniØ (1.3). StacionarnaØ sostavlØ¸waØ v uravnenii impul~sa (ona prisutstvuet i v sostoØnii pokoØ) kompensiruetsØ gidrostatiqeskim davleniem p_{hs}(x). Vvedem v rassmotrenie funkci¸

p̄ = p − p_{hs}(x). Estestvenno predpoloßit~, qto qlen ∇p̄ imeet tot

ße porØdok, qto i ostal~nye dinamiqeskie sostavlØ¸wie sil, deæstvu¸wih na ßidku¸ qasticu. �to opredelØet harakternyæ masxtab veliqiny p̄: on raven ρ_0gεl.

Oboznaqim qerez η otnoxenie harakternyh skorosteæ V_b i V_e.

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 157 Parametr η = gl^3 νχ (2.3)

igraet vaßnu¸ rol~ v teorii mikrokonvekcii, razvivaemoæ v poslednee desØtiletie [5–7]. V citiruemyh rabotah pokazano, qto klassiqeskaØ model~ Oberbeka–Bussineska [1] neprigodna dlØ opisaniØ teplovoæ gravitacionnoæ konvekcii, esli parametr η imeet porØdok, men~xiæ ili ravnyæ edinice. Veliqina η imeet prostoæ fiziqeskiæ smysl: ona harakterizuet otnositel~nyæ vklad faktorov plavuqesti i ob¨emnogo rasxireniØ ßidkosti v formirovanie polØ skorosteæ.

V dal~neæxih rassmotreniØh vaßnu¸ rol~ igraet bezrazmernaØ veliqina δ = γρ_0 νχ l^2

, (2.4)

kotoru¸ moßno nazvat~ parametrom sßimaemosti. Ewe dva kriteriØ podobiØ,

ε_1 = νχ l^2c_pθ_∗

, ε_2 = νχβθ_0 l^2c_pθ_∗

, (2.5)

harakterizu¸t otnositel~nyæ vklad dissipativnoæ funkcii Φ i qlena, proporcional~nogo dp/dt, v uravnenie ffnergii (1.4). Nakonec, otnoxenie vvedennyh ranee harakternyh vremen t_f i τ daet kriteriæ podobiØ ζ = t_f /τ . Zametim, qto ewe odin vozmoßnyæ kriteriæ podobiØ, vkl¸qa¸wiæ veliqinu p_0, ne ØvlØetsØ suwestvennym vvidu ustranimosti p_0 iz uravneniØ sostoØniØ (1.5) posredstvom preobrazovaniØ ffkvivalentnosti.

Itak, v naxem rasporØßenii imeetsØ vosem~ kriteriev podobiØ: P r, ξ, ε, η, δ, ε_1, ε_2, ζ. Oni ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i mogut byt~ nazvany bazovymi kriteriØmi. RazumeetsØ, vybor bazovyh kriteriev neodnoznaqen. Naprimer, vmesto ε, δ i ε_1 vzØt~ sledu- ¸wie parametry: ε̂ = βθ_0 , ρ^{1/3}_0 (μg)^{2/3}γ (analog parametra sßimaemosti), c_pθ_0(ρ_0/μg)^{2/3} (bezrazmernaØ teploemkost~). Togda tri poslednih parametra vmeste s veliqinami P r i ξ obrazu¸t pØt~ (t.e. maksimal~no vozmoßnoe qislo) ”vnutrennih” kriteriev podobiØ, opredelØemyh tol~ko svoæstvami ßidkosti i veliqinoæ uskoreniØ sily tØßesti g . OstavxiesØ tri parametra η, ε_2 i ζ estestvenno nazyvat~ vnexnimi, poskol~ku v nih vhodØt harakteristiki oblasti teqeniØ i graniqnogo teplovogo reßima. Odnako pervonaqal~nyæ vybor bazovyh kriteriev podobiØ bolee

158 V. V. PUHNAQEV udoben, tak kak imenno oni sformiru¸tsØ pri obezrazmerivanii uravneniæ (1.2)–(1.5), kotoroe budet vypolneno v sledu¸- wem razdele.

3. Perehod k bezrazmernym peremennym. Vyberem v kaqestve harakternyh masxtabov dliny, vremeni, skorosti, davleniØ i temperatury veliqiny l, l^2/χ, χ/l, ρ_0νχ/l^2 i θ_∗ sootvetstvenno i oboznaqim T = θ − θ_0, p̂ = p − p_0. Otmetim, qto harakternaØ skorost~ V = χ/l otliqaetsØ ot vvedennyh ranee veliqin

V_e i V_b. �to vyzvano ßelaniem, po analogii s [8], vybrat~ ha-

rakternu¸ skorost~ ne zavisØweæ ot temperaturnogo usloviØ na granice oblasti i tem samym ”uravnØt~ v pravah” masxtab skorosti s masxtabami dliny i vremeni.

Vvedem bezrazmernye (xtrihovannye) peremennye po formulam: ⃗x = l⃗x^′, t = l^2 χ t^′, ⃗v = χ l ⃗v^′, p̂ = ρ_0 νχ l^2 p^′, T = θ_∗T^′ (3.1)

Podstavim vyraßeniØ (3.1) v uravneniØ (1.2)–(1.5) i zatem opustim xtrihi. Uravnenie sostoØniØ (1.5) v bezrazmernyh peremennyh prinimaet vid

ρ = (1 + εT )^{−1}(1 + δp) (3.2)

(za masxtab plotnosti prinØta veliqina ρ_0 ). Vsledstvie (3.1), (3.2) bezrazmernaØ forma uravneniØ nerazryvnosti (1.2) takova: δ 1 + δp · dp dt − ε 1 + εT · dT dt + div ⃗v = 0, (3.3)

a uravneniØ impul~sa (1.3) — 1 + δp 1 + εT · d⃗v dt = P r[∇(−p + ξdiv⃗v) + Δ⃗v] + ηP r(1 + δp) 1 + εT ⃗e, (3.4) gde oboznaqeno ⃗e = |⃗g|/g. Nakonec, uravnenie ffnergii (1.4) v bezrazmernyh peremennyh zapisyvaetsØ v vide 1 + δp 1 + εT · dT dt − ε_2 + εε_1 T 1 + εT · dp dt = ΔT + ε_1Φ, (3.5)

gde bezrazmernaØ dissipativnaØ funkciØ Φ opredelena ravenstvom

Φ = (ξ + 2 3 )(div ⃗v)^2 + 2D^′ : D^′

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 159 (zdes~ D^′ – bezrazmernyæ deviator tenzora skorosteæ deformaciæ). UravneniØ (3.3)–(3.5) soderßat sem~ parametrov, kotorye moßno razbit~ na qetyre gruppy v porØdke ubyvaniØ ih tipiqnyh znaqeniæ. PervaØ gruppa sostoit iz odnogo fflementa η . V zemnyh usloviØh i dlØ obyqnyh ßidkosteæ veliqina η ves~ma velika. Tak, esli diametr sosuda l = 10^{−2}M (fftot harakternyæ razmer budet ispol~zovat~sØ i v dal~neæxem), a zapolnØ¸waØ ego ßidkost~ – voda pri temperature 293K, to dlØ g = 9, 81m/c^2 budem imet~, soglasno (2.3), η = 6, 9 · 10^7. Odnako v usloviØh mikrogravitacii, v oblastØh malyh razmerov, a takße dlØ vysokovØzkih ßidkosteæ, znaqeniØ η mogut byt~ porØdka edinicy, qto daet osnovaniØ nazvat~ η parametrom mikrokonvekcii.

Vtoru¸ gruppu parametrov obrazu¸t veliqiny P r i ξ , opredelennye formulami (2.2). Kak uße otmeqalos~, my predpolagaem, qto obe ffti veliqiny ime¸t porØdok edinica. Nam neizvestny ßidkosti, u kotoryh veliqina ξ (t.e. otnoxenie kofffficientov vtoroæ i pervoæ vØzkosti) prinimala by bol~xie znaqeniØ. Qto ße kasaetsØ qisla PrandtlØ P r , to dlØ real~nyh ßidkosteæ (v otliqie ot gazov) fftot parametr var~iruetsØ v xirokih predelah. Odnako predpoloßenie P r ∼ 1 vydelØet sredi tekuqih sred dostatoqno obxirnu¸ gruppu, vkl¸qa¸wu¸ vodu, fftilovyæ spirt, qetyrehhloristyæ uglerod, a takße vse gazy.

V tret~¸ gruppu my vydelØem edinstvennyæ parametr ε (qislo Bussineska), opredelennyæ ravenstvom (2.1). Poskol~- ku ob¨emnyæ kofffficient teplovogo rasxireniØ β dlØ obyqnyh ßidkosteæ ne prevoshodit 2 · 10^{−3}1/K, to veliqina ε budet maloæ daße pri harakternom perepade temperatur θ_∗ = 50K. Esli ße θ_∗ = 10K (takoe znaqenie θ_∗ budet ispol~zovat~sØ i pri ocenke veliqin ε_1, ε_2 ), to dlØ vody pri komnatnoæ temperature

ε = 2, 1 · 10^{−3} .

Nakonec, v qetvertu¸ gruppu parametrov popada¸t δ, ε_1 i ε_2 , zadannye sootnoxeniØmi (2.4), (2.5). Ocenim snaqala veliqinu δ . �tot parametr proporcionalen izotermiqeskomu kofffficientu sßimaemosti γ , vhodØwemu v uravnenie sostoØniØ (1.5). DlØ obyqnyh ßidkosteæ γ leßit v diapazone 10^{−9} − 10^{−10}m^2/H. UqityvaØ, qto dlØ vody γ = 4, 9 · 10^{−10}m^2/H, pri l = 10^{−2}m iz (2.4) my poluqaem znaqenie parametra δ = 6, 9 · 10^{−15}. Neskol~ko b&ol~xim (no vse ravno oqen~ malym po sravneni¸ s ε ) poluqaetsØ v teh ße usloviØh znaqenie parametra ε_1 = 3, 4 · 10^{−14}, a

160 V. V. PUHNAQEV

ε_2 = 1, 8 · 10^{−15} imeet tot ße porØdok, qto i δ .

Dalee my ispol~zuem malost~ parametrov δ, ε_1 i ε_2 dlØ asimptotiqeskogo uproweniØ sistemy (3.3)–(3.5). UqityvaØ, qto v tipiqnyh situaciØh veliqiny ε_i (i = 1, 2) ime¸t tot ße porØdok, qto i δ , i ßelaØ svesti delo k razloßeni¸ po odnomu malomu parametru, poloßim ε_i = α_iδ , gde α_i = O(1) pri δ → 0 . Togda uravnenie (3.5) perepixetsØ v sledu¸wem vide: 1 + δp 1 + εT · dT dt − δ α_2 + εα_1T 1 + εT · dp dt = ΔT + δα_1Φ. (3.5^′)

Kraevye usloviØ dlØ sistemy (3.3)–(3.5’) — ffto perepisannye v bezrazmernyh peremennyh usloviØ (1.9), (1.10) ili (1.9), (1.10’). SohranØØ za bezrazmernymi teplovym potokom ili temperaturoæ, zadannymi na granice oblasti, ih preßnie oboznaqeniØ, my perepixem kraevye usloviØ v takoæ forme: ⃗v = 0, x ∈ Σ, t > 0, (3.6) ∂T ∂n = f(x, ζt), x ∈ Σ, t > 0, (3.7) libo T = h(x, ζt), x ∈ Σ, t > 0, (3.7^′). Vvedenie v pravye qasti ravenstv (3.7), (3.7’) parametra ζ vyzvano ßelaniem rassmrtret~ situacii, kogda veliqiny t_f (vremØ relaksacii temperatury v ob¨eme Ω) i τ (harakternoe vremØ izmeneniØ teplovogo potoka ili temperatury, zadannyh na granice Σ) suwestvenno otliqa¸tsØ. Pust~, naprimer, diametr sosuda l = 10^{−2}m, zapolnØ¸waØ ego ßidkost~ voda pri komnatnoæ temperature, a temperatura na poverhnosti sosuda periodiqeski zavisit ot vremeni s periodom τ = 14c, togda ζ = t_f /τ = 50.

DlØ zamykaniØ postanovki zadaqi nam ostalos~ perepisat~ v bezrazmernyh peremennyh naqal~nye usloviØ (1.6)–(1.8): ⃗v = ⃗v_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (3.8) T = T_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (3.9)

p = p_0(x), x ∈ Ω, t = 0. (3.10)

Zdes~, kak i preßde, za bezrazmernymi funkciØmi, zada¸wimi naqal~nye raspredeleniØ skorosti, temperatury i davleniØ, sohraneny ih preßnie oboznaqeniØ.

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 161

4. Razloßenie po malomu parametru. Niße stroitsØ asimptotiqeskoe razloßenie rexeniØ sistemy (3.3)–(3.5^′) po parametru sßimaemosti δ → 0 v predpoloßenii, qto ostal~nye vhodØwie v nee parametry ε, P r, ξ, η, α_1, α_2 sohranØ¸t koneqnye znaqeniØ.

Sistema (3.3)–(3.5^′) ØvlØetsØ singulØrno vozmuwennoæ, poskol~ku v pervom i tret~em ee uravneniØh malyæ parametr δ ØvlØetsØ mnoßitelem pri ffvol¸cionnoæ proizvodnoæ dp/dt. Apriori Øsno, qto predstavlenie rexeniØ fftoæ sistemy v vide rØdov po stepenØm δ ne v sostoØnii asimptotiqeski toqno udovletvorit~ vsem trebuemym usloviØm. Odnako s pomow~¸ podobnogo razloßeniØ udaetsØ udovletvorit~ s l¸boæ stepennoæ toqnost~¸ po parametru δ uravneniØm sistemy, vsem kraevym usloviØm i pervym dvum naqal~nym usloviØm (3.8), (3.9).

Itak, budem iskat~ rexenie sistemy (3.3)–(3.5^′) v vide formal~nyh stepennyh rØdov ⃗v = ∞∑ k=0 δ^k⃗v^{(k)}(x, t), T = ∞∑ k=0 δ^kT^{(k)}(x, t),

p = P (t) − 1 δ + ∞∑ k=0 δ^kp^{(k)}(x, t). (4.1) V otliqie ot ⃗v i T, funkciØ p imeet singulØrnu¸ sostavlØ- ¸wu¸, kogda δ → 0. Ee proishoßdenie imeet Øsnyæ fiziqeskiæ smysl. Veliqinu δ^{−1}[P (t)−1] moßno otoßdestvit~ so srednim po oblasti Ω davleniem ßidkosti. Esli summarnyæ teplovoæ potok qerez granicu Σ oblasti Ω otliqen ot nulØ, ffto privodit k izmeneni¸ sredneæ po Ω temperatury ßidkosti. Poskol~ku stenki polosti nepodvißny i nepronicaemy, to massa zakl¸qennoæ v neæ ßidkosti sohranØetsØ. V silu uravneniØ sostoØniØ (3.2) i predpoloßeniØ o malosti parametra δ, koneqnye izmeneniØ sredneætemperatury budut privodit~ k izmeneniØm srednego davleniØ na veliqinu porØdka δ^{−1} pri δ → 0.

Podstanovka rØdov (4.1) v uravneniØ (3.3)–(3.5^′) privodit k rekurrentnoæ sisteme dlØ funkciæ ⃗v^{(k)}, T^{(k)}, p^{(k)} (k = 0, 1, . . .). Sistema, kotoroæ udovletvorØ¸t funkcii ⃗v^{(0)}, T^{(0)}, p^{(0)}, budet nelineænoæ. Vse posledu¸wie troæki funkciæ ⃗v^{(j)}, T^{(j)}, p^{(j)} (j =

1, 2, . . .). opredelØ¸tsØ iz lineænyh sistem uravneniæ s odnorod-

nymi kraevymi i naqal~nymi usloviØmi. Poskol~ku naibol~-

162 V. V. PUHNAQEV xiæ interes predstavlØ¸t glavnye qleny razloßeniæ (4.1), v dal~neæxem my sosredotoqimsØ na sisteme, kotoroæ podqinØ- ¸tsØ funkcii ⃗v^{(0)}, T^{(0)}, p^{(0)}. PodstavlØØ (4.1) v uravneniØ (3.3)– (3.5^′) i perehodØ k predelu pri δ → 0, my poluqaem: Ṗ P − ε 1 + εT^{(0)}

(T^{(0)}_t + ⃗v^{(0)} · ∇T^{(0)}) + div⃗v^{(0)} = 0, (4.2) P 1 + εT^{(0)}

(⃗v^{(0)}_t +⃗v^{(0)} ·∇⃗v^{(0)}) = P r[∇(−p^{(0)}+ξdiv⃗v^{(0)} )+Δ⃗v^{(0)} ]+ ηP rP⃗e 1 + εT^{(0)} , (4.3) P 1 + εT^{(0)}

(T^{(0)}_t + ⃗v^{(0)} · ∇T^{(0)}) − Ṗ α_2 + εα_1T^{(0)} 1 + εT^{(0)}

= ΔT^{(0)}, (4.4)

gde qerez Ṗ oboznaqena proizvodnaØ funkcii P (t).

Sformuliruem naqal~no–kraevu¸ zadaqu dlØ sistemy (4.2) –(4.4). DlØ opredelennosti budem dalee sqitat~, qto na poverhnosti Σ zadano uslovie vtorogo roda dlØ temperatury. Vsledstvie (3.6), (3.7), (4.1) imeem:

⃗v^{(0)} = 0, x ∈ Σ, t > 0, (4.5)

∂T^{(0)} ∂n = f(x, ζt), x ∈ Σ, t > 0, (4.6) UsloviØ (3.8), (3.9) privodØt k naqal~nym usloviØm dlØ funkciæ ⃗v^{(0)} , T^{(0)},

⃗v^{(0)} = ⃗v_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (4.7)

T^{(0)} = T_0(x), x ∈ Ω, t = 0. (4.8)

Naqal~noe uslovie dlØ davleniØ p^{(0)} ne stavitsØ, tak kak sistema (4.2)–(4.4) ne ØvlØetsØ ffvol¸cionnoæ otnositel~no p^{(0)}. Krome togo, sootnoxeniØ (4.2)–(4.8) opredelØ¸t funkci¸ p^{(0)} s toqnost~¸ do proizvol~nogo slagaemogo, zavisØwego ot vremeni. (Analogiqnym proizvolom oblada¸t funkcii p^{(j)}, j = 1, 2, . . .). RasporØßaØs~ fftim proizvolom, my moßem obespeqit~ vypolnenie sootnoxeniæ ∫ Ω p^{(k)}(x, t)dx = 0 (k = 0, 1, . . .)

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 163 pri l¸bom t ≥ 0. Pri takoæ normirovke p^{(k)} veliqina δ^{−1}[P (t)−1] budet v toqnosti sovpadat~ so srednim davleniem ßidkosti v oblasti Ω dlØ l¸bogo t ≥ 0.

DlØ zamykaniØ postanovki naqal~no–kraevoæ zadaqi nam sleduet vyvesti uravnenie, kotoromu podqinØetsØ funkciØ P (t). S fftoæ cel~¸ umnoßim uravnenie (4.2) na P , a uravnenie (4.4) – na ε, i sloßim poluqennye ravenstva. �to daet:

[1 − ε(α_2 + εα_1T^{(0)}) 1 + εT^{(0)}

]Ṗ + div(P⃗v^{(0)} − ε∇T^{(0)}) = 0.

IntegriruØ poslednee sootnoxenie po oblasti Ω i uqityvaØ usloviØ (4.5), (4.6), my prihodim k trebuemomu uravneni¸: Ṗ ∫ Ω [1 − ε(α_2 + εα_1T^{(0)})

1 + εT^{(0)} ]dx = ε ∫ Σ fdΣ. (4.9) V kaqestve naqal~nogo usloviØ dlØ (4.9) my vyberem

P (0) = 1, (4.10)

qto vsledstvie (4.1) soglasuetsØ s estestvennym predpoloßeniem o koneqnosti znaqeniæ funkcii p_0(x) pri δ → 0.

Zadaqa (4.2)–(4.10) predstavlØet dostatoqno sloßnyæ ob¨ekt dlØ issledovaniØ. Dostatoqno skazat~, qto v predel~nom sluqae

ε = 0 (togda P = 0 v silu (4.9), (4.10)) sootnoxeniØ (4.2), (4.3)

prevrawa¸tsØ v uravneniØ Nav~e–Stoksa nesßimaemoæ ßidkosti. Kak izvestno, v obwem trehmernom sluqae vopros odnoznaqnoæ razreximosti ”v celom” naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ fftoæ sistemy do sih por ostaetsØ otkrytym. Pofftomu dlØ zadaqi (4.2)–(4.10) predstavlØ¸t interes lokal~nye teoremy suwestvovaniØ. Sformuliruem odnu iz nih.

PredpolagaØ dannye zadaqi dostatoqno gladkimi, podqinim ih lokal~nym usloviØm soglasovaniØ

⃗v_0 = 0, x ∈ Σ, (4.11)

f_t(x, 0) = ∂G ∂n , x ∈ Σ, (4.12) [1 − ε(α_2 + εα_1T_0)

1 + εT_0

]Ṗ_0 + div(⃗v_0 − ε∇T_0) = 0, x ∈ Ω, (4.13)

164 V. V. PUHNAQEV gde oboznaqeno

Ṗ_0 = ε{ ∫ Ω [1 − ε(α_2 + εα_1T_0) 1 + εT_0 ]dx}^{−1} ∫ Σ f(x, 0)dΣ, (4.13)

G(x) = (1 + εT_0)ΔT_0 − ⃗v_0 · ∇T_0 + Ṗ_0(α_2 + εα_1T_0) ≡ T^{(0)}_t (x, 0),

i nelokal~nomu uslovi¸, formuliruemomu v terminah funkcii

π_0(x) = p^{(0)}(x, 0). �ta funkciØ ØvlØetsØ rexeniem kraevoæ zadaqi

div[(1 + εT_0)∇π_0] = div ⃗F − P r^{−1}P H, x ∈ Ω,

(1 + εT_0 ) ∂π_0 ∂n = ⃗F · ⃗n, x ∈ Σ, gde vvedeny oboznaqeniØ

⃗F = (1 + εT_0)(ξ∇div⃗v_0 + Δ⃗v_0) + ηP⃗e − P r^{−1}P⃗v_0 · ∇⃗v_0,

H = Ṗ_0 [ G ε^2(α_1 − α_2) (1 + εT_0 )^2

− div⃗v_0 ] − P̈_0 [ 1 − ε(α_2 + εα_1T_0) 1 + εT_0 ]

≡ div⃗v^{(0)}_t (x, 0),

P̈_0 = ∫ Ω [ 1 − ε(α_2 + εα_1T_0) 1 + εT_0 ] dx −1

× ε ∫ Σ f_t(x, 0)dΣ − Ṗ_0ε^2(α_1 − α_2) ∫ Ω Gdx (1 + εT_0)^2 . Trebuemoe nelokal~noe uslovie imeet vid (1 + εT_0)[∇π_0 − (∇π_0 · ⃗n)⃗n] = ⃗F − ( ⃗F · ⃗n)⃗n, x ∈ Σ. (4.14) Ono analogiqno uslovi¸ V.A. Solonnikova [9], voznika¸wemu pri issledovanii razreximosti naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ sistemy Stoksa v klassah gladkih funkciæ.

Predloßenie 1. Predpoloßim, qto poverhnost~ Σ prinad-

leßit klassu Ge̋l~dera C^{3+α}, 0 < α < 1, a vhodØwie v usloviØ (4.6)–(4.8) funkcii udovletvorØ¸t trebovaniØm gladkosti f ∈ C^{2+α,1+α/2}(Σ × [ ∞)), ⃗v_0 ∈ C^{2+α}(Ω̄), T_0 ∈ C^{3+α}(Ω̄) i uslovi- Øm soglasovaniØ (4.11)–(4.14). Togda naædetsØ takoe N > 0, qto

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 165

zadaqa (4.2)–(4.10) imeet rexenie ⃗v^{(0)} ∈ C^{2+α,1+α/2}(Q̄_N ), T^{(0)} ∈ C^{3+α,(3+α)/2}(Q̄_N ), ∇p^{(0)} ∈ C^{α,α/2}(Q̄_N ), P ∈ C^{2+α/2}[0, N ], gde oboznaqeno Q_N = {x, t : x ∈ Ω, 0 < t < N }. Pri fftom funkcii ⃗v^{(0)}, T^{(0)}, P opredeleny odnoznaqno, a funkciØ p^{(0)} opredelØetsØ odnoznaqno pri dopolnitel~nom uslovii ∫ Ω p^{(0)}dx = 0, 0 ≤ t ≤ N. (4.15)

Dalee my budem nazyvat~ uravneniØ (4.2)–(4.4), (4.9) uravneniØmi konvekcii slabosßimaemoæ ßidkosti. Oni ØvlØ¸tsØ estestvennym obobweniem uravneniæ konvekcii izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti, issledovannymi v [10].

Pri podstanovke vyraßeniæ ⃗v = ⃗v^{(0)}, T = T^{(0)}, p = δ^{−1}(P −

1) + p^{(0)} v sistemu (3.3)–(3.5) poluqa¸tsØ nevØzki porØdka O(δ)

pri δ → 0. Kraevye usloviØ (3.6), (3.7) i naqal~nye usloviØ (3.8), (3.9) pri fftom vypolnØ¸tsØ toqno. My vprave oßidat~, qto postroennoe priblißennoe rexenie approksimiruet s tem ße porØdkom pri δ → 0 rexenie ishodnoæ naqal~no–kraevoæ zadaqi (3.3)–(3.10) na bol~xih vremenah.

Poskol~ku poluqennaØ v processe rexeniØ zadaqi (4.2)– (4.10), (4.15) funkciØ π_0(x) = p^{(0)}(x, 0) ne obØzana sovpadat~ s funkcieæ p_0(x), zada¸weæ naqal~noe raspredelenie davleniØ v ishodnoæ zadaqe, to formal~naØ asimptotika (4.1) ne rabotaet na malyh vremenah. Opisanie perehodnogo processa, soprovoßda¸wegosØ rasprostraneniem nelineænyh akustiqeskih voln vysokoæ qastoty v vØzkoæ teploprovodnoæ ßidkosti, ØvlØetsØ oqen~ sloßnoæ zadaqeæ, v nastoØwee vremØ ewe ne rexennoæ. Opredelennoe predstavlenie ob fftom processe moßno poluqit~, izuqaØ ego lineænu¸ model~. My korotko obsudim voznika¸wie zdes~ ffffekty v konce stat~i.

5. UravneniØ mikrokonvekcii izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti. Tak nazyvaetsØ ßidkost~, plotnost~ kotoroæ zavisit lix~ ot temperatury. Uravnenie sostoØniØ izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti my budem zadavat~ v forme

ρ = ρ_0(1 + εT )^{−1}. (5.1)

Ravenstvo (5.1) poluqaetsØ iz (3.2) v predele δ → 0.

Sootnoxenie (5.1) oznaqaet, qto udel~nyæ ob¨em ßidkosti lineæno zavisit ot temperatury. Kak uße otmeqalos~ v razde-

166 V. V. PUHNAQEV le 1, vvidu malosti qisla Bussineska ε = βθ_∗, razliqiØ v approksimacii uravneniØ sostoØniØ ρ(T ) lineænoæ funkcieæ ili funkcieæ vida (5.1) nesuwestvenny. Vmeste s tem, sredi mnogih vozmoßnyh approksimaciæ funkcii ρ(T ) zavisimost~ (5.1) obladaet rØdom zameqatel~nyh svoæstv, otmeqennyh v [1, 5, 10]. V qastnosti, teploemkost~ pri postoØnnom davlenii c_p izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti ne zavisit ot davleniØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda uravnenie sostoØniØ imeet vid (5.1).

Drugoe vaßnoe svoæstvo vybrannogo uravneniØ sostoØniØ sostoit v vozmoßnosti radikal~nogo uproweniØ uravneniæ konvekcii izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti. Preßde qem pristupit~ k takomu uproweni¸, my poluqim neobhodimoe uslovie razreximosti naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ ukazannyh uravneniæ.

PolagaØ v uravneniØh (3.3)–(3.5) δ = 0 (qto sootvetstvuet nezavisimosti plotnosti ßidkosti ot davleniØ), my poluqaem: − ε 1 + εT · dT dt + div⃗v = 0, (5.2) ε 1 + εT · d⃗v dt = P r[∇(−p + ξdiv⃗v) + Δ⃗v] + ηP r 1 + εT ⃗e, (5.3) ε 1 + εT · dT dt = ΔT. (5.4)

K sisteme (5.2)–(5.4) dobavlØ¸tsØ kraevye usloviØ (3.6), (3.7) i naqal~nye usloviØ (3.8), (3.9).

Iz (5.2), (5.4) sleduet, qto

div(⃗v − ε∇T ) = 0. (5.5)

IntegriruØ poslednee ravenstvo po oblasti Ω i ispol~zuØ usloviØ (3.6), (3.7), my zakl¸qaem: ∫ Σ fdΣ = 0, t ≥ 0. (5.6) �to i est~ neobhodimoe uslovie razreximosti zadaqi (5.2)– (5.4), (3.6)–(3.9). FiziqeskaØ traktovka usloviØ (5.6) oqen~ naglØdna. DlØ izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti, celikom zapolnØ¸weæ ograniqennu¸ polost~, nenulevoæ summarnyæ potok tepla qerez ee granicu vyzyvaet potok massy, qto nevozmoßno,

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 167 esli granica polosti — nedeformiruemaØ nepronicaemaØ sten- ka. �ti ße rassußdeniØ pokazyva¸t, qto zadaqa o konvekcii izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti v zamknutom ob¨eme stanovitsØ lix~ uslovno korrektnoæ, esli uslovie (3.7) dlØ temperatury zamenit~ usloviem pervogo roda (3.7’) ili usloviem tret~ego roda. Model~ konvekcii slabosßimaemoæ ßidkosti svobodna ot ukazannogo nedostatka. Zametim ewe, qto pri vypolnenii usloviØ (5.6) uravneniØ (5.2)–(5.4) v toqnosti sovpada¸t s uravneniØmi (4.2)–(4.4), kotorym udovletvorØ¸t glavnye qleny razloßeniØ (4.1). V fftom sluqae, soglasno (4.9), (4.10), P = 1, i v razloßenii (4.1) dlØ davleniØ otsutstvuet singulØrnaØ sostavlØ¸waØ.

VernemsØ k sisteme (5.2)–(5.4). Vyteka¸wee iz nego ravenstvo (5.5) oznaqaet, qto vektor ⃗v−ε∇T ØvlØetsØ solenoidal~nym. �to navodit na mysl~ pereæti v izuqaemoæ sisteme k novym iskomym funkciØm ⃗w, q, opredelennym sootnoxeniØmi ⃗w = ⃗v − ε∇T, q = p − ε(1 + ξ − P r^{−1})ΔT. (5.7) V novyh oboznaqeniØh sistema (5.2) priniaet vid ⃗w_t + ⃗w · ∇ ⃗w + ε[∇T · ∇ ⃗w + ( ⃗w · ∇)∇T − ∇( ⃗w · ∇T )] + ε^2[(∇T · ∇)∇T + +ΔT ∇T − ∇(|∇T |^2)] = P r(1 + εT )(−∇q + Δ ⃗w) + ηP r⃗e, (5.8) div ⃗w = 0, (5.9)

T_t + ⃗w · ∇T + ε|∇T |^2 = (1 + εT )ΔT. (5.10)

UravneniØ (5.8)–(5.10) byli vyvedeny v [5] i vposledstvii poluqili nazvanie uravneniæ mikrokonvekcii. V.K.Andreev pokazal [11], qto uravnenie impul~sa (5.8) moßno preobrazovat~ k bolee kompaktnomu vidu, ⃗w_t + ⃗w · ∇ ⃗w + εrot ⃗w × ∇T + ε^2div(∇T ⊗ ∇T − −|∇T |^2I) = P r(1 + εT )(−∇q + Δ ⃗w) + ηP r⃗e. (5.11) Esli v uravneniØh (5.9) (5.11) zamenit~ T na c, gde c – koncentraciØ passivnoæ primesi, my poluqim uravneniØ, opisyva¸wie koncentracionnu¸ konvekci¸ v usloviØh mikrogravitacii ili v mikromasxtabah. Ih vyvod byl osuwestvlen v rabote [7]. DlØ

168 V. V. PUHNAQEV sistemy (5.9)–(5.11) naibolee estestvennoæ ØvlØetsØ naqal~no– kraevaØ zadaqa ⃗w = −ε∇T, x ∈ Σ, t > 0, (5.12) ∂T ∂n = f(x, ζt), x ∈ Σ, t > 0, (5.13) ⃗w = ⃗w_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (5.14)

T = T_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (5.15)

Kraevoe uslovie (5.12) – ffto uslovie prilipaniØ, perepisannoe v terminah modificirovannoæ skorosti ⃗w. FunkciØ ⃗w_0(x), vhodØwaØ v naqal~noe uslovie (5.14), v silu (3.8), (5.7) ravna

⃗v_0(x) − ε∇T_0(x).

Dalee predpolagaetsØ, qto ⃗w_0 = ε⃗u_0, gde funkciØ ⃗u_0(x) ne zavisit ot ε. V fftom sluqae naqal~noe pole skorosteæ ⃗v_0 = ε(⃗u_0 +∇T_0) pri ε → 0 budet imet~ tot ße porØdok, qto i harakternaØ skorost~ vsplyvaniØ neravnomerno nagretoæ ßidkosti v pole tØßesti, a takße harakternaØ skorost~ vsestoronnego rasxireniØ ßidkosti pod deæstviem lokal~nogo istoqnika tepla (napomnim, qto pri η ∼ 1 obe poslednih veliqiny ime¸t odinakovyæ porØdok). Sdelannoe predpoloßenie pozvolØet razyskivat~ rexenie zadaqi (5.9)–(5.15) v vide rØdov po stepenØm malogo parametra ε (qisla Bussineska): T = ∞∑ i=0 ε^iT^{(i)}(x, t), ⃗w = ∞∑ i=1 ε^i ⃗w^{(i)}(x, t), q = η⃗e · ⃗x + ∞∑ i=1 ε^iq^{(i)}(x, t). (5.16)

FunkciØ T^{(0)} (ona imeet zdes~ inoæ smysl, qem v predyduwem razdele) opredelØetsØ kak rexenie vtoroæ naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ lineænogo odnorodnogo uravneniØ teploprovodnosti. Funkcii ⃗w^{(i)}, q^{(i)} i funkcii T^{(i)} (i = 1, 2, . . .) nahodØtsØ iz posledovatel~no rexaemyh pervoæ naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ sistemy Stoksa i vtoroæ naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ lineænogo neodnorodnogo uravneniØ teploprovodnosti. Iz rezul~tatov V.A.Solonnikova [9, 12] sleduet razreximost~ voznika¸wih zadaq v klassah Ge̋l~dera pri vypolnenii estestvennyh usloviæ gladkosti i soglasovaniØ, nakladyvaemyh na poverhnost~ Σ i funkcii f, ⃗w_0, T_0. �ti usloviØ oqen~ pohoßi na te, qto ukazany v formulirovke PredloßeniØ 1. Funkcii ⃗w^{(i)}, T^{(i)} opredeleny

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 169 edinstvennym obrazom, a dlØ odnoznaqnogo opredeleniØ funkciæ dostatoqno potrebovat~, qtoby srednee po oblasti Ω znaqenie fftih funkciæ ravnØlos~ nul¸ pri l¸bom t > 0.

Shodimost~ razloßeniæ (5.16) v podhodØwih ge̋l~derovskih normah pri malyh znaqeniØh parametra ε byla ustanovlena v [13]. V processe dokazatel~stva shodimosti suwestvennu¸ rol~ igraet solenoidal~nost~ vektora modificirovannoæ skorosti ⃗w. �to ße svoæstvo pozvolØet ispol~zovat~ peremennye ”funkciØ toka – zavihrennost~” dlØ postroeniØ ffffektivnyh algoritmov qislennogo rexeniØ dvumernyh zadaq mikrokonvekcii. RØd takih zadaq byl issledovan qislenno v [14–16]. Rezul~taty fftih rabot obnarußili ne tol~ko koliqestvennye, no i kaqestvennye razliqiØ v povedenii poleæ skorosti, rassqitannyh po modeli mikrokonvekcii i tradicionnoæ modeli Oberbeka–Bussineska, esli parametr mikrokonvekcii η = gl^3/νχ porØdka edinicy.

V zakl¸qenie fftogo razdela otmetim, qto uravneniØ (5.9)– (5.11) dopuska¸t xiroku¸ gruppu preobrazovaniæ [11]. Na ee osnove v rabotah [6, 17, 18] postroen rØd toqnyh rexeniæ uravneniæ mikrokonvekcii.

6. UravneniØ Oberbeka–Bussineska. V predyduwih razdelah na osnove toqnyh uravneniæ dvißeniØ vØzkoæ sßimaemoæ teploprovodnoæ ßidkosti (3.3)–(3.5’) byli sformulirovany dve priblißennye modeli konvekcii. Odna iz nih (sistema (4.2)–(4.4), (4.9)) vyvedena v predpoloßenii slaboæ sßimaemosti ßidkosti. Pri fftom v rezul~tiru¸wih uravneniØh ”otfil~- trovany” vysokoqastotnye akustiqeskie kolebaniØ (ih sleduet uqityvat~ lix~ na naqal~nom fftape dvißeniØ), i vklad sßimaemosti nosit integral~nyæ harakter. Esli v sisteme (4.2)– (4.4) poloßit~ P = 1, qto sootvetstvuet izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti, i pereæti k modificirovannym skorosti i davleni¸ po formulam (5.7), my pridem k uravneniØm mikrokonvekcii (5.9)–(5.11). V rezul~tate voznikaet svoeobraznaØ ierarhiØ modeleæ v teorii konvekcii. Zakl¸qitel~nym zvenom v fftoæ ierarhii ØvlØetsØ klassiqeskaØ model~ Oberbeka–Bussineska. UravneniØ fftoæ modeli legko mogut byt~ poluqeny iz (5.9)– (5.11) s pomow~¸ predel~nogo perehoda ε → 0, η → ∞.

Uravnenie nerazryvnosti (5.9) pri fftom sohranØet preßniæ vid,

div ⃗w = 0, (6.1)

170 V. V. PUHNAQEV a uravnenie (5.10) v predele ε → 0 perehodit v uravnenie perenosa tepla v nesßimaemoæ ßidkosti T_t + ⃗w · ∇T = ΔT, (6.2) v kotorom otsutstvuet qlen s dissipativnoæ funkcieæ (predpoloßenie o malosti ukazannogo qlena ØvlØetsØ odnim iz osnovnyh v klassiqeskoæ teorii konvekcii). V uravnenii impul~sa (5.11) snaqala sdelaem podstanovku q = η⃗e · ⃗x + r (t.e. vydelim iz davleniØ gidrostatiqesku¸ sostavlØ¸wu¸), a zatem ustremim ε k nul¸, a parametr η – k beskoneqnosti, tak qto ih proizvedenie εη = βθ_∗gl^3/νχ (qislo RffleØ) sohranØet postoØnnoe poloßitel~noe znaqenie. V rezul~tate poluqaem: ⃗w_t + ⃗w · ∇ ⃗w = P r(−∇r + Δ ⃗w − RaT⃗e). (6.3) S toqnost~¸ do oboznaqeniæ sistema (6.1)–(6.3) sovpadaet s sistemoæ uravneniæ Oberbeka–Bussineska [1,8]. Zametim takße, qto vsledstvie (5.7) pri ε = 0 modificirovannaØ skorost~ ⃗w prevrawaetsØ v obyqnu¸ ⃗v; to ße samoe otnositsØ i k modificirovannomu davleni¸.

7. LineænaØ model~ perehodnogo processa. Kak uße otmeqalos~ v razdele 4, postroennoe tam priblißennoe rexenie sistemy (3.3)–(3.5^′) ne udovletvorØet naqal~nomu uslovi¸ dlØ davleniØ, tak kak vhodØwaØ v nego funkciØ p_0(x), voobwe govorØ, ne sovpadaet s funkcieæ π_0(x) = p^{(0)}(x, 0) (poslednØØ opredelØetsØ po naqal~nym znaqeniØm skorosti ⃗v_0(x) i temperatury

T_0(x) kak rexenie fflliptiqeskoæ kraevoæ zadaqi, sformuliro-

vannoæ v razdele 4). Odnako, esli predpoloßit~, qto funkciØ

Π_0(x) = p_0(x)−π_0(x) mala, i uqest~, qto v priblißennom rexenii

naqal~nye usloviØ dlØ skorosti i temperatury udovletvorØ¸tsØ toqno, to moßno linearizovat~ uravneniØ (3.3)–(3.5^′) vblizi sostoØniØ izotermiqeskogo ravnovesiØ i rassmotret~ sledu¸- wu¸ lineænu¸ naqal~no–kraevu¸ zadaqu:

δΠ_t − εΞ_t + div⃗U = 0, x ∈ Ω, t > 0, (7.1) ⃗U_t = P r[∇(−Π + ξdiv⃗U ) + Δ⃗U], x ∈ Ω, t > 0, (7.2) Ξ_t − δα_2Π_t = ΔΞ, x ∈ Ω, t > 0, (7.3)

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 171 ⃗U = 0, x ∈ Σ, t > 0, (7.4) ∂Ξ ∂n = 0, x ∈ Σ, t > 0, (7.5) ⃗U = 0, x ∈ Ω, t = 0, (7.6) Ξ = 0, x ∈ Ω, t = 0, (7.7) Π = Π_0(x), x ∈ Ω, t = 0, (7.8)

Zdes~ simvoly ⃗U , Ξ i Π oboznaqa¸t vozmuweniØ skorosti, temeperatury i davleniØ soovetstvenno. Dalee predpolagaetsØ, qto

Π_0 ∈ W^2_2 (Ω).

NesmotrØ na lineænost~, zadaqa (7.1)–(7.8) vse ewe dostatoqno sloßna vvidu naliqiØ malogo parametra δ pered proizvodnoæ

Π_t. Tem ne menee, kaqestvennoe predstavlenie o povedenii ee re-

xeniØ pri δ → 0 moßno poluqit~, ispol~zuØ razloßenie vektora ⃗U na potencial~nu¸ i solenoidal~nu¸ sostavlØ¸wie: ⃗U = ∇φ + ⃗V , div⃗V = 0. OpuskaØ nesloßnye vyqisleniØ, vypixem sootnoxeniØ, kotorym udovletvorØet funkciØ φ: δ ∂ ∂t [ ∂ ∂t −(ξ +1)Δ][(1−α_2ε)φ_t −Δφ]−( ∂ ∂t −Δ)Δφ = 0, x ∈ Ω, t > 0, (7.9) ∂φ ∂n = 0, ∂Δφ ∂n = 0, x ∈ Σ, t > 0, (7.10)

φ = 0, φ_t = −Π_0(x), φ_{tt} = −(ξ + 1)ΔΠ_0, x ∈ Ω, t = 0, (7.11)

Pri izvestnom φ funkcii Π i Ξ da¸tsØ Øvnymi vyraßeniØmi:

Π = (ξ + 1)Δφ − φ_t, Ξ = ε^{−1}{δ[(ξ + 1)Δφ − φ_t] + t∫ 0 Δφdτ }. Rexenie zadaqi (7.9)–(7.11) iwetsØ v vide rØda Fur~e φ = ∞∑ k=1 A_k(t)φ_k(x), gde {φ_k} – ortonormirovannaØ v L_2(Ω) sistema sobstvennyh funkciæ operatora Laplasa s usloviem Neæmana, t.e. Δφ_k =

172 V. V. PUHNAQEV

−μ^2_kφ_k, x ∈ Ω;^{∂φk}_{∂n} = 0, x ∈ Σ, a – μ^2_k – sootvetstvu¸wie

sobstvennye qisla, 0 < μ_1 < μ_2 < . . . . Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto srednee po Ω znaqenie funkcii Π_0 ravno nul¸. �to privodit k otsutstvi¸ v razloßenii dlØ φ qlena s funkcieæ φ_0 = const, otveqa¸wego sobstvennomu znaqeni¸ μ_0 = 0. Funkcii A_k(t) nahodØtsØ iz rexeniØ zadaq Koxi dlØ lineænogo obyknovennogo uravneniØ tret~ego porØdka s postoØnnymi kofffficientami. Uravnenie dlØ opredeleniØ harakteristiqeskih qisel λ imeet vid

δλ[λ + (ξ + 1)μ^2_k][(1 − α_2ε)λ + μ^2_k] + (λ + μ^2_k)μ^2_k = 0. (7.12)

Uravnenie (7.12) soderßit dva malyh parametra: δ i ε. Esli

ε = 0, ono raspadaetsØ na lineænoe i kvadratnoe. �to pozvolØet

poluqit~ predstavlenie korneæ (7.12) v forme

λ_{1,2} = {−

(ξ + 1)^2μ^2_k 2 ± μ_k[ (ξ + 1)^2μ^2_k 4 − 1 δ ]^{1/2}}[1 + O(ε)],

λ_3 = −μ^2_k[1 + O(ε)].

Koren~ λ_3 < 0 sootvetstvuet teplovoæ mode, a korni λ_1 i λ_2 – akustiqeskim modam. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto pri δ → 0 vklad teplovoæ mody v amplitudu A_k(t) kaßdoæ iz garmonik, po kotorym razlagaetsØ funkciØ φ, imeet porØdok δ, v to vremØ kak akustiqeskie mody vnosØt osnovnoæ vklad O(δ^{1/2}). Dekrement zatuhaniØ teplovoæ mody ne zavisit ot δ pri δ → 0. Zavisimost~ ot δ harakteristiqeskih qisel λ_1 i λ_2 ves~ma suwestvenna. Esli

δ < δ_0 = 4[(ξ +1)μ_1]^{−2}, gde – μ^2_1 – naimen~xee po modul¸ sobstven-

noe qislo operatora Laplasa, to naædetsØ takoe natural~noe

n = n(δ), qto pri k < n korni λ_{1,2} ime¸t nenulevu¸ mnimu¸

qast~, i J_mλ_{1,2} = O(δ^{−1/2}), a Reλ_{1,2} < 0 i Reλ_{1,2} = O(1) pri δ → 0. Esli ße k ≥ n, to korni λ_1 i λ_2 vewestvennye i otricatel~nye, priqem λ_2 = O(δ^{−1}) pri δ → 0, v to vremØ kak neuluqxaemaØ ravnomernaØ po k ≥ n ocenka pervogo kornØ imeet vid λ_1 = O(1), no vklad sootvetstvu¸weæ emu mody v amplitudu A_k(t) imeet porØdok δ, kogda δ → 0.

Takim obrazom, rexenie zadaqi (7.9)–(7.11) dopuskaet predstavlenie φ = n∑ k=1 B_k(t)φ_k(x) + ω(x, t),

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 173 gde B_k – bystrooscilliru¸wie funkcii t, a norma funkcii

ω(x, ·) v prostranstve W^2_2 (Ω) (ili bolee sil~naØ ee norma, esli

funkciØ Π_0(x) obladaet bol~xeæ gladkost~¸) ocenivaetsØ veliqinoæ Cδ exp(≠ t) ravnomerno po t ≥ 0, gde poloßitel~nye postoØnnye ≠ i C ne zavisØt ot δ pri δ → 0. Pri fftom n(δ) → ∞, kogda δ → 0. KaßdaØ iz funkciæ B_k(t) ffksponencial~no ubyvaet pri t → ∞, odnako pri stremlenii δ k nul¸ ffti funkcii ne ime- ¸t potoqeqnyh predelov — v fftom smysle oni oqen~ pohoßi na funkcii exp(−a_kt) × sin(b_kδ^{−1/2}t), gde a_k, b_k ne zavisØt ot δ. Tem ne menee, pri δ → 0 suwestvuet slabyæ predel sußeniØ funkciæ

B_k(t) na l¸boæ interval [0, N ], i fftot predel raven nul¸.

Itak, my opredelili potencial~nu¸ sostavlØ¸wu¸ vektora

⃗U , a vmeste s neæ i funkcii Π i Ξ. Qtoby udovletvorit~ uslovi¸

prilipaniØ (7.6), vvoditsØ solenoidal~naØ sostavlØ¸waØ ⃗V i sootvetstvu¸wee davlenie Q. �ti funkcii obrazu¸t rexenie sistemy Stoksa, ⃗V_t = P r(−∇Q + Δ⃗V ), div⃗V = 0, x ∈ Ω, t > 0, (7.13) dlØ kotoroæ stavitsØ sledu¸waØ naqal~no–kraevaØ zadaqa: ⃗V = ⃗a(x, t), x ∈ Σ, t > 0, (7.14) ⃗V = 0, x ∈ Ω, t = 0. (7.15)

FunkciØ ⃗a opredelena ravenstvom ⃗a = −∇φ_{|Σ} i v silu (7.10) imeet nulevu¸ normal~nu¸ komponentu na poverhnosti Σ. Ots¸da i iz (7.13), (7.15) vytekaet, qto funkciØ Q(x, 0) kak rexenie odnorodnoæ zadaqi Neæmana dlØ uravneniØ Laplasa ravnØetsØ postoØnnoæ, i, ne naruxaØ obwnosti, ffta postoØnnaØ moßet byt~ vzØta ravnoæ nul¸. Pofftomu summarnoe davlenie v linearizovannoæ zadaqe Π + Q udovletvorØet ishodnomu naqal~nomu uslovi¸ (7.8).

Rexenie zadaqi (7.13)–(7.15) moßet byt~ poluqeno v vide razloßeniØ po sobstvennym funkciØm operatora Stoksa [19] posle vvedeniØ vspomogatel~noæ funkcii ⃗b(x, t), osuwestvlØ¸weæ solenoidal~noe prodolßenie vektora ⃗a v oblast~ Ω. Ne vdavaØs~ v detali, skaßem lix~, qto bystrye oscillØcii funkcii ⃗a po vremeni pri malyh δ poroßda¸t oscillØcii funkciæ ⃗V i Q. Odnako ffti oscillØcii dempfiru¸tsØ vØzkost~¸. �to proØvlØetsØ ne tol~ko v otnositel~no medlennom zatuhanii rexeniØ zadaqi

174 V. V. PUHNAQEV (7.13)–(7.15) so vremenem, no i v lokalizacii vysokoqastotnyh kolebaniæ vblizi granicy oblasti Ω (harakternaØ tolwina nestacionarnogo pograniqnogo sloØ imeet porØdok δ^{1/4} pri δ → 0).

8. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ. a). Kak uße otmeqalos~, asimptotiqeskoe rexenie lineænoæ zadaqi (7.1)–(7.8) ne imeet potoqeqnogo predela pri δ → 0. Tem ne menee, ego moßno rassmatrivat~ kak glavnyæ qlen vnutrennego (t.e. opisyva¸wego naqal~nyæ fftap konvekcii) razloßeniØ rexeniØ linearizovannyh uravneniæ dvißeniØ (3.3)–(3.5^′), esli rasxirit~ tradicionnyæ princip soglasovaniØ asimptotiqeskih razloßeniæ do soglasovaniØ na funkcionalah. Deæstvitel~no, pri δ → 0 dlØ l¸boæ probnoæ funkcii σ(t) ∈ C^∞_0 [0, ∞) verno sootnoxenie ∞∫ 0 σ(t)W (x, t)dt = O(δ), x ∈ Ω, gde v kaqestve W moßno vzØt~ komponenty U_k(k = 1, 2, 3) vektora

⃗U , Π + Q ili Ξ.

b). Priqinoæ poØvleniØ vysokoqastotnyh akustiqeskih kolebaniæ, rassmotrennyh v razdele 7, ØvlØetsØ nesoglasovannost~ naqal~nogo raspredeleniØ davleniØ p_0(x) i togo, kotoroe poluqitsØ v processe rexeniØ zadaqi (4.2)–(4.10), (4.15), t.e. π_0(x) =

p^{(0)}(x, 0). Qtoby ih izbeßat~, dostatoqno poloßit~ p_0(x) = π_0(x).

�to privedet k differencial~nomu sootnoxeni¸ meßdu funkci- Ømi ⃗v_0, T_0, p_0, zada¸wimi naqal~noe sostoØnie ßidkosti, v kotoroe takße voædut srednie po poverhnosti Σ znaqeniØ funkciæ

f(x, 0) i f_t(x, 0). V prosteæxem sluqae odnorodnyh naqal~nyh

usloviæ (3.8)–(3.10) upomØnutoe sootnoxenie budet vypolneno, esli ∫ Σ f_t(x, 0)dΣ = 0,

t.e. esli nagrev ßidkosti, pervonaqal~no nahodivxeæsØ v pokoe s postoØnnymi temperaturoæ i davleniem, naqinaetsØ plavno.

v). Sleduet otmetit~, qto procedura ”fil~tracii zvuka” v uravneniØh konvekcii osuwestvlØlas~ i ranee [20–23]. Odnako v ukazannyh rabotah req~ xla o konvekcii v gazah, gde predpoloßenie o slaboæ sßimaemosti sredy ne ØvlØetsØ estestvennym. Pofftomu operacii razdeleniØ davleniØ na srednee po oblasti teqeniØ (qto privodit k poØvleni¸ ”istoqnikovogo” qlena v

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 175 uravnenii nerazryvnosti tipa vyraßeniØ P^{−1}Ṗ v (4.2)) i neodnorodnu¸ sostavlØ¸wu¸ (analog funkcii p^{(0)} v uravnenii impul~sa (4.3)) zatrudnitel~no pridat~ asiptotiqeskiæ smysl.

g). Iz sootnoxeniæ (4.9), (4.10) vytekaet sledu¸wee predstavlenie dlØ srednego davleniØ P (t), vhodØwego v uravneniØ konvekcii slabosßimaemoæ ßidkosti (4.2)–(4.4):

P = 1 + ε |Ω| t∫ 0 ( ∫ Σ fdΣ)dt^′ + O(ε^2)

pri ε → 0 (zdes~ qerez |Ω| oboznaqen ob¨em oblasti Ω). �to pozvolØet uprostit~ ukazannye uravneniØ, esli ograniqit~sØ pri ih rexenii qlenami nulevogo i pervogo porØdka otnositel~no ε. Napomnim, qto v tipiqnyh situaciØh (sm. razdel 3) parametr ε imeet porØdok 10^{−3}, tak qto prenebreßenie veliqinami O(ε^2) bolee qem opravdano s toqki zreniØ priloßeniæ.

d). V razdele 4 byla rassmotrena naqal~no–kraevaØ zadaqa dlØ sistemy (4.2)–(4.4) s kraevym usloviem 2-go roda dlØ temperatury (4.6). Neskol~ko sloßnee rassmatrivaetsØ zadaqa s usloviem 1-go roda (3.7^′). V fftom sluqae pravu¸ qast~ uravneniØ (4.9) sleduet zamenit~ na ε ∫ Σ ∂T^{(0)} ∂n dΣ ≡ F [P (t)], gde F – operator, stavØwiæ v sootvetstvie funkcii P (t) srednee (s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ) znaqenie teplovogo potoka na poverhnosti Σ, vyqislennoe na moment t po rexeni¸ zadaqi (4.2)–(4.5), (3.7), (4.7)–(4.10). Operator F budet nepreryvnym (i daße kompaktnym) v prostranstve C^{1+α/2}[0, N ], esli N dostatoqno mal&o. �to pozvolØet dokazat~ lokal~nu¸ odnoznaqnu¸ razreximost~ ukazannoæ zadaqi.

e). V protivopoloßnost~ fftomu, nestacionarnaØ zadaqa dlØ uravneniæ mikrokonvekcii izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti s kraevym usloviem 1-go roda dlØ temperatury (3.7^′) pri proizvol~no zadannoæ funkcii h ne imeet rexeniØ, tak kak my ne moßem apriori obespeqit~ neobhodimoe uslovie ee razreximosti ∫ Σ ∂T ∂n dΣ = 0, t > 0,

176 V. V. PUHNAQEV vyteka¸wee iz (5.5), (3.6). Vmeste s tem, stacionarnaØ zadaqa dlØ uravneniæ mikrokonvekcii okazyvaetsØ postavlennoæ korrektno kak pri temperaturnom uslovii 2-go, tak i 1-go roda na granice oblasti Ω [24].

ß). Korrektnost~ naqal~no–kraevoæ zadaqi dlØ uravneniæ izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti moßno obespeqit~, vidoizmeniv ee postanovku. Odin iz takih sposobov predloßen V. I. ıdoviqem, kotoryæ rassmotrel zadaqu o konvekcii v zamknutom vertikal~nom cilindriqeskom sosude [10]. Nißnee osnovanie i bokovaØ poverhnost~ sosuda nedeformiruemy, a verhnee osnovanie ØvlØetsØ uprugoæ plastinoæ. TakaØ postanovka nequvstvitel~na k harakteru kraevogo usloviØ dlØ temperatury.

DannaØ rabota vypolnena v ramkah kompleksnogo integracionnogo proekta ˝ 5-2000, podderßannogo grantom SO RAN. Postanovki rassmotrennyh v neæ zadaq i otdel~nye rezul~taty raboty obsußdalis~ s V. K. Andreevym, O. N. Gonqarovoæ, �. Gren~e, P. Sekki, E. B. Sobolevoæ, V. A. Solonnikovym, Dß. M. Homsi, V. I. ıdoviqem. Vsem im avtor vyraßaet svo¸ priznatel~nost~.

Literatura

1. D. Dßozef, Ustoæqivost~ dvißeniæ ßidkosti. M. Mir, 1981, s. 638.

2. J. Serrin, On the uniqueness of compressible fluid motion. — Archive Rat. Mech.

Anal 3 no. 3 (1959), 271–288.

3. A. Tani, On the first initial boundary-value problem of compressible viscous fluid motion. — Publ. Res. Math. Sci. Kyoto Univ. 13 (1977), 193–253.

4. J. M. Mihaljan, A rigorous exposition of the Boussinesq approximation applicable to a thin layer of fluid. — Astrophys. J. 136 no. 3 (1962), 1126–1144.

5. V. V. Puhnaqœv, Model~ konvektivnogo dvißeniØ pri ponißennoæ gravitacii. — Modelirovanie v mehanike. SO RAN, In-t teoret. i prikl. mehaniki 6 (23), ˝ 4 (1992), 47–56.

6. V. V. Puhnaqœv, MikrokonvekciØ v vertikal~nom sloe. — Izv. RAN.

MȷG 5 (1994), 76–84.

7. P. S. Perera, R. F. Sekerka, Nonsolenoidal flow in a liquid diffusion couple. — Phys. Fluids 9 no. 2 (1997), 376–391.

8. G. Z. Gerxuni, E. M. ȷuhovickiæ, KonvektivnaØ ustoæqivost~ nesßimaemoæ ßidkosti. M., Nauka, 1972, s. 392.

9. V. A. Solonnikov, Differencial~nye svoæstva rexeniØ pervoæ naqal~- no-kraevoæ zadaqi dlØ linearizovannoæ sistemy uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Trudy Matematiqeskogo instituta im. V.A. Steklova. 73 (1964), 221–291.

10. V. I. ıdoviq, KonvekciØ izotermiqeski nesßimaemoæ ßidkosti. Dep.

v VINITI 28.05.99, No. 1699–V99.

IERARHI˚ MODELE` V TEORII KONVEKCII 177

11. V. K. Anreev, O. V. Kapcov, V. V. Puhnaqœv, A. A. Rodionov, Primenenie teoretiko–gruppovyh metodov v gidrodinamike. Novosibirsk, Nauka, 1994, s. 319.

12. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i vkazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M., Nauka, 1967, s. 736.

13. V. V. Pukhnachov, Solvability of initial boundary value problem in nonstandard model of convection. — Zap. nauqn. semin. POMI 233 (1996), 217–226.

14. O. N. Gonqarova, MikrokonvekciØ v slabyh silovyh polØh: sravnenie dvuh modeleæ pri qislennom issledovanii. — PMTF 38, ˝ 2 (1997), 43–51.

15. O. N. Gonqarova, Rasqet mikrokonvekcii v dlinnom prØmougol~nike. — Vyqislitel~nye tehnologii 5, ˝ 5 (2000), 26–37.

16. O. N. Gonqarova, Toqnye rexeniØ linearizovannyh uravneniæ mikrokonvekcii v beskoneqnoæ polose.. — V kn.: Trudy VII Rossiæskogo simpoziuma “Mehanika nevesomosti. Itogi i perspektivy fundamental~- nyh issledovaniæ gravitacionno–quvstvitel~nyh sistem”. M., 2001, s. 234–247.

17. V. B. Bekeßanova, Ob odnom stacionarnom rexenii uravneniæ mikrokonvekcii v vertikal~nom sloe. — Prikl. meh. i tehn. fiz. 42, ˝ 3 (2001), 63–71.

18. A. A. Rodionov, Nekotorye toqnye rexeniØ uravneniæ mikrokonvekcii.

— V kn.: SimmetriØ i differencial~nye uravneniØ. KrasnoØrsk, 2000, s. 186–189.

19. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. M., Nauka, 1970, s. 288.

20. S. Paolucci, On the filtering of sound from the Navier–Stokes equations. Sandia Nat. Lab. Rep. SAND 82. December, 1982.

21. D. A. Nikulin, M. H. Strelec, Qislennoe modelirovanie nestacionarnoæ estestvennoæ konvekcii sßimaemogo gaza v zamknutoæ nediabatiqeskoæ oblasti. — Teplofiz. vysok. temperatur 22, ˝ 5 (1984), 906–912.

22. D. R. Chenoweth, S. Paolucci, Natural convection in an enclosed vertical air layer with large horizontal temperature differences. — J. Fluid Mech. 169 (1986), 173–210.

23. ı. V. Lapin, M. H. Strelec, Vnutrennie teqeniØ gazovyh smeseæ. M., Nauka, 1989, s. 368.

24. V. V. Puhnaqœv, StacionarnaØ zadaqa mikrokonvekcii. — V kn.: Dinamika sploxnoæ sredy. RAN. Sib. otdelenie. In–t gidrodinamiki, 1996, s. 109–116.

Pukhnachov V. V. Hierarchy of models in the theory of convection. The paper is devoted to the discussion of models used for the mathematical analysis of convection in fluids. It is shown that these models form a certain hierarchy in the theory of convection.

Postupilo 1 i¸nØ 2002 g.

Novosibirsk