Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 288, 2002 g.

V. G. Osmolovskiæ

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ SLOISTYH DVUHFAZOVYH SRED PRI ZADANNYH NAGRUZKAH NA GRANICE

PosvØwaetsØ ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

1. Vvedenie. Obsudim postanovku zadaqi v teorii dvuhfazovyh

uprugih sred. Predpoloßim, qto v nedeformirovannom sostoØnii dvuhfazovaØ uprugaØ sreda zanimaet oblast~ Ω ⊂ R^m. Pust~

u(x) = (u^1(x), . . ., u^m(x)) – pole ee smeweniæ, a F^±(∇u, u, x) – plot-

nosti ffnergii deformacii kaßdoæ iz ee faz. My ograniqimsØ sluqaem malyh deformaciæ odnorodnyh i izotropnyh uprugih sred. Togda

F^±(M, u, x) = F^±(M ) = a_± sp(e − ζ_±)^2 + b_± sp^2(e − ζ_±) + d_±, M ∈ R^{m×m}, u ∈ R^m, e = e(M ) = 1 2 (M + M^∗), ζ_± = c_±I, (1.1) a_±, b_±, d_±, c_± ∈ R^1, a_±, b_± > 0. Kofffficienty a_±, b_± harakterizu¸t uprugie svoæstva vewestva, veliqiny d_± opredelØ¸tsØ temperaturoæ, a matricy ζ_± nazyva¸tsØ tenzorami ostatoqnoæ deformacii.

Zadaqa o ravnovesii dvuhfazovoæ uprugoæ sredy imeet variacionnyæ harakter. Potencial~naØ ffnergiØ deformacii zadaetsØ ravenstvom I[u, χ] = ∫ Ω {χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u)} dx + ∫ ∂Ω f(u, x) dS, u ∈ Y ⊂ W^1_2 (Ω, R^m), χ ∈ X, (1.2)

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 02-01-00276. 134

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 135 zdes~ Y – zadannoe lineænoe podprostranstvo, opredelØemoe graniqnymi usloviØmi dlØ funkcii u, X – mnoßestvo izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ, opredelennyh v oblasti Ω. Nositel~ funkcii χ – mnoßestvo Ω_+ – sootvetstvuet nedeformirovannomu sostoØni¸ vewestva s plotnost~¸ ffnergii deformacii F^+, a mnoßestvo Ω_− = Ω \ Ω_+ – nedeformirovannomu sostoØni¸ vewestva s plotnost~¸ ffnergii deformacii F^−. FunkciØ f(u, x), u ∈ R^m, x ∈ ∂Ω, ØvlØetsØ plotnost~¸ potenciala sil, priloßennyh k granice oblasti Ω. SostoØniem ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy s ukazannym funkcionalom ffnergii nazyvaetsØ takaØ para û ∈ Y , χ̂ ∈ X, qto I[û, χ̂] = inf_{Y ×X} I[u, χ], Osobennost~¸ funkcionala (1.2) ØvlØetsØ tot fakt, qto suwestvovanie pary û, χ̂, voobwe govorØ, ne garantirovano. Voznikaet vopros, moßno li oboæti fftu nepriØtnost~, zamenØØ v opredelenii sostoØniØ ravnovesiØ global~nyæ minimum na lokal~nyæ? V rabote stroitsØ primer, pokazyva¸wiæ nesostoØtel~nost~ takogo podhoda.

V fftom primere rasmatrivaetsØ obrazec dvuhfazovoæ uprugoæ sredy s plotnostØmi ffnergii (1.1), zapolnØ¸wiæ absol¸tno ßestkiæ cilindr Ω. �tot obrazec zakreplen na nißnem ostnovanii cilindra ω_0 i podverßen gidrostatiqeskomu davleni¸ p na verhnem osnovanii cilindra ω_H . V processe deformacii uprugaØ sreda moßet proskal~zyvat~ bez treniØ vdol~ bokovoæ poverhnosti cilindra S.

Snaqala my rassmatrivaem funkcional ffnergii (1.2) na podprostranstve poleæ smeweniæ ~Y , ime¸wih tol~ko odnu komponentu, napavlennu¸ vdol~ osi cilindra i zavisØwu¸ lix~ ot toqki na fftoæ osi, i podprostranstve harakteristiqeskih funkciæ ~X, zavisØwih tol~ko ot toqki na osi cilindra. Takie polØ smeweniæ i harakteristiqeskie funkcii opisyva¸t sloistye raspredeleniØ faz so sloØmi, ortogonal~nymi osi cilindra. DokazyvaetsØ, qto na podprostranstve ~Y × ~X funkcional (1.2) dostigaet naimen~xego znaqeniØ, kaßdaØ toqka ego minimuma ~u, ~χ na fftom mnoßestve vypisyvaetsØ Øvno.

Zatem issleduetsØ rol~ poluqennoæ toqki minimuma ~u, ~χ v klasse vseh dopustimyh poleæ smeweniØ i harakteristiqeskih funkciæ. DokazyvaetsØ, qto esli para ~u, ~χ opisyvaet koneqnoe

136 V. G. OSMOLOVSKI` qislo sloev, to na neæ obrawaetsØ v nol~ vyqislennaØ po klassiqeskomu pravilu pervaØ variaciØ funkcionala (1.2). Odnako, esli qislo sloev koneqno i bolee odnogo, to pri a_+ = a_− ≡ a para ~u, ~χ vopreki oßidaniØm, naveØnnym simmetrieæ zadaqi, ne ØvlØetsØ lokal~nym minimumom dlØ funkcionala (1.2).

Otmetim, qto dannyæ rezul~tat obuslovlen graniqnym usloviem na verhnem osnovanii ω_H cilindra Ω. Pri drugih graniqnyh usloviØh, kogda na ω_H zadaetsØ postoØnnoe pole smeweniæ, napravlennoe vdol~ osi vypuklogo cilinra Ω, funkcional ffnergii s plotnostØmi ffnergii (1.1) dostigaet naimen~xego znaqeniØ i kaßdaØ para tipa ~u, ~χ ØvlØetsØ ego toqkoæ minimuma [1].

Pri issledovanii postavlennoæ zadaqi ispol~zovalis~ priemy, razrabotannye v [2].

2. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tatov. Pust~

ω ⊂ R^{m−1}, m ¿ 2 – ograniqennaØ oblast~, cilindr Ω ⊂ R^m zada-

etsØ ravenstvom Ω = ω × (0, H), H > 0. Toqku x ∈ Ω budem zapisyvat~ v vide

x = (x_1; x^′), x_1 ∈ (0, H), x^′ = (x_2, . . . , x_m) ∈ ω.

Krome togo, poloßim ω × {0} = ω_0, ω × {H} = ω_H , ∂Ω \ (ω_0 ∪ ω_H ) = S. DlØ plotnosteæ (1.1) funkcional (1.2) konkretiziruem sledu¸- wim obrazom I[u, χ] = ∫ Ω {χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u)} dx + p ∫ ω_H u_n dS, u ∈ Y, χ ∈ X, Y = {u ∈ W^1_2 (Ω, R^m) : u|_{ω0} = 0, u_n|_S = 0},

(2.1)

zdes~ u_n – normal~naØ komponenta vektor-funkcii u.

Funkcional (2.1) opisyvaet obrazec dvuhfazovoæ uprugoæ sredy, zapolnØ¸wiæ absol¸tno ßestkiæ cilindr Ω, zakreplennyæ na osnovanii fftogo cilindra ω_0 i podverßennyæ gidrostatiqeskomu davleni¸ p, priloßennomu k verhnemu osnovani¸ ω_H . V processe deformacii uprugaØ sreda moßet proskal~zyvat~ bez treniØ vdol~ bokovoæ poverhnosti S cilindra Ω.

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 137 BlagodarØ special~nomu stroeni¸ oblasti Ω, vyboru funkcii f(u, x) i graniqnyh usloviØ dlØ funkcii u, estestvenno vydvinut~ gipotezu, qto toqka minimuma ~u, ~χ funkcionala (2.1), esli ona suwestvuet, udovletvorØet usloviØm ~u ∈ ~Y , ~χ ∈ ~X, ~Y = {u ∈ Y : u^i(x) = δ_{i1}w(x_1), w ∈ Y_0}, Y_0 = {w ∈ W^1_2 (0, H) : w(0) = 0}, (2.2) ~X = {χ ∈ X : χ(x) = χ(x_1)}. V fftom sluqae para ~u, ~χ opredelØetsØ ravenstvom I[~u, ~χ] = inf_{u∈} e_{Y , χ∈} e_X I[u, χ]. (2.3) Cel~¸ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema. (1) Funkcional I dostigaet na mnoßestve^~Y ×^~X nai-

men~xego znaqeniØ. Semeæstvo vseh ego minimal~nyh toqek sostoit iz par funkciæ ~u ∈ ~Y , ~χ ∈ ~X, predstavimyh ravenstvom ~u^i(x) = δ_{i1} ~w(x_1)

~w(x_1) = ρ x1∫ 0 ~χ(z) dz + c_−(a_− + b_−m) −^p_2 a_− + b_− x_1, ρ = [c(a + bm) − p_2 a + b ]

~χ(x_1) ≡ 0 pri t_+ > t_−, ~χ(x_1) ≡ 1 pri t_+ < t_−, (2.5)

~χ(x_1) – proizvol~naØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ pri t_+ = t_−, gde [ A ] ≡ A_+ − A_− – skaqok veliqiny A,

t_± = mc^2_±(a_± + b_±m) + d_± −

(c_±(a_± + b_±m) −^p_2 )^2 a_± + b_± . (2) Pary ~u, ~χ iz (2.5), v kotoryh funkciØ ~χ ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ intervalov, plotny v mnoßestve (2.5) otnositel~no shodimosti v prostrantsve W^1_2 (Ω, R^m) × L_1(Ω).

138 V. G. OSMOLOVSKI`

(3) Na kaßdoæ pare funkciæ iz (2.5), gde funkciØ ~χ – harakteristiqeskoæ funkcieæ koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ intervalov, obrawaetsØ v nol~ pervaØ variaciØ funkcionala (2.1), pri vyqislenii kotoroæ dopuskaetsØ maloe gladkoe vozmuwenie polØ smeweniæ ~u i granicy razdela faz.

(4) Pri a_− = a_+ ≡ a, ρ ≠ 0, t_+ = t_− para funkciæ iz (2.5) ne ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcionala (2.1).

Otmetim, qto variaciØ funkciæ ~χ, na kotoroæ vyØvlØetsØ svoæstvo (4) imeet dovol~no sloßnyæ harakter: v mnoßestvah

Ω_± vyrezaetsØ rØd special~nyh lakun, zapolnØemyh vewestvom

fazy s indeksami ∓. VariaciØ funkcii ~u special~nvm obrazom opredelØetsØ po variacii funkcii ~χ.

Dokazatel~stvo teoremy razob~em na rØd fftapov.

3. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (1). ZaæmemsØ snaqala pre-

obrazovaniem vyraßeniØ (1.1). Poskol~ku u^i_{xj} u^i_{xj} = 1 2 (u^i_{xj} u^i_{xj} − 2u^i_{xj} u^j_{xi} + u^j_{xi} u^j_{xi} ) + u^i_{xj} u^j_{xi} = = 1 2 (u^i_{xj} − u^j_{xi} )(u^i_{xj} − u^j_{xi} ) + u^i_{xj} u^j_{xi} ≡ 1 2 | rot u|^2 + u^i_{xj} u^j_{xi} ,

(rot u)_{ij} = u^i_{xj} − u^j_{xi} , | rot u|^2 = (rot u)_{ij} (rot u)_{ij},

imeet

F^±(∇u) = a_±u^i_{xj} u^i_{xj} + b_±u^i_{xi} u^j_{xj} − 2c_±(a_± + b_±m)u^i_{xi} +

+mc^2_±(a_± + b_±m) + d_± = a_± 2 | rot u|^2 + (a_± + b_±)| div u|^2−

−2c_±(a_± + b_±m) div u + +mc^2_±(a_± + b_±m) + d_± + a_±(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ).

Poloßim dlØ l¸boæ harakteristiqeskoæ funkcii χ

α_± = a_± + b_±, β_± = c_±(a_± + b_±m), γ_± = mc^2_±(a_± + b_±m) + d_±,

a = a_+χ + a_−(1 − χ), α = α_+χ + α_−(1 − χ), β = β_+ χ + β_−(1 − χ), γ = γ_+ χ + γ_−(1 − χ).

Togda

χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u) = = a 2 | rot u|^2 + α| div u|^2 − 2β div u + γ + a(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ).

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 139 DlØ l¸boæ konstanty λ spravedlivo ravenstvo

α| div u|^2 − 2β div u + γ = α| div u|^2 − 2 ( β − λ 2 ) div u − λ div u + γ = = α ( div u − β −^λ_2 α )_2 + γ − (β −^λ_2 )^2 α − λ div u. Pofftomu

χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u) = a 2 | rot u|^2+ +α ( div u − β −^λ_2 α )_2 + ( γ − (β −^λ_2 )^2 α ) − λ div u. Otmetim, qto dlØ l¸boæ harakteristiqeskoæ funkcii χ

β −^λ_2 α = (β_+ −^λ_2 )χ + (β_− −^λ_2 )(1 − χ) α_+χ + α_−(1 − χ) =

= β_+ −^λ_2 α_+ χ + β_− −^λ_2 α_− (1 − χ) =

= c_+ (a_+ + b_+ m) −^λ_2 a_+ + b_+ χ + c_−(a_− + b_−m) −^λ_2 a_− + b_− (1 − χ). Analogiqno

(β −^λ_2 )^2 α = ((β_+ −^λ_2 )χ + (β_− −^λ_2 )(1 − χ))^2 α_+χ + α_−(1 − χ) =

= (β_+ −^λ_2 )^2χ + (β_− −^λ_2 )^2(1 − χ) α_+χ + α_−(1 − χ) = (β_+ −^λ_2 )^2 α_+ χ + (β_− −^λ_2 )^2 α_− (1 − χ) =

= (c_+ (a_+ + b_+ m) −^λ_2 )^2 a_+ + b_+ χ + (c_−(a_− + b_−m) −^λ_2 )^2 a_− + b_−

(1 − χ)

(spravedlivost~ dvuh poslednih formul legqe ustanavlivaetsØ ne vyqisleniem, a ih proverkoæ dlØ χ(x) = 1 i χ(x) = 0). Sledovatel~no

χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u) = a_+χ + a_−(1 − χ) 2 | rot u|^2+

+((a_+ + b_+ )χ + (a_− + b_−)(1 − χ)) ( div u − c_+ (a_+ + b_+m) −^λ_2 a_+ + b_+ χ−

140 V. G. OSMOLOVSKI` − c_−(a_− + b_−m) −^λ_2 a_− + b_−

(1 − χ))^2 + (mc^2_+ (a_+ + b_+ m)+

+d_+ −

(c_+ (a_+ + b_+ m) −^λ_2 )^2

a_+ + b_+ ) χ + (mc^2_−(a_− + b_−m)+

+d_− − (c_−(a_− + b_−m) −^λ_2 )^2 a_− + b_−

)(1 − χ) − λ div u+

+(a_+ χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ). (3.1)

Poloßim λ = p. Togda s pomow~¸ (3.1) dlØ vseh u ∈ Y , χ ∈ X poluqaem I[u, χ] = ∫ Ω (a_+ χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx+

+ ∫ Ω a_+χ + a_−(1 − χ) 2 | rot u|^2 dx + ∫ Ω ((a_+ + b_+)χ+

+(a_− + b_−)(1 − χ)) ( div u − c_+ (a_+ + b_+m) −^p_2

a_+ + b_+ χ−

− c_−(a_− + b_−m) −^p_2 a_− + b_−

(1 − χ)

)_2 dx + |Ω| ( mc^2_+ (a_+ + b_+ m)+ (3.2)

+d_+ −

(c_+ (a_+ + b_+ m) −^p_2 )^2 a_+ + b_+ ) Q + |Ω| ( mc^2_−(a_− + b_−m) + d_−−

− (c_−(a_− + b_−m) −^p_2 )^2 a_− + b_− ) (1 − Q), Q = 1 |Ω| ∫ Ω χ dx. Esli vektornoe pole u ∈ ~Y , to u^i_{xj} = δ_{1i}δ_{1j} w^′(x_1). Pofftomu

rot u(x) = 0, div u(x) = w^′(x_1), u^i_{xj} (x)u^j_{xi} (x) − u^i_{xi} (x)u^j_{xj} (x) = 0.

Sledovatel~no, dlØ pary u ∈ ~Y , χ ∈ ~X |ω|^{−1}I[u, χ] ≡ J[w, χ] = H∫ 0 ((a_+ + b_+ )χ(z) + (a_− + b_−)(1 − χ(z)))×

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 141 × ( w^′(z)− c_+ (a_+ + b_+ m) −^p_2

a_+ + b_+ χ(z)− c_−(a_− + b_−m) −^p_2

a_− + b_− (1−χ(z)) )_2 dz+

+H ( mc^2_+ (a_+ + b_+m) + d_+ −

(c_+(a_+ + b_+m) −^p_2 )^2

a_+ + b_+ ) q+

+H ( mc^2_−(a_− + b_−m) + d_− −

(c_−(a_− + b_−m) −^p_2 )^2 a_− + b_− ) (1 − q),

q = 1 H H∫ 0 χ(z) dz. (3.3) Oqevidno, qto dlØ vseh w ∈ Y , χ ∈ ~X J[w, χ] ¿ H min{t_+, t_−} priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ na funkciØh (2.5).

4. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (2). Razob~em interval [0, H]

na N ravnyh qasteæ l_j , j = 1, . . . , N . DlØ proizvol~noæ izmerimoæ harakteristiqeskoæ funkcii ~χ(x_1), x_1 ∈ [0, H] rassmotrim nabor qisel

μ_j = 1 N ∫ l_j ~χ(x_1) dx_1.

Oqevidno, qto μ_j 6 |l_j |. Postroim semeæstvo intervalov l^′_j ⊂ l_j ,

|l^′_j| = μ_j i opredelim funkci¸ χ_N (x_1) kak harakteristiqesku¸

funkci¸ ob¨edineniØ koneqnogo qisla intervalov l^′_j. Togda ([2], gl.3, §2) posledovatel~nost~ χ_n → ~χ v L_1(Ω), a postroennaØ po χ_N soglasno formule (2.5) posledovatel~nost~ u_N shoditsØ k funkcii ~u v W^1_2 (Ω, R^m). Oqevidno, qto I[u_N , χ_N ] = I[~u, ~χ] dlØ vseh N .

5. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (3). Esli pri var~irovanii

v kaqestve vozmuweniæ dopuskaetsØ lix~ malaØ gladkaØ deformaciØ gladkoæ granicy razdela faz, to ravenstvo nul¸ pervoæ variacii funkcionala (2.1) ffkvivalentna vypolneni¸ klassiqeskih uravneniæ ravnovesiØ ([2], gl. 5, §3), spravedlivost~ kotoryh dlØ pary (2.5), kogda ~χ ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ koneqnogo qisla intervalov, proverØetsØ neposredstvenno.

142 V. G. OSMOLOVSKI`

6. Preobrazovanie vyraßeniØ (3.2). V pravoæ qasti (3.2) est~

tol~ko odno znakoneopredelennoe slagaemoe, zavisØwee ot u ∫ Ω (a_+χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx. (6.1)

VtoraØ skobka pod integralom v (6.1) ØvlØetsØ polnym differencialom. Esli my ustranim nevozmoßnost~ svedeniØ (6.1) k integralu po granice, sdelav predpoloßenie

a_+ = a_− ≡ a, (6.2)

to, integriruØ po qastØm, dlØ dostatoqno gladkih funkciæ u poluqaem ∫ Ω (a_+ χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx =

a ∫ Ω (u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx = a ∫ ∂Ω (u^i_{xj} u^jn_i − u^i_{xi} u^jn_j) dS, gde n – ediniqnaØ vnexnØØ normal~ k ∂Ω. Vvedem na ∂Ω kasatel~nyæ gradient δ s komponentami

δ_j = ∂ ∂x_j − n_j n_k ∂ ∂x_k . Togda ∂ ∂x_j = δ_j + n_j n_k ∂ ∂x_k i na ∂Ω

u^i_{xj} u^jn_i − u^i_{xi} u^jn_j = n_iu^j δ_j u^i − u_nδ_iu^i = δ_j (u^ju_n) − 2u_nδ_iu^i − u^iu^jδ_j n_i.

Pol~zuØs~ formuloæ integrirovaniØ po qastØm ∫ ∂Ω δ_iv^i dS = ∫ ∂Ω v^in_i(δ_j n_j) dS i predpoloßeniem (6.2), poluqaem ∫ Ω (a_+ χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx =

= a ∫ ∂Ω (u^2_nδ_j n_j − 2u_nδ_iu^i − u^iu^jδ_j n_i) dS.

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 143 Esli funkciØ u ∈ X, to v silu graniqnyh usloviæ dlØ u na S i

ω_H pri vypolnenii predpoloßeniØ (6.2) ∫ Ω (a_+ χ + a_−(1 − χ))(u^i_{xj} u^j_{xi} − u^i_{xi} u^j_{xj} ) dx =

−a ∫ S u^iu^iδ_j n_i dS − 2a ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS. (6.3)

Veliqina −δ_j n_i ØvlØetsØ matriceæ krivizn poverhnosti S. �ta matrica vyroßdaetsØ vdol~ obrazu¸weæ cilindra osi x_1. Esli osnovanie cilindra ω vypuklo, to matrica −δ_j n_i neotricatel~na i −a ∫ S u^iu^jδ_j n_i dS ¿ 0. Ravenstvo (6.3) bylo poluqeno dlØ dostatoqno gladkih funkciæ u ∈ X. Odnako ono ostaetsØ spravedlivym, esli posledniæ integral v pravoæ qasti (6.3) ponimat~ kak nepreryvnu¸ bilineænu¸ formu ot funkciæ u_n ∈ W^{1/2}_2 (ω_H ) i δ_iu^i ∈ W^{−1/2}_2 (ω_H ).

Itak, pri vypolnenii predpoloßeniØ (6.2) dlØ vseh u ∈ Y ,

χ ∈ X spravedlivo ravenstvo I[u, χ] = a 2 ∫ Ω | rot u|^2 dx + ∫ Ω (a + b_+χ + b_−(1 − χ))×

× ( div u − c_+ (a + b_+ m) −^p_2 a + b_+ χ − c_−(a + b_−m) −^p_2 a + b_− (1 − χ)

)_2 dx− −a ∫ S u^iu^jδ_j n_i dS − 2a ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS + |Ω|t_+Q + |Ω|t_−(1 − Q). (6.4)

7. Vspomogatel~naØ zadaqa vektornogo analiza. Pust~ G ⊂

R^m – ograniqennaØ oblast~. Nam predstoit naæti funkci¸ u ∈^∘W^1_2(G, R^m) i izmerimu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸ χ,

udovletvorØ¸wie usloviØm

rot u = 0, div u = c_1χ + c_2, (7.1) gde c_1, c_2 ∈ R^1, c_1 ≠ 0, − c_2 c_1

∈ [0, 1]. (7.2)

144 V. G. OSMOLOVSKI` Neobhodimym usloviem razreximosti vtorogo uravneniØ (7.1) slußit ravenstvo ∫ G (c_1χ + c_2) dx = 0, (7.3)

kotoromu v silu (7.2) udovletvorØet nepustoæ nabor harakteristiqeskih funkciæ.

Rassmotrim snaqala qastnyæ sluqaæ, kogda B_R – otkrytyæ xar v prostranstve R^m s centrom v naqale koordinat i s radiusom R. Budem iskat~ funkcii u(x) i χ(x) v sferiqeski simmetriqnom vide u(x) = x |x| v(|x|), χ(x) = χ(|x|). (7.4) Poskol~ku

u^i_{xj} (x) = ( δ_{ij} |x| − x_ix_j |x|^3 ) v(|x|) + x_ix_j |x|^2 v^′(|x|), (7.5) poluqaem

div u = v^′(|x|) + m − 1 |x| v(|x|) = 1 |x|^{m−1} (|x|^{m−1}v(|x|))^′ = = c_1χ(|x|) + c_2, rot u = 0.

Sledovatel~no, −|x|^{m−1}v(|x|) = R∫ |x| |z|^{m−1}(c_1χ(|z|) + c_2) d|z| =

= 1 |S_1| ∫ |x|6|z|6R (c_1χ(|z|) + c_2) dz. Zdes~ |S_1| – plowad~ ediniqnoæ sfery v prostranstve R^m, a predely integrirovaniØ vybrany takim obrazom, qtoby v(R) = 0. Tak kak |B_{|x|}| =^{|S1|}_m |x|^m, pol~zuØs~ usloviem razreximosti (7.3) s G = B_R, poluqaem v(|x|) = |x| m|B_{|x|}| ∫ |z|6|x| (c_1χ(|z|) + c_2) dz. (7.7)

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 145 Takim obrazom, u(x) = x |x| |x| m 1 |B_{|x|}| ∫ B_{jxj} (c_1χ(|z|) + c_2) dz. (7.8)

Iz (7.5) – (7.8) vyteka¸t ocenki |u(x)| 6 (|c_1| + |c_2|) |x| m , |u^i_{xj} (x)| 6 (|c_1| + |c_2|)( m − 1 m + 1). (7.9)

Iz ocenok (7.9) sleduet, qto u ∈ W^1_∞(B_R, R^m) i dlØ kaßdogo q ¿ 1

‖u‖^q_W 1_{q (BR )} 6 (|c_1| + |c_2|)^q(R^q + 3^q)|B_R|. (7.10)

Itak, rexeniem zadaqi (7.1) v xare B_R ØvlØetsØ para funkciæ (7.4) s l¸boæ izmerimoæ harakteristiqeskoæ funkcieæ χ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ B_R (c_1χ(|x|) + c_2) dx = 0 (7.11)

i funkcieæ u, zadannoæ formuloæ (7.8). PoluqennaØ funkciØ u ∈ ∘ W^1_q (B_R, R^m) pri vseh q ¿ 1 i udovletvorØet ocenke (7.10).

ProizvodØ zamenu koordinat, prihodim k vyvodu, qto v xare

B_R(x^0) rexeniem zadaqi (7.1) budet para funkciæ u(x) = x − x^0 |x − x^0| v(|x − x^0|), χ(x) = χ(|x − x^0|) (7.12)

s stol~ko qto naædennymi funkciØmi v(|x|) i χ(|x|).

Pereædem teper~ k obwemu sluqa¸. Teorema Vitali utverßdaet, qto dlØ l¸boæ ograniqennoæ oblasti G suwestvuet takoæ nabor otkrytyh xarov B_{Rj} (x_j) ⊂ G, qto

B_{Rj} (x_j ) ∩ B_{Ri} (x_i) = ∅ pri i ≠ j, |G \ ∪^∞_{j=1}B_{Rj} (x_j)| = 0.

Postroennoe ranee rexenie zadaqi (7.1) dlØ xara B_{Rj} (x_j) oboznaqim qerez u_j(x), χ_j (x). Prodolßim ffti funkcii nulem v oblast~ G i sohranim za prodolßeniem starye oboznaqeniØ. Togda dlØ kaßdogo j

rot u_j = 0, div u_j = ψ_j (c_1χ_j + c_2),

u_j ∈^∘W^1_q (G, R^m), supp u_j ⊂ B̄_{Rj} (x_j).

146 V. G. OSMOLOVSKI` gde ψ_j – harakteristiqeskaØ funkciØ xara B_{Rj} (x_j). Pust~

u^N (x) = N∑ j=1 u_j(x), χ^N (x) = N∑ j=1 χ_j(x), ψ^N (x) = N∑ j=1 ψ_j(x). Togda u^N ∈^∘W^1_q(G, R^m) dlØ vseh q i

rot u^N = 0, div u^N = N∑ j=1 ψ_j (c_1χ_j + c_2) = N∑ j=1 (c_1χ_j + c_2ψ_j ). (7.13)

Poskol~ku xary iz pokrytiØ Vitali ne pereseka¸tsØ, v silu (7.10) pri N_2 > N_1 i l¸bogo q ‖u^{N2} − u^{N1} ‖^q_{W 1q (G,Rm)} 6 N2∑ j=N1 ‖u_j‖^q_{W 1q (BRj (xj ),Rm )} 6 C N2∑ j=N1 |B_{Rj (xj )}|,

‖χ^{N2} −χ^{N1} ‖^q_{Lq(G)} 6 N2∑ j=N1 |B_{Rj} (x_j)|, ‖ψ^{N2} −ψ^{N1} ‖^q_{Lq(G)} 6 N2∑ j=N1 |B_{Rj} (x_j )|. Tak kak ∑_∞ j=1 |B_{Rj} (x_j)| = G, to pravye qasti poslednih nera-

venstv stremØtsØ k nul¸ pri N_1 → ∞. Pofftomu

u^n → u v^∘W^1_q (G, R^m), χ^N → χ v L_q(G),

ψ^N → 1 v L_q(G),

(7.14)

pri l¸byh q. PerehodØ k predelu v (7.13), ubedimsØ, qto para u, χ ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (7.1) v oblasti G.

Uslovie (7.3) my ispol~zovali pri postroenii rexeniØ zadaqi v xare B_R. PoØsnim, poqemu ono avtomatiqeski vypolnØetsØ dlØ postroennogo v oblasti G rexeniØ. DlØ xara B_{Rj} (x_j) ffto uslovie (uslovie (7.11) transformiruetsØ k vidu ∫ B_{Rj} (x_j )

(c_1χ_j(x) + c_2) dx = 0.

ProvodØ summirovanie fftih ravenstv po j ot 1 do N , poluqaem ∫ G (c_1χ^N (x) + c_2ψ^N (x)) dx = 0,

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 147 qto posle predel~nogo perehoda po N → ∞ sovpadaet s sootnoxeniem (7.3).

VernemsØ k cilindriqeskoæ oblasti Ω. Pust~ toqka x^0 ∈ R^m i qislo R takovy, qto pereseqenie xara B_R(x^0) s ploskost~¸, soderßaweæ verhnee osnovanie cilindra ω_H nepusto i soderßitsØ v ω_H . Pust~ u(x), χ(x) – postroennoe dlØ fftogo xara rexenie zadaqi (7.1). Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ vyqislenie integrala ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS ot fftogo rexeniØ.

ProizvodØ sdvig sistemy koordinat, budem vremenno sqitat~, qto x^0 = 0. Pol~zuØs~ formuloæ (7.5), poluqaem dlØ x ∈ ω_H

δ_iu^i = m∑ i=2 u^i_{xi} (x) = ( m − 1 |x| − |x|^2 − x^2_1 |x|^3 ) v(|x|) + |x|^2 − x^2_1 |x|^2 v^′(|x|), u_n(x) = x_1 |x| v(|x|). Sledovatel~no,

u_n(x)δ_iu^i(x) = x_1 |x| ( m − 1 |x| − |x|^2 − x^2_1 |x|^3 )v^2 (|x|) + x_1 |x| |x|^2 − x^2_1 |x|^2 v(|x|)v^′(|x|). Poskol~ku v silu (7.7) v(|x|) = |x|q(|x|), q(|x|) = 1 m|B_{|x|}| ∫ |z|6|x| (c_1χ(|z|) + c_2) dz, poluqaem

u_n(x)δ_iu^i(x) = x_1(m − 1)q^2(|x|) + x_1

|x|^2 − x^2_1 |x| q(|x|)q^′(|x|). DlØ x ∈ ω_H ∩ B_R vospol~zuemsØ predstavleniem x = (x_1; x^′), gde x_1 fiksirovano, a |x^′| ∈ (0, √ R^2 − x^2_1), priqem |x|^2 = x^2_1 + |x^′|^2.

Poloßim |x^′| = ρ i q(|x|) = q( √ x^2_1 + ρ^2) ≡ g(ρ) pri x ∈ ω_H ∩ B_R.

Tak kak g^′(ρ) = q^′(|x|) ρ |x| ,

148 V. G. OSMOLOVSKI` imeem

u_n(x)δ_iu^i(x) = x_1((m − 1)g^2(ρ) + ρg(ρ)g^′ (ρ)).

Sledovatel~no, ∫ ω_H u_nδ_iu_i dS = x_1|S_1| √_{R2−x21} ∫ 0 ((m − 1)ρ^{m−2} g^2(ρ) + ρ^{m−1} 1 2 d dρ g^2(ρ)) dρ, gde |S_1| – plowad~ ediniqnoæ sfery v R^{m−1}. IntegriruØ po qastØm i ispol~zuØ nulevoe graniqnoe uslovie dlØ funkcii q na granice xara B_R, privodØwee k ravenstvu g( √ R^2 − x^2_1) = 0, po-

luqaem ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS = x_1|S_1| m − 1 2 √_{R2−x21} ∫ 0 ρ^{m−2} g^2(ρ) dρ. VozvrawaØs~ k xaru B_R(x^0), prihodim k formule ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS = (H − x^0_1)|S_1| m − 1 2 √_{R2−(H−x01 )2} ∫ 0 ρ^{m−2}g^2(ρ) dρ. (7.15)

PravaØ qast~ (7.15) poloßitel~na pri x^0 ∈ Ω, ravna nul¸ pri

x^0 ∈ ω_H i otricatel~na pri x^0 ∈ R^m \ Ω̄ v tom i tod~ko tom

sluqae, esli g(ρ) ≢ 0, ρ ∈ [0, √ R^2 − (H − x^0_1)^2]. (7.16)

Toßdestvennoe sovpadenie s nulem funkcii g(ρ) na ukazannom intervale ffkvivalentno sootnoxeni¸ ∫ |z|6r (c_1χ(|z|) + c_2) dz = 0 dlØ vseh r ∈ [|H − x^0_1|, R].

Dannoe ravenstvo spravedlivo v tom i tol~ko tom sluqae, esli ∫ |z|6|H−x^0_1| (c_1χ(|z|) + c_2) dz = 0 i c_1χ(|z|) + c_2 ≡ 0 pri |z| ∈ [|H − x^0_1|, R]. (7.17)

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 149 Qtoby iskl¸qit~ vtoroe ravenstvo v (7.17), naloßim na c_1 i c_2 dopolnitel~nye ograniqeniØ

c_2 ≠ 0, c_1 + c_2 ≠ 0. (7.18)

Ob¨edinØØ (7.2) i (7.18) prihodim k vyvodu, qto razreximost~ zadaqi (7.1) i utverßdenie o znake pravoæ qasti (7.15) garantirovany pri

c_1, c_2 ∈ R^1, c_1 ≠ 0, − c_2 c_1

∈ (0, 1). (7.19)

8. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (4). Pust~ t+ = t−, a+ = a− ≡

a, ρ ≠ 0. Pust~ para ~u, ~χ opredelena ravenstvom (2.5), prqem ~χ – harakteristiqeskaØ funkciØ koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ intervalov. Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo h ∈ [0, H)

~χ(x_1) = 1 pri x_1 ∈ [h, H]

(sluqaæ ~χ(x_1) = 0 pri x_1 ∈ [h, H] rassmatrivaetsØ analogiqno). Prodolßim funkci¸ ~χ(x_1) ediniceæ pri x_1 > H, a prodolßenie funkcii ~u(x_1) zadadim soglasno ravenstvu (2.5).

Poloßim G = ω × (h, H) ∪ B_R(x^0), gde x^0 i R takovy, qto pereseqenie xara B_R(x^0) s ploskost~¸, soderßaweæ verhnee osnovanie ω_H cilindra Ω, nepusto i soderßitsØ v ω_H . Krome togo, budem sqitat~, qto B_R(x^0) ⊂ ω × (0, ∞).

Pust~ u(x) = ~u(x) + v(x) + u_+ (x), x ∈ Ω ∪ G, v^i(x) = ϵρδ_{i,1}ϕ(x_1), 0 < ϵ < 1, ϕ ∈ W^1_{2,loc}(0, ∞), ϕ(x_1) = 0 pri x_1 ∈ [0, h],

ϕ^′(x_1) = −1 pri x_1 > 1,

u_+ ∈^∘W^1_2(Ω ∪ G, R^m), supp u_+ ⊂ Ḡ,

krome togo χ(x) = ~χ(x) − χ_+ (x), gde χ_+(x) – harakteristiqeskaØ funkciØ s nositelem v Ḡ. Oqevidno, qto χ – harakteristiqeskaØ funkciØ v Ω ∪ G.

150 V. G. OSMOLOVSKI`

Budem iskat~ funkcii u_+, χ_+ , zavisØwie ot parametra ϵ, ishodØ iz uravneniæ

rot u = 0,

div u = c_+ (a + b_+m) a + b_+ χ + c_−(a + b_−m) a + b_− (1 − χ), privodØwih k sootnoxeniØm

rot u_+ = 0, div u_+ = ρ(ϵ − χ_+ ) v G, u_+|_{∂G} = 0.

(8.1)

Fiksiruem pokrytie Vitali oblasti G, vkl¸qa¸wee v sebØ xar B_R(x^0), i voz~mem v kaqestve u_+, χ_+ rexenie sistemy (8.1), sootvetstvu¸wee fftomu pokryti¸. Poskol~ku c_1 = −ρ, c_2 = ρϵ,

ρ ≠ 0, trebovaniØ (7.19) avtomatiqeski vypolnØ¸tsØ. Tak kak I[~u, ~χ] = 0, I[u, χ] = −2a ∫ ω_H u_nδ_iu^i dS = −2a ∫ ω_H u_{+n}δ_iu^i_+ dS, v silu (6.4) i (7.15) pri x^0_1 < H dlØ vseh ϵ ∈ (0, 1) spravedlivo neravenstvo I[u, χ] 6 I[~u, ~χ]. Tak kak ∫ G χ_+ dx = ϵ|G|, (8.2) imeem ‖χ − ~χ‖_{L1(Ω)} 6 ‖χ_+‖_{L1(G)} = ϵ|G|. (8.3) Dalee

‖u − ~u‖_W 1_{2 (Ω)} 6 ‖v‖_W 1_{2 (Ω)} + ‖u_+‖_W 1_{2 (Ω)} 6 Cϵ + ‖u_+‖_W 1_{2 (Ω)}.

Krome togo

‖u_+‖^2_W 1_{2 (Ω)} 6 ‖u_+‖^2_W 1_{2 (G)} = 1 2 ∫ G | rot u_+ |^2 dx + ∫ G | div u_+|^2 dx =

= ρ ∫ G (ϵ^2 − 2ϵχ_+ + χ_+) dx.

SOSTO˚NI˚ RAVNOVESI˚ 151 Ispol~zuØ (8.2), poluqaem

‖u_+‖^2_W 1_{2 (Ω)} 6 ρ^2|G|ϵ(1 − ϵ).

Takim obrazom,

‖u − ~u‖_W 1_{2 (Ω)} 6 C √ ϵ. UqityvaØ uße dokazonnoe utverßdenie (2) teoremy, prihodim k spravedlivosti utverßdeniØ (4).

Literatura

1. V. G. Osmolovskiæ, SostoØniØ ravnovesiØ sloistyh dvuhfazovyh sred pri zadannyh peremeweniØh na granice. — (v peqati).

2. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred. Izd–vo S.-Pb. universiteta, S.-Pb. (2000), 262 s. Osmolovskii V. G. Equilibrium states of stratified two-phase bodies under given boundary loads.

An elastic body with the classical double-well potental is considered. It is assumed that the hydrostatic pressure is given on the boundary of the body and the surface-tension coefficient is zero. It is shown that equilibrium states, describing the strarifield distribution of phases, cannot be local minimizers of the energy functional.

Postupilo 30 maØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

arina@aa1101.spb.edu