Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 288, 2002 g.

O. A. LadyßenskaØ, T. N. Xilkin

O KO�RCITIVNYH OCENKAH DL˚ REXENI` LINE`NYH SISTEM GIDRODINAMIQESKOGO TIPA

§1. Vvedenie

Rabota posvØwena dokazatel~stvu koffrcitivnyh ocenok dlØ rexeniæ stacionarnyh sistem, ØvlØ¸wihsØ linearizaciØmi modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa (LMNS), predloßennyh O. A. Ladyßenskoæ dlØ opisaniØ dinamiki ßidkosteæ pri naliqii bol~xih gradientov skorosteæ (sm. [1–3]). Prosteæxim predstavitelem LMNS ØvlØetsØ sistema Stoksa. Sistemy LMNS prinadleßat k klassu obobwenno-fflliptiqeskih sistem – sistem, dlØ kotoryh byla razrabotana tehnika poluqeniØ koffrcitivnyh ocenok v L_q (Ω), Ω ⊂ R^n (sm. [4–6] i dr.) No tehnika ffta gromozdkaØ. Poluqenie s ee pomow~¸ okonqatel~nyh, bezuslovnyh ocenok, trebuet bol~xogo truda. DlØ sistemy Stoksa koffrcitivnye ocenki v L_q (Ω) byli ran~xe (i sravnitel~no kompaktno) poluqeny s privleqeniem teorii gidrodinamiqeskih potencialov V. A. Solonnikovym (sm. [7], polnoe izloßenie dano v [8]). Odnako ffta teoriØ trebuet ne tol~ko gladkosti ∂Ω, no i ee kompaktnosti, a takße ne daet lokal~nyh ocenok.

V dannoæ rabote ispol~zuetsØ inaØ metodika, razrabotannaØ ital~Ønskimi matematikami dlØ poluqeniØ koffrcitivnyh ocenok rexeniæ fflliptiqeskih uravneniæ i sil~no fflliptiqeskih sistem vtorogo porØdka (sm. S. Campanato [9, 10], G. Stampaccia [11], M. Giaquinta [12] i dr.) My rasprostranØem fftu metodiku na bolee sloßnyæ ob¨ekt – sistemy gidrodinamiqeskogo tipa. Takoe dokazatel~stvo moßno sqitat~ fflementarnym, ibo ono skladyvaetsØ iz “udaqno” vypolnennyh integrirovaniæ po qastØm v integral~nyh toßdestvah, zamenØ¸wih soboæ uravneniØ, i “podhodØwego” vybora probnyh funkciæ. Imenno s pomow~¸ takogo

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI, grant No. 01-01-00330, “Nauqnye xkoly” (grant No. 00-15-96-017). 104

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 105 tipa vyqisleniæ my dokazyvaem vypolnenie usloviæ interpolØcionnoæ teoremy StampakkiØ ([10, 11]) ili integral~nyh kriteriev prinadleßnosti funkcii k prostranstvam Gel~dera ili Morri–Kampanato.

�tot put~ ne oqen~ korotkiæ, no odinakovo legkiæ kak dlØ sistemy Stoksa, tak i dlØ bolee obwih LMNS. My ego podrobno izlagaem dlØ sistemy Stoksa, a zatem poØsnØem, kak on realizuetsØ dlØ obweæ sistemy LMNS.

V dannoæ publikacii my ffto delaem dlØ dvuh model~nyh zadaq: zadaqi Dirihle v R^n i zadaqi Dirihle v poluprostranstve

R^n_+. Zadaqa Dirihle v proizvol~noæ oblasti Ω ⊂ R^n “skleivaet-

sØ” iz fftih dvuh model~nyh zadaq. DlØ obyqnyh fflliptiqeskih sistem procedura “skleæki” prosta. DlØ sistem ße LMNS ona usloßnØetsØ naliqiem svØzi – uravneniØ div v = 0. Kak preodolevaetsØ dannoe zatrudnenie, my opixem v drugoæ publikacii.

My ispol~zuem standartnye oboznaqeniØ L_q(Ω), W^l_q (Ω) dlØ prostranstv Lebega i Soboleva, sootvetstvenno, Krome togo, my oboznaqaem qerez u_{,k} ≡ u_{xk} ≡ ∂_{xk} u ≡^{∂u}_{∂xk} qastnu¸ proizvodnu¸

funkcii u po peremennoæ x_k, (u)_Ω ≡ Œ ∫ Ω u(x) dx. DlØ a, b ∈ R^n my

oboznaqaem simvolom a ⊗ b matricu porØdka n × n s komponentami (a_ib_j). Qerez c my oboznaqaem postoØnnye, zavisØwie (esli ne ogovoreno protivnoe) tol~ko ot n.

§1. Sistema Stoksa v R^n

Koffrcitivnye ocenki v norme L_s(R^n), s ∈ (1, ∞) dlØ sistemy Stoksa

−Δv + ∇p = f, div v = 0 v R^n (1.1)

prowe vsego poluqa¸tsØ s pomow~¸ preobrazovaniØ Fur~e i ispol~zovaniØ teoremy Marcinkeviqa. DlØ obrazov Fur~e ~v(ξ) = – ∫ Rn^{v(x)e−ix·ξ dx, – = (2π)−n/2,} ~p i ~f poluqaetsØ legko rexaemaØ algebraiqeskaØ sistema. Ona daet

~v_j (ξ) = 1 ξ^2 ( δ^k_j − ξ_jξ_k ξ^2 ) ~f_k, ~p = − iξ^k ξ^2 ~f_k.

106 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN Proizvodnym v_{jxlxm} sootvetstvu¸t Fur~e-obrazy – ξ_lξ_m~v_j , a p_{xm} – Fur~e-obraz iξ_m ~p. Legko videt~, qto funkcii − ξ_lξ_m ξ^2 ( δ^k_j − ξ_jξ_k ξ^2 ) i ξ^kξ^mξ_2

udovletvorØ¸t usloviØm teoremy Marcinkeviqa, i pofftomu spravedlivy ocenki ‖∇p‖_{s,}Rn + ‖∇^2p‖_{s,}Rn 6 c(s)‖f‖_{s,}Rn (1.2) s l¸bym s ∈ (1, ∞). �tot fakt, a takße ocenka rezol~venty dlØ (1.1), toqnee, ocenka ‖v‖_{s,}Rn 6 c(s) |λ| ‖f‖_{s,}Rn dlØ rexeniØ zadaqi λv − Δv + ∇p = f, div v = 0, pri λ ∈ Σ_θ = {λ ∈ C : | arg λ| 6 θ}, θ ∈ [0, π), byli otmeqeny pervym iz avtorov ewe v seredine 50-h godov.

Takie ße ocenki poluqa¸tsØ i s pomow~¸ teoremy Kal~derona–Zigmunda o singulØrnyh integralah. Tretiæ sposob – ffto ispol~zovat~ tehniku poluqeniØ ocenok rexeniæ fflliptiqeskih uravneniæ, razvitu¸ v rabotah ital~Ønskih matematikov. On bolee dlinnyæ, qem pervye dva, no zato dlØ poluprostranstva

R^n_+ on prowe, osobenno, esli vmesto (1.1) beretsØ bolee sloßnaØ

sistema gidrodinamiqeskogo tipa, rassmatrivaemaØ nami v §3. Opixem zdes~ fftot sposob.

Preßde vsego izuqim sistemu (1.1) s f = div F , gde F est~ tenzor n × n, i dlØ ee rexeniæ v, p poluqim raznoobraznye ocenki, ispol~zuØ ot F lix~ ego normy v prostranstvah L_s s s ∈ (1, ∞], ili v prostranstvah Morri–Kampanato, ili v prostranstvah Gel~dera H^λ, lokal~nye ili global~nye v R^n. Vydelim ee otdel~noæ strokoæ

−Δv + ∇p = div F, div v = 0. (1.3)

Vaßnu¸ rol~ na izbrannom nami puti issledovaniØ igraet odnorodnaØ sistema

−Δu + ∇q = 0, div u = 0. (1.4)

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 107 Preßde qem formulirovat~ raznye utverßdeniØ o rexeniØh sistem (1.1), (1.3), (1.4), uslovimsØ ne ukazyvat~ kakoæ gladkost~¸ oblada¸t ffti rexeniØ i v kakom smysle oni udovletvorØ¸t uravneniØm sistemy. Qitatel~, neiskuxennyæ v teorii kraevyh zadaq dlØ differencial~nyh uravneniæ, moßet sqitat~ izvestnye funkcii f i F i rexeniØ gladkimi i, esli nado, nußnym obrazom ubyva¸wimi pri |x| → ∞, i smotret~ na naxi ocenka, kak na apriornye. Naxa cel~ – poluqit~ koffrcitivnye ocenki, da¸wie optimal~nu¸ informaci¸ o rexenii pri naloßennyh na f ili F usloviØh.

DlØ rexeniæ sistemy (1.4) spravedliva

Teorema 1.1. DlØ rexeniæ sistemy (1.4) v l¸bom kube K1(x^0) i

koncentriqeskom emu kube K_{1/2}(x^0) spravedlivy neravenstva ‖ ∇^{k+1}u ‖_2 2,K1_/2(x0) + ‖ ∇^kq ‖_2 2,K1_/2(x0) 6 c(k)Φ(1, u, q, x 0), k = 1, 2, . . . , (1.5_1) gde Φ(ρ, y, q, x^0) = ‖ ∇u − (∇u)_ρ ‖_2 2,K_ρ(x0) + ‖ q − (q)_ρ ‖_2 2,K_ρ(x0), (1.52)

gde c(k) zavisit tol~ko ot k m razmernosti n.

Kak i vs¸du, zavisimost~ konstant ot n Øvno ne ukazyvaetsØ. Zdes~ i dalee ‖ · ‖_{2,Kρ} est~ norma v L_2(K_ρ), K_ρ – kuby s dlinami reber, ravnymi ρ, i s granØmi, parallel~nymi koordinatnym giperploskostØm. V predelah odnoæ teoremy vse kuby

K_ρ(x^0) ime¸t odin i tot ße proizvol~no fiksirovannyæ centr x^0, i on Øvno ne ukazyvaetsØ.

Simvol (q)_ρ oznaqaet sledu¸wee

(q)_ρ ≡ (q)_{Kρ} ≡ Œ ∫ K_ρ q(x) dx = |K_ρ|^{−1} ∫ K_ρ q(x) dx. Iz (1.4) sleduet toßdestvo ∫ K1 [ ∇u − (∇u)_1 ] · ∇η + ∫ K1 [ q − (q)_1 ] div η = 0 (1.6)

108 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

s l¸boæ vektor-funkcieæ η ∈^∘W^1_2(K_1). Voz~mem v nem η =

∂_k[ζ^2(u_{,k} − (u_{,k})_1], gde u_{,k} = ∂_{xk} u, a ζ est~ srezka dlØ K_1, toq-

nee: ζ(x) = 0 dlØ x /∈ K_1, ζ(x) = 1 dlØ x ∈ K_δ s δ ∈ [^1_2 , 1), i

|∇ζ| 6 2(1 − δ)^{−1}. �lementarnye preobrazovaniØ s uqetom urav-

neniØ div u = 0 da¸t ‖ ∇u_{,k} ζ ‖_2 2,K1 = − ( ∇u_{,k}, [ u_{,k} − (u_{,k})_1 ] ⊗ 2ζ∇ζ ) − (1.7_1) − ( q − (q)_1, u_{,kk} · 2ζ∇ζ + [ u_{,k} − (u_{,k})_1 ] · 2∇(ζζ_{,k}) ) , gde ( · , ) est~ skalØrnoe proizvedenie v L_2(K_1). Ots¸da s pomow~¸ neravenstva Koxi poluqim pri l¸bom k = 1, 2, . . . , n ocenku ‖ ∇u_{,k} ‖_2 2,K_δ 6 c (1 − δ)^2 [ ‖∇u − (∇u)_1‖^2_{,K1} + ‖q − (q)_1‖^2_{,K1} ] . (1.7_2)

V silu sistemy (1.4) iz (1.7_2) sleduet takße ocenka ‖ ∇q ‖_2 2,K_δ 6 c (1 − δ)^2

Φ(1, u, q, x^0). (1.7_3)

Tak kak proizvodnye ∂^m_x u, ∂^m_x q pri l¸bom m = (m_1, . . . , m_n) takße ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy (1.4), to dlØ nih verny neravenstva (1.7_2), (1.7_3). Iz nih ße sledu¸t ocenki (1.5_1)

Teorema 1.1 pozvolØet dokazat~ sledu¸wee vaßnoe svoæstvo rexeniæ odnorodnoæ sistemy (1.4).

Teorema 1.2. DlØ rexeniæ u, q sistemy (1.4) v l¸boæ pare kon-

centriqeskih kubov K_ρ(x^0) ∈ K_R(x^0) spravedlivy neravenstva Ψ(ρ, u, q, x^0) 6 c ( ρ R )_n Ψ(R, u, q, x^0) (1.8_1) i Φ(ρ, u, q, x^0) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ(R, u, q, x^0) (1.8_2) gde Ψ(ρ, u, q, x^0) = ‖ ∇u ‖_2 2,K_ρ(x0) + ‖ q − (q)_ρ ‖_2 2,K_ρ(x0), (1.83)

a Φ(ρ, u, q, x^0) opredeleno v (1.5_2).

Dokaßem ffti neravenstva snaqala dlØ pary kubov K_τ ≡

K_τ (x^0) ⊂ K_1 ≡ K_1(x^0) s τ 6^1_2 , a zatem, delaØ v fftih neraven-

stvah podhodØwu¸ zamenu peremennyh, poluqim (1.8_k). V silu

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 109 klassiqeskih teorem vloßeniØ i (1.5_1) imeem pri τ 6^1_2 ‖ ∇u ‖_2 K_τ 6 |Kτ | sup K_τ |∇u|^2 6 cτ^n (‖ ‖∇u‖^2_{,K1} + ‖q − (q)_1‖^2_{,K1} ) . (1.9)

DlØ ocenki davleniØ q ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu iz raboty [13].

Lemma 1.1. Esli dlØ funkcii p v ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^n

imeetsØ predstavlenie ∇p = n∑ k=1 ∂F_k ∂x_k + F_0 (1.10_1)

s F_k ∈ L_2(Ω) i F_0 ∈ L 2n_n�_2 (Ω, to ‖ p − (p)_Ω ‖_2 2,Ω 6 c(Ω)^{n∑}_{k=1}^‖Fk^{‖2}_{,Ω} + c1(Ω)^‖F0^{‖2}_{,Ω}, (1.102)

gde (p)_Ω est~ usrednenie po Ω. V sluqae F_0 ≡ 0 postoØnnaØ c(Ω) ne menØetsØ pri rastØßenii oblasti Ω.

BlagodarØ fftoæ lemme, (1.9) i (1.4) spravedlivy neravenstva ‖ (q − (q)_τ ‖_2 2,K_τ (x0) 6 cτ nΨ(1, u, q, x^0), τ 6 1 2 . (1.11)

Neravenstva (1.8_2) dlØ pary kubov K_τ ⊂ K_1 s τ 6 1/2 dokazyva- ¸tsØ poqti takße, no pri fftom nado ispol~zovat~ neraverstva Puankare, a imenno: ‖ ∇u − (∇u)_τ ‖_2 2,K_τ 6 cτ 2‖ ∇^2u ‖_2 2,K_τ 6 c1τ n+2 sup_{Kτ} |∇^2u|^2 6

6 c2τ^{n+2}Φ(1, u, q, x^0). (1.121)

Ots¸da, blagodarØ (1.4) i lemme 1.1, poluqim ‖ (q − (q)_τ ‖_2 2,K_τ 6 cτ n+2(1, u, q, x^0). (1.12_2)

Iz (1.12_k), k = 1, 2, sleduet (1.8_2), a iz (1.9) i (1.11) sleduet (1.8_1), ibo sistema (1.4) i funkcionaly Φ(R, u, q, x^0) i

Φ(R, u, q, x^0) oblada¸t sledu¸wim svoæstvom obobwennoæ inva-

riantnosti:

110 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

esli u, q udovletvorØ¸t sisteme (1.4) v kube K_R, to funkcii

~u(x) ≡ u(Rx), ~q(x) ≡ Rq(Rx) udovletvorØ¸t takoæ ße sisteme v

kube K_1. Funkcionaly ße Ψ i Φ pri fftom preobrazu¸tsØ tak: Ψ(τ, ~u, ~q, x^0) = R^{−n−2}Ψ(τ R, u, q, x^0), Φ(τ, ~u, ~q, x^0) = R^{−n−2}Φ(τ R, u, q, x^0), τ ∈ (0, 1]. (1.13)

Pofftomu iz (1.9) i (1.11) dlØ funkciæ ~u, ~q v kubah K_τ ⊂ K_1 sledu¸t (1.8_1) dlØ u, q v kubah K_ρ ⊂ K_R s ρ = τ R. Analogiqno, iz (1.12_k), k = 1, 2, dlØ ~u, ~q v K_τ ⊂ K_1 sledu¸t (1.8_2).

Podobnu¸ proceduru zameny funkciæ u, q v kubah K_ρ, ρ ∈

(0, R], na “normirovannye” funkcii ~u, ~q v kubah K_τ , τ ∈ (0, 1],

nazyva¸t “skeælingom”.

Itak, teorema 1.2 dokazana dlØ ρ ∈ (0,^R_2 ]; dlØ ρ ∈ (^R_2 , R] ona oqevidna.

Pereædem teper~ k issledovani¸ rexeniæ sistemy (1.3). DlØ nee my ispol~zuem fakt ob odnoznaqnoæ razreximosti pervoæ kraevoæ zadaqi v proizvol~noæ oblasti Ω v klasse obobwennyh rexeniæ s koneqnoæ dissipacieæ, ustanovlennyæ pervym iz avtorov v seredine 50h godov. Iz fftogo fakta i lemmy 1.1 sdelaem vyvod, kotoryæ neobhodim nam v dannoæ rabote.

Lemma 1.2. V l¸boæ ograniqennoæ oblasti Ω sistema (1.3) s

F ∈ L_2(Ω) imeet edinstvennoe rexenie v, p, udovletvorØ¸wee kraevomu uslovi¸ v | ∂Ω = 0 i ‖ ∇v ‖ 2,Ω + ‖ p − (p)_Ω ‖ 2,Ω 6 c(Ω)^‖F − (F )Ω^‖_{2,Ω}, (1.14)

postoØnnaØ c(Ω) v kotorom ne menØetsØ pri preobrazovanii podobiØ.

V sluqae Ω = R^n i F ∈ L_2(R^n) sistema (1.3) imeet edinstvennoe rexenie v, p, udovletvorØ¸wee neravenstvu ‖ ∇v ‖ 2,Rn^{+ ‖p‖}2,Rn^{6 c‖F ‖}2,Rn^{. (1.15)} V sluqae Ω = R^n_+ i F ∈ L_2(R^n_+) sistema (1.3) imeet edinstvennoe rexenie v, p, udovletvorØ¸wee kraevomu uslovi¸ v | x_n =0 i neraven-

stvu ‖ ‖∇v‖_{2,}R_{n+} + ‖p‖_{2,}R_{n+} 6 c‖F ‖_{2,}R_{n+}. (1.16) Dokaßem sledu¸wee predloßenie.

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 111

Teorema 1.3. DlØ l¸bogo rexeniØ v, p sistemy (1.3) v kube KR(x^0)

s F ∈ L_2(K_R(x^0)) i l¸bogo kuba K_ρ, ρ ∈ (0, R], koncentriqeskogo s K_R spravedlivy neravenstva Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( ρ R )_n Ψ(R, v, p, x^0) + c ‖ F − (F )_R ‖_2 2,K_R(x0) (1.171) i Φ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ(R, v, p, x^0) + c ‖ F − (F )_R ‖_2 2,K_R(x0), (1.181)

gde Ψ(ρ . . . ) i Φ(ρ . . . ) opredeleny v (1.8_3) i (1.5_2) sootvetstvenno.

Predstavim issleduemoe rexenie v, p v K_R(x^0) v vide summy

v = u + w, p = q + r, gde w, r est~ rexenie zadaqi

−Δw + ∇r = div F, div w = 0, w | ∂K_R(x0) = 0. (1.19)

DlØ w, r ispol~zuem ocenku (1.14). Funkcii ße u, q ØvlØ¸tsØ rexeniem sistemy (1.4), i potomu k nim my moßem primenit~ rezul~taty teoremy 1.2. Vvidu skazannogo verna cepoqka neravenstv

Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 2Ψ(ρ, u, q, x^0) + 2Ψ(ρ, w, r, x^0) 6

6 2c^{( ρ}_R^{)n}Ψ(R, u, q, x^0) + 2Ψ(ρ, w, r, x^0) 6 6 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψ(R, u, q, x^0) + 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψ(R, w, r, x^0) + 2Ψ(ρ, w, r, x^0) 6 6 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψ(R, u, q, x^0) + c1^‖F − (F )^{‖2}_{,KR(x0)}. Itak, (1.17) dokazano. Analogiqno, ispol~zuØ dlØ u, q neravenstvo (1.8_2), dokaßem (1.18_1).

Naloßim na F odno iz sledu¸wih usloviæ: sup ρ∈(0,R0] ( ρ^{−2μ} ‖ F ‖_2 2,K_ρ(x0) )_{1/2} ≡ ≡ m(F, μ, R_0, x^0) < ∞, μ ∈ [0, n/2) (1.20) ili F ∈ L_∞(K_R); v fftom sluqae sup ρ∈(0,R0] ( ρ^{−n} ‖ F ‖_2 2,K_ρ(x0) )_{1/2} 6^‖F^‖_{∞,Kρ(x0)} < ∞, (1.21)

112 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN ili sup ρ∈(0,R0] ( ρ^{−n−2λ} ‖ F − (F )_ρ ‖_2 2,K_ρ(x0) )_{1/2} ≡ ⟨F ⟩_{λ,KR0(x}0_) < ∞. (1.22) Iz (1.17_1) i (1.18_1) dlØ K_{R0} = K_{R0} (x^0) sdelaem takie vyvody: Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( ρ R )_n Ψ(R, u, p, x^0) + cR^{2μ}m^2(F, μ, R_0, x^0), (1.17_2) Φ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ(R, u, p, x^0) + cR^n ‖ F ‖_2 ∞,K_R0 (x0) (1.182) i Φ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ(R, u, p, x^0) + cR^{n+2λ}⟨F ⟩_{λ,KR0 (x}0_) (1.18_3)

dlØ vseh 0 < ρ 6 R 6 R_0.

DlØ dal~neæxih zakl¸qeniæ privleqem sledu¸wee sledstvie iz lemmy 4.8, gl. 2 monografii [14].

Lemma 1.3. Pust~ neubyva¸waØ funkciØ Φ : [0, R0] → R+ = [0, ∞)

pri vseh 0 < ρ 6 R 6 R_0 udovletvorØet neravenstvam

Φ(ρ) 6 A_1 ( ρ R )_α Φ(R) + A_2R^β (1.23)

s kakimi-libo α > β ¿ 0 i A_1, A_2 ¿ 0. Togda pri vseh ρ ∈ [0, R_0] verno neravenstvo

Φ(ρ) 6 c ( A_1, 1 α − β )[( ρ R )_β Φ(R_0) + A_2ρ^β ] , (1.24)

gde c est~ nekotoraØ nepreryvnaØ funkciØ ukazannyh argumentov.

BlagodarØ eæ iz (1.17_2) i (1.18_k), k = 2, 3, sleduet

Teorema 1.4. DlØ rexeniæ v, p sistemy (1.3) v kube KR_0 (x^0) pri

l¸byh 0 < ρ 6 R 6 R_0 verny neravenstva Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ[}R^{−2μ}Ψ(R, v, p, x^0) + m^2(F, μ, R0, x^0)^], (1.173) Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^n [ R^{−n}Φ(R, v, p, x^0) + ‖ F ‖_2 ∞,K_R0 (x0) ] , (1.18_4) Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^{n+2λ} [ R^{−n−2λ}Φ(R, v, p, x^0) + ⟨F ⟩^2_{λ,KR0 (x}0_) ] , (1.18_5)

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 113 s μ ∈ (0, n/2), λ ∈ (0, 1).

Esli ße v, p ØvlØetsØ rexeniem sistemy (1.3) v R^n s F ∈ L_2(R^n), podqinØ¸wimsØ neravenstvu (1.15), to dlØ nego pri vseh 0 < ρ 6 R i vseh x^0 ∈ R^n verny neravenstva Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ[}R^{−2μ‖}F^{‖2}_,R_n + m^2(F, μ, R, x^0)^], (1.174) Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^n [ R^{−n} ‖ F ‖_2 2,Rn^{+ ‖F ‖2}∞,Rn^{] (1.18}6^) i Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^{n+2λ} [ R^{−n−2λ} ‖ F ‖_2 2,Rn^{+ ⟨F ⟩2}λ,R^{n]. (1.18}7^)

Iz nih, v qastnosti, sledu¸t ocenki sup_{ρ>0,} x0∈R^{n ρ−2μΨ(ρ, v, p) 6 c} ( 1 n − 2μ ) m^2(F, μ), (1.17_5)

sup_{ρ>0,} x0∈R^{n ρ−nΦ(ρ, v, p) 6 c‖F ‖2∞,}R^{n, (18.88)} sup_{ρ>0,} x0∈R^{n ρ−n−2λΦ(ρ, v, p) 6 c⟨F ⟩2λ,}R^{n, (1.189)} v kotoryh m(F, μ) = sup_{R0>0,} x0∈R^{n m(F, μ, R0, x0),} a ⟨F ⟩_{λ,}Rn est~ konstanta Gel~dera dlØ F v prostranstve Gel~dera H^λ(R^n).

RazumeetsØ, neravenstvo soderßatel~no, esli veliqiny, vhodØwie v maßoranty koneqny.

Neravenstvo (1.17_5) garantiruet prinadleßnost~ funkciæ ∇v i p prostranstvu Morri–Kampanato s pokazatelem μ, a neravenstvo (1.18_9) daet ocenku konstanty Gel~dera v prostranstve

H^λ(R^n) dlØ ∇v i p. Neravenstvo ße (1.18_8) pozvolØet privleq~

interpolØcionnu¸ teoremu Stampakkia dlØ poluqeniØ koffrcitivnoæ ocenki v L_s(R^n). DlØ udobstva qitatelØ privedem formulirovku fftoæ teoremy.

114 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

Teorema (Stampakkia). Esli lineænyæ operator T ØvlØetsØ

ograniqennym v L_q (K_0) s q ∈ [1, ∞), i ograniqennym iz L_∞(K_0) v BMO(K_0), priqem ‖T f‖_{q,K0} 6 T_q ‖f‖_{q,K0} i [T f]_{BMO(K0)} 6 T_∞‖f‖_{∞,K0} , to on budet ograniqennym v L_s(K_0) s l¸bym s ∈ (q, ∞) i ‖T f‖_{s,K0} 6 ( T_q + c(n, q, s)T^{s/q}_q T^{1−s/q}_∞ ) ‖f‖_{s,K0} . (1.25) V fftoæ teoreme K_0 est~ proizvol~nyæ kub; ot ego razmerov postoØnnaØ v (1.25) ne zavisit. V rabotah [10, 11] v kaqestve polunormy [ · ] vzØta veliqina

[f]_{BMO(K0)} = sup_{K⊂K0} |K|^{−1} ∫ K |f − (f)_K |dx. (1.26_1)

My v kaqestve [f]_{BMO(K0)} berem

[f]_{BMO(K0)} = sup |K|^{−1} ( ∫ K |f − (f)_K |^2dx )_{1/2} . (1.26_2)

i imenno fftu veliqinu ocenivaem qerez ‖F ‖_{∞,K0} (sm. (1.18_8)). Legko videt~, qto polunorma iz (1.26_2) maßoriruet polunormu iz (1.26_1).

My primenim fftu teoremu k operatoram T_k, k = 1, . . . , n, sopostavlØ¸wim tenzoram F ∈ L_2(R^n) ∩ L_∞(R^n) proizvodnye ∂_{xk} v rexeniæ v, p zadaqi (1.3) v R^n, udovletvorØ¸wih ocenke (1.15). Toqnee, budem rassmatrivat~ snaqala lix~ F , ravnye toßdestvenno nul¸ vne kakogo-libo kuba K^∗(0) ≡ K^∗. Sootvetstvu¸- wie im rexeniØ v, p voz~mem na proizvol~nom kube K_0 ⊃ K^∗. Operator T_k, sopostavlØ¸wiæ F ograniqenie ∂_{xk} v na K_0 v silu (1.15) i (1.18_8) udovletvorØet usloviØm teoremy Stampakkia i potomu dlØ nego spravedliva ocenka (1.25) s l¸bym s > 2. �to ße verno i dlØ operatora T_0, sopostavlØ¸wego F ograniqenie na

K_0 davleniØ p. Itak, my dokazali spravedlivost~ neravenstva ‖ ∇v ‖ s,K0 + ‖ p ‖ s,K0 6 c(s) ‖ F ‖ s,K0 = c(s) ‖ F ‖ s,Rn^{(1.27}1^)

pri l¸bom s > 2. Tak kak postoØnnaØ c(s) v (1.27) ne zavisit ot razmera K_0, to iz nego sleduet neravenstvo ‖ ∇v ‖ s,Rn^{+ ‖p‖}s,Rn^{6 c(s)‖F ‖}s,Rn^{, s > 2. (1.27}2^)

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 115 Bolee togo, tak kak ffta ocenka verna dlØ l¸bogo F s kompaktnym nositelem, to ona budet verna i dlØ l¸bogo F ∈ L_2(R^n)∩L_∞(R^n).

Pokaßem teper~, qto iz (1.27_2) dlØ s ¿ 2 sleduet spravedlivost~ takih ße neravenstv dlØ s ∈ (1, 2).

�to dostatoqno sdelat~ lix~ dlØ ograniqennyh F s kompaktnymi nositelØmi. DlØ nih v silu (1.27_1) ∇v i p prinadleßat

L_s(R^n) s ∀ s ¿ 2, i imeet mesto toßdestvo (∇v, ∇ξ) ≡ ∫ Rn^{∇v · ∇ξ dx = −(F, ∇ξ) (1.28)} dlØ l¸bogo ξ iz^•W^1_2(R^n) s div = 0 (toqka nad W^1_2 ukazyvaet na to, qto ξ imeet kompaktnyæ nositel~). Tak kak ∇v i F prinadleßat

L_2(R^n), to toßdestvo (1.28) verno dlØ l¸byh solenoidal~nyh ξ ∈ L_{2,loc}(R^n) s ∇ξ ∈ L_2(R^n).

Rassmotrim takße rexeniØ w, r sistemy

−Δw + ∇r = div G, div w = 0 v R^n (1.29)

s G, prinadleßaweæ L_2(R^n) ∩ L_∞(R^n) i ime¸weæ kompaktnyæ nositel~. DlØ nego my dokazali spravedlivost~ ocenok ‖ ∇w ‖ s0_,Rn + ‖ r ‖ s0_,Rn 6 c(s^′) ‖ G ‖ s0_,Rn (1.30)

s s^′ ¿ 2. Krome togo, dlØ nego spravedlivo i toßdestvo

(∇w, ∇η) = −(G, ∇η) (1.31_1)

dlØ l¸boæ η ∈ L_{2,loc} s ∇η ∈ L_2(R^n) i div η = 0. V qastnosti (1.28) spravedlivo pri ξ = w, a (1.31_1) spravedlivo s η = v, i potomu (F, ∇w) = −(∇v, ∇w) = (G, ∇v) (1.31_2) pri l¸byh ograniqennyh F , G s kompaktnymi nositelØmi. Iz

(1.31_2) i (1.30) sdelaem takie vyvody | (∇v, G) | = | (F, ∇w) | 6^‖F^‖_{s,}R_n^‖∇w^‖_{s0,}R_n 6^‖F^‖_{s,}R_nc(s^′)^‖G^‖_{s0,}R_n. Ots¸da ße, kak horoxo izvestno, sleduet, qto ‖ ∇v ‖ s,Rn^{6 c(s′)‖F ‖}s,Rn^{, s ∈ (1, 2). (1.32)}

116 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN Ostalos~ ocenit~ ‖p‖_{s,}Rn dlØ s ∈ (1, 2). �to moßno sdelat~, naprimer, tak: sqitaØ vse funkcii gladkimi, vyqislit~ ot oboih qasteæ sistemy (1.3) div v. �to daet

Δp = ∂^2_{xixj} F_{ij}, (1.33)

gde F_{ij} sut~ komponenty tenzora F . Tak kak p i F kvadratiqno summiruemy po R^n, to uravnenie (1.33) dlØ ih preobrazovaniæ Fur~e ~p i ~F daet sootnoxenie ~p(ξ) = ξ_iξ_j |ξ|^2 ~F_{ij}(ξ). (1.34)

V silu teoremy Marcinkeviqa ‖p‖_{s,}Rn 6 c(s)‖F ‖_{s,}Rn. (1.35) �ta ocenka spravedliva i dlØ l¸byh F ∈ L_s(R^n), ibo c(s) zavisit tol~ko ot s i n. Takim obrazom my dokazali sledu¸wee predloßenie.

Teorema 1.5. Sistema (1.3) s F ∈ Ls(R^n), s ∈ (1, ∞), imeet edin-

stvennoe rexenie v, p, podqinØ¸weesØ neravenstvu ‖ ∇v ‖ s,Rn^{+ ‖p‖}s,Rn^{6 c(s)‖F ‖}s,Rn^{. (1.36)} Toqnee, my dokazali tol~ko apriornu¸ ocenku (1.36). Utverßdenie ße o ee odnoznaqnoæ razreximosti ustanavlivaetsØ s pomow~¸ approksimacii F gladkimi funkciØmi s kompaktnymi nositelØmi.

ObratimsØ teper~ k sisteme (1.1) s f ∈ L_s(R^n), s ∈ (1, ∞]. Iz nee sledu¸t sistemy

−Δv_{,k} + ∇p_{,k} = f_{,k}, div v_{,k} = 0, k = 1, . . . , n. (1.37_1)

Ih moßno zapisat~ tak −Δv_{i,k} + p_{,ik} = f_{i,k} = ∑ j ∂_{xj} (f_iδ^k_j )

i sledovatel~no v_{,k}, p_{,k} ØvlØetsØ rexeniem sistemy

−Δv_{,k} + ∇p_{,k} = div F^{(k)} v_{,k} = 0 (1.37_2)

s tenzorami F^{(k)} = (F^{(k)}_{ij} ), F^{(k)}_{ij} = f_iδ^k_j . NakladyvaØ na f te usloviØ, kotorye my nakladyvali vyxe na F , poluqim dlØ v_{,k}, p_{,k} vse te utverßdeniØ, kotorye dokazany vyxe dlØ v, p. My ne budem pereqislØt~ ih vse, a vydelim iz nih sledu¸wie.

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 117

Teorema 1.6. DlØ rexeniæ v, p sistemy (1.1) v R^n spravedlivy

ocenki ‖ ‖∇^2v‖_{s,}R_n + ‖∇p‖_{s,}R_n 6 c(s)‖f‖_{s,}R_n (1.38) pri l¸bom s ∈ (1, ∞). Krome togo, spravedlivy ocenki sup K_ρ⊂R^n ρ^{−2μ} [_n∑ i,j=1 ‖ v_{,ij} ‖_2 2,K_ρ + n∑ i=1 ‖ p_{,i} − (p_{,i})_{Kρ} ‖_2 2,K_ρ ] 6 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)m^2(f, μ), (1.39)

pri l¸bom μ ∈ (0, n/2), sup K_ρ⊂R^n ρ^{−n} [_n∑ i,j=1 ‖ v_{,ij} − (v_{,ij} )_{Kρ} ‖_2 2,K_ρ + n∑ i=1 ‖ p_{,i} − (p_{,i})_{Kρ} ‖_2 2,K_ρ ] 6 6 c^‖f^{‖2}_{∞,}R_n (1.40) i sup K_ρ⊂R^n ρ^{−n−2λ} [_n∑ i,j=1 ‖ v_{,ij} − (v_{,ij} )_{Kρ} ‖_2 2,K_ρ + n∑ i=1 ‖ p_{,i} − (p_{,i})_{Kρ} ‖_2 2,K_ρ ] 6 6 c(λ)⟨f⟩^2_{λ,}Rn (1.41)

pri l¸bom λ ∈ (0, 1). V nih supremum beretsØ po vsem kubam K_ρ(x^0) s granØmi, parallel~nymi koordinatnym giperploskostØm.

§2. Sistemy Stoksa v poluprostranstve

V fftom paragrafe my dokaßem analogi teorem pervogo paragrafa dlØ rexeniæ sistemy −Δv + ∇p = f, div v = 0, v | Γ = 0, (2.1)

v poluprostranstve R^n_+ = {x‖x ∈ R^n, x_n > 0}, gde Γ est~ granica

R^n_+, t.e. Γ = {x‖x ∈ R^n, xn = 0}, rexeniæ u, q sootvetstvu¸weæ

odnordnoæ sistemy

−Δu + ∇q = 0, div u = 0, u | Γ = 0, (2.2)

i rexeniæ sistemy vida

−Δv + ∇p = div F, div v = 0, v | Γ = 0. (2.3)

118 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN DlØ fftogo my, krome semeæstv kubov K_ρ(x^0), ρ ∈ (0, R], ime¸wih obwiæ centr x^0 ∈ R^n_+ budem ispol~zovat~ i semeæstva kubov K_{ρ,y} ,

ρ ∈ (0, R], raspoloßennyh v R^n_+ i ime¸wih obwu¸ “verxinu”

y ∈ Γ, t.e. K_{ρ,y} = { x ‖ x_α ∈ ( − ρ 2 + y_α, ρ 2 + y_α ) , α = 1, . . . , n − 1, x_n ∈ (0, ρ); y = (y_1, . . . , y_{n−1}, 0) ∈ Γ } . Parametr ρ u K_ρ(x^0) i K_{ρ,y} ukazyvaet dlinu storon fftih kubov. DlØ kubov pervogo semeæstva, leßawih a R^n_+, my budem ispol~zovat~ teoremy pervogo paragrafa, a dlØ kubov vtorogo tipa dokaßem predloßeniØ, blizkie k teoremam pervogo paragrafa.

Analogom teoremy 1.1 ØvlØetsØ

Teorema 2.1. DlØ rexeniæ u, q sistemy (2.2) v K1,y s l¸bym y ∈ Γ

spravedlivy neravenstva ‖ ∇^{k+1}u ‖_2 2,K 1 2^{,y} + ‖ ∇^kq ‖_2 2,K 1 2^{,y} 6 c(k)Iy (1, u, q), k = 1, 2, . . . , (2.4_1) gde I_y(ρ, y, q) ≡ n−1∑ α=1 ‖ u_{,α} ‖_2 2,K_{ρ,y} + ‖ q − (q)_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y}(x0), (2.42)

gde u_{,α} = u_{xα} , α = 1, . . . , n − 1, (q)_{ρ,y} = Œ ∫ K_{ρ,y} q dx. Snaqala napomnim vyvod lokal~noæ ocenki proizvodnyh ∇^2u i ∇q. Sdelaem ffto dlØ rexeniæ sistemy (2.1). Voz~mem semeæstvo kubov K_{δl,y} s δ_l = 2^{−1} + 2^{−l}, l = 1, 2, . . ., i uslovimsØ v predelah dannogo dokazatel~stva oboznaqat~ ih K(l). DlØ kaßdoæ pary K(l) ⊂ K(l − 1) voz~mem srezku ξ_l, ravnu¸ nul¸ vne

K(l − 1), edinice v K(l) i oblada¸wu¸ obyqnymi svoæstvami

srezki: ζ_l(x) ∈ [0, 1] i |∇ζ_l(x)| 6 2^{l+1}. Indeks “l” u ζ_l budem opuskat~. Prodifferenciruem (2.1) po x_α, α < n, rezul~tat umnoßim na v_{,α}ζ^2 i proigtegriruem po K(l − 1). Posle odnokratnogo integrirovaniØ po qastØm vo vseh qlenah i uqeta uravneniØ div v = 0 poluqim sootnoxenie ‖ ∇_{,α}ζ ‖_2 2,K(l−1) = −(∇v,α, v,α∇ζ 2)+

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 119 + ( p − (p)_{(l−1)}, v_{,α}∇ζ^2 ) − ( f, v_{,αα}ζ^2 + v_{,α}∂_{xα} ζ^2 ) . (2.5_1)

Zdes~ ( , ) est~ skalØrnoe proizvedenie v L_2(K(l − 1)), a (p)_{(l−1)} est~ usrednenie p po K(l − 1). Iz (2.5_1) sledu¸t neravenstva ‖ ∇v_{,α} ‖_2 2,K(l) 6 4 lc (‖ ‖p − (p)_{(l−1)}‖^2_{,K(l−1)} + ‖v_{,α}‖^2_{,K(l−1)} ) + +c ‖ f ‖_2 2,K(l−1) ≡ J(l−1)(v, p), α < n. (2.52) Zdes~ c, kak i vs¸du, zavisit tol~ko ot n. BlagodarØ div v = 0 ots¸da sleduet ‖ v_{n,nn} ‖_2 2,K(l) 6 cJ(l−1)(v, p). (2.53) �to ße neravenstvo, (2.5_2) i uravnenie p_{,n} = Δv_n+f_n da¸t ocenku ‖ p_{,n} ‖_2 2,K(l) 6 cJ(l−1)(v, p). (2.54) Teper~ ocenim p_{,α}, ispol~zuØ sistemu ∇p_{,α} = f_{,α} + Δv_{,α}, α < n, i lemmu 1.1. BlagodarØ im i (2.5_k), k = 2, 3 imeem ‖ p_{,α} − (p_{,α})_{(l)} ‖_2 2,K(l) 6 cJ(l−1)(v, p). (2.55) Ocenim |(p_{,α})_{(l)}| sledu¸wim obrazom

|(p_{,α})_{(l)}|^2 = | K(l)|^{−2} | | ∫ K(l) p_{,α} dx | |^2 6 6 2^{−2n|}^∫ ∂K(l) | p − (p)_{(l−1)} | ds | |^2 6 c_1 ∫ ∂K(l) ( p − (p)_{(l−1)} )_2

ds 6 (2.56)

6 ε^∫ K(l) |∇p|^2dx + c_ε ‖ p − (p)_{(l−1)} ‖_2 2,K(l−1), gde ε – l¸boe qislo iz (0, 1]. Niße my vyberem ego dostatoqno malym, no fiksirovannym qislom. Zdes~, kak i v rØde drugih mest, my ispol~zuem to, qto ‖p − (p)_Ω‖_{2,Ω} 6 ‖p − c‖_{2,Ω} pri l¸bom c. Iz (2.5_5) i (2.5_6) vyvedem ocenku ‖ p_{,α} ‖_2 2,K(l) 6 cε ‖ ∇p ‖_2 2,K(l) + ccεJ(l−1)(v, p). (2.57)

120 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

Nedosta¸wu¸ ocenku dlØ v_{α,nn} poluqim iz sistemy (2.1) i neravenstv (2.5_5). A imenno ‖ v_{α,nn} ‖_2 2,K(l) 6 εc ‖ ∇ ‖_2 2,K(l) + ccεJ(l−1)(v, p). (2.58) SkladyvaØ neravenstva (2.5_k), k = 2, 3, 4, 7, 8 i vybiraØ ε dostatoqno malym, poluqaem ßelatel~nu¸ ocenku ‖ ∇^2v ‖_2 2,K(l) + ‖ ∇p ‖_2 2,K(l) 6 c4 lI_y (δ_{l−1}, v, p) + c_1 ‖ f ‖_2 2,K(l−1), (2.6) gde K(l) ≡ K_{δl ,y}, δ_l =^1_2 + 2^{−l}, l = 2, 3, . . ., a I_y opredeleno v (2.4_2). DlØ rexeniæ u·q odnorodnoæ sistemy (2.2) ffta ocenka imeet vid ‖ ∇^2u ‖_2 2,K(l) + ‖ ∇q ‖_2 2,K(l) 6 c4 lI_y(δ_{k−1}, u, q), l ¿ 2. (2.7) Iz nee sleduet ocenka (2.4_1) pri k = 1. Pokaßem, kak s pomow~¸ (2.7) poluqit~ (2.4_1) s k = 2. Tak kak u_{,α}, q_{,α} udovletvorØ¸t vsem sootnoxeniØm (2.2), to dlØ nih spravedlivy (2.7) i potomu ‖ ∇^2u_{,α} ‖_2 2,K(3) + ‖ ∇q_{,α} ‖_2 2,K(3) 6 c1Iy ( δ_2, u_{,α}, q_{,α} ) 6 6 c2Iy (1, u, q), α < n. (2.81) Ocenki nedosta¸wih qlenov ∂^3_{xn} u i ∂^2_{xn} q poluqim s pomow~¸

(2.8_1) i uravneniæ (2.2), priqem prowe, qem pri dokazatel~stve

(2.7). A imenno, ‖ ∂^3_{xn} u_n ‖_2 2,K(3) = ‖ ‖ n−1∑ α=1 ∂^2_{xn} ∂_{xα} u_α ‖ ‖ 6 cIy(1, u, q) (2.82) i ‖ ‖∂^2_{xn} q‖^2_{,K(3)} = ‖ ‖∂x_n Δun ‖ ‖^2_{,K(3)} 6 cIy (1, u, q). (2.83)

Takim obrazom my ocenili ‖ ∇^2q ‖_2 q,K(3) 6 cIy (1, u, q). OstavxiesØ proizvodnye ∂^2_{xn} u_α ocenim tak: ‖ ∂^3_{xn} u_α ‖_2 2,K(3) = ‖ ‖∂_{xn} ∂_{xα} q −^{n−1} ∑ β=1 ∂_{xn} ∂^2_{xβ} u_α ‖ ‖^2 2,K(3) 6 cIβ(1, u, q). Iz sdelannogo sleduet (2.4_1) s k = 2. Analogiqno vyvoditsØ

(2.4_1) dlØ l¸bogo k ¿ 3.

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ analogom teoremy 1.2.

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 121

Teorema 2.2. DlØ rexeniæ u, q sistemy (2.2) v KR,y s l¸bymi

y ∈ Γ, R > 0 i l¸bogo K_{ρ,y} ⊂ K_{R,y} ime¸t mesto neravenstva Ψ_y(ρ, u, q) 6 c ( ρ R )_n Ψ_y(R, u, q) (2.9_1) i Φ_y(ρ, u, q) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ_y(R, u, q, ) (2.10_1) gde Ψ_y(ρ, u, q) = ‖ ∇u ‖_2 2,K_{ρ,y} + ‖ q − (q)_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} , (2.92)

Φ_y(ρ, u, q) = ‖ ∇u − [∇u]_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} + ‖ q − (q)_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} , (2.102) a ‖ ∇u − [∇u]_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} = n−1∑ α=1 ‖ u_{,α} ‖_2 2,K_{ρ,y} + ‖ u_{,n} − (u_{,n})_{ρ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} . Dokazatel~stvo teoremy analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.2. Snaqala berem kuby K_{τ,y} ≡ K_τ s τ ∈ (0,^1_2 ], i K_{1,y} ≡ K_1. DlØ nih v silu teoremy 2.1 imeem ‖ ∇u ‖_2 2,K_τ 6 τ n sup_{Kτ} |∇u|^2 6 cτ^n (‖ ‖∇u‖^2_{,K1} + ‖q − (q)_1‖^2_{,K1} ) , (2.11_1)

a takße ‖ ∇u−[∇u]_{τ,y} ‖_2 2,K_{ρ,y} + ‖ q −(q)_{τ,y} ‖_2 2,K_τ 6 cτ 2 (‖ ‖∇^2u‖^2_{,Kτ} +‖∇q‖^2_{,Kτ} ) 6 6 cτ^{n+2(} sup_{Kτ} |∇^2u|^2 + sup_{Kτ} |∇q|^{2)} 6 c1τ^{n+2}Iy (1, u, q) 6

6 c1τ^{n+2}Φy(1, u, q). (2.112)

Skeæling, opisannyæ v §1 pri dokazatel~stve teoremy 1.2, pokazyvaet, qto iz (2.11_k), k = 1, 2, sledu¸t neravenstva (2.9_1) i

(2.10_1).

S pomow~¸ teoremy 2.2 dokazyvaetsØ

122 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

Teorema 2.3. DlØ rexeniæ v, p sistemy (2.3) v KR,y spravedlivy

ocenki Ψ_y(ρ, v, p) 6 c ( ρ R )_n Ψ_y (R, v, p) + c ‖ F − (F )_{R,y} ‖_2 2,K_{R,y} (2.12) i Φ_y(ρ, v, p) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ_y(R, v, p) + c‖F − (F )_{R,y}‖^2_{,KR,y} (2.13) Dokazatel~stvo ee analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.3. A imenno, predstavim v i p v vide summ v = u + w, p = q + r, gde w, r est~ rexenie kraevoæ zadaqi v K_{R,y}:

−Δw + ∇r = div F, div w = 0, w | |_{∂KR,y} = 0. (2.14)

˚sno, qto u, q pri fftom udovletvorØ¸t v K_{ρ,y} vsem sootnoxeni- Øm (2.2), i potomu dlØ nih spravedliva teorema 2.1. BlagodarØ (2.9_1)

Ψ_y(ρ, v, p) 6 2Ψ_y(ρ, u, q) + 2Ψ_y(ρ, w, r) 6 6 2c^{( ρ}_R^{)n}Ψy(R, u, q) + 2Ψy(ρ, w, r) 6 6 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψy(R, v, p) + 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψy(R, w, r) + 2Ψy(R, w, r) 6 6 4c^{( ρ}_R^{)n}Ψy(R, v, p) + c1‖F − (F )R,y‖^2_{,KR,y} . Pri fftom dlØ ocenki Ψ_y (R, w, r) my ispol~zovali ffnergetiqesku¸ ocenku (1.14) dlØ Ω = K_{R,y}. Analogiqno, ispol~zuØ (2.10), dokazyvaetsØ 2.13.

Iz (2.12), (2.13) s pomow~¸ lemmy 1.3 poluqaem analog pervoæ qasti teoremy 1.4, a imenno

Teorema 2.4. DlØ rexeniæ v, p sistemy (2.3) v kube KR_0,y pri

l¸byh 0 6 ρ 6 R 6 R_0 verny neravenstva Ψ_y(ρ, v, p) 6 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ[}R^{−2μ}Ψy (R, v, p) + m^2(F, μ, R0, y)^], (2.151)

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 123 Φ_y(ρ, v, p) 6 cρ^n [ R^{−n}Φ_y(R, v, p) + ‖ F ‖_2 ∞,K_R0_{,y} ] (2.16) i Φ_y(ρ, v, p) 6 cρ^{n+2} [ R^{−n−2}Φ_y(R, v, p) + ⟨F ⟩^2_{λ,KR0,y} ] (2.17)

s μ ∈ (0, n/2), λ ∈ (0, 1).

Zdes~ m(F, μ, R_0, y) = sup_{ρ∈(0,R0]} ( ρ^{−2μ} ‖ F ‖_2 2,K_{ρ,y} )_{1/2} , (2.15_2)

a ⟨F ⟩^2_{λ,KR0,y} est~ konstanta Gel~dera tenzora F v prostranstve H^λ(K_{R0,y}). DlØ dokazatel~stva analogov drugih qasteæ teoremy 1.4 ispol~zuem utverßdeniØ fftih qasteæ teoremy 1.4 i utverßdeniØ teoremy 2.4 sledu¸wim obrazom.

S kaßdoæ toqkoæ x^0 ∈ R^n_+ svØßem semeæstvo kubov {K_ρ(x^0), ρ ∈

(0, 2x^0_n]} pervogo tipa i semeæstvo kubov {K_{ρ,y}, ρ > 0, y = (x^0_1, . . . , x^0_{n−1}, 0)} vtorogo tipa. BlagodarØ (1.17_3) i (2.15_1) pri

l¸byh R ¿ 2x^0_n verny neravenstva Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ[}(2x^0_n)^{−2μ}Ψ(2x^0_n, v, p, x^0)+m^2(F, μ, 2x^0_n, x^0)^]6

6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ[}(2x^0_n)^{−2μ}Ψy(2x^0_n, v, p) + m^2(F, μ)^] 6 (2.181) 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)ρ^{2μ{}c^{( 1}_{n − 2μ}^{)[}R^{−2μ}Ψy(R, v, p)+m^2(F, μ)^]+m^2(F, m)^}. Iz neravenstv (1.18_k), k = 4, 5 i neravenstv (2.16), (2.17) sdelaem takße vyvody: pri l¸byh R ¿ 2x^0_n spravedliva cepoqka neravenstv Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^n [ (2x^0_n)^{−n}Φ(2x^0_n, v, p, x^0) + ‖ F ‖_2 ∞,K2_x0_n (x0) ] 6 6 cρ^{n[}(2x^0_n)^{−n}Φy(2x^0_n, v, p) +^‖F^{‖2}_{∞,K2x0n (x0)}^] 6 6 cρ^{n{}c^[R^{−n}Φy(R, v, p) +^‖F^{‖2}_{∞,KR}^] +^‖F^{‖2}_{∞,K2x0n (x0)}^} 6

124 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN 6 cρ^{n{}cR^{−n}Φy(R, v, p) + c1^‖F^{‖2}_{∞,}Rn_+^} (2.19) i Φ(ρ, v, p, x^0) 6 cρ^{n+2λ} [ (2x^0_n)^{−n−2λ}Φ(2x^0_n, v, p, x^0) + ⟨F ⟩^2_{λ,K2x0n (x}0_) ] 6 6 cρ^{n+2λ{}c^[R^{−n−2λ}Φy(R, v, p) + ⟨F ⟩^2_{λ,}Rn_+^] + ⟨F ⟩^2_{λ,}Rn_+^}. (2.201)

Esli v, p est~ rexenie sistemy (2.3) s F ∈ L_2(R^n_+) vo vsem R^n_+ i dlØ nego verno ffnergetiqeskoe neravenstvo ‖ ∇v ‖ 2,Rn+^{+ ‖p‖}2,Rn+^{6 c‖F ‖}2,Rn+^{, (2.21)} to funkcionaly Ψ_y(R, v, p) i Φ_y(R, v, p) maßoriru¸tsØ ‖ F ‖ 2,Rn+^{, i}

potomu iz (2.18_1)–(2.20_1) sledu¸t ocenki ρ^{−2μ}Ψ(ρ, v, p, x^0) 6 c ( 1 n − 2μ )[ R^{−2μ} ‖ F ‖_2 2,Rn+^{+ m2(F, μ)], (2.18}2^) ρ^{−n}Φ(ρ, v, p, x^0) 6 c [ R^{−n} ‖ F ‖_2 2,Rn+^{+ ‖F ‖2}∞,Rn+^{], (2.19}2^) ρ^{−n−2λ}Φ(ρ, v, p, x^0) 6 c [ R^{−n−2λ} ‖ F ‖_2 2,Rn+^{+ ⟨F ⟩2}λ,R^n+^{]. (2.20}2^)

UstremlØØ v fftih neravenstvah R k ∞ pridem k takomu zakl¸- qeni¸: sup x0∈Rn+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−2μΨ(ρ, v, p, x0) 6 c( 1}n − 2μ^{)m2(F, μ),} μ ∈ (0, n/2), (2.18_3) sup x0∈Rn+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−nΨ(ρ, v, p, x0) 6 c‖F ‖2,}R^{n+, (2.193)} sup x0∈Rn+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−n−2λΨ(ρ, v, p, x0) 6 c⟨F ⟩2λ,}R^{n+, λ ∈ (0, 1) (2.203)} Ocenki (2.21), (2.19_3) pozvolØ¸t primenit~ teoremu Stampakkia k operatoram T_k, k = 1, . . . , n sopostavlØ¸wim tenzoru

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 125

F ∈ L_2(R^n_+) proizvodnye v_{,k} rexeniØ v, p zadaqi v R^n_+, podqinØ-

¸wegosØ neravenstvu (2.21), a takße k operatoru T_0 : F → p. �to garantiruet ocenki ‖ ∇v ‖ s,Rn+^{+ ‖p‖}s,Rn+^{6 c(s)‖F ‖}s,Rn+^{(2.23)} pri l¸bom s ∈ [2, ∞).

Rassußdenie, provedennoe v §1 posle neravenstva (1.27_2), spravedlivo i dlØ oblasti R^n_+. BlagodarØ emu iz (2.23) dlØ

s ∈ [2, ∞) sledu¸t takie ße neravenstva i dlØ s ∈ (1, 2).

Podytoßim sdelannoe:

Teorema 2.5. DlØ rexeniØ v, p sistemy (2.3) spravedlivy nera-

venstva (2.18_k), (2.19_k), (2.20_k), k = 1, 2, 3, a takße ocenki (2.23), s l¸bym s ∈ (1, ∞).

Ustanovlennye nami rezux~taty o rexeniØh sistemy (2.3) pozvolØ¸t poluqit~ dlØ rexeniØ v, p sistemu (2.1) ocenki raznyh norm ∇^2v i ∇p qerez takie ße normy dlØ f. DelaetsØ ffto sledu¸wim obrazom. Iz sistemy (2.1) dlØ v, p sledu¸t sistemy −Δv_{,α} + ∇p_{,α} = f_{,α}, div v_{,α} = 0, v_{,α} | Γ = 0 (2.24)

pri l¸bom α = 1, . . . , n − 1. To est~ funkcii v_{,α}, p_{,α} ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy vida (2.3) s F = (F^{(α)}_{ij} ), F^{(α)}_{ij} = f_{i,α}δ^i_j . Pofftomu dlØ v_{,α}, p_{,α} spravedlivy vse neravenstva, dokazannye nami vyxe dlØ rexeniæ v, p sistemy (2.3) s F = (F^{(α)}_{ij} ). My vypixem niße qasti iz nih, no snaqala otmetim sledu¸wiæ vaßnyæ fakt.

Zameqanie 2.1. Esli dlØ ∇v,α, p,α, α = 1, . . . , n−1 promaßoriro-

vany kakie-libo normy ‖ · ‖ ili funkcionaly tipa Φ(ρ, ∇_{,α}, p_{,α}), opredelØ¸wie kakim-libo polunormy, to takie ße maßoranty spravedlivy i dlØ norm (funkcionalov) v_{k,nn}, k = 1, . . . , n, p_{,n}. �to obuslovleno tem, qto uravneniØ sistemy (2.3) pozvolØ¸t opredelit~ v_{,nn} i p_{,n} kak lineænye kombinacii ∇v_{,α} i p_{,α}. Deæstvitel~no, oni da¸t sledu¸wee: v_{n,nn} = n−1∑ α=1 v_{α,αn}, (2.21_1)

p_{,n} = Δv_n + f_n, (2.25_2) v_{α,nn} = − n−1∑ β=1 v_{α,ββ} + p_{,α} − f_α, (2.21_3)

126 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN i potomu ‖ v_{n,nn} ‖ 6^{n−1∑}_{α=1}^‖vα,αn^‖,^‖p,n^‖ 6^{n∑}_{i=1}^‖vn,ii^‖ +^‖fn^‖, i ‖ v_{α,nn} ‖ 6^{n−1∑}_{β=1}^‖vα,ββ^‖ +^‖p,α^‖ +^‖fn^‖. Takie ße neravenstva verny i dlØ polunorm, v tom qisle i dlØ

Φ^{1/2}( · ). Vypixem lix~ qast~ ocenok, spravedlivyh dlØ rexeniæ

v, p zadaqi (2.1).

Teorema 2.6. DlØ rexeniØ v, p zadaqi (2.1) v R^n_+ s f ∈ L2(R^n_+)

spravedlivy ocenki: sup x0∈R^n+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−2μ n∑}k=1^{Ψ(ρ, v,k, p,k, x0) 6} 6 c^{( 1}_{n − 2μ}^)m^2(f, μ), μ ∈ (0, n/2), (2.26) sup x0∈Rn+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−n n∑}k=1^{Φ(ρ, v,k, p,k, x0) 6 c‖f‖2∞,}R^{n+, (2.27)} sup x0∈R^n+_{ρ∈(0,2x0n]}^{ρ−n−2λ n∑}k=1^{Φ(ρ, v,k, p,k, x0) 6 c⟨f⟩2λ,}R^{n+, λ ∈ (0, 1),} (2.28) a takße pri l¸bom s ∈ (1, ∞) ocenka ‖ ∇^2v ‖ s,Rn+^{+ ‖∇p‖}s,Rn+^{6 c(s)‖f‖}s,Rn+^{. (2.29)} §3. Sistemy gidrodinamiqeskogo tipa

1. Linearizacii Modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa

ime¸t vid − n∑ k,l,m=1 A_{jklm}v_{l,km} + p_{,j} = f_j , div v = 0, j = 1, . . . , n. (3.1)

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 127 Toqnee, linearizacii MNS na proizvol~nom pole skorosteæ mogut otliqat~sØ ot (3.1) naliqiem mladxih qlenov – proizvodnyh pervogo ili nulevogo porØdka ot v = (v_1, . . . , v_n). No ffti mladxie qleny my otbrosili, ibo dlØ naxeæ glavnoæ celi – poluqeniØ koffrcitivnyh ocenok dlØ rexeniæ LMNS dostatoqno ustanovit~ takie ocenki tol~ko dlØ sistem vida (3.1). Dalee my budem

opuskat~ znak ∑ v qlenah vida^n ∑ k=1 u_kw_k. V (3.1) ispol~zovano

oboznaqenie v_{l,km} ≡ ∂^2_{xkxm} v_l i p_{,j} = ∂_{xj} p.

O sisteme (3.1) predpolagaetsØ, qto ona obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

A_{jklm} = A_{jmlk} (3.2_1) i ν_1|–|^2 6 A_{jklm}–_{jk}–_{lm} 6 ν_2|–|^2, 0 < ν_1 6 ν_2 (3.2_2)

gde – = (–lm) est~ proizvol~nyæ tenzor n × n, a |–| = (_n∑ l,m=1 – 2 lm )_{1/2} . �to svoæstvo garantiruet prinadleßnost~ (3.1) k

klassu obobwennyh fflliptiqeskih sistem. DlØ nee my dokaßem teoremy, analogiqnye teoremam §§1 i 2. Koffrcitivnye ocenki rexeniæ v, p zadaqi Dirihle dlØ sistemy (3.1) s nepreryvnymi kofffficientami A_{jklm} v proizvol~noæ oblasti Ω ⊂ R^n “skleiva- ¸tsØ” iz koffrcitivnyh ocenok rexeniæ dvuh model~nyh zadaq: zadaqi Dirihle dlØ (3.1) v R^n i zadaqi Dirihle dlØ (3.1) v R^n_+, priqem ffto dostatoqno sdelat~ dlØ sistem (3.1) s postoØnnymi kofffficientami. Imenno fftim dvum zadaqam dlØ sistemy (3.1) s postoØnnymi kofffficientami posvØwen dannyæ paragraf.

Snaqala my izuqim svoæstva rexeniæ sistem vida −A_{jklm}v_{l,km} + p_{,j} = ∂_kF_{jk}, div u = 0, j = 1, . . . , n (3.3) i odnorodnyh sistem −A_{jklm}u_{l,km} + q_{,j} = 0, div u = 0, j = 1, . . . , n. (3.4) DlØ v, p, udovletvorØ¸wih (3.3) v proizvol~noæ ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^n i kraevomu uslovi¸ v | ∂Ω = 0, verny sootnoxeniØ ( A_{jklm}v_{l,m}, η_{j,k} ) − ( p, div η ) = − ( F_{jk}, η_{j,k} ) (3.5)

128 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

pri l¸boæ η = (η_1, . . . , η_n) ∈^∘W^1_2(Ω). Iz (3.5) s η = v v silu usloviØ (3.2) sledu¸t neravenstva

ν_1 ‖ ∇v ‖_2 2,Ω 6^(Ajklmvl,m, vj,k^) = −^(Fjk, vj,k^) 6^‖F^‖_{2,Ω}^‖∇v^‖_{2,Ω}. Ots¸da imeem ocenku ‖ ∇v ‖ 2,Ω 6 ν^{−1}_1^‖F^‖_{2,Ω}. (3.61)

Ona pozvolØet primenit~ lemmu 1.1, rassmatrivaØ sistemu (3.4) kak predstavlenie ∇p v vide divergencii tenzora, summiruemosti po Ω so vtoroæ stepen~¸. �to daet ocenku ‖ p − (p)_Ω ‖ 2,Ω 6 c^‖F^‖_{2,Ω}. (3.62)

Zdes~ i dalee my ne budem otmeqat~ zavisimost~ postoØnnyh c ot n, ν^{−1}_1 i ν_2.

DlØ rexeniØ v, p sistemy (3.4) v R^n s F ∈ L_2(R^n) analogom

(3.6_k), k = 1, 2, ØvlØetsØ ocenka ‖ ∇v ‖ 2,Rn^{+ ‖p‖}2,Rn^{6 c‖F ‖}2,Rn^{. (3.7)} Ee moßno poluqit~ iz (3.6_k), k = 1, 2, approksimiruØ R^n oblastØmi K_m, m = 1, 2, . . ..

Analogom teoremy 1.1 ØvlØetsØ

Teorema 3.1. DlØ rexeniØ u, q sistemy (3.4) v l¸bom kube K1(x^0)

i koncentriqeskom emu kube K_{1/2}(x^0) spravedlivy neravenstva ‖ ∇^{k+1}u ‖_2 2,K1_/2(x0) + ‖ ∇^kq ‖_2 2,K1_/2(x0) 6 c(k)Φ(1, u, q, x 0), k = 1, 2, . . . , (3.8)

gde Φ(ρ, u, q, x^0) opredeleno v (1.5_2).

Dokazatel~stvo ee to ße, qto i teoremy 1.1, tol~ko rol~ (1.6) igraet (3.5) toqnee, toßdestvo ( A_{jklm} [ u_{l,m} − (u_{l,m})_1 ] , η_{j,k} ) − ( q − (q)_1, div η ) = 0, (3.5^′)

dlØ oblasti Ω = K_1. Sledstviem teoremy 3.1 ØvlØetsØ

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 129

Teorema 3.2. DlØ rexeniØ u, q sistemy (3.4) v kube KR(x^0) spra-

vedlivy neravenstva Ψ(ρ, u, q, x^0) 6 c ( ρ R )_n Ψ(R, u, q, x^0) (3.9_1) i Φ(ρ, u, q, x^0) 6 c ( ρ R )_{n+2} Φ(R, u, q, x^0) (3.9_2)

pri l¸bom ρ ∈ [0, R].

Funkcional Ψ(. . . ) opredelen v (1.8_3), a Φ(. . . ) v (1.5_2). Dokazatel~stvo teoremy 3.2 to ße, qto i teoremy 1.2.

DlØ rexeniæ v, p sistemy (3.3) spravedlivy analogi teorem 1.3–1.5. Ob¨edinim ih vse v odnu teoremu:

Teorema 3.3. DlØ l¸bogo rexeniØ v, p sistemy (3.3) v kube KR(x^0)

s F ∈ L_2(K_R(x^0)) i l¸bogo kuba K_ρ(x^0) s ρ ∈ (0, R] spravedlivy neravenstva (1.17_1) i (1.18_1). Esli v, p est~ rexenie sistemy (3.3) v kube K_{R0} (x^0), to pri l¸byh 0 < ρ 6 R 6 R_0 dlØ nego vernet neravenstva (1.17_3), (1.18_4) i (1.18_5).

Esli v, p ØvlØetsØ rexeniem sistemy (3.3) v R^n s F ∈ L_2(R^n), podqinØ¸wemusØ neravenstvu (3.7), to dlØ nego pri vseh 0 < ρ 6 R i vseh x^0 ∈ R^n verny neravenstva (1.17_k), k = 4, 5, i (1.18_k), k = 6, 7, 8, 9. Krome fftogo dlØ nego verny koffrcitivnye ocenki ‖ ∇v ‖ s,Rn^{+ ‖p‖}s,Rn^{6 c(s)‖F ‖}s,Rn pri l¸bom s ⊂ (1, ∞).

Dokazatel~stvo vseh fftih utverßdeniæ to ße, qto i v §1 dlØ sistemy Stoksa (1.3).

DlØ rexeniæ v, p sistemy (3.1) iz teoremy 3.3 sleduet analog teoremy 1.6, a imenno:

Teorema 3.4. DlØ rexeniØ v, p sistemy (3.1) v R^n spravedlivy

ocenki (1.38) s l¸bym s ∈ (1, ∞), a takße neravenstva (1.39) − −(1.41).

V obwem, rassußdeniØ, provedennye v §1 dlØ sistemy Stoksa v

R^n, bez kakih-libo izmeneniæ primenimy i k sistemam gidrodi-

namiqeskogo tipa. V sluqae ße poluprostranstva R^n_+ trebuetsØ odno nebol~xoe dopolnenie algebraiqeskogo haraktera. Ego my opixem v sledu¸wem punkte.

130 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN

2. V dannom punkte rassmotrim te ße sistemy gidrodinamiqe-

skogo tipa, qto i v p. 1, no v poluprostranstve R^n_+ pri kraevom uslovii Dirihle: v | Γ = 0.

Zapixem ih koroqe: − A∇^2v + ∇p = f, div v = 0, v | Γ = 0, (3.10)

− A∇^2v + ∇p = div F, div v = 0, v | Γ = 0, (3.11) i − A∇^2u + ∇q = 0, div u = 0, u | Γ = 0. (3.12)

DlØ nih spravedlivy vse utverßdeniØ, sformulirovannye nami v §2 dlØ sistemy Stoksa, a takße i sposoby ih dokazatel~stva. TrebuetsØ lix~ v dvuh mestah korrektirovka porØdka deæstviæ. PervaØ korrektirovka nußna v dokazatel~stve teoremy 2.1 – v vyvode ocenki (2.6) dlØ rexeniæ v, p sistemy (3.10) iz ocenok

(2.5_2), (2.5_3). Teper~ my ne moßem utverßdat~, qto iz nih i siste-

my (3.10) sleduet ocenka (2.5_4), ibo v uravnenie sistemy (3.10), soderßawee p_{,n} mogut voæti proizvodnye vida v_{k,nn}, ewe ne ocenennye nami. Pofftomu snaqala my ocenim p_{,α}, α < n, ispol~zuØ sistemy ∂_{xα} (3.10). Oni da¸t predstavleniØ dlØ ∇p_{,α} v vide summ proizvodnyh v tret~ego porØdka, ne soderßawih proizvodnyh vida ∂^3_{xn} v. BlagodarØ fftomu i neravenstvam (2.5_2) my moßem primenit~ lemmu 1.1 i poluqit~ ocenku (2.5_6), t.e. ‖ p_{,α} − (p_{,α})_{(l)} ‖_2 2,K(l) 6 cJ(l−1)(v, p). Ots¸da sleduet ocenka (2.5_7) dlØ ‖ p_{,α} ‖_2 2,K(l). Teper~ voz~mem per-

vye n − 1 uravneniæ sistemy (3.10) i zapixem ih v vide n−1∑ β=1 A_{αnβn}v_{β,nn} = − ∑ k+m<2n A_{αklm}v_{l,km} − A_{αnnn}v_{n,nn} + p_{,α} − f_α ≡ F_α, α = 1, . . . , n − 1. (3.13)

DlØ ih pravyh qasteæ F_α my uße poluqili ocenki vida ‖ F_α ‖_2 2,K(l) 6 cJ(l−1)(v, p) + cε ‖ ∇p ‖_2 2,K(l). V silu usloviØ (3.22)

sistema (3.13) odnoznaqno razrexima otnositel~no v_{β,nn}, β =

1, . . . , n − 1, i potomu dlØ fftih v_{β,nn} ime¸t mesto te ße ocenki,

qto i dlØ F_α, α = 1, . . . , n − 1. Tem samym my ocenili nußnym

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 131 obrazom vse proizvodnye ∇^2v. OstavxaØsØ proizvodnaØ p_{,n} ocenivaetsØ s pomow~¸ uravneniØ sistemy (3.10), soderßawego p_{,n}. Ocenku proizvodnyh ∇^3u, ∇^2q dlØ rexeniæ odnorodnoæ sistemy (3.12) nado provodit~ v takom porØdke: iz sdelannogo na predyduwem fftape sledu¸t ocenki dlØ proizvodnyh ∇^2u_{,α}, ∂^3_{xn} v_n i

∇q_{,α}, α = 1, . . . , n − 1. Nedostaet ocenok dlØ ∂^3_{xn} u_α i ∂^2_{xn} q. DlØ

ocenki ∂^3_{xn} u_α voz~mem sistemu (3.13) dlØ u, q (v neæ f ≡ 0), prodifferencirovannu¸ po x_n. V ee levoæ qasti vmesto v_{β,nn} budut stoØt~ ∂^3_{xn} v_β, β = 1, . . . , n − 1, a ee pravaØ qast~ uße ocenena nußnym obrazom. Pofftomu vse ∂^3_{xn} v_β, β = 1, . . . , n − 1, budut maßorirovat~sØ temi ße integralami, qto i pravye qasti. OstavxaØsØ proizvodnaØ ∂^2_{xn} q ocenivaetsØ iz poslednego uravneniØ sistemy (3.12), prodifferencirovannogo po x_n. Tak, xag za xagom oceniva¸tsØ vse ∇^{k+1}u i ∇^kq i dokazyvaetsØ

Teorema 3.5. DlØ rexeniæ u, q sistemy (3.12) v K1,y s l¸bym

y ∈ Γ spravedlivy ocenki (2.4_1).

Ee sledstviem ØvlØetsØ analog teoremy 2.2.

Teorema 3.6. DlØ rexeniæ u, q sistemy (3.12) v KR,y s l¸bymi

y ∈ Γ, R > 0 i l¸bogo K_{ρ,y} ⊂ K_{R,y} spravedlivy neravenstva (2.9_1) i (2.10_1).

S pomow~¸ fftoæ teoremy dokazyva¸tsØ analogi teorem 2.3– 2.5 rovno tak ße, kak ffto bylo sdelano v §2. Sformuliruem ih v vide odnoæ teoremy.

Teorema 3.7. DlØ rexeniæ v, p sistemy (3.11) v KR,y spravedlivy

neravenstva (2.12) i (2.13).

DlØ rexeniæ v, p sistemy (3.11) v K_{R0,y} pri l¸byh 0 6 ρ 6 R 6 R_0 verny neravenstva (2.15_1), (2.16) i (2.17).

DlØ rexeniØ v, p sistemy (3.11) v R^n_+, podqinennogo neravenstvu (2.21) verny ocenki (2.18_k), (2.19_k), (2.20_k), k = 1, 2, 3, a takße ocenka (2.23) s l¸bym s ∈ (1, ∞).

Iz fftih rezul~tatov po sistemam (3.11) vyvoditsØ nißesledu¸wiæ analog teoremy 2.6 dlØ sistem (3.10).

Teorema 3.8. DlØ rexeniØ v, p zadaqi (3.10) v R^n_+ s f ∈ L2(R^n_+)

spravedlivy ocenki (2.26)–(2.29).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy otliqaetsØ ot dokazatel~stva teoremy 2.6 lix~ ocenkoæ proizvodnyh v_{,nn}, α = 1, . . . , n − 1,

132 O. A. LADYȷENSKA˚, T. N. XILKIN i p_{,n}. DlØ sistemy Stoksa ih ocenka baziruetsØ na sootnoxeniØh (2.25_k), k = 1, 2, 3. V sluqae ße sistemy (3.11) iz nih my ispol~zuem lix~ (2.25). Ono daet vozmoßnost~ ocenit~ dlØ

v_{n,nn} te ße normy (i polunormy), qto i dlØ ∇v_{,α}, p_{,α}. Posle

fftogo ispol~zuem sootnoxeniØ (3.13). Oni pozvolØ¸t vyrazit~

v_{β,nn}, β = 1, . . . , n − 1, v vide lineænyh kombinaciæ pravyh qa-

steæ F_α, dlØ kotoryh rassmatrivaemaØ norma (ili polunorma) uße ocenena. �to ße garantiruet ßelaemu¸ ocenku dlØ v_{β,nn},

β = 1, . . . , n − 1. Nakonec, posledneæ ocenivaetsØ norma (ili po-

lunorma) dlØ proizvodnoæ p_{,n} – ona, kak vidno iz poslednego uravneniØ sistemy (3.10), est~ summa qlenov, normy (polunormy) kotoryh uße oceneny.

Takim obrazom, teoremu 3.8 moßno sqitat~ dokazannoæ.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, O nekotoryh nelineænyh zadaqah teorii sploxnyh sred. Meßdunarodnyæ Matematiqeskiæ Kogress (Tezisy dokladov po priglaxeni¸), Moskva (1966), s. 149; Mir, M. (1968), 560–573.

2. O. A. LadyßenskaØ, O novyh uravneniØh dlØ opisaniØ dvißeniæ vØzkih nesßimaemyh ßidkosteæ i razreximosti v celom dlØ nih kraevyh zadaq. — Trudy MIAN SSSR 102 (1967), 85–104.

3. O. A. LadyßenskaØ, O nekotoryh modifikaciØh uravneniØ Nav~e–Stoksa dlØ bol~xih gradientov skorosteæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 7 (1968), 125–154.

4. S Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions, II. — Comm. Pure Appl. Math. 17 (1964), 35–92.

5. V. A. Solonnikov, Ob obwih kraevyh zadaqah dlØ sistem, fflliptiqeskih v smysle Daglisa–Nirenberga. I. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 28 (1964), 665–706.

6. V. A. Solonnikov, Ob obwih kraevyh zadaqah dlØ sistem, fflliptiqeskih v smysle Daglisa–Nirenberga. II. — Trudy MIAN SSSR 92 (1966), 233–297.

7. V. A. Solonnikov, Ob ocenkah tenzora Grina dlØ nekotoryh kraevyh zadaq. — DAN SSSR 30 (1960), 988–991.

8. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. GIFML, Moskva (1961).

9. S. Campanato, Equazioni ellittiche del secondo ordine e space L2,λ. — Ann. Mat.

Pura e Appl. 69 (1965), 321–380.

10. S. Campanato, G. Stampaccia, Sulle maggiorazioni in Lp nella teoria delle equazioni ellittiche. — Boll. UMI 20 (1965), 393–399.

11. G. Stampaccia, The spaces Lp,λ, N (p,λ) and interpolation. — Ann. Sc. Norm.

Sup. Pisa 19 (1965), 443–462.

O KO�RCITIVNYH OCENKAH 133

12. M. Giaquinta, Introduction to regularity theory for nonlinear elliptic systems.

Birkhäuser, ETM Zürich (1993).

13. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O nekotoryh zadaqah vektornogo analiza i obobwennyh postanovkah kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 59 (1976), 81–116.

14. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Nauka, Moskva (1976).

Ladyzhenskaya O. A. and Shilkin T. N. On coersitive estimates for solutions to the linear systems of hydrodynamical type.

We prove local and nonlocal coersitive estimates in the spaces of Lebeque, Hölder and Morrey–Campanato for solutions of linear stationary systems of hydrodynamical type. For this purpose the technic proposed by Italian mathematicians for the study of solutions to the equations and systems of elliptic and parabolic types is developed.

Postupilo 21 aprelØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN