Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 287, 2002 g.

A. A. Ivanov

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY, IH TEORI˚ I PRIMENENIE

Nikto ne obnimet neob¨Øtnogo. Koz~ma Prutkov

Kak ponØtie prostranstva tak i ponØtie struktury, obrazu- ¸wie ponØtie prostranstvennoæ struktury, postepenno menØli svoe soderßanie ot konkretnogo, neposredstvenno sozercatel~- nogo, do abstraktnogo, special~no skonstruirovannogo. V filosofskom smysle prostranstvo est~ mnoßestvo ob¨ektov, meßdu kotorymi ime¸tsØ otnoxeniØ shodnye s obyqnymi prostranstvennymi otnoxeniØmi, struktura est~ sovokupnost~ fftih otnoxeniæ. Matematiqeskoe ponØtiØ prostranstvennoæ struktury, ohvatyva¸wee vse vozmoßnye situacii, poka ne sformulirovano, opisany lix~ nekotorye tipy takih struktur. S¸da otnosØtsØ prostranstvennye struktury geometrii i topologii, a takße nekotoryh drugih oblasteæ matematiki. Soblazitel~no, koneqno, l¸bu¸ strukturu rassmatrivat~, kak prostranstvennu¸, ime¸wu¸ krome qisto prostranstvennyh i drugie svoæstva, no ffto zavedet nas, po-vidimomu, slixkom daleko.

DlØ fftoæ knigi harakterno stremlenie k maksimal~noæ, v razumnyh predelah, obwnosti izloßeniØ materiala, otnosØwegosØ k prostranstvennym strukturam. Naprimer geometriØ evklidova prostranstva okazyvaetsØ zdes~ special~noæ qast~¸ obweæ teorii metriqeskih prostranstv. Odnako prostranstvennye struktury, izuqaemye v geometrii i drugih oblastØh matematiki, oqen~ raznoobrazny. Qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno prosmotret~ predmetnu¸ matematiqesku¸ klassifikaci¸ referativnyh ßurnalov, naprimer Zentralblatt Math., Mathematics Sub-

ject Classification 2000, ili opisanie terminov ”geometriØ”, “geo-

metriqeskiæ ob¨ekt”, “mnogoobrazie”, “prostranstvo” v Matematiqeskoæ �nciklopedii. Vse prostranstvennye struktury trudno daße prosto opisat~, pofftomu prihoditsØ qem-to ograniqit~sØ ne tol~ko po soderßani¸, no i po forme izloßeniØ. V 5

6 A. A. IVANOV fftom tome Zapisok publikuetsØ pervaØ qast~ knigi, ØvlØ¸waØsØ svoego roda vvedeniem v obwu¸ topologi¸. Tak kak imeetsØ dovol~no mnogo takogo roda vvedeniæ, poØvlenie novogo dolßno byt~ qem-to obosnovano. V svØzi s fftim sleduet imet~ v vidu nekotorye osobennosti ee soderßaniØ i stilØ izloßeniØ. Qast~ materiala izlagaetsØ detal~no, s sootvetstvu¸wimi dokazatel~stvami, qto-to opisyvaetsØ v obwih qertah s nekotorymi detalØmi, poØsnØ¸wimi sut~ dela, qast~ rezul~tatov tol~- ko upominaetsØ, a o mnogom voobwe niqego ne skazano. Sleduet takße otmetit~ suwestvennoe rasxirenie i usoverxenstvovanie sistemy ishodnyh ponØtiæ obweæ topologii.

Obyqno topologiqeskoe prostranstvo opredelØetsØ, kak nekotoroe mnoßestvo X, rassmatrivaemoe s kakoæ-to zadannoæ na nem sovokupnost~¸ τ otkrytyh mnoßestv. Zatem dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) vvoditsØ ponØtie okrestnosti toqki, zamknutogo mnoßestva, zamykaniØ i vnutrennosti proizvol~nogo mnoßestva i postepenno, xag za xagom, razvertyvaetsØ bolee ili menee obxirnaØ sistema ponØtiæ obweæ topologii. Klassiqeskim primerom takogo izloßeniØ ØvlØetsØ kniga “ObwaØ topologiØ. Osnovnye struktury” xiroko izvestnoæ serii “�lementy matematiki” N. Burbaki. Moßno zametit~, odnako, qto pri rexenii nekotoryh problem struktury otkrytyh mnoßestv okazyva¸tsØ slixkom grubymi. Bolee podhodØwimi (bolee tonkimi) okazyva¸tsØ inogda tak nazyvaemye slabo topologiqeskie i kvazitopologiqeskie struktury. Ih teoriØ ne tol~ko ton~xe, no, v nekotorom smysle, i prowe teorii topologiqeskih struktur. �to obstoØtel~stvo pozvolØet rassmatrivat~ kvazitopologiqeskie i slabo topologiqeskie prostranstva, kak ishodnye ob¨ekty teoretiko mnoßestvennoæ topologii, a ih teori¸ rassmatrivat~, kak estestvennyæ rezul~tat razvitiØ topologii i ee priloßeniæ. Tem samym, kvazitopologiqeskie i slabo topologiqeskie struktury perehodØt iz oblasti ffkzotiki v topologiqesku¸ povsednevnost~, obrazuØ vmeste s topologiqeskimi strukturami klass tak nazyvaemyh struktur nepreryvnosti. Struktury nepreryvnosti ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi prostranstvennymi strukturami, to est~ strukturami davno voxedximi v matematiqeskiæ obihod. Klassiqeskimi ØvlØ¸tsØ takße razliqnye struktury rasxireniæ. Ime¸tsØ veskie osnovaniØ vkl¸qit~ s¸da i bitopologiqeskie v smysle Kelli struktury.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 7 TeoriØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ØvlØetsØ estestvennym prodolßeniem teorii topologiqeskih prostranstv i moßet rassmatrivat~sØ, kak vvedenie v obwu¸ teori¸ bitopologiqeskih prostranstv.

V teori¸ metriqeskih prostranstv obyqno vkl¸qa¸t ne tol~ko teori¸ prostranstv s rasstoØniØmi, udovletvorØ¸wimi vsem trem aksiomam metriki, no i prostranstv s rasstoØni- Ømi, udovletvorØ¸wim bolee slabym usloviØm, i daße s rasstoØniØmi, ne ØvlØ¸wimisØ vewestvennymi qislami. Sootvetstvenno, moßno sqitat~, qto teoriØ metriqeskih prostranstv razvivalas~ v dvuh protivopoloßnyh napravleniØh, a imenno v specializacii metriqeskih prostranstv, to est~ v izuqenii prostranstv, metrika kotoryh udovletvorØet nekotorym dopolnitel~nym usloviØm, i v obobwenii metriqeskih prostranstv, to est~ v izuqenii prostranstv s obobwennymi metrikami. Oba ffti napravleniØ budut zdes~, do nekotoroæ stepeni, predstavle- ny. Krome strukturnogo podhoda, osnovoæ kotorogo ØvlØetsØ opisanie samih prostranstv, zdes~ ispol~zuetsØ i kategornyæ podhod. Termin “struktura” intuitivno Øsen sam po sebe. My govorim o strukture ob¨ekta, imeØ v vidu ego ustroæstvo – termin trebuet lix~ utoqneniØ ego opisaniØ. Termin ”kategoriØ” intuitivno menee Øsen. V pervonaqal~nom smysle ffto slovo oznaqaet kaku¸-to obwnost~ predmetov ili ponØtiæ, priqem ffta obwnost~ harakterizuetsØ ne strukturoæ samih predmetov (ponØtiæ) a svØzØmi meßdu nimi. Takim obrazom, vozmoßny dva podhoda k izuqaemym ob¨ektam: strukturnyæ i kategornyæ. Pri strukturnom podhode my rassmatrivaem struktury izuqaemyh ob¨ektov, pri kategornom – svØzi meßdu ob¨ektami, sostavlØ¸wimi kaku¸-to obwnost~.

Kategornye ponØtiØ i utverßdeniØ ØvlØ¸tsØ vaßnoæ qast~¸ obweæ teorii prostranstvennyh struktur. Ispol~zovanie kategornyh metodov pozvolØet sdelat~ bolee prozraqnymi nekotorye strukturnye ponØtiØ i utverßdeniØ, naæti i izuqit~ estestvennye svØzi meßdu prostranstvennymi strukturami, ime¸- wimi razliqnoe roishoßdenie.

8 A. A. IVANOV

Glava I

Struktury i kategorii

�tu glavu sleduet rassmatrivat~, kak vvodnu¸, soderßawu¸ nekotorye fflementy teorii struktur i teorii kategoriæ, ispol~zuemye v posledu¸wih glavah, pofftomu ee moßno v pervom qtenii propustit~, obrawaØs~ k neæ po mere nadobnosti.

§1. Struktury 1. Xkaly mnoßestv i struktury. V upomØnutoæ vyxe knige “ObwaØ topologiØ, osnovnye struktury” opisano nekotoroe ponØtie struktury. �to ponØtie moßno sformulirovat~ sledu- ¸wim obrazom.

Opredelenie. Pust~ X, X1, X2, . . . , Xn -nekotorye mnoßestva.

NaqinaØ s fftih mnoßestv, moßno obrazovat~ novye mnoßestva, primenØØ operacii proizvedeniØ mnoßestv i perehoda ot mnoßestva k mnoßestvu vseh ego podmnoßestv. Pri fftom pod proizvedeniem dvuh mnoßestv Y i Z ponima¸t mnoßestvo Y × Z = {(y, z)|y ∈ Y, z ∈ Z}, to est~ mnoßestvo vseh par (y, z), v kotoryh y – proizvol~naØ toqka mnoßestva Y , a z – proizvol~naØ toqka mnoßestva Z. Mnoßestvo vseh podmnoßestv mnoßestva Y my budem oboznaqat~ qerez P Y = {A|A ⊂ Y }. �ti operacii moßno primenit~ v l¸boæ posledovatel~nosti i v l¸bom koliqestve, poluqaØ vse novye i novye mnoßestva. Sistema mnoßestv, poluqaemyh iz bazy X, X_1, . . . , X_n operaciØmi prØmogo proizvedeniØ i perehoda k mnoßestvu podmnoßestv, osuwestvlØemyh mnogokratno v l¸bom porØdke, nazyvaetsØ xkaloæ mnoßestv s dannoæ bazoæ.

Zameqanie. Inogda odno ili neskol~ko iz fftih mnoßestv, naprimer X, budem sqita¸t osnovnymi a ostal~nye – vspomogatel~nymi mnoßestvami.

Primer. Pust~ baza sostoit iz odnogo mnoßestva X. NaqinaØ s fftogo mnoßestva, my moßem poluqit~ mnoßestva xkaly X × X, P X, X × P X, P (X × X), P (P X), i tak dalee.

Opredelenie. Budem sqitat~, qto dve bazy ffkvivalentny, esli

ot odnoæ bazy moßno pereæti k drugoæ zamenoæ vhodØwih v nee

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 9 mnoßestv, priqem osnovnoe mnoßestvo odnoæ bazy zamenØetsØ na osnovnoe mnoßestvo drugoæ.

Primer. Vse bazy, kaßdaØ iz kotoryh sostoit iz odnogo mnoßestva, ffkvivalentny.

Opredelenie. L¸baØ toqka Υ l¸bogo mnoßestva xkaly s bazoæ

X, X_1, . . . , X_n, nazyvaetsØ strukturoæ na fftoæ baze.

Zameqanie. Esli vydeleny osnovnye mnoßestva bazy, to govorØt takße, qto Υ ØvlØetsØ strukturoæ na fftih mnoßestvah. Primer. Pust~ X i Y – proizvol~nye mnoßestva, f : X −→ Y – proizvol~noe qastiqnoe mnogoznaqnye otobraßenie, F =

{(x, y)|y = f(x)} – grafik fftogo otobraßeniØ. Togda mnoßestvo F ∈ P (X ×Y ) moßno rassmatrivat~, kak strukturu otobraßeniØ

f mnoßestva X v mnoßestvo Y .

K fftomu opredeleni¸ moßno dobavit~ sledu¸wee: Opredelenie. Esli baza xkaly mnoßestv sostoit tol~ko iz

odnogo mnoßestva X, to struktura na X nazyvaetsØ vnutrenneæ.

Primer. Rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo (X, ≤), to est~ mnoßestvo, dlØ nekotoryh par (x, y) toqek kotorogo imeet mesto otnoxenie x ≤ y. Pri fftom trebuetsØ, qtoby ffto otnoxenie bylo refleksivnym, to est~ vsegda x ≤ x, i tranzitivnym, to est~ iz x ≤ y i y ≤ z sleduet x ≤ z. Netrudno zametit~, qto ffto otnoxenie opredelØetsØ vzaimno odnoznaqno mnoßestvom

S = {(x, y)|x ≤ y}, ØvlØ¸wemsØ toqkoæ mnoßestva P (X × X), to

est~ strukturoæ na X, priqem ffta struktura, kak podmnoßestvo C mnoßestva X × X, dolßna udovletvorØt~ dvum usloviØm, a imenno: 1. C ∘ C ⊂ C (zdes~ C ∘ C = {(x, z)|(x, y) ∈ C, (y, z) ∈ C}), 2. C ∩ C^{−1} = Δ (zdes~ C^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ C}, Δ = {(x, x)|x ∈ X}). UsloviØ 1 i 2 nazyva¸tsØ aksiomami struktury uporØdoqennogo mnoßestva.

�tot primer znakomit nas s odnoæ iz vnutrennih struktur. V sledu¸wem primere baza soderßit vspomogatel~noe mnoßestvo. Primer. Rassmotrim metriqeskoe prostranstvo (X, d), to est~ mnoßestvo, na kotorom dlØ l¸byh par (x, y) ego toqek opredeleno

10 A. A. IVANOV rasstoØnie d(x, y) meßdu nimi ili, kak govorØt, opredelena metrika d na X. Pri fftom trebuetsØ, qtoby vypolnØlis~ aksiomy: toßdestva (d(x, y) = 0 togda i tol~ko togda, kogda x = y), simmetrii (d(x, y) = d(y, x)) i treugol~nika (d(x, y)+d(y, z) ≤ d(x, z)). Netrudno zametit~, qto metrika d opredelØetsØ vzaimno odnoznaqno mnoßestvom M = {(x, y, d)|d(x, y) = d}, ØvlØ¸wemsØ toqkoæ mnoßestva P (X × X × R), gde R – mnoßestvo vseh vewestvennyh qisel, to est~ strukturoæ na X. �ta struktura, kak podmnoßestvo mnoßestva X ×X ×R, dolßna udovletvorØt~ trem usloviØm, a imenno:

1. (x, y, 0) ∈ M togda i tol~ko togda, kogda x = y, 2. (x, y, d) ∈ M togda i tol~ko togda, kogda (y, x, d) ∈ M , 3. esli (x_1, x_2, d_{12}) ∈ M , (x_2, x_3, d_{23}) ∈ M i (x_1, x_3, d_{13}) ∈ M , to

d_{12} + d_{23} ≤ d_{13}.

UsloviØ 1, 2, 3 nazyva¸tsØ aksiomami struktury metriqeskogo prostranstva.

Moßno zametit~, odnako, qto ne vse situacii ohvatyva¸tsØ takimi opredeleniØmi. Rassmotrim, v svØzi s fftim, sledu¸wiæ primer.

Primer. Rassmotrim kakie-nibud~ mnoßestva X i Y i ih proizvedenie Z = X × Y . Togda l¸baØ toqka iz X × Y ØvlØetsØ strukturoæ na X i, odnovremenno, strukturoæ na Y . S drugoæ storony, intuitivno Øsno, qto v nekotorom smysle, mnoßestvo

X × Y ØvlØetsØ strukturoæ razloßeniØ mnoßestva Z v prØmoe

proizvedenie, ne ØvlØØs~, koneqno, strukturoæ na Z v smysle Burbaki.

Tem ne menee my budem ponimat~ termin “struktura” v smysle Burbaki, esli ne ogovoreno protivnoe.

2. Tipy struktur, detalizacii. KaßdaØ struktura ØvlØetsØ, po opredeleni¸, toqkoæ nekotorogo mnoßestva sootvetstvu¸weæ xkaly mnoßestv.

Opredelenie. Budem govorit~, qto dve struktury ime¸t odina-

kovyæ tip esli oni mogut byt~ perevedeny v odnu i tu ße toqku nekotoroæ xkaly zamenoæ baz na ffkvivalentnu¸ im bazu.

Sredi odnotipnyh struktur moßno vydelØt~ razliqnye klassy struktur, udovletvorØ¸wih nekotorym usloviØm, nazyvaemym aksiomami sootvetstvu¸wego klassa. Pri vvedenii dopol-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 11 nitel~nyh aksiom takoæ klass sußaetsØ. V primerah predyduwego razdela figuriru¸t sootvetstvu¸wie aksiomy.

Mnoßestva kaßdoæ xkaly moßno (qastiqno) uporØdoqit~ po ih rangu.

Opredelenie. Pust~ Y1 i Y2 – mnoßestva nekotoroæ xkaly. Bu-

dem govorit~, qto rang mnoßestva Y_1 men~xe ranga mnoßestva Y_2, esli ono ØvlØetsØ promeßutoqnym mnoßestvom v processe obrazovaniØ mnoßestva Y_2. Pod rangom struktury my budem ponimat~ rang mnoßestva xkaly, kotoromu ffta struktura prinadleßit.

Vaßnym ØvlØetsØ takße ponØtie detalizacii struktur. Povidimomu, ffto skoree kategornoe qem strukturnoe ponØtie, tak kak ono svØzyvaet meßdu soboæ dve struktury. �to ponØtie estestvenno opredelØetsØ v kategornyh terminah, strukturnoe ego opisanie zatrudnitel~no. OsnovnaØ ideØ strukturnoæ detalizacii sostoit v usilenii strukturnosti togo ili inogo ob¨ekta, no sposoby takogo usileniØ mogut byt~ razliqnymi. My privedem zdes~ tol~ko nekotorye primery.

Primer. Pust~ Υ – kakaØ-nibud~ vnutrennØØ struktura na mnoßestve X. Togda paru (Υ, Υ^′), v kotoroæ Υ^′ – otliqnaØ ot Υ struktura na X, moßno rassmatrivat~, kak detalizaci¸ struktury Υ.

Primer. Pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo, struktura A ⊂ X – toqka v P X, togda struktura A^′ ⊂ A, budet detalizacieæ struktury A.

§2. Kategorii i funktory 1. Kategorii. Suwestvu¸t i budut izuqat~sØ zdes~ razliqnye klassy prostranstv i otobraßeniæ fftih prostranstv: topologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ, slabo topologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ, kvazitopologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ, prostranstva blizosti i ih otobraßeniØ, prostranstva smeßnosti i ih otobraßeniØ, prostranstva sosedstva i ih otobraßeniØ, ravnomernye prostranstva i ih otobraßeniØ, bitopologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ. Suwestvu¸t i izuqa¸tsØ mnogie drugie klassy prostranstv i ih otobraßeniæ. Vse ffti klassy ime¸t nekotorye obwie qerty, otraßennye v sledu¸wem opredelenii.

12 A. A. IVANOV

Opredelenie. Kategorieæ K nazyva¸t paru (ObK, M orK) klas-

sov, sostoØwih iz tak nazyvaemyh ob¨ektov i, sootvetstvenno, morfizmov fftoæ kategorii. Kaßdoæ pare (X, Y ) ob¨ektov sopostavlØetsØ nekotoroe mnoßestvo C(X, Y ) morfizmov ob¨ekta X v ob¨ekt Y , kaßdyæ morfizm f ∈ C(X, Y ) opredelØet odnoznaqno ob¨ekty X i Y nazyvaemye ego oblast~¸ zadaniØ i, sootvetstvenno, oblast~¸ znaqeniæ. DlØ kaßdoæ troæki X, Y, Z ob¨ektov opredeleno otobraßenie C(X, Y ) × C(Y, Z) −→ C(X, Z), sopostavlØ¸wee morfizmam f ∈ C(X, Y ) i g ∈ C(Y, Z) ih kompozici¸ gf ∈ C(X, Z). Pri fftom dolßny vypolnØt~sØ sledu¸wie usloviØ: 1. KompoziciØ morfizmov associativna, to est~ h(gf) = (hg)f dlØ l¸byh morfizmov f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y, Z), h ∈ C(X, Z). 2. DlØ l¸bogo Y ∈ ObK suwestvuet toßdestvennyæ morfizm 1_Y ∈ C(Y, Y ), ØvlØ¸wiæsØ levoæ i pravoæ ediniceæ. �to znaqit, qto 1_Y f = f dlØ kaßdogo f ∈ C(X, Y ) i h1_Y = h dlØ kaßdogo h ∈ C(Y, Z). Zameqanie. Vmesto zapisi f ∈ C(X, Y ) pol~zu¸tsØ qasto ffkvivalentnymi eæ zapisØmi f : X −→ Y ili X^f−→ Y .

Vmeste s kaßdoæ kategorieæ K moßno rassmatrivat~ dvoæstvennu¸ eæ kategori¸ K^∗.

Opredelenie. Esli ob¨ektami kategorii K^∗ ØvlØ¸tsØ ob¨ekty

kategorii K, a C^∗(X, Y ) = C(Y, X) dlØ l¸byh ob¨ektov X, Y fftih kategoriæ, to kategoriØ K^∗ nazyvaetsØ dvoæstvennoæ k kategorii K. Zameqanie. Netrudno dokazat~, qto K^∗ deæstvitel~no ØvlØetsØ kategorieæ. Perehod ot K k K^∗ poluqaetsØ prostym obraweniem strelok. Esli f : X −→ Y v K, to f : X ←− Y ili f : Y −→ X v

K^∗.

Opredelenie. KategoriØ L nazyvaetsØ podkategorieæ kategorii

K, esli kaßdyæ ob¨ekt i kaßdyæ morfizm kategorii L ØvlØetsØ ob¨ektom i, sootvetstvenno, morfizmom kategorii K. Esli pri fftom C(X, Y ) v kategorii L sovpadaet s C(X, Y ) v kategorii K, to kategoriØ L nazyvaetsØ polnoæ podkategorieæ kategorii K.

Osoboe mesto zanimet kategoriØ Set, ob¨ektami kotoroæ ØvlØ- ¸tsØ mnoßestva, a morfizmami – vse otobraßeniØ sootvetstvu- ¸wih mnoßestv.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 13 Netrudno proverit~, qto topologiqeskie prostranstva i ih nepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸. Deæstvitel~no, morfizmami v fftoæ kategorii ØvlØ¸tsØ nepreryvnye otobraßeniØ sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv. DlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva imeetsØ toßdestvennyæ morfizm, a imenno toßdestvennoe otobraßenie fftogo topologiqeskogo prostranstva na sebØ. S drugoæ storony, esli f : (X, τ ) −→

(X^′, τ^′) i f^′ : (X^′, τ^′) −→ (X^{′′}, τ^{′′}) – nepreryvnye otobraßeniØ, to f^′f : (X, τ ) −→ (X^{′′}, τ^{′′}) – nepreryvnoe otobraßeniØ. Deæstvi-

tel~no, esli G^{′′} ∈ τ^{′′}, to G^′ = (f^′)^{−1}(G^{′′}) ∈ τ^′, v silu nepreryvnosti otobraßeniØ f^′ i G = f^{−1}(G^′) ∈ τ , v silu nepreryvnosti otobraßeniØ f, pofftomu (f^′f)^{−1}(G^{′′}) = f^{−1}((f^′)^{−1}(G^{′′})) = f^{−1}(G^′) =

G ∈ τ . �to oznaqaet, qto opredelena associativnaØ kompoziciØ

sootvetstvu¸wih morfizmov.

Kategori¸ topologiqeskih prostranstv i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ obyqno oboznaqa¸t qerez Top ili T.

My moßem rassmatrivat~ takße kategori¸ Neigh okrestnostnyh prostranstv i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ, kategori¸

Dist prostranstv dalekih ot toqek mnoßestv i ih (nepreryvnyh)

otobraßeniæ, kategori¸ Cl prostranstv zamykaniØ i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ, kategori¸ Int prostranstv vnutrennosti i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ, kategori¸ Conv prostranstv shodimosti i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ, kategori¸ Filt prostranstv fil~trov i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ. Vse ffti kategorii my budem nazyvat~ prostranstvennymi kategoriØmi. Ob¨ekty takih kategoriæ my budem nazyvat~, kak obyqno, prostranstvami, ih morfizmy – otobraßeniØmi.

2. Funktory, preobrazovaniØ funktorov. SvØzi meßdu kategoriØmi osuwestvlØ¸tsØ tak nazyvaemymi funktorami, svØzi meßdu funktorami – preobrazovaniØmi funktorov.

Opredelenie. Pust~ K i K^′ – nekotorye kategorii. Sootvet-

stvie F, sopostavlØ¸wee kaßdomu ob¨ektu i kaßdomu morfizmu kategorii K, odnoznaqno opredelennyæ ob¨ekt i, sootvetstvenno, morfizm kategorii K^′, nazyvaetsØ kovariantnym (kontravariantnym) funktorom, esli kaßdomu morfizmu f : X −→ Y sootvetstvuet morfizm F(f) : F(X) −→ F(Y ) (F(f) : F(Y ) −→ F(X)), priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: 1. F(1_X ) = 1_{F(X)} dlØ kaßdogo ob¨ekta X ∈ K.

14 A. A. IVANOV

2. F(gf) = F(g)F(f) (F(gf) = F(f)F(g)) dlØ l¸boæ kompozicii gf morfizmov kategorii K.

Zameqanie. Analogiqno funkciØm neskol~kih peremennyh moßno rassmatrivat~ mnogomestnye funktory, kovariantnye po odnim peremennym i kontravariantnye po drugim. Primer. DlØ l¸boæ, rassmotrennoæ vyxe, prostranstvennoæ kategorii opredelen, tak nazyvaemyæ, stira¸wiæ funktor E, sopostavlØ¸wiæ kaßdomu prostranstvu mnoßestvo vseh ego toqek i kaßdomu otobraßeni¸ prostranstv fftoæ kategorii sootvetstvu¸wee otobraßenie mnoßestv ih toqek. S drugoæ storony moßno opredelit~ razliqnye funktory I vloßeniØ kategorii Set v proizvol~no fiksirovannu¸ prostranstvennu¸ kategori¸. Tak naprimer, na kategorii Set opredeleny funktory

I_{min} i I_{max} v kategori¸ Top, sopostavlØ¸wie kaßdomu mnoße-

stvu, opredelennoe na nem trivial~noe (kodiskretnoe) topologiqeskoe prostranstvo i, sootvetstvenno, diskretnoe topologiqeskoe prostranstvo, a kaßdomu otobraßeni¸ mnoßestv sootvetstvu¸wie otobraßeniØ fftih topologiqeskih prostranstv. Opredelenie. Pust~ F : K −→ K^′ i F^′ : K −→ K^′ – nekotorye

kovariantnye funktory. Preobrazovaniem funktora F v funktor F^′ nazyvaetsØ sootvetstvie G, sopostavlØ¸wee kaßdomu ob¨ektu kategorii K morfizm kategorii K^′ tak, qto dlØ l¸bogo morfizma f : X −→ Y v kategorii K imeet mesto sootnoxenie G(Y )F(f) = F^′(f)G(X). Zameqanie. NaglØdno, ffto sootnoxenie moßno zapisat~ dlØ l¸- bogo morfizma f : X −→ Y sledu¸weæ kommutativnoæ diagrammoæ: F(X)^{F(f)}−−−−→ F(Y ) G(X) G^{(Y )} F^′(X)^{F 0(f)} −−−−→ F^′(Y ) DlØ kontravariantnyh funktorov F i F^′ gorizontal~nye strelki budut obraweny.

Primer. V predyduwem primere byli vvedeny funktory Imin :

Set −→ Top i I_{max} : Set −→ Top. Moßno vvesti preobrazovanie G

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 15 funktora I_{max} v funktor I_{min}, vzØv v kaqestve G(X) : I_{max}(X) −→

I_{min}(X) otobraßenie, toßdestvennoe na mnoßestve X toqek fftih

topologiqeskih prostranstv.

3. Funktornye svØzi meßdu kategoriØmi. RassmatrivaØ razliqnye struktury na mnoßestvah, my vstreqalis~ s ponØtiem detalizacii struktur. V kategornoæ teorii takße est~ sootvetstvu¸wee ponØtie.

Opredelenie. KategoriØ K^′ nazyvaetsØ P-detalizacieæ katego-

rii K, esli P – funktor nakrytiØ, to est~ kaßdyæ ob¨ekt X i kaßdyæ morfizm f kategorii K ØvlØetsØ P-obrazom nekotorogo ob¨ekta X^′ i nekotorogo morfizma f^′ kategorii K^′. Ob¨ekt X^′ i morfizm f^′ nazyva¸tsØ pri fftom P-detalizaciØmi ili prosto detalizaciØmi ob¨ekta X i morfizma f. Klassy vseh takih detalizaciæ budem oboznaqat~ qerez P^{−1}(X) i P^{−1}(f).

Zameqanie. Klassy P^{−1}(X) i P^{−1}(f) nepusty. Pri fftom v kaßdom klasse P^{−1}(X) i v kaßdom klasse P^{−1}(f) moßno vvesti otnoxenie predporØdka.

Opredelenie. Poloßim X^′_1 ≤ X^′_2, esli suwestvuet takoæ mor-

fizm j^′ : X^′_2 −→ X^′_1, qto P(j^′) ØvlØetsØ toßdestvennym morfizmom X na sebØ. Poloßim f^′_1 ≤ f^′_2, esli f_1 : X^′_1 −→ Y^′_1 , f^′_2 : X^′_2 −→ Y^′_2 , X^′_1 ≤ X^′_2, Y^′_1 ≤ Y^′_2 .

Zameqanie. �to dovol~no gromozdkoe opredelenie stanovitsØ prozraqnym, esli obratit~sØ k sledu¸weæ diagramme: X^′_2^{f 02}−−−−→ Y^′_2 i^0 j^0 X^′_1^{f 01}−−−−→ Y^′_1 P-obraz fftoæ diagrammy budet otobraßeniem X^f−→ Y . Zametim, qto kommutativnost~ fftoæ diagrammy, to est~ sootnoxenie

j^′f^′_2 = f^′_1i^′, v uslovie ne vhodit.

Primer. Pust~ E : K −→ Set – stira¸wiæ funktor, priqem kaßdoe mnoßestvo ØvlØetsØ mnoßestvom toqek kakogo-nibud~ ob¨- ekta kategorii K i kaßdoe otobraßenie mnoßestv sootvetstvuet nekotoromu morfizmu ob¨ektov fftoæ kategorii. Togda kategoriØ

K ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii Set.

16 A. A. IVANOV

NarØdu s funktorami nakrytiØ, rassmatriva¸tsØ i funktory vloßeniØ.

Opredelenie. Funktor I : K −→ K^′ nazyvaetsØ funktorom vlo-

ßeniØ, esli I(X) = I(Y ) =⇒ X = Y i I(f) = I(g) =⇒ f = g. Pri fftom ob¨ekt I(X) i morfizm I(f) kategorii K^′ nazyva¸tsØ I-predstavitelØmi ili prosto predstavitelØmi ob¨ekta X i, sootvetstvenno, morfizma f kategorii K.

Suwestvu¸t svØzi meßdu kategoriØmi, ispol~zu¸wie funktory nakrytiØ i funtory vloßeniØ odnovremenno. Opredelenie. KategoriØ K nazyvaetsØ retraktom kategorii

K^′, esli naædutsØ takie funktory I : K −→ K^′ i P : K^′ −→ K, qto PI – toßdestvennyæ funktor.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto funktory I i P, figuriru¸wie v fftom opredelenii, ØvlØ¸tsØ funktorami vloßeniØ i nakrytiØ, sootvetstvenno.

Vaßnymi primerami ØvlØ¸tsØ retrakty, opredelØemye sledu¸wimi posledovatel~nostØmi nakrytiæ i vloßeniæ:

Set^P⇆_I Top^P⇆_I WTop^P⇆_I QTop^P⇆_I i Set^P⇆_I Top^P⇆_I Prox^P⇆_I Cont^P⇆_I Unif gde Set – kategoriØ mnoßestv i ih otobraßeniæ, Top – kategoriØ topologiqeskih prostranstv i ih (nepreryvnyh) otobraßeniæ,

WTop – kategoriØ slabo topologiqeskih prostranstv i ih (ne-

preryvnyh) otobraßeniæ,

QTop – kategoriØ kvazitopologiqeskih prostranstv i ih (nepre-

ryvnyh) otobraßeniæ,

Prox – kategoriØ prostranstv blizosti i ih (blizostno nepre-

ryvnyh) otobraßeniæ,

Cont – kategoriØ prostranstv smeßnosti i ih (smeßnostno ne-

preryvnyh) otobraßeniæ,

Unif – kategoriØ ravnomernyh prostranstv i ih (ravnomerno ne-

preryvnyh) otobraßeniæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 17

4. Nekotorye svoæstva detalizaciæ. Pust~ kagoriØ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K. Naliqie takoæ funktornoæ svØzi meßdu fftimi kategoriØmi pozvolØet, pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh, dokazyvat~ naliqie razliqnyh svoæstv ob¨ektov i morfizmov fftih kategoriæ. PredstavlØ¸t interes sledu¸wie predpoloßeniØ, kotorye my budem nazyvat~ aksiomami detalizaciæ.

I. L¸baØ sovokupnost~ ob¨ektov kategorii K^′, nakryva¸wih nekotoryæ ob¨ekt kategorii K, imeet toqnu¸ verhn¸¸ granicu, nakryva¸wu¸ tot ße ob¨ekt (suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov).

I^′. L¸baØ sovokupnost~ ob¨ektov kategorii K^′, nakryva¸wih

nekotoryæ ob¨ekt kategorii K, imeet toqnu¸ nißn¸¸ granicu, nakryva¸wu¸ tot ße ob¨ekt (suwestvovanie toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov).

Zameqanie. Aksiomy I i I^′ dvoæstvenny drug drugu v tom smysle, qto pri odnovremennom obrawenii strelok v kategoriØh K^′ i K, ffti aksiomy menØ¸tsØ mestami.

II. L¸baØ sovokupnost~ morfizmov kategorii K^′, nakryva¸- wih nekotoryæ morfizm kategorii K, imeet toqnu¸ verhn¸¸ granicu, nakryva¸wu¸ tot ße morfizm (suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih morfizmov).

II^′. L¸baØ sovokupnost~ morfizmov kategorii K^′, nakryva-

¸wih nekotoryæ morfizm kategorii K, imeet toqnu¸ nißn¸¸ granicu, nakryva¸wu¸ tot ße morfizm (suwestvovanie toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih morfizmov).

Zameqanie. Aksiomy II i II^′ dvoæstvenny drug drugu v tom smysle, qto pri odnovremennom obrawenii strelok v kategoriØh K^′ i K, ffti aksiomy menØ¸tsØ mestami.

III. DlØ kaßdogo morfizma kategorii K suwestvuet nakryva- ¸wiæ ego morfizm s proizvol~no fiksirovannoæ oblast~¸ znaqeniæ (suwestvovanie levyh nakrytiæ).

III^′. DlØ kaßdogo morfizma kategorii K suwestvuet nakryva-

¸wiæ ego morfizm s proizvol~no fiksirovannoæ oblast~¸ zadaniØ (suwestvovanie pravyh nakrytiæ).

Zameqanie. Aksiomy III i III^′ dvoæstvenny drug drugu v tom smysle, qto pri odnovremennom obrawenii strelok v kategoriØh

K^′ i K, ffti aksiomy menØ¸tsØ mestami.

18 A. A. IVANOV

Sledu¸wie dve aksiomy samodvoæstvenny, to est~ dvoæstvenny sami sebe.

IV. DlØ l¸boæ kompozicii gf morfizmov kategorii K l¸- boæ nakryva¸wiæ fftu kompozici¸ morfizm kategorii K^′ moßno predstavit~ v vide kompozicii g^′f^′ morfizmov, nakryva¸wih morfizmy f i g (podnØtie kompozicii).

Zameqanie. Pust~ f : X −→ Y , g : Y −→ Z. Aksioma IV utverßdaet, qto dlØ l¸byh ob¨ektov X^′, Z^′, nakryva¸wih ob¨ekty X i Z, l¸boæ morfizm w : X^′ −→ Z^′ moßno propustit~ qerez nekotoryæ ob¨ekt Y^′_0 , nakryva¸wiæ ob¨ekt Y .

V. DlØ l¸byh ob¨ektov X^′, Y^′ kategorii K^′, nakryva¸wih ob¨ekty X, Y kategorii K, otobraßenie P : C(X^′, Y^′) −→ C(X, Y ) ØvlØetsØ vloßeniem.

Ispol~zovanie teh ili inyh iz fftih aksiom pozvolØet dokazyvat~ razliqnye svoæstva detalizaciæ. V kaqestve primera takogo ispol~zovaniØ my rassmotim problemu suwestvovaniØ maksimal~nogo funktornogo vloßeniØ i minimal~nogo funktornogo vloßeniæ kategorii K v ee P-detalizaci¸ K^′.

Opredelenie. Funktor vloßenie I kategorii K v ee P-detali-

zaci¸ K^′ nazyvaetsØ maksimal~nym (minimal~nym) vloßeniem, esli I-obraz l¸bogo ob¨ekta i l¸bogo morfizma kategorii K ØvlØetsØ maksimal~nym (minimal~nym) fflementom sredi nakryva¸- wih ego ob¨ektov i, sootvetstvenno, morfizmov kategorii K^′.

Zameqanie. Esli predporØdok, kanoniqeski opredelennyæ na

P^{−1}(X), ne ØvlØetsØ porØdkom, to minimal~noe (maksimal~noe)

vloßenie opredeleno, v obwem sluqae, ne odnoznaqno.

Moßno dokazat~, pri sootvetstvu¸wih predpoloßeniØh, suwestvovanie maksimal~nogo i suwestvovanie minimal~nogo funktornogo vloßeniØ. Zametim, qto dostatoqno dokazat~ suwestvovanie odnogo iz fftih vloßeniæ – suwestvovanie vtorogo dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

Teorema. Pust~ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K. Esli

ffta detalizaciØ udovletvorØet aksiomam I, II, III i V, to suwestvuet maksimal~noe funktornoe vloßenie kategorii K v kategori¸ K^′.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 19

Dokazatel~stvo. Pust~ f : X −→ Y – proizvol~nyæ morfizm kategorii K. Togda, v silu aksiomy II, suwestvuet maksimal~- nyæ morfizm f^′_{max} : X^′ −→ Y^′, nakryva¸wiæ f.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto ob¨ekt X^′ sovpadaet s ob¨ektom X^′_{max}, suwestvu¸wim v silu aksiomy I, tak kak v protivnom sluqae budet suwestvovat~ morfizm j^′ : X^′_{max} −→ X^′, nakryva¸- wiæ morfizm 1_X i otobraßenie f^′_{max}j^′ : X^′_{max} −→ Y^′, nakryva¸- wee f, qto protivoreqit maksimal~nosti morfizma f^′_{max}.

S drugoæ storony, Y^′ = Y^′_{max}, tak kak, v protivnom sluqae, suwestvuet, v silu aksiomy III, morfizm f^′_0 : X^′_0 −→ Y^′_{max} i otobraßenie f^′_0j^′ : X^′_{max} −→ Y^′_{max}, nakryva¸wee f, qto opØt~ protivoreqit maksimal~nosti morfizma f^′_{max}.

My dokazali, takim obrazom, qto f^′_{max} : X^′_{max} −→ Y^′_{max} nakryvaet morfizm f : X −→ Y . Ostalos~ dokazat~, teper~, vypolnenie dlØ sootvetstviØ I(f) = f^′_{max} i I(X) = X^′_{max} usloviæ 1 i 2 opredeleniØ ponØtiØ funktora.

Dokaßem, qto vloßenie I perevodit toßdestvennoe otobraßenie v toßdestvennoe otobraßenie, to est~ vypolnØetsØ uslovie 1 opredeleniØ funktora. Pust~ I(X) = X^′. Togda PI(1_X ) = 1_X i

P(1_X0 ) = 1_X , otkuda, v silu aksiomy V , I(1_X ) = 1_{X′}.

Ostalos~ dokazat~ vypolnenie usloviØ 2 opredeleniØ funktora. Rassmotrim diagrammu X^f−→ Y^g−→ Z. Sootvetstvie I perevodit fftu diagrammu v diagrammu X^{′ f 0}−→ Y^{′ g0}−→ Z^′ a otobraßenie gf : X −→ Z v otobraßenie (gf)^′ : X^′ −→ Z^′. Nam ostaetsØ dokazat~, qto (gf)^′ = g^′f^′. No oba ffti morfizma ime¸t odinakovye oblasti zadaniØ, odinakovye oblasti znaqeniæ, nakryva¸t odin i tot ße morfizm i potomu, v silu aksiomy V , sovpada¸t.

Zameqanie. Pri dokazatel~stve suwestvovaniØ maksimal~nogo funktora vloßeniØ i minimal~nogo funktora vloßeniØ kategorii v ee detalizaci¸ byli ispol~zovany vse aksiomy detalizacii krome aksiomy IV. �ta aksioma ispol~zuetsØ pri dokazatel~stve nekotoryh drugih svoæstv detalizaciæ, naprimer teorem o nakrytii prØmyh proizvedeniæ i svobodnyh ob¨edineniæ.

20 A. A. IVANOV

Kategornye opredeleniØ prØmogo proizvedeniØ i svobodnogo ob¨edineniØ otliqa¸tsØ ot sootvetstvu¸wih strukturnyh opredeleniæ.

Opredelenie. PrØmym proizvedeniem v kategorii K ee ob¨ektov

X_ξ , rassmatrivaemyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, nazyvaetsØ sistema (X, p_ξ), sostoØwaØ iz nekotorogo ob¨ekta X i morfizmov p_ξ : X −→ X_ξ, opredelennyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Pri fftom dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee uslovie:

DlØ l¸boæ sistemy (Y, f_ξ ), sostoØweæ iz nekotorogo ob¨ekta Y kategorii K i ee morfizmov f_ξ : Y −→ X_ξ , naædetsØ takoæ morfizm f : Y −→ X, qto f_ξ = p_ξf dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Opredelenie. Svobodnym ob¨edineniem v kategorii K ee ob¨ek-

tov X_ξ , rassmatrivaemyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, nazyvaetsØ sistema (X, i_ξ), sostoØwaØ iz nekotorogo ob¨ekta X i morfizmov i_ξ : X_ξ −→ X, opredelennyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Pri fftom dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee uslovie:

DlØ l¸boæ sistemy (Y, f_ξ ), sostoØweæ iz nekotorogo ob¨ekta Y kategorii K i ee morfizmov f_ξ : X_ξ −→ Y , naædetsØ takoæ morfizm f : X −→ Y , qto f_ξ = fi_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto kategornye ponØtie prØmogo proizvedeniØ i svobodnogo ob¨edineniØ dvoæstvenny drug drugu. Opredelenie odnogo iz nih poluqaetsØ iz drugogo obraweniem strelok.

Teorema. Pust~ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K. Esli

ffta detalizaciØ udovletvorØet aksiomam I, II, II^′, III, IV i V, to prØmoe proizvedenie ((X, p_ξ)|ξ ∈ Ξ) ob¨ektov X_ξ v kategorii K nakryvaetsØ prØmym proizvedeniem ((X^′, p^′_ξ)|ξ ∈ Ξ) v kategorii K^′ proizvol~no fiksirovannyh detalizaciæ X^′_ξ fftih ob¨ektov.

Dokazatel~stvo. V silu aksiomy III, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ suwestvu¸t morfizmy s oblast~¸ znaqeniæ X^′_ξ, nakryva¸wie morfizm p_ξ, a v silu aksiomy II^′, suwestvuet toqnaØ nißnØØ granica takih morfizmov, nakryva¸waØ morfizm p_ξ. Oboznaqim qerez X^′ toqnu¸ verhn¸¸ granicu oblasteæ zadaniØ fftih toqnyh nißnih granic. Po postroeni¸ fftogo ob¨ekta, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ suwestvuet morfizm p^′_ξ : X^′ −→ X^′_ξ, nakryva¸wiæ morfizm p_ξ . Nam ostalos~ tol~ko dokazat~, qto ((X^′, p^′_ξ)|ξ ∈ Ξ) ØvlØetsØ prØmym

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 21 proizvedeniem ob¨ektov X^′_ξ , to est~ dlØ l¸boæ sistemy (f^′_ξ |ξ ∈ Ξ) morfizmov nekotorogo ob¨ekta Y^′ v ob¨ekty X^′_ξ naædetsØ takoæ morfizm f^′ : Y^′ −→ X^′, qto f^′_ξ = p^′_ξf^′ dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Pust~, f^′_ξ : Y^′ −→ X^′_ξ – morfizmy, opredelennye dlØ nekotorogo ob¨ekta Y^′ i vseh ξ ∈ Ξ. Togda dlØ Y = P(Y^′) i vseh

f_ξ = P(f^′_ξ ) naædetsØ takoæ morfizm f : Y −→ X, qto f_ξ = p_ξf.

V silu aksiomy IV, ffto razloßenie moßno podnØt~ v kategori¸

K^′ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, no pri fftom tol~ko kraænie ob¨ekty, to

est~ oblast~ zadaniØ Y^′ i oblast~ znaqeniæ X^′_ξ otobraßeiiØ f^′_ξ izvestny, v to vremØ kak otnositel~no promeßutoqnogo ob¨ekta, nakryva¸wego X nam izvestno tol~ko to, qto on suwestvuet. Tem ne menee, my moßem rassmotret~ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ toqnu¸ verhn¸¸ granicu takih ob¨ektov i toqnu¸ verhn¸¸ granicu po vsem

ξ ∈ Ξ fftih toqnyh nißnih granic, kotoru¸ my oboznaqim qerez X̂^′. SravnivaØ postroenie ob¨ektov X̂^′ i X^′, my zameqaem, qto X^′ ≤ X̂^′. �to sleduet iz togo, qto pri postroenii X^′ my rassma-

trivaem dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ vse morfizmy s oblast~¸ znaqeniæ

X^′_ξ , nakryva¸wie p_ξ, a pri postroenii X̂^′ – tol~ko morfizmy,

vhodØwie v nakrytie kompozicii p_ξf. My moßem rassmotret~, teper~, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ sledu¸wu¸ diagrammu: Y^{′ f̂ 0}−−−−→ X̂^{′ p̂} 0 ξ −−−−→ X^′_ξ j^0 X^′ gde p̂^′_ξf̂^′ = f^′_ξ . Po postroeni¸ ob¨ekta X^′ imeet mesto dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ otobraßenie p^′_ξ : X^′ −→ X^′_ξ, nakryva¸wee otobraßenie

p_ξ : X −→ X_ξ. Pofftomu diagramma moßet byt~ dopolnena ko-

soæ strelkoæ X^{′ p0ξ}−→ X^′_ξ . DopolnennaØ takoæ strelkoæ diagramma nakryvaet diagrammu Y^f−−−−→ X^{pξ}−−−−→ X_ξ , gde f_ξ = p_ξf.

V silu aksiomy V , morfizm j^′f̂^′_ξ ne zavisit ot ξ, tak kak on nakryvaet f, a ego oblast~ zadaniØ i oblast~ znaqeniæ fiksirovany. Oboznaqim fftot morfizm qerez f^′. Zametim, teper~,

22 A. A. IVANOV qto morfizm f^′_ξ i morfizm p^′_ξf^′, nakryva¸wie morfizm f, ime- ¸t odinakovye oblast~ zadaniØ i oblast~ znaqeniæ, a potomu sovpada¸t. Tem samym dokazano, qto f^′_ξ = p^′_ξf^′.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k svobodnym ob¨edineniØm, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

K osnovnym ponØtiØm teorii kategoriæ otnosØtsØ takße ponØtiØ monomorfizma, ffpimorfizma, vloßeniØ i naloßeniØ.

Opredelenie. Morfizm f : X −→ Y nazyvaetsØ monomorfizmom

v kategorii K, esli dlØ l¸byh morfizmov g : X^′ −→ X i h : X^′ −→ X v fftoæ kategorii iz fg = fh sleduet g = h.

Opredelenie. Morfizm f : Y −→ X nazyvaetsØ ffpimorfizmom v

kategorii K, esli dlØ l¸byh morfizmov g : X −→ X^′ i h : X −→ X^′ v fftoæ kategorii iz gf = hf sleduet g = h.

Zameqanie. PonØtiØ monomorfizma i ffpimorfizma dvoæstvenny drug drugu, tak kak odno perehodit v drugoe obraweniem strelok.

Teorema. Pust~ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K, udo-

vletvorØ¸weæ aksiomam I, III i V. Togda, esli f^′ – monomorfizm v kategorii K^′, to P(f^′) – monomorfizm v kategorii K.

Dokazatel~stvo. Pust~ f^′ : X^′_1 −→ X^′_2 ØvlØetsØ monomorfizmom v kategorii K, f = P(f^′), X_1 = P(X^′_1), X_2 = P(X^′_2), f : X_1 −→ X_2,

g : X −→ X_1, h : X −→ X_2, fg = fh. V silu aksiomy III su-

westvovaniØ levyh nakrytiæ, naædutsØ nakrytiØ morfizmov g i h, s X^′_1, kak oblast~¸ ih znaqeniæ. Voobwe govorØ ffti morfizmy mogut imet~ razliqnye oblasti zadaniæ, no vospol~zovavxis~ aksiomoæ I, my moßem naæti takie morfizmy s obweæ oblast~¸ zadaniØ. Itak, my naædem morfizmy g^′ : X^′ −→ X^′_1 i

h^′ : X^′ −→ X^′_1, nakryva¸wie f i h. Rassmotrim kompozicii f^′g^′ i f^′h^′. �ti kompozicii ime¸t odni i te ße oblasti zadaniØ i zna-

qeniæ. S drugoæ storony oni nakryva¸t odin i tot ße morfizm, tak kak po predpoloßeni¸ fg = fh. Ots¸da, v silu aksiomy V,

f^′g^′ = f^′h^′. Tak kak f^′ ØvlØetsØ monomorfizmom v kategorii K^′,

to iz predyduwego ravenstva sleduet g^′ = h^′ i potomu g = h.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k ffpimorfizmam, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 23

Teorema. Pust~ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K, udo-

vletvorØ¸weæ aksiome V, f^′ : X^′_1 −→ X^′_2, P(f^′) – monomorfizm v kategorii K. Togda f^′ – monomorfizm v kategorii K^′.

Dokazatel~stvo. Pust~ g^′ : X^′ −→ X^′_1), h^′ : X^′ −→ X^′_1), f^′g^′ =

f^′h^′. Togda P(f^′)P(g^′) = P(f^′)P(h^′) i, tak kak P(f^′) – monomor-

fizm, to P(h^′) = P(g^′). Ots¸da, v silu aksiomy V, sleduet ravenstvo h^′ = g^′.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k ffpimorfizmam, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

Opredelenie. Monomorfizm j : Y2 −→ Y1 budem nazyvat~ vloße-

niem Y_2 v Y_1, esli dlØ l¸bogo razloßeniØ j = gf, v kotorom f – ffpimorfizm, f okazyvaetsØ izomorfizmom.

Opredelenie. �pimorfizm p : Y1 −→ Y2 budem nazyvat~ naloße-

niem Y_1 na Y_2, esli dlØ l¸bogo razloßeniØ p = fg, v kotorom f – monomorfizm, f okazyvaetsØ izomorfizmom.

Zameqanie. PonØtiØ vloßeniØ i naloßeniØ dvoæstvenny drug drugu, tak kak odno perehodit v drugoe obraweniem strelok.

Teorema. Pust~ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K, udo-

vletvorØ¸weæ aksiomam I, III i V. Togda, esli j^′ – vloßenie v kategorii K^′, to P(j^′) – vloßenie v kategorii K.

Dokazatel~stvo. Pust~ j^′ : Y^′_2 −→ Y^′_1 – vloßenie v kategorii K^′. Togda morfizm j = P(j^′) : P(Y^′_2 ) −→ P(Y^′_1 ) budet monomorfizmom. Rassmotrim proizvol~noe razloßenie j = gf, v kotorom f ØvlØetsØ ffpimorfizmom. V silu aksiomy IV , ffto razloßenie moßno podnØt~ v K^′, poluqiv razloßenie j^′ = g^′f^′, v kotorom f^′ – ffpimorfizm. No togda, v silu togo qto j^′ ØvlØetsØ vloßeniem, f^′ budet izomorfizmom i, sledovatel~no, f = P(f^′) budet izomorfizmom.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k naloßeniØm, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

5. Nekotorye svoæstva retraktov. NarØdu s otmeqennymi vyxe svoæstvami detalizaciæ predstavlØ¸t opredelennyæ interes i nekotorye svoæstva kategornyh vloßeniæ, svØzannyh s detalizaciØmi. Pust~ kategoriØ K ØvlØetsØ retraktom kategorii K^′, to est~ imeetsØ i funktor detalizacii P i funktor vloßeniØ

24 A. A. IVANOV I, svØzannye drug s drugom sootnoxeniem PI –toßdestvennyæ funktor na kategorii K. Sredi funktorov vloßeniØ zdes~ osobo vydelØ¸tsØ, opisannye vyxe, maksimal~noe vloßenie i minimal~noe vloßenie, esli takovye suwestvu¸t. Byli opisany dostatoqnye usloviØ suwestvovaniØ takih vloßeniæ, odnako oni ne ØvlØ¸tsØ neobhodimymi usloviØmi. Pofftomu, izuqaØ svoæstva vloßeniæ, my budem prosto predpolagat~ suwestvovanie minimal~nogo vloßeniØ I_{min} ili suwestvovanie maksimal~nogo vloßeniØ I_{max}. Tak kak ffti vloßeniØ dvoæstvenny drug drugu, to dostatoqno izuqit~ svoæstva odnogo iz nih, naprimer minimal~nogo vloßeniØ Teorema. Pust~ kategoriØ K ØvlØetsØ (P, I)-retraktom katego-

rii K^′ priqem P udovletvorØet aksiomam III^′, IV i V, a I – minimal~noe vloßenie. Togda I( ∏ X_ξ) = ∏ I(X_ξ) dlØ l¸boæ sistemy (X_ξ |ξ ∈ Ξ) ob¨ektov kategorii K.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim prØmoe proizvedenie (X, πξ) dlØ nekotoroæ sistemy (X_ξ|ξ ∈ Ξ) ob¨ektov kategorii K i minimal~- nye vloßeniØ I(X), I(X_ξ). V silu aksiomy III^′, suwestvu¸t nakrytiØ morfizmov π_ξ s obweæ oblast~¸ zadaniØ I(X) i s oblastØmi znaqeniæ ØvlØ¸wimisØ sootvetstvu¸wimi detalizaciØmi ob¨ektov X_ξ. Tak kak I(X_ξ ) ØvlØ¸tsØ ih minimal~nymi detalizaciØmi, moßno sqitat~, qto morfizmy π_ξ : X −→ X_ξ nakryva- ¸tsØ morfizmami π^′_ξ : I(X) −→ (X_ξ). Dokaßem, qto (I(X), π_xi^′) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem ob¨ektov I(X_ξ ). Deæstvitel~- no, rassmotrim proizvol~nu¸ sistemu (f^′_ξ ) morfizmov nekotorogo ob¨ekta Y^′ v ob¨ekty I(X_ξ ). Pust~ Y = P(Y^′), f_ξ = P(f^′_ξ ) ,

f_ξ : Y −→ X_ξ, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Tak kak (X, π_ξ) ØvlØetsØ prØ-

mym proizvedeniem ob¨ektov X_ξ, naædetsØ takoe otobraßenie

f : Y −→ X, qto f_ξ = π_ξf dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. V silu aksiomy

IV vse ffti razloßeniØ moßno podnØt~ v kategori¸ K^′. Pri fftom promeßutoqnye ob¨ekty budut detalizaciØmi ob¨ekta X. Tak kak I(X) – minimal~naØ detalizaciØ, to moßno, vospol~zovavxihsØ aksiomoæ V, vffØt~ ee v kaqestve promeßutoqnogo ob¨ekta razloßeniØ f^′_ξ = ξ^′f^′.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k svobodnym ob¨edineniØm, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem. Teorema. Pust~ kategoriØ K ØvlØetsØ (P, I)-retraktom katego-

rii K^′, priqem P udovletvorØet aksiomam I^′, III^′, V, a I – mini-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 25 mal~noe vloßenie. Togda I(j) ØvlØetsØ vloßeniem v kategorii K^′ dlØ l¸bogo vloßeniØ j v kategorii K.

Dokazatel~stvo. Pust~ j : X −→ Y – nekotoroe vloßenie v kategorii K. Rassmotrim morfizm j^′ = I(j). Tak kak j – monomorfizm, to i j^′ – monomorfizm. Rassmotrim ego razloßenie

j^′ = g^′f^′, v kotorom f^′ ØvlØetsØ ffpimorfizmom. V kategorii K

fftomu razloßeni¸ sootvetstvuet razloßenie j = gf, v kotorom

g = P(g^′), f = P(f^′) – ffpimorfizm. Tak kak j ØvlØetsØ vloßeniem,

to f budet izomorfizmom, to est~ dlØ nego suwestvuet obratnyæ morfizm h, dlØ kotorogo hf i fh – toßdestvennye morfizmy. Podnimem h v K^′ tak, qto oblast~ zadaniØ morfizma h^′ sovpadaet s oblast~¸ znaqeniæ morfizma f. Togda oblast~¸ znaqeniæ fftogo morfizma budet nekotoraØ detalizaciØ ob¨ekta X, sledovatel~no, tak kak I(j) – ego minimal~naØ detalizaciØ, ee moßno rassmatrivat~ v kaqestve oblasti znaqeniæ morfizma h^′. Tak kak morfizmy f^′g^′ i g^′f^′ nakryva¸t morfizmy fg i gf ØvlØ¸- wiesØ toßdestvennymi morfizmami, to v silu aksiomy V, oni takße ØvlØ¸tsØ toßdestvennymi morfizmami i, sledovatel~no,

f^′ – izomorfizm.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema, otnosØwaØsØ k naloßeniØm, dokazyvaetsØ dvoæstvennym rassußdeniem.

26 A. A. IVANOV

Glava II

Struktury metriqeskogo tipa

My rassmotrim zdes~ nekotorye obwie soobraßeniØ, teori¸ polnoty i popolneniØ metriqeskih prostranstv, nekotorye teoremy o nepodvißnyh toqkah otobraßeniæ metriqeskih prostranstv a takße metriqesku¸ aksiomatiku evklidova prostranstva.

§1. Metriqeskie prostranstva i ih obobweniØ 1. Metriki na mnoßestvah, otkloneniØ. V processe stanovleniØ matematiki ponØtie rasstoØniØ poØvilos~ odnim iz pervyh. Kak i mnogie drugie ponØtiØ ono vozniklo v rezul~tate praktiqeskih potrebnosteæ, kak “rasstoØnie ot punkta A do punkta B”. V geometrii ono uße vyglØdelo, kak ”rasstoØnie meßdu toqkami” na prØmoæ v ploskosti i v prostranstve. V dal~neæxem okazalos~ neobhodimym rassmatrivat~ rasstoØniØ meßdu toqkami ne tol~ko v evklidovoæ geometrii, no i v proizvol~nom mnoßestve. Povidimomu vpervye oni byli opredeleny na mnoßestvah funkciæ (Frechet M. Rend. Circolo mat. Palermo, v. 22 (1906)). Pri fftom okazalos~ poleznym sohranenie dlØ takih rasstoØniæ ih obyqnyh geometriqeskih svoæstv. Tak vozniklo ponØtie metriki i metriqeskogo prostranstva.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo. Metrikoæ

na X nazyva¸t l¸bu¸ vewestvennu¸ neotricatel~nu¸ funkci¸ d(x, y) toqek x, y fftogo mnoßestva (toqek (x, y) mnoßestva X × X), udovletvorØ¸wu¸ aksiomam toßdestva, simmetrii i treugol~nika.

1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (aksioma toßdestva). 2. d(x, y) = d(y, x) (aksioma simmetrii). 3. d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z) (aksioma treugol~nika). Para (X, d) nazyvaetsØ pri fftom metriqeskim prostranstvom.

Primer. Prosteæxim primerom metriki, opredelennoæ na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve, ØvlØetsØ metrika d dlØ kotoroæ d(x, y) = { 1, esli x ≠ y 0, esli x = y.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 27

Opredelenie. Pust~ (X, d) i (X^′, d^′) – nekotorye metriqeskie

prostranstva. Otobraßenie f : X −→ X^′, sopostavlØ¸wee toqkam x mnoßestva X toqki f(x) mnoßestva X^′, nazyvaetsØ nepreryvnym v toqke x otobraßeniem, esli dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto d(x, y) < δ =⇒ d^′(f(x), f(y)) < ϵ dlØ fiksirovannogo x i proizvol~nogo y. �to otobraßenie nazyvaetsØ nepreryvnym otobraßeniem (X, d) v (X^′, d^′), esli ono nepreryvno v kaßdoæ toqke x ∈ X.

Opredelenie. Otobraßenie f : (X, d) −→ (X^′, d^′) nazyvaetsØ

ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ϵ dlØ proizvol~nyh toqek x i y.

Zameqanie. Ravnomerno nepreryvnoe otobraßenie ØvlØetsØ, v sootvetstvii s opredeleniem, nepreryvnym otobraßeniem, obratnoe, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, neverno. Primer. Pust~ f : (R, d) −→ (R, d), f(x) = x^2, d – obyqnaØ metrika qislovoæ prØmoæ, to est~ d(x, y) = |x − y|. Togda d(f(x), f(y)) =

|x^2 − y^2| = |x − y||x + y|. Kakim by malym ne bylo by poloßi-

tel~noe qislo |x − y|, qislo |x − y||x + y| moßet okazat~sØ skol~ ugodno bol~xim za sqet uveliqeniØ qisla |x + y| pri fiksirovannom |x − y|. Tem samym uslovie ravnomernoæ nepreryvnosti dlØ rassmatrivaemoæ funkcii ne vypolnØetsØ. Zametim, qto vozmoßnost~ odnovremenno menØt~ x i y dlØ dokazatel~stva suwestvenna.

Metriqeskim prostranstvam posvØwena obxirnaØ literatura, soderßawaØ mnogo razliqnyh napravleniæ. S¸da otnositsØ, preßde vsego, izuqenie svoæstv metriqeskih prostranstv, invariantnyh otnositel~no izometriæ, to est~ otobraßeniæ sohranØ¸wih rasstoØniØ. Zdes~ my nahodim i obwie ponØtiØ, takie, naprimer, kak polnota, ograniqennost~, vpolne ograniqennost~, mera nekompaktnosti ..., i konkretnye teorii, naprimer vnutrennØØ geometriØ poverhnosteæ, i otdel~nye utverßdeniØ. K teorii metriqeskih prostranstv otnositsØ takße izuqenie svoæstv metriqeskih prostranstv, sohranØ¸wihsØ pri gomeomorfizmah (vzaimno odnoznaqnyh i vzaimno nepreryvnyh otobraßeniØh) – tak nazyvaemyh topologiqekih svoæstv. Metriki igra¸t takße suwestvennu¸ rol~, pri izuqenii razliqnyh algebraiqeskih struktur. S drugoæ storony vaßnu¸ rol~ igra¸t

28 A. A. IVANOV razliqnye teoremy o nepodvißnyh toqkah otobraßeniæ metriqeskih prostranstv.

Dovol~no bystro byli vvedeny razliqnye obobweniØ ponØtiØ metriki i, sootvetstvenno, ponØtiØ metriqeskogo prostranstva. Opredelenie. Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma toßdestva za-

menØetsØ bolee slabym usloviem x = y =⇒ d(x, y) = 0, a ostal~nye aksiomy vypolnØ¸tsØ, to ee nazyva¸t psevdometrikoæ.

Opredelenie. Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma treugol~nika za-

menØetsØ bolee slabym usloviem: dlØ kaßdogo ϵ > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto d(y, z) ≤ δ =⇒ d(x, z) ≤ d(x, y) + ϵ, a ostal~nye aksiomy vypolnØ¸tsØ, to ee nazyva¸t slaboæ metrikoæ.

Zameqanie. KaßdaØ metrika ØvlØetsØ, koneqno, slaboæ metrikoæ, tak kak dlØ metriki qislo δ moßno vzØt~ ravnym qislu ϵ. Esli d(y, z) ≤ ϵ, to iz d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) sleduet d(x, z) ≤ d(x, y) + ϵ. Opredelenie. Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma simmetrii ne

obØzatel~no vypolnØetsØ, to ee nazyva¸t kvazimetrikoæ.

Opredelenie. Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma treugol~nika ne

obØzatel~no vypolnØetsØ, to ee nazyva¸t simmetrikoæ.

Opredelenie. Neotricatel~nu¸ vewestvennu¸ funkci¸ d(x, y),

x ∈ X, y ∈ X, udovletvorØ¸wu¸ edinstvennomu uslovi¸ x = y =⇒ d(x, y) = 0, nazyva¸t otkloneniem na X.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto l¸boe takoe otklonenie na X ØvlØetsØ vewestvennoæ funkcieæ na X × X, obrawa¸weæsØ v nol~ na diagonali Δ = {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X × X.

Perehod ot metrik k otkloneniØm pozvolØet pereæti k dal~- neæxemu obobweni¸ fftogo ponØtiØ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 29

Opredelenie. Pust~ Λ -proizvol~noe uporØdoqennoe mnoßestvo,

ime¸wee minimal~nyæ fflement, kotoryæ my oboznaqim qerez 0, i X - proizvol~noe mnoßestvo. Togda moßno budet rassmatrivat~ proizvol~nu¸ funkci¸ d : X × X −→ Λ, udovletvorØ¸wie edinstvennomu uslovi¸ x = y ⇐⇒ d(x, y) = 0, Taku¸ funkci¸ nazyva¸t otkloneniem. �lement d(x, y) nazyvaetsØ veliqinoæ otkloneniØ y ot x.

2. Polnota i popolnenie metriqeskih prostranstv. Pust~

(X, d) – nekotoroe metriqeskoe prostranstvo.

Vaßnu¸ rol~ v teorii metriqeskih prostranstv igra¸t tak nazyvaemye fundamental~nye posledovatel~nosti.

Opredelenie. Posledovatel~nost~ (xn|n ∈ N) toqek metriqe-

skogo prostranstva (X, d) nazyvaetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸, esli dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe n_ϵ, zavisØwee ot ϵ, qto d(x_m, x_n) < ϵ dlØ vseh m > n_ϵ, n > n_ϵ.

Opredelenie. GovorØt, qto posledovatel~nost~ (xn|n ∈ N) me-

triqeskogo prostranstva (X, d) shoditsØ k toqke x ∈ X, esli dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe n_ϵ, zavisØwee ot ϵ, qto d(x_n, x) < ϵ dlØ vseh n > n_ϵ.

Opredelenie. Metriqeskoe prostranstvo (X, d) nazyvaetsØ

polnym, esli kaßdaØ ego fundamental~naØ posledovatel~nost~ shoditsØ.

Primer 1. Prosteæximi primeram polnyh metriqeskih prostranstv ØvlØ¸tsØ prostranstva (X, d), dlØ kotoryh x ≠ y =⇒ d(x, y) = 1. V fftom primere l¸baØ fundamental~naØ posledovatel~nost~

(x_n|n ∈ N) stabiliziruetsØ, to est~ naædetsØ takaØ toqka x, qto

vse fflementy x_n fftoæ posledovatel~nosti sovpada¸t s x, naqinaØ s nekotorogo n_0. Deæstvitel~no, pust~ ϵ =^1_2 , togda naædetsØ takoe natural~noe qislo n_0, qto d(x_m, x_n) <^1_2 i pofftomu x_m = x_n dlØ vseh n > n_0, n > n_0. Inaqe govorØ, vse toqki x_n rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti sovpada¸t s toqkoæ x dlØ n > n_0, a takaØ posledovatel~nost~ shoditsØ k toqke x.

30 A. A. IVANOV

Primer 2. QislovaØ prØmaØ, to est~ metriqeskoe prostranstvo

(R, d), gde R – mnoßestvo vseh vewestvennyh qisel i d(x, y) =

|y − x|, ØvlØetsØ polnym metriqeskim prostranstvom.

Deæstvitel~no, rassmotrim l¸bu¸ fundamental~nu¸ posledovatel~nost~ (x_n|n ∈ N) qislovoæ prØmoæ. Fiksiruem kaku¸- nibud~ strogo ubyva¸wu¸ shodØwu¸sØ k nul¸ posledovatel~- nost~ (ϵ_k|k ∈ N) vewestvennyh qisel i taku¸ posledovatel~nost~

(n_k|k ∈ N), suwestvu¸wu¸ v silu fundamental~nosti posledova-

tel~nosti (x_n|n ∈ N)), qto d(x_m, x_n) < ϵ_k dlØ vseh m ⩾ n_k, n ⩾ n_k. Vse toqki x_n fftoæ posledovatel~nosti naqinaØ s x_{nk} soderßatsØ v otrezke [x_{nk} − ϵ_k, x_{nk} + ϵ_k]. Voobwe govorØ ffti otrezki ne obØzany posledovatel~no soderßat~sØ drug v druge, no perehodØ k ih pereseqeniØm my moßem poluqit~ posledovatel~nost~ otrezkov

[a_k, b_k], v kotoroæ

[a_k, b_k] = [a_{k−1}, b_{k−1}] ∩ [x_{nk} − ϵ_k, x_{nk} + ϵ_k].

�ti otrezki posledovatel~no vloßeny drug v druga, priqem ih dliny b_k − a_k ⩽ ϵ_k −→ 0. Izvestno, qto v fftom sluqae suwestvuet edinstvennoe qislo x, soderßaweesØ vo vseh fftih otrezkah. Tak kak |x − x_n| ⩽ ϵ_k dlØ vseh n > n_k, to rassmatrivaemaØ fundamental~naØ posledovatel~nost~ shoditsØ k toqke x. Primer 3. Interval (0, 1), rassmatrivaemyæ s obyqnoæ metrikoæ d(x, y) = |x − y|, ne ØvlØetsØ polnym metriqeskim prostranstvom.

DlØ dokazatel~stva fftogo rassmotrim posledovatel~nost~

(x_n|n ∈ N), v kotoroæ x_n =^1_n . �ta posledovatel~nost~ ØvlØetsØ

fundamental~noæ posledovatel~nost~¸, tak kak dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe n_0 ∈ N, qto^1_{n0} < ϵ. Togda dlØ l¸byh m > n > n_0 imeem d(x_m, x_n) = | 1 m − 1 n | = m − n mn < m mn < 1 n < ϵ, to est~ vypolnØetsØ uslovie fundamental~nosti rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti. S drugoæ storony ffta posledovatel~- nosti ne shoditsØ v intervale (0.1), ona shoditsØ v R k toqke 0, no ffta toqka ne prinadleßit intervalu (0, 1).

V svØzi s ponØtiem polnoty voznikaet sledu¸wiæ vopros. L¸boe li metriqeskoe prostranstvo moßet byt~ popolneno, to est~ vloßeno v sootvetstvu¸wee polnoe metriqeskoe prostranstvo?

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 31

Opredelenie. Esli X ⊂ X^′ i d(x, y) = d^′(x, y) dlØ vseh x i y iz X,

to govorØt, qto metriqeskoe prostranstvo (X, d) ØvlØetsØ podprostranstvom metriqeskogo prostranstva (X^′, d^′). V fftom sluqae govorØt takße, qto metriqeskoe prostranstvo (X, d) vloßeno v metriqeskoe prostranstvo (X^′, d^′).

Teorema. Kaßdoe metriqeskoe prostranstvo ØvlØetsØ podpro-

stranstvom polnogo metriqeskogo prostranstva.

Dokazatel~stvo. Pust~ (X, d) - nekotoroe metriqeskoe prostranstvo, rassmotrim sovokupnost~ vseh ego fundamental~nyh posledovatel~nosteæ i vvedem na fftom mnoßestve sledu¸wee otnoxenie ffkvivalentnosti:

(x_n|n ∈ N) ∼ (y_n|n ∈ N) ⇐⇒ dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet

takoe n_0, qto d(x_n, y_m) < ϵ dlØ vseh n > n_0 i m > n_0. Mnoßestvo vseh klassov takoæ ffkvivalentnosti oboznaqim qerez X^′. Vvedem metriku na X^′. Pust~ x̃ i ỹ – dva takih klassa ffkvivalentnosti, poloßim d^′(x̃, ỹ) = lim d(x_n, y_n)|n −→ ∞, gde

(x_n|n ∈ N) ∈ x̃, (y_n|n ∈ N) ∈ ỹ. Netrudno proverit~, qto ffto

opredelenie metriki korrektno. to est~ ne zavisit ot vybora posledovatel~nosteæ (x_n|n ∈ N) i (y_n|n ∈ N) v sootvetstvu¸wih klassah ffkvivalentnosti, a rasstoØnie d^′ udovletvorØet aksiomam refleksivnosti, simmetrii i treugol~nika. Netrudno proverit~, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ X vse shodØwiesØ k fftoæ toqke posledovatel~nosti obrazu¸t sootvetstvu¸wiæ fftoæ toqke klass x̃ ffkvivalentnosti fundamental~nyh posledovatel~nosteæ, priqem d(x, y) = d^′(x̃, ỹ). Zameniv kaßdu¸ toqku x ∈ X sootvetstvu¸wim eæ klassom ffkvivalentnosti, my moßem sqitat~, qto

X ⊂ X^′. Takim obrazom my poluqaem vkl¸qenie metriqeskogo

prostranstva (X, d) v metriqeskoe prostranstvo (X^′, d^′). Ostalos~ dokazat~, qto (X^′, d^′) – polnoe metriqeskoe prostranstvo. OsnovnaØ ideØ dokazatel~stva fftogo sostoit v tom, qto dlØ kaßdoæ fundamental~noæ posledovatel~nosti (x̃_n|n ∈ N) toqek metriqeskogo prostranstva (X^′, d^′) my moßem naæti ffkvivalentnu¸ eæ fundamental~nu¸ posledovatel~nost~ (x_n|n ∈ N) toqek metriqeskogo prostranstva (X, d). Tak kak ffta posledovatel~nos~ shoditsØ k nekotoroæ toqke prostranstva (X^′, d^′), to i ishodnaØ fundamental~naØ posledovatel~nost~ shoditsØ k fftoæ toqke. Taku¸ fundamental~nu¸ posledovatel~nost~ moßno postroit~ po kraæneæ mere dvumØ sposobami.

32 A. A. IVANOV

Vo-pervyh, my moßem dlØ kaßdoæ toqki x̃_n, ØvlØ¸weæsØ sootvetstvu¸wim klassom fundamental~nyh posledovatel~nosteæ toqek iz (X, d), proizvol~no fiksirovat~ odnu iz fftih posledovatel~nosteæ (x_{n,m}|m ∈ N i rassmotret~ dvoænu¸ posledovatel~nost~ (x_{n,m}|n ∈ N, m ∈ N). Tak kak (x̃_n|n ∈ N) ØvlØetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸, to dlØ l¸bogo ϵ > 0 naædetsØ takoe n(ϵ), qto d(x̃_n, x̃_m) < ϵ dlØ vseh n > n(ϵ), m > n(ϵ). S drugoæ storony, tak kak dlØ kaßdogo n posledovatel~nost~

(x_{n,m}|m ∈ N) ØvlØetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸,

to dlØ kaßdogo ϵ > 0 naædetsØ n(ϵ) i m(n, ϵ) takie, qto mnoßestvo M_ϵ = {x_{n,m}|n > n(ϵ), m > m(n, ϵ))} imeet diametr men~xe ϵ. �to mnoßestvo ubyvaet s umen~xeniem ϵ > 0, no nikogda ne stanovitsØ pustym. Vybrav proizvol~nu¸ posledovatel~nost~

(ϵ_k), stremØwu¸sØ k nul¸, i po toqke v kaßdom M_ϵ, my poluqim

iskomu¸ fundamental~nu¸ posledovatel~nost~.

Drugoæ variant postroeniØ fundamental~noæ poledovatel~- nosti (x_n|n ∈ N), ffkvivalentnoæ fundamental~noæ posledovatel~nosti (x̃_n|n ∈ N) sostoit v zamene kaßdoæ toqki x̃_n dostatoqno blizkoæ k neæ toqkoæ x_n iz X. �to vsegda vozmoßno. Esli sama toqka x̃_n prinadleßit X, to my poloßim x̃_n = x_n, esli ße x̃_n ne prinadleßit X, to k neæ shoditsØ nekotoraØ fundamental~naØ posledovatel~nost~ toqek iz X i my v kaqestve x_n voz~mem dostatoqno blizku¸ k x̃_n toqku fftoæ posledovatel~nosti.

3. Teoremy o nepodvißnyh toqkah. Toqka x nekotorogo mnoßestva X nazyvaetsØ nepodvißnoæ toqkoæ otobraßeniØ (operacii) T : X −→ X, esli T x = x. TeoriØ nepodvißnyh toqek imeet bol~xu¸ literaturu, soderßawu¸ raznoobraznye rezul~taty otnositel~no nepodvißnyh toqek otobraßeniæ. Zdes~ my ograniqimsØ otobraßeniØmi metriqeskih prostranstv. Budem sqitat~,qto ta ili inaØ teorema otnositsØ k teorii nepodvißnyh toqek metriqeskih prostranstv, esli ona imeet delo s nepodvißnymi toqkami, a ee usloviØ moßno sformulirovat~ v metriqeskih terminah. Suwestvuet neskol~ko knig, soderßawih bolee ili menee polnye obzory fftoæ teorii. V qastnosti, v Zapiskah Nauqnyh seminarov LOMI, tom 66, 1976 god, imeetsØ obzornaØ stat~Ø “Nepodvißnye toqki otobraßeniæ metriqeskih prostranstv”, (A. A. Ivanov, str. 5–102).

Sleduet zametit~, qto mnogie rezul~taty, otnosØwiesØ k fftoæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 33 teorii, poØvlØlis~ prosto v processe dokazatel~stva suwestvovaniØ rexeniæ razliqnyh zadaq. Pofftomu inogda byvaet trudno vyØsnit~, kogda i kem bylo dokazana ta ili inaØ teorema o nepodvißnoæ toqke. Naprimer, naqalo teorii nepodvißnyh toqek otobraßeniæ metriqeskih prostranstv obyqno svØzyva- ¸t s klassiqeskim principom Banaha sßima¸wih otobraßeniæ (1922 god), hotØ sam princip primenØlsØ i ran~xe. Banah prosto sformuliroval fftot princip, kak nekotoru¸ teoremu suwestvovaniØ i edinstvennosti nepodvißnoæ toqki.

Opredelenie. Otobraßenie T : (X, d) −→ (X, d) nazyvaetsØ

sßima¸wim otobraßeniem), esli d(T x, T y) ≤ ad(x, y) dlØ nekotorogo fiksirovannogo poloßitel~nogo neotricatel~nogo qisla a < 1 i l¸byh x, y iz X.

Teorema (princip Banaha). Sßima¸wee otobraßenie polno-

go metriqeskogo prostranstva v sebØ imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ toqku.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ i mnogih drugih teorem o nepodvißnoæ toqke osnovano na izuqenii iteracionnyh posledovatel~nosteæ ili orbit toqek (T^nx|n ∈ N), (T^nx = T (T^{n−1}x)). Pust~ d(T x, T y) ≤ ad(x, y) dlØ nekotorogo fiksirovannogo neotricatel~nogo qisla a < 1 i l¸byh x, y iz X. Rassmotrim orbitu (T^nx|n ∈ N) proizvol~no fiksirovannoæ toqki x ∈ X. OcenivaØ d(T^nx, T^{n+p}x) dlØ proizvol~nyh n i p, vospol~zuemsØ snaqala aksiomoæ treugol~nika d(T^nx, T^{n+p}x) ≤ d(T^nx, T^{n+1}x)+. . .+d(T^{n+p−1}x, T^{n+p}x), i zatem usloviem sßatiØ d(T^{n+k}x, T^{n+k+1}x) ≤ ad(T^{n+k−1}x, T^{n+k}x) ≤ . . . ≤ a^{n+k}d(x, T x). Takim obrazom poluqaem ocenku d(T^nx, T^{n+p}x) ≤ a^nd(x, T x) + . . . + a^{n+p−1}d(x, T x) = a^n 1 − a^p 1 − a ≤ a^n 1 − a Tem samym dokazano, qto iteracionnaØ posledovatel~nost~ proizvol~no fiksirovannoæ toqki x ØvlØetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸, shodØweæsØ, v silu polnoty prostranstva

34 A. A. IVANOV (X, d), k nekotoroæ toqke ξ ∈ X. Zametim teper~, qto d(T ξ, ξ) ≤ d(T ξ, T^nx) + d(ξ, T^nx) ≤ ad(ξ, T^{n−1}x) + d(ξ, T^nx) – skol~ ugodno ma-

lo dlØ dostatoqno bol~xih n i pofftomu ξ – nepodvißnaØ toqka otobraßeniØ T . Naliqie drugoæ nepodvißnoæ toqki ξ^′ protivoreqit uslovi¸ sßatiØ.

Mnogie iz avtorov dokazyvali razliqnye obobweniØ principa Banaha, zamenØØ uslovie d(T x, T y) ≤ ad(x, y) usloviØmi, soderßawimi ne tol~ko d(T x, T y) i d(x, y), no i razliqnye kombinacii rasstoØniæ d(x, T x), d(y, T y), d(x, T y), (T x, y), a takße rasstoØniæ meßdu iteraciØmi T^mx i T^ny. V kaqestve primera moßno privesti sledu¸wee utverßdenie iz upomØnutoæ vyxe obzornoæ stat~i.

Teorema. Pust~ (X, d) – polnoe metriqeskoe prostranstvo,

T : X −→ X – takoe otobraßenie, qto αd(x, y)+βd(T x, T y)+γ[d(x, T x)+d(y, T y)]+δ[d(x, T y)+d(T x, y)] ≥ 0, α + β + 2γ < min{0, −2δ}, β + γ + δ < 0. Togda T imeet nepodvißnu¸ toqku, priqem, esli α + β + 2δ < 0, to nepodvißnaØ toqka edinstvenna.

Dokazatel~stvo. Pust~ (T^nx|n ∈ N) – iteracionnaØ posledovatel~nost~ proizvol~no fiksirovannoæ toqki x ∈ X. Togda ddØ toqek x i T x budet spravedlivo neravenstvo αd(x, y)+βd(T x, T y)+γ[d(x, T x)+d(y, T y)]+δ[d(x, T y)+d(T x, y)] ≥ 0, ffkvivalentnoe neravenstvu (α + γ)d(x, T x) + (β + γ)d(T x, T^2x) + δd(x, T^2x) ≥ 0 Iz fftogo neravenstva i neravenstva

d(x, T^2x) ≤ d(x, T x) + d(T x, T^2x) (aksiomy treugol~nika)

poluqaem dlØ sluqaØ δ ≥ 0 neravenstvo (α + γ)d(x, T x) + (β + γ)d(T x, T^2x) + δ(d(x, T x) + d(T x, T^2x)) ≥ 0

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 35 ili (α + γ + δ)d(x, T x) + (β + γ + δ)d(T x, T^2x) ≥ 0. Tak kak β + γ + δ > 0, to α + γ + δ β + γ + δ d(x, T x) + d(T x, T^2x) ≤ 0 ili d(T x, T^2x) ≤ − α + γ + δ β + γ + δ d(x, T x) Zametim teper~, qto pri δ ≥ 0 uslovie α + β + 2γ < min{0, −2δ} moßno perepisat~ v vide 0 ≤ k = −^{α+γ+δ}_{β+γ+δ} < 1. Takim obrazom my poluqaem sootnoxenie d(T x, T^2x) ≤ kd(x, T x), gde 0 ≤ k < 1, otkuda sleduet, qto iterativnaØ posledovatel~nost~ (T^nx|n ∈ N) ØvlØetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸, shodØweæsØ k nekotoroæ toqke ξ. Podstaviv v ishodnoe neravenstvo T^nx vmesto x, i ξ vmesto y, poluqaem neravenstvo αd(T^nx, ξ) + βd(T T^nx, T ξ) + γ[d(T^nx, T T^nx) + d(ξ, T ξ)] + δ[d(T^nx, T ξ) + d(T T^nx, ξ)] ≥ 0. i v predele, pri n −→ ∞ poluqaem αd(ξ, ξ) + βd(ξ, T ξ) + γ[d(ξ, ξ) + d(ξ, T ξ)] + δ[d(ξ, T ξ) + d(ξ, ξ)] ≥ 0. to est~ (β + γ + δ)d(ξ, T ξ) ≥ 0. Ots¸da sleduet T ξ = ξ, tak kak (β + γ + δ) < 0, to est~ ξ ØvlØetsØ nepodvißnoæ toqkoæ otobraßeniØ ξ. Esli teper~ T ξ = ξ i T ξ_1 =

ξ_1, to podstavlØØ v osnovnoe neravenstvo ξ i ξ_1 vmesto x i y,

poluqaem neravenstvo αd(ξ, ξ_1) + βd(T ξ, T ξ_1) + γ[d(ξ, T ξ) + d(ξ_1, T ξ_1)] + δ[d(ξ, T ξ_1) + d(T ξ, ξ_1)] ≥ 0, ili (β + γ + 2δ)d(ξ, ξ_1) ≥ 0.

Ots¸da sleduet d(ξ, ξ_1) = 0, esli β + γ + 2δ < 0.

36 A. A. IVANOV

Rassmotrim teper~ sluqaæ δ ≤ 0. V fftom sluqae iz neravenstva (α + γ)d(x, T x) + (β + γ)d(T x, T^2x) + δd(x, T^2x) ≥ 0 i neravenstva d(x, T^2x) ≥ d(x, T x) − d(T x, T^2x) poluqaem neravenstvo (α + γ − δ)d(x, T x) + (β + γ + δ)d(T x, T^2x) ≥ 0. Ots¸da sleduet, v silu neravenstva β + γ + δ < 0, qto d(T x, T^2x) ≤ − α + γ − δ β + γ + δ d(x, T x) S drugoæ storony, pri δ ≤ 0, uslovie α + β + 2γ < min{0, −2δ}, perehodit v uslovie α + γ − δ + β + γ + δ < 0 i pofftomu 0 ≤ − α + γ − δ β + γ + δ < 1 Takim obrazom i v fftom sluqae iterativnaØ posledovatel~nost~

(T^nx|n ∈ N) okazyvaetsØ fundamental~noæ i shoditsØ k nekoto-

roæ toqke ξ. Tak kak pri dokazatel~stve togo, qto ξ ØvlØetsØ edinstvennoæ nepodvißnoæ toqkoæ otobraßeniØ T my ne ispol~- zovali uslovie δ ≥ 0, to ffto verno i v sluqae δ ≤ 0.

Moßno predloßit~ principial~no inoe obobwenie principa Banaha, v kotorom vmesto metriqeskogo prostranstva rassmatrivaetsØ slabo metriqeskoe prostranstvo, a uslovie sßatiØ ne menØetsØ. Dokazatel~stvo obobwennogo principa Banaha suwestvenno otliqaetsØ ot klassiqeskogo, pofftomu ono budet zdes~ privedeno.

Teorema (obobwennyæ princip Banaha). Pust~ (X, d) – polnoe

slabo metriqeskoe prostranstvo i T : X −→ X takoe otobraßenie, qto d(T x, T y) ≤ ad(x, y) dlØ l¸byh x, y iz X i fiksirovannogo a, 0 ≤ a < 1. Togda suwestvuet edinstvennaØ nepodvißnaØ toqka ξ otobraßeniØ T i (T^nx|n ∈ N) −→ ξ dlØ l¸boæ toqki x ∈ X.

Dokazatel~stvo. Imeem oqevidnoe sotnoxenie d(T^nx, T^{n+1}x) ≤

a^nd(x, T x), pofftomu (d(T^nx, T^{n+1}x)|n ∈ N) −→ 0. Ots¸da sleduet,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 37 qto predel dvoænoæ posledovatel~nosti (d(T^nx, T^mx)|n ∈ N, m ∈

N) libo ne suwestvuet, libo raven nul¸. Dopustim, qto takoæ

predel ne suwestvuet dlØ nekotoroæ toqki x_0 ∈ X. V fftom sluqae naædetsØ takoe qislo r > 0 i takie skol~ ugodno bol~xie qisla m, n, n < m, qto d(T^nx_0, T^mx_0) > r.

Fiksiruem takoe qislo ϵ > 0, qto 1 −^{2ϵ}_r > a. V silu oslablennoæ aksiomy treugol~nika naædetsØ takoe qislo δ > 0, qto d(x, z) ≤ d(x, y) + ϵ, esli d(y, z) < δ . Tak kak posledovatel~nost~ (d(T^nx, T^{n+1}x|n ∈ N) shoditsØ k nul¸, to naædetsØ takoe n_0, qto

d(T^nx_0, T^{n+1}x_0) < δ

dlØ n ≥ n_0. Togda dlØ n ≥ n_0 i m ≥ n_0

ad(T^nx_0, T^mx_0) ≥ d(T^{n+1}x_0, T^{m+1}x_0)

≥ d(T^{n+1}x_0, T^mx_0) − ϵ ≥ d(T^nx_0, T^mx_0) − 2ϵ

i pofftomu a ≥ 1 − 2ϵ d(T^nx_0, T^mx_0) ≥ 1 − 2ϵ r qto protivoreqit vyboru qisla ϵ.

§2. Aksiomatika evklidova prostranstva 1. Evklidova metrika. GeometriØ naqinalas~, kak praktiqeskaØ deØtel~nost~ po izmereni¸ zemel~nyh uqastkov i ob¨emov emkosteæ. Geometriqeskie utverßdeniØ formulirovalis~ togda v vide pravil. Nakopleni¸ takih utverßdeniæ sposobstvovalo ispol~zovanie logiqeskih rassußdeniæ, stavxih, v koneqnom sqete, neobhodimym fflementom teorii. V “Naqalah” Evklida vpervye byli izloßeny osnovy aksiomatiqeskogo metoda postroeniØ geometrii, to est~ vydeleniØ nekotoryh ishodnyh utverßdeniæ (aksiom), iz kotoryh logiqeskimi rassußdeniØmi vyvodilis~ razliqnye geometriqeskie utverßdeniØ. Po Evklidu ishodnym ponØtiem v geometrii ØvlØetsØ raznogo roda protØßennost~, pozvolØ¸waØ vvodit~ narØdu s toqkami fftoæ protØßennosti takße prØmye (dlina bez xiriny) i ploskosti (dlina i xirina bez tolwiny).

38 A. A. IVANOV

V naqale izloßeniØ geometrii Evklid daet qetyrnadcat~ ishodnyh utverßdeniæ (pØt~ iz nih byli nazvany im postulatami, a devØt~ aksiomami) otnositel~no toqek , prØmyh i ploskosteæ. PonØtie rasstoØniØ meßdu toqkami, voznikaet pozße, kak rezul~tat izmereniæ dlin otrezkov.

KlassiqeskaØ geometriØ evklidova prostranstva v izloßenii Gil~berta soderßit toße tri tipa ishodnyh ob¨ektov (toqki, prØmye, ploskosti), tri tipa ishodnyh otnoxeniæ meßdu nimi (prinadleßit, meßdu, kongruenten) i pØt~ grupp aksiom (prinadleßnosti, porØdka, kongruentnosti, parallel~nosti, nepreryvnosti), soderßawih v obweæ sloßnosti dvadcat~ aksiom.

Netrudno dokazat~, qto rasstoØnie d(x, y) v evklidovom prostranstve, ØvlØ¸weesØ neotricatel~noæ funkcieæ ego toqek, udovletvorØet aksiome toßdestva, aksiome simmetrii i aksiome treugol~nika, to est~ evklidovo prostranstvo ØvlØetsØ metriqeskim prostranstvom. MetriqeskaØ aksiomatiqeskaØ teoriØ evklidova prostranstva, dolßna byt~ osnovana na rasstoØnii meßdu toqkami, kak edinstvennom ishodnom ponØtii. V fftoæ teorii ponØtie prØmoæ i ponØtie ploskosti uße ne budut ishodnymi ponØtiØmi, oni podleßat special~nomu opredeleni¸.

Zameqanie. Perehod ot obyqnoæ aksiomatiki evklidova prostranstva k metriqeskoæ aksiomatike pozvolØet po drugomu vzglØnut~ na geometri¸, a takße rassmatrivat~ razliqnye obobweniØ evklidova prostranstva za sqet oslableniØ sootvetstvu¸wih metriqeskih aksiom.

DlØ togo qtoby dokazat~, qto ta ili inaØ metriqeskaØ sistema aksiom deæstvitel~no opredelØet evklidovo prostranstvo, dostatoqno vvesti metriqeskie opredeleniØ prØmyh i ploskosteæ i dokazat~ vypolnenie dlØ toqek, prØmyh i ploskosteæ vseh aksiom evklidovoæ geometrii, naprimer v izloßenii Gil~berta. PervaØ popytka avtora postroit~ taku¸ aksiomatiku (MetriqeskaØ aksiomatika evklidova prostranstva.– GeometriØ i topologiØ 6, Zap. nauqn. semin. POMI, tom 279, 2001) okazalas~ neudaqnoæ v tom smysle, qto bylo vvedeno slixkom mnogo aksiom.

2. Lineænye mnoßestva metriqeskih prostranstv. My rassmotrim snaqala obwee ponØtie lineænogo mnoßestva v proizvol~nom metriqeskom prostranstve (X, d).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 39

Opredelenie. Pust~ A, B, C – tri toqki metriqeskogo pro-

stranstva (X, d). Budem govorit~, qto ffti toqki obrazu¸t v (X, d) lineænoe mnoßestvo, esli ±d(A, C) ± d(C, B) = d(A, B). V tom sluqae, kogda v al~ternirovannoæ summe, stoØweæ v levoæ qasti fftogo ravenstva, oba slagaemyh otliqny ot nulØ i berutsØ so znakom pl¸s, to budem govorit~, qto toqka C leßit meßdu toqkami A i B.

Zameqanie. Esli razliqnye toqki A, B, C obrazu¸t lineænoe mnoßestvo, to odna iz nih leßit meßdu dvumØ drugimi. Qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno v ravenstve ±d(A, C) ± d(C, B) = d(A, B). perenesti qlen s otricatel~nym znakom (esli takoæ est~) iz levoæ qasti v pravu¸. Zametim takße, qto inogda takie toqki nazyvalis~ raspoloßennymi prØmolineæno.

Opredelenie. Mnoßestvo nazyvaetsØ lineænym v (X, d), esli

l¸bye ego tri toqki obrazu¸t lineænoe mnoßestvo.

Opredelenie. Otrezkom [AB] s koncami A, B nazyva¸t mnoße-

stvo, sostoØwee iz toqek A, B i vseh toqek C, leßawih meßdu toqkami A i B. RasstoØnie d(A, B) meßdu toqkami A i B nazyva¸t dlinoæ otrezka [AB]. Budem oboznaqat~ fftu dlinu qerez |AB|. Zameqanie. Tak kak toqki A i B ravnopravny v opredelenii otrezka, to [AB] i [BA] oboznaqa¸t odin i tot ße otrezok. Opredelenie. PrØmoæ (linieæ) AB, prohodØweæ qerez dve toqki

A i B, nazyva¸t mnoßestvo vseh toqek, obrazu¸wih s toqkami A, B lineænye mnoßestva.

Zameqanie. Esli ukazanie na toqki A, B nesuwestvenno, to govorØt prosto o prØmoæ.

Opredelenie. Esli ne suwestvuet prØmoæ, soderßaweæ toqki

A, B, C, to govorØt, qto ffti toqki ne leßat na odnoæ prØmoæ.

40 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ A ≠ B. Luqom [AB prØmoæ AB, vyhodØwim

iz toqki A v storonu toqki B, nazyva¸t mnoßestvo, sostoØwee iz otrezka [AB] i vseh toqek C, dlØ kotoryh |AC| − |BC| = |AB|, luqom A]B prØmoæ AB, vyhodØwim iz toqki A v storonu protivopoloßnu¸ toqke B, nazyva¸t mnoßestvo, sostoØwee iz vseh toqek C, dlØ kotoryh |CB| − |CA| = |AB|. TeoriØ lineænyh mnoßestv metriqeskogo prostranstva bez dopolnitel~nyh predpoloßeniæ okazyvaetsØ dovol~no skudnoæ. Naprimer v obweæ situacii otrezok ne obØzatel~no ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {A, B, C, D}, d(A, B) = 1, d(A, C) = 3,

d(A, D) = 5, d(B, C) = 3, d(B, D) = 4, d(C, D) = 2. Netrudno pro-

verit~, qto aksiomy metriki zdes~ vypolnØ¸tsØ i [AD] = X. S drugoæ storony, mnoßestvo {B, C, D} ne ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, pofftomu zdes~ ne ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom i otrezok [AD].

Zameqanie. Iz fftogo primera sleduet, qto v obwem sluqae tri toqki mogut leßat~ na odnoæ prØmoæ i togda, kogda oni ne obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. Ispol~zuØ tot ße primer, moßno pokazat~, qto prØmaØ ne obØzatel~no ØvlØetsØ ob¨edineniem luqeæ, iduwih iz odnoæ toqki v protivopoloßnyh napravleniØh. Deæstvitel~no, v fftom primere prØmaØ AB sovpadaet s otrezkom [AB], no [CD = {C, D}, C]D = {A, C} i pofftomu AB ≠ [CD ∪ C]D. S drugoæ storony, moßno dokazat~, qto esli nekotoraØ koneqnaØ sovokupnost~ toqek obrazuet lineænoe mnoßestvo, to suwestvuet otrezok kotoromu vse ffti toqki prinadleßat, priqem ego koncami ØvlØ¸tsØ toqki rassmatrivaemogo mnoßestva. Deæstvitel~no, sredi vseh par toqek prinadleßawih fftoæ sovokupnosti est~ para s naibol~xim rasstoØniem. Oboznaqim fftu paru qerez A, B i pust~ toqka C l¸baØ drugaØ toqka rassmatrivaemoæ sovokupnosti toqek. Togda toqki A, B, C obrazu¸t lineænoe mnoßestvo i pofftomu odna iz fftih toqek leßit meßdu dvumØ drugimi. No tak kak |AB| – naibol~xaØ iz veliqin |AB|, |AC|, |BC|, to |AC| + |CB| = |AB|, to est~ C ∈ [AB]. Opredelenie. Dva mnoßestva nazyva¸tsØ lineæno sceplenny-

mi, esli ih pereseqenie sostoit ne menee qem iz dvuh toqek.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 41

Opredelenie. KoneqnaØ sistema mnoßestv v (X, d) nazyvaetsØ

lineæno sceplennoæ, esli ffti mnoßestva moßno tak perenumerovat~, vozmoßno s povtoreniØmi, qto l¸bye sosednie mnoßestva okaßutsØ lineæno sceplennymi.

Aksioma E1. Ob¨edinenie l¸boæ lineæno sceplennoæ sistemy li-

neænyh mnoßestv ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom (aksioma lineænosti).

Pri vypolnenii aksiomy E1 dlØ metriqeskogo prostranstva moßno dokazat~, qto dlØ ego otrezkov spravedlivy nekotorye svoæstva obyqnyh evklidovyh otrezkov.

Teorema. Esli dlØ nekotorogo metriqeskogo prostranstva (X, d)

vypolnØetsØ aksioma lineænosti, to ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ:

1. l¸boæ ego otrezok ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, 2. esli toqki C, D prinadleßat otrezku [AB], to [CD] ⊂ [AB], 3. ob¨edinenie dvuh lineæno sceplennyh otrezkov soderßitsØ v nekotorom otrezke, koncami kotorogo ØvlØ¸tsØ nekotorye iz koncov ishodnyh otrezkov,

4. kaßdaØ prØmaØ ØvlØetsØ ob¨edineniem vloßennyh drug v druga otrezkov.

Dokazatel~stvo. 1. Rassmotrim proizvol~nyæ otrezok [AB] fftogo metriqeskogo prostranstva. Moßno sqitat~, qto A ≠ B, tak kak odnotoqeqnoe mnoßestvo vsegda lineæno. Rassmotrim tri l¸bye toqki C, D, E fftogo otrezka. Po opredeleni¸ ot- rezka, troæki {A, C, B}, {A, D, B} i {A, E, B} ØvlØ¸tsØ lineæno sceplennymi lineænymi mnoßestvami, pofftomu, v silu aksiomy E2, lineæno ih ob¨edinenie {A, B, C, D, E} i ego podmnoßestvo

{C, D, E}. Pervyæ punkt teoremy dokazan.

2. Pust~ toqki C, D prinadleßat otrezku [AB] i M – proizvol~naØ toqka otrezka [CD]. Netrudno ponØt~, qto dostatoqno rassmotret~ sluqaæ A = C ili D = B. Rassmotrim dlØ opredelennosti sluqaæ D = B. V fftom sluqae |AC| + |CB| = |AB| i

|CM | + |M B| = |CB|, esli M ∈ [CB]. Iz fftih ravenstv poluqaem |AC|+|CM |+|M B| = |AB|, otkuda sleduet, qto |AM |+|M B| = |AB| i pofftomu M ∈ [AB]. Vtoroæ punkt teoremy dokazan.

3. Rassmotrim dva lineæno sceplennyh otrezka [AB] i [CD]. Tak kak oni ØvlØ¸tsØ lineæno sceplennymi lineænymi mnoßestvami, to ih ob¨edinenie ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom. V

42 A. A. IVANOV qastnosti ØvlØetsØ lineænym i mnoßestvo {A, B, C, D, }. No togda ffto mnoßestvo soderßitsØ v nekotorom otrezke, koncami kotorogo ØvlØ¸tsØ toqki iz {A, B, C, D, }. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto libo toqki A, B libo toqki A, D. V pervom sluqae [CD] ⊂ [AB], vo vtorom sluqae [AB] ⊂ [AD] i [CD] ⊂ [AD]. 4. Rassmotrim proizvol~nu¸ prØmu¸ AB. Netrudno zametit~, qto ona sostoit iz otrezkov, soderßawih otrezok [AB]. V silu punkta 3, kaßdye dva takih otrezka soderßatsØ v nekotorom otrezke fftoæ prØmoæ. Sredi sistem vloßennyh drug v druga otrezkov, soderßawih otrezok [AB] naædetsØ maksimal~naØ sistema, kotoru¸ my fiksiruem v dal~neæxih rassußdeniØh. Proizvol~- nyæ otrezok fftoæ sistemy oboznaqim qerez [DE]. Pust~ M – nekotoraØ toqka prØmoæ AB. Togda libo naædetsØ otrezok [DE], dlØ kotorogo |DE| ≥ |DM | i |DE| ≥ |EM | libo dlØ kaßdogo otrezka [DE] ili |DE| < |DM | ili |DE| < |EM |. V pervom sluqae

M ∈ [DE] ⊂ AB, vo vtorom ße sluqae otrezok [DE] strogo so-

derßitsØ ili v otrezke [DM ] ili v otrezke [EM ], to est~ strogo soderßitsØ, v silu punkta 3, v nekotorom otrezke soderßawem otrezok [AB], qto protivoreqit maksimal~nosti rassmatrivaemoæ sistemy otrezkov.

Vaßnym dlØ razvertyvaniØ sootvetstvu¸weæ teorii lineænosti ØvlØetsØ takße sledu¸wee uslovie.

Aksioma E2. Na kaßdoæ prØmoæ naædutsØ takie toqki A, B, qto

dlØ l¸bogo ravenstva

±d_1 ± d_2 = d(A, B), d_1 ⩾ 0, d_2 ⩾ 0,

suwestvuet toqka C, dlØ kotoroæ

d(A, C) = d_1, d(C, B) = d_2 (aksioma zapolneniØ prØmoæ).

Zameqanie. V fftoæ aksiome niqego ne skazano o edinstvennosti takoæ toqki C. V obwem sluqae, edinstvennost~ ne sleduet iz lineænosti, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X = {A, B, C, D}, d(A, B) = d(C, D) = 2, d(A, C) = d(C, B) = d(B, D) = d(D, A) = 1. Zdes~ l¸bye tri toqki sostavlØ-

¸t lineænoe mnoßestvo, tak kak odno iz rasstoØniæ meßdu nimi ravno 2, a ostal~nye dva ravny 1. S drugoæ storony, toqki C i D

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 43 leßat meßdu toqkami A i B i, odnovremenno, d(A, C) = d(A, D), d(B, C) = d(B, D). V svØzi s fftim, voznikaet ßelanie vydelit~ uslovie edinstvennosti v kaqestve samostoØtel~noæ aksioiy, qto i bylo osuwestvleno v upomØnutoæ vyxe stat~e na fftu temu. Posledu¸wiæ analiz pokazal, odnako, qto v fftom net neobhodimosti. Teorema. Esli metriqeskoe prostranstvo (X, d) udovletvorØet

aksiomam E1 i E2, to v nem vypolnØetsØ i uslovie edinstvennosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ toqki A i B – te samye toqki, o kotoryh idet req~ v aksiome E2. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto d(A, B) = 1. Dopustim, qto dlØ nekotorogo qisla d naædutsØ nesovpada¸wie toqki C i D, dlØ kotoryh d(A, C) =

d(A, D) = 1+d, d(B, C) = d(B, D) = d > 0. Tak kak prØmaØ AB ØvlØ-

etsØ lineænym mnoßestvom, soderßawim toqki B, C, D, priqem toqka B leßit meßdu toqkami C D, to d(C, D) = 2d. S drugoæ storony i toqki A, C, D prinadleßat fftoæ prØmoæ, priqem toqka A deßit meßdu toqkami C i D, pofftomu d(C, D) = 2 + 2d, qto protivoreqit predyduwemu ravenstvu d(C, D) = 2d. Sluqaæ d(A, C) = d(A, D) = d > 0, d(B, C) = d(B, D) = 1 + d rassmatrivaetsØ analogiqno. OstaetsØ sluqaæ d(A, C) = d(A, D) =

1 − d > 0, d(B, C) = d(B, D) = d > 0. Zdes~ my poluqaem 2 − 2d = 2d

i otsutstvuet protivoreqie tol~ko dlØ d =^1_2 i d(C, D) = 1. No togda my moßem rassmotret~ odnoznaqno opredelennu¸ toqku E, dlØ kotoroæ d(A, E) =^3_4 , d(E, B) =^1_4 . Toqki B, C, E leßat na prØmoæ AB, priqem d(B, C) =^1_2 , d(B, E) =^1_4 , pofftomu d(C, E) =^1_4 i, analogiqno, d(D, E) =^1_4 , otkuda sleduet, qto d(C, D) =^1_2 . No ffto protivoreqit ranee dokazannomu d(C, D) = 1.

Zameqanie. Odna aksioma E2 ne obespeqivaet lineænost~ prØmoæ. Deæstvitel~no, toqki A, B, C, D, privedennogo vyxe primera, moßno dopolnit~ do metriqeskogo prostranstva, udovletvorØ¸wego fftoæ aksiome.

Moßno dokazat~ daße bolee sil~noe utverßdenie. Teorema. L¸boe metriqeskoe prostranstvo moßno rasxirit~

do metriqeskogo prostranstva, udovletvorØ¸wego aksiome E2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~noe metriqeskoe prostranstvo (X, d). Kaßdoæ pare a, b ne sovpada¸wih toqek fftogo

44 A. A. IVANOV prostranstva sopostavim izometriqnoe qislovoæ prØmoæ mnoßestvo L_{a,b} tak, qto rasstoØnie meßdu toqkami a i b v (X, d) i v L_{a,b} sovpada¸t, a L_{a,b}∩L_a0_{,b}0 = {a, b}∩{a^′, b^′} dlØ l¸byh toqek a, b, a^′, b^′. Poloßim X^′ = ⋃ L_{a,b}, gde ob¨edinenie rasprostranØetsØ na vse a ∈ X, b ∈ X, a ≠ b. Opredelim na X^′ metriku d^′ tak, qto metriqe-

skoe prostranstvo (X, d) budet podprostranstvom metriqeskogo prostranstva (X^′, d^′).

Pust~ x ∈ L_{a,b}, x^′ ∈ L_a0_{,b}0 . My moßem rassmotret~ qetyre sum- my |xa| + d(a, a^′) + |a^′y|, |xa| + d(ab^′) + |b^′y|, |xb| + d(ba^′) + |a^′y|, |xb| + d(b, b^′) + |b^′y|, naimen~xu¸ iz ffti summ i budem sqitat~ rassto-

Øniem d^′(x, y). Netrudno dokazat~, qto d^′ ØvlØetsØ metrikoæ i sovpadaet s d na X.

V prostranstve (X^′, d^′) aksioma E2 moßet i ne vypolnØt~sØ, no ona vypolnØetsØ dlØ toqek iz X. Teper~ my moßem povtorit~ taku¸ proceduru rasxireniØ uße dlØ prostranstva (X^′, d^′), poluqiv metriqeskoe prostranstvo (X^{′′}, d^{′′}) i tak dalee. Povtoriv fftu proceduru n raz, my poluqim metriqeskoe prostranstvo

(X^{(n)}, d^{(n)}). Ob¨edinenie fftih metriqeskih prostranstv, vzØtyh

dlØ vseh n ∈ N, i budet rasxireniem prostranstva (X, d), udovletvorØ¸wim aksiome E2.

Sledstvie. Aksioma E1 ne zavisit ot aksiomy E2. Dokazatel~stvo. Rassmotrim l¸boe metriqeskoe prostranstvo, dlØ kotorogo aksioma E1 ne vypolnØetsØ. V silu predyduweæ teoremy ego moßno rasxirit~ do metriqeskogo prostranstvo, udovletvorØ¸wego aksiome E2, poluqiv metriqeskoe prostranstvo ne udovletvorØ¸wee aksiome E1.

Zameqanie. Tak kak dvuhtoqeqnoe prostranstvo udovletvorØet aksiome E1, no ne udovletvorØet aksiome E2, to aksioma E2 ne zavisit ot aksiomy E1. Tem samym aksiomy E1, E2 ne zavisØt drug ot druga.

S drugoæ storony aksiomy E1 i E2 dostatoqny dlØ postroeniØ evklidovoæ geometrii prØmoæ.

Teorema. Esli dlØ metriqeskogo prostranstva (X, d) vypolnØ-

¸tsØ aksiomy E1 i E2, to l¸baØ prØmaØ fftogo prostranstva izometriqna qislovoæ prØmoæ s obyqnoæ metrikoæ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim v X proizvol~nu¸ prØmu¸ AB i sopostavim toqkam A, B toqki ϕ(A) = 0, ϕ(B) = d(A, B) qislovoæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 45 prØmoæ. DlØ proizvol~noæ toqki M prØmoæ AB poloßim

ϕ(M ) = d(A, M ), esli M ∈ [A, B] d(A, B) + d(B, M ), esli M ∈ A[B −d(M, A), esli M ∈ A]B. �to opredelenie korrektno, tak kak aksioma E1 obespeqivaet predstavlenie prØmoæ AB v vide ob¨edineniØ A]B ∪ [AB] ∪ A[B. Iz aksiom E1 i E2 sleduetet vzaimnaØ odnoznaqnost~ otobraßeniØ ϕ i sovpadenie ϕ-obraza prØmoæ AB s R.

Otobraßenie ϕ ØvlØetsØ izometrieæ prØmoæ AB na R. Deæstvitel~no, pust~ M, N – proizvol~nye toqki iz X. Dostatoqno rassmotret~ sledu¸wie xest~ sluqaev: M ∈ A]B, N ∈ A]B ili N ∈ [AB] ili N ∈ A[B M ∈ [AB], N ∈ [AB] ili N ∈ A[B M ∈ A[B, N ∈ A[B. Vse ffti sluqai rassmatriva¸tsØ odinakovo. Naprimer, v pervom sluqae my imeem ϕ(M ) = −d(M, A), ϕ(N ) = −d(N, A). Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto d(M, A) > d(N, A), po- fftomu d(M, N ) = d(M, A) − d(N, A) = ϕ(N ) − ϕ(M ). Opredelenie. Aksiomy E1 i E2 budem nazyvat~ aksiomami li-

neænosti.

3. Ploskosti v metriqeskih prostranstvah. My rassmotrim teper~ ponØtie ploskogo mnoßestva v proizvol~nom metriqeskom prostranstve (X, d), udovletvorØ¸wem aksiomam lineænosti.

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqki A0, A1, A2 metriqesko-

go prostranstva (X, d) nahodØtsØ v obwem poloßenii, esli oni ne obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. Budem govorit~ takße, qto ffti toqki opredelØ¸t nevyroßdennyæ treugol~nik [A_0A_1A_2]. Otrezki [A_0A_1], [A_1A_2], [A_2A_0] budem nazyvat~ ego storonami, toqki A_0, A_1, A_2 – verxinami.

Zameqanie. V dal~neæxem pod treugol~nikom budem ponimat~, esli ne ogovoreno protivnoe, imenno nevyroßdennyæ treugol~- nik.

46 A. A. IVANOV

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqka M prostranstva (X,d)

prinadleßit treugol~niku [A_0A_1A_2], esli dlØ l¸boæ drugoæ toqki M^′ fftogo prostranstva imeet mesto po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih neravenstv: d(M, A_0) < d(M^′, A_0), d(M, A_1) < d(M^′, A_1), d(M, A_2) < d(M^′, A_2). Pod treugol~nikom budem ponimat~ teper~ mnoßestvo vseh prinadleßawih emu toqek.

Zameqanie. V upomØnutoæ vyxe stat~e, soderßaweæ pervonaqal~nyæ variant metriqeskoæ aksiomatiki evklidova prostranstva, uslovie prinadleßnosti toqki M treugol~niku [A_0A_1A_2] zapisyvalos~ sootnoxeniem meßdu plowadØmi sootvetstvu¸- wih treugol~nikov, a imenno |A_0A_1A_2| = |M A_1A_2| + |A_0M A_2| +

|A_0A_1M |. Tak kak plowadi treugol~nikov v evklidovom pro-

stranstve vyraßa¸tsØ qerez dliny ego storon, to ffto takße metriqeskoe uslovie, no ves~ma qastnogo vida. Evklidovost~ zaloßena zdes~ uße v opredelenii plowadi treugol~nika (v principe pod plowad~¸ treugol~nika moßno ponimat~ l¸boe vyraßenie qerez dliny ego storon, udovletvorØ¸wee sootvetstvu¸wim usloviØm). Privedennoe vyxe opredelenie osnovano na svoeobraznoæ optimal~nosti rassmatrivaemyh rasstoØniæ ot toqki M do verxin treugol~nika.

Teorema. Toqki storon treugol~nika emu prinadleßat.

Dokazatel~stvo. Pust~ toqka M prinadleßit storone [A0A1] treugol~nika [A_0A_1A_2] i M^′ – l¸baØ drugaØ toqka rassmatrivaemogo prostranstva. V silu aksiomy treugol~nika i opredeleniØ otrezka, imeet mesto neravenstvo d(A_0, M ) + d(M, A_1) ≤

d(A_0, M^′) + d(M^′, A_1), pri fftom ravenstvo budet imet~ mesto

tol~ko togda, kogda toqka M^′ ∈ [A_0A_1] i v fftom sluqae libo d(M, A_0) < d(M^′, A_0) libo d(M, A_1) < d(M^′, A_1). Esli ße

d(A_0, M ) + d(M, A_1) < d(A_0, M^′) + d(M^′, A_1), to opØt~ d(M, A_0) < d(M^′, A_0) ili d(M, A_1) < d(M^′, A_1).

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqka M prostranstva (X,d)

obrazuet s verxinami nevyroßdennogo treugol~nika [A_0A_1A_2] ploskoe (2-lineænoe) mnoßestvo, esli suwestvuet takoæ vybor simvolov “<” ili “>” v neravenstvah d(M, A_0) ≷ d(M^′, A_0), d(M, A_1) ≷ d(M^′, A_1), d(M, A_2) ≷ d(M^′, A_2), pri kotorom dlØ l¸boæ drugoæ toqki M^′ fftogo prostranstva imeet mesto po kraæneæ mere odno iz fftih neravenstv.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 47

Zameqanie. V fftom opredelenii rassmatrivaetsØ vosem~ sluqaev, sootvetstvu¸wih vyboru v kaßdom neravenstve simvola < ili simvola >. Vybor simvola < v kaßdom iz fftih treh neravenstv figuriroval v opredelenii toqek treugol~nika, pri vybore simvola > v kaßdom iz fftih neravenstv takih toqek vobwe net. Zametim ewe odno vaßnoe obstoØtel~stvo, neposredstvenno sledu¸wee iz predyduwego opredeleniØ. FiksaciØ simvolov < ili > i sootvetstvu¸wih rasstoØniæ d(M, A_0, d(M, A_1), d(M, A_2), opredelØ¸t toqku M odnoznaqno.

Opredelenie. Ploskost~¸ A0A1A2, prohodØwu¸ qerez toqki A0,

A_1, A_2, ne leßawie na odnoæ prØmoæ, budem nazyvat~ mnoßestvo vseh toqek, obrazu¸wih s toqkami A, B, C ploskie mnoßestva.

Zameqanie. Esli ukazanie na toqki A0, A1, A2 nesuwestvenno, to govorØt prosto o ploskosti.

Opredelenie. Mnoßestvo nazyvaetsØ ploskim v (X, d), esli ono

ne lineæno i l¸bye ego qetyre toqki, ne leßawie na odnoæ prØmoæ, obrazu¸t ploskoe mnoßestvo.

Opredelenie. Dva mnoßestva nazyva¸tsØ plosko sceplennymi,

esli ih pereseqenie soderßit tri toqki, ne leßawie na odnoæ prØmoæ.

Opredelenie. KoneqnaØ sistema mnoßestv v (X, d) nazyvaetsØ

plosko sceplennoæ, esli ffti mnoßestva moßno tak perenomerovat~, vozmoßno s povtoreniØmi, qto l¸bye sosednie mnoßestva okaßutsØ plosko sceplennymi.

Kak i v lineænoæ situacii, vaßnu¸ rol~ igraet sledu¸wee uslovie.

Aksioma E3. Ob¨edinenie l¸boæ plosko sceplennoæ sistemy

ploskih mnoßestv ØvlØetsØ ploskim mnoßestvom (aksioma 2- lineænosti).

Teorema. Esli dlØ metriqeskogo prostranstva (X, d) vypolnØ-

¸tsØ aksiomy 1–3, to l¸baØ ploskost~ v (X, d) ØvlØetsØ maksimal~nym ploskim mnoßestvom.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸boæ toqki M ∈ [A0A1A2] mnoßestvo

M, A_0, A_1, A_2 ØvlØetsØ ploskim mnoßestvom. DlØ proizvol~nogo

mnoßestva {M_1, M_2, M_3, M_4} ∈ [A_0A_1A_2] my moßem rassmotret~

48 A. A. IVANOV plosko sceplennu¸ sistemu ploskih mnoßestv {A_0, A_1, A_2, M_i}, i =

1, 2, 3, 4. Ob¨edinenie mnoßestv fftoæ sistemy budet, v silu ak-

siomy E3, ploskim mnoßestvom {A_0, A_1, A_2, M_1, M_2, M_3, M_4}, pofftomu budet ploskim i mnoßestvo {M_1, M_2, M_3, M_4}. Maksimal~- nost~ oqevidna.

Pust~ A_0A_1A_2 – proizvol~naØ ploskost~ metriqeskogo prostranstva (X, d), udovletvorØ¸wego aksiomam 1–3, togda prØmye A_0A_1, A_1A_2, A_2A_0, prohodØwie qerez verxiny treugol~nika

[A_0A_1A_2], razbiva¸t fftu ploskost~ na sem~ oblasteæ. KaßdaØ

iz fftih oblasteæ sostoit iz vseh toqek, opredelØemyh neravenstvami s odnim i tem ße vyborom simvolov < ili >. Odnoæ iz takih oblasteæ ØvlØetsØ sam treugol~nik [A_0A_1A_2], kaßdaØ toqka M kotorogo opredelØetsØ spravedlivost~¸ odnogo iz neravenstv

d(M, A_0) < d(M^′, A_0), d(M, A_1) < d(M^′, A_1), d(M, A_2) < d(M^′, A_2).

4. Trehmernoe lineænoe prostranstvo.

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqki A0, A1, A2, A3 metri-

qeskogo prostranstva (X, d) nahodØtsØ v obwem poloßenii, esli oni ne prinadleßat nikakoæ ego ploskosti. Budem govorit~ takße, qto ffti toqki opredelØ¸t nevyroßdennyæ tetraffdr [A_0A_1A_2A_3]. Sami ffti toqki budem nazyvat~ verxinami, pary verxin opredelØ¸t rebra, troæki verxin opredelØ¸t grani tetraffdra.

Zameqanie. V dal~neæxem pod tetraffdrom budem ponimat~, esli ne ogovoreno protivnoe, imenno nevyroßdennyæ tetraffdr.

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqka M prostranstva (X,d)

prinadleßit tetraffdru [A_0A_1A_2A_3], esli dlØ l¸boæ drugoæ toqki M^′ fftogo prostranstva imeet mesto po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih neravenstv: d(M, A_0) < d(M^′, A_0), d(M, A_1) < d(M^′, A_1), d(M, A_2) < d(M^′, A_2), d(M, A_3) < d(M^′, A_3). Pod tetraffdrom budem ponimat~ teper~ mnoßestvo vseh prinadleßawih emu toqek.

Opredelenie. Budem govorit~, qto toqka M prostranstva (X,d)

obrazuet s verxinami nevyroßdennogo tetraffdra [A_0A_1A_2A_4] 3- lineænoe mnoßestvo, esli suwestvuet takoæ vybor simvolov “<” ili “>” v neravenstvah d(M, A_0) ≷ d(M^′, A_0), d(M, A_1) ≷ d(M^′, A_1), d(M, A_2) ≷ d(M^′, A_2), d(M, A_3) ≷ d(M^′, A_3), pri kotorom

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 49 dlØ l¸boæ drugoæ toqki M^′ fftogo prostranstva imeet mesto po kraæneæ mere odno iz fftih neravenstv.

Zameqanie. V fftom opredelenii rassmatrivaetsØ xestnadcat~ sluqaev, sootvetstvu¸wih vyboru v kaßdom neravenstve simvola < ili simvola >. Vybor simvola < v kaßdom iz fftih qetyreh neravenstv figuriroval v opredelenii toqek tetraffdra, pri vybore simvola > v kaßdom iz fftih neravenstv takih toqek vobwe net. Zametim ewe odno vaßnoe obstoØtel~stvo, neposredstvenno sledu¸wee iz predyduwego opredeleniØ. FiksaciØ simvolov < ili > i sootvetstvu¸wih rasstoØniæ d(M, A_0), d(M, A_1), d(M, A_2),

d(M, A_3) opredelØ¸t toqku M odnoznaqno.

Po analogii s ponØtiem ploskosti moßno vvesti teper~ ponØtie 3-h mernoæ giperploskosti v (X, d) i giperploskosti l¸boæ razmernosti. Nas interesuet zdes~ aksiomatika obyqnogo evklidova prostranstva, pofftomu my dolßny fiksirovat~ lineænu¸ razmernost~ metriqeskogo prostranstva (X, d), vvedØ sledu¸wie aksiomy:

Aksioma E4. V (X, d) ime¸tsØ qetyre toqki, nahodØwiesØ v ob-

wem poloßenii.

Aksioma E5. Pust~ A0, A1, A2, A3 – proizvol~nye toqki v (X, d),

nahodØwiesØ v obwem poloßenii. Togda l¸baØ toqka iz (X, d) obrazuet s nimi 3-h lineænoe mnoßestvo.

Opredelenie. Metriqeskoe prostranstvo (X, d), udovletvorØ¸-

wee aksiomam E1–E5, budem nazyvat~ trehmernym lineænym prostranstvom.

Moßno predpolagat~, qto imeet mesto takße sledu¸wee utverßdenie:

Aksioma E6. Pust~ d(A, A^′) + d(A^′, O) = d(A, O), d(B, B^′) + d(B^′, O) = d(B, O), priqem vse vhodØwie s¸da rasstoØniØ otliqny ot nulØ, i d(A^′, O) d(A, O) = d(B^′, O) d(B, O) togda d(A^′, O) d(A, O) = d(B^′, O) d(B, O) = d(A^′, B^′) d(A, B) (aksioma podobiØ).

50 A. A. IVANOV

�ti xest~ aksiom ØvlØ¸tsØ sledstviØmi sistemy aksiom Gil~berta. Prisoediniv k nim aksiomu kongruentnosti uglov i aksiomu kongruentnosti treugol~nikov, my poluqim polnu¸ sistemu metriqeskih aksiom evklidova prostranstva.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 51

Glava III

Struktury nepreryvnosti

§1. Struktury topologiqeskih prostranstv.

PonØtie topologiqeskogo prostranstva, s kotorogo naqalas~ obwaØ (teoretiko-mnoßestvennaØ) topologiØ, voshodit k Hausdorfu (F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig, 1914). V dal~neæxem ffto ponØtie neodnokratno obobwalos~, formulirovalos~ v razliqnyh variantah, porodilo obxirnu¸, razvetvlennu¸ teori¸. Zdes~ budut privedeny povidimomu vse klassiqeskie obobweniØ ponØtiØ struktury topologiqeskogo prostranstva pod obwim nazvaniem struktur nepreryvnosti. 1. Struktury otkrytyh mnoßestv i zamknutyh mnoßestv. Opredelenie. Strukturoæ otkrytyh mnoßestv opredelennoæ

na mnoßestve X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu τ mnoßestv G ⊂ X, qto 1. Pereseqenie l¸bogo koneqnogo qisla mnoßestv, prinadleßawih τ , est~ mnoßestvo iz τ , 2. VsØkoe ob¨edinenie mnoßestv, prinadleßawih τ , est~ mnoßestvo iz τ .

Mnoßestvo X, rassmatrivaemoe vmeste s nekotoroæ fiksirovannoæ na nem strukturoæ τ otkrytyh mnoßestv, to est~ paru (X, τ ), nazyva¸t topologiqeskim prostranstvom. GovorØt takße, qto τ opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologi¸ (ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ) na X.

Zameqanie. Pustoe mnoßestvo ∅ i samo mnoßestvo X prinadleßat kaßdoæ strukture otkrytyh mnoßestv, opredelennoæ na X. Deæstvitel~no, ∅ est~ ob¨edinenie pustoæ sovokupnosti mnoßestv, prinadleßawih τ , tak kak ob¨edinenie mnoßestv sostoit iz toqek mnoßestva X, kaßdaØ iz kotoryh prinadleßit kakomunibud~ iz ob¨edinØemyh mnoßestv, a v fftoæ situacii takih mnoßestv net. S drugoæ storony X est~ pereseqenie pustoæ sovokupnosti mnoßestv, prinadleßawih τ , tak kak pereseqenie mnoßestv sostoit iz toqek mnoßestva X, prinadleßawih kaßdomu iz pereseka¸wihsØ mnoßestv. Odnako takih mnoßestv v fftoæ situacii voobwe net i pofftomu uslovie vypolnØetsØ dlØ vseh toqek x mnoßestva X.

52 A. A. IVANOV

�lementy sistemy τ nazyva¸tsØ pri fftom otkrytymi mnoßestvami topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). Takoe ponimanie topologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, τ ), sostoØweæ iz nekotorogo mnoßestva X i nekotoroæ sovokupnosti τ ego podmnoßestv, rassmatrivaemyh kak otkrytye mnoßestva, ØvlØetsØ v topologii obweprinØtym.

Zameqanie. S cel~¸ uproweniØ my budem qasto oboznaqat~ topologiqeskie prostranstva qerez X, X^′, Y..., opuskaØ oboznaqenie opredelennyh na fftih mnoßestvah topologiqeskih struktur.

Opredelenie. Otobraßenie f : X −→ X^′ nazyvaetsØ nepreryv-

nym otobraßeniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v topologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′), esli f^{−1}(G^′) ∈ τ dlØ kaßdogo G^′ ∈ τ^′.

Takim obrazom moßno rassmatrivat~ klass topologiqeskih prostranstv i klass ih nepreryvnyh otobraßeniæ, obrazu¸wie kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez Top ili prosto T. Prosteæximi primerami topologiqeskih struktur otkrytyh mnoßestv na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X ØvlØetsØ trivial~naØ topologiqeskaØ struktura i diskretnaØ topologiqeskaØ struktura. Trivial~naØ topologiqeskaØ struktura sostoit tol~ko iz X i ∅, diskretnaØ topologiqeskaØ struktura sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva X.

Moßno rassmatrivat~ v kaqestve sistemy mnoßestv, zada¸- wih topologi¸ na X, sootvetstvu¸wu¸ sistemu Cτ = {X \G|G ∈ τ } dopolneniæ v X do otkrytyh mnoßestv. �ti dopolneniØ na-

zyva¸tsØ zamknutymi v (X, τ ) mnoßestvami.

Opredelenie. Strukturoæ zamknutyh mnoßestv opredelennoæ

na mnoßestve X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu Cτ mnoßestv F ⊂ X, qto

1. Ob¨edinenie l¸bogo koneqnogo qisla mnoßestv, prinadleßawih Cτ , est~ mnoßestvo iz Cτ .

2. VsØkoe pereseqenie mnoßestv, prinadleßawih Cτ , est~ mnoßestvo iz Cτ .

Zameqanie. Struktury otkrytyh mnoßestv i struktury zamknutyh mnoßestv vzaimno opredelØ¸t drug druga (dvoæstvenny

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 53 drug drugu), a imenno otkrytye mnoßestva perehodØt v zamknutye mnoßestva i naoborot pri perehode ot mnoßestv A ⊂ X k ih dopolneniØm CA = X \ A. Pri fftom, usloviØ 1,2 dlØ struktur otkrytyh mnoßestv perehodØt v usloviØ 1, 2 dlØ zamknutyh mnoßestv i obratno. Tak kak ∅ = CX i X = C∅, to ∅ i X prinadleßat kaßdoæ strukture Cτ zamknutyh mnoßestv, opredelennoæ na X.

Opredelenie. Otobraßenie f : X −→ X^′ nazyvaetsØ nepreryv-

nym otobraßeniem topologiqeskogo prostranstva (X, Cτ ) v topologiqeskoe prostranstvo (X^′, Cτ^′), esli f^{−1}(F^′) ∈ Cτ dlØ kaßdogo F^′ ∈ Cτ^′.

Zameqanie. Esli na mnoßestve X zadana nekotoraØ metrika d, to ffta metrika pozvolØet vvesti na X sootvetstvu¸wu¸ eæ strukturu τ (d) otkrytyh mnoßestv. TakaØ struktura opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: mnoßestvo G prinadleßit strukture

τ (d), esli

x ∈ G ⇐⇒ v G soderßitsØ nekotoraØ

ϵ-okrestnost~ O_ϵ = {y|d(x, y) < ϵ} toqki x.

Netrudno proverit~, qto τ (d) ØvlØetsØ strukturoæ otkrytyh mnoßestv.

2. Topologiqeskie struktury okrestnosteæ, dalekih mnoßestv, blizkih mnoßestv. Ishodnym ponØtiem teorii metriqeskih prostranstv ØvlØetsØ ponØtie metriki (rasstoØniØ). VvodØ na metriqeskom prostranstve strukturu otkrytyh mnoßestv my vospol~zovalis~ ponØtiem ϵ-okrestnosti toqki. Odnako v teorii topologiqeskih prostranstv samo ponØtie okrestnosti toqki moßno sdelat~ ishodnym ponØtiem.

Opredelenie. Strukturoæ okrestnosteæ toqek na mnoßestve

X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu O = (O_x|x ∈ X) sovokupnosteæ O_x nekotoryh mnoßestv O ⊂ X, x ∈ O, qto 1. O ∈ O_x, O ⊂ O^′ =⇒ O^′ ∈ O_x, 2. O_1 ∈ O_x i O_2 ∈ O_x =⇒ O_1 ∩ O_2 ∈ O_x.

Esli pri fftom vypolnØetsØ i uslovie 3. V kaßdoæ okrestnosti O ∈ O_x soderßitsØ takaØ okrestnost~

54 A. A. IVANOV

O^′ ∈ O_x, qto y ∈ O^′ =⇒ O^′ ∈ O_y, to ffta struktura nazyvaetsØ topologiqeskoæ strukturoæ okrestnosteæ toqek.

Meßdu topologiqeskimi strukturami okrestnosteæ i strukturami otkrytyh mnoßestv imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie Opredelenie. Otkrytoæ okrestnost~¸ toqki x proizvol~nogo

topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) nazyva¸t l¸boe mnoßestvo G ∈ τ , soderßawee fftu toqku, okrestnost~¸ fftoæ toqki v (X, τ ) nazyva¸t l¸boe mnoßestvo, soderßawee kaku¸-nibud~ ee otkrytu¸ okrestnost~.

Netrudno proverit~, qto sistema O = O(τ ) sovokupnosteæ okrestnosteæ toqek, tak opredelennyh po topologiqeskoæ strukture τ , ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ okrestnosteæ, to est~ udovletvorØet usloviØm 1–3 okrestnosteæ.

S drugoæ storony, l¸baØ topologiqeskaØ struktura O sistem okrestnosteæ na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X estestvenno opredelØet na fftom mnoßestve topologiqesku¸ strukturu τ (O) otkrytyh mnoßestv, dlØ kotoroæ

G ∈ τ (O) ⇐⇒ G ∈ O_x dlØ kaßdoæ toqki x ∈ G.

Teorema. SootvetstviØ τ −→ O(τ ) i O −→ τ (O) udovletvorØ¸t

sootnoxeniØm τ (O(τ )) = τ i O(τ (O)) = O.

Dokazatel~stvo. Pust~ G ∈ τ , togda G ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki, to est~ G ∈ O(τ )_y dlØ vseh y ∈ G, i pofftomu G ∈ τ (O(τ )). S drugoæ storony, esli G ∈ τ (O(τ )), to kaßdaØ toqka y ∈ G vhodit v G s nekotoroæ okrestnost~¸ iz O(τ ), kotoraØ, po opredeleni¸ τ , dolßna soderßat~ nekotoryæ fflement sistemy τ i, sledovatel~no, G ∈ τ . Tem samym dokazano pervoe sootnoxenie.

Pereædem ko vtoromu sootnoxeni¸. Pust~ G ∈ O(τ (O))_x, togda v G soderßitsØ okrestnost~ G^′ toqki x, prinadleßawaØ τ (O). V sootvetstvii s opredeleniem struktury τ (O), mnoßestvo G^′ ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki i pofftomu G^′ i tem bolee G prinadleßit O_x.

Pust~ G ∈ O_x. Togda v G soderßitsØ G^′ ∈ O_x, ØvlØ¸waØsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki, poztomu G^′ ∈ τ (O), sledovatel~no G^′ i tem bolee G prinadleßit O(τ (O))_x.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 55

Opredelenie. Para (X, O) nazyvaetsØ prostranstvom okrest-

nosteæ. Otobraßenie f : (X, O) −→ (X^′, O^′) nazyva¸t nepreryvnym otobraßeniem, esli f^{−1}(O^′_{f(x)}) ∈ O_x dlØ l¸boæ toqki x ∈ X i l¸boæ okrestnosti O^′ ∈ O^′_{f(x)}.

Podobno tomu kak dlØ struktur otkrytyh mnoßestv suwestvu- ¸t dvoæstvennye im struktury zamknutyh mnoßestv, struktury okrestnosteæ ime¸t dvoæstvennye im struktury dalekih mnoßestv.

Opredelenie. Strukturoæ dalekih ot toqek mnoßestv na mno-

ßestve X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu D = (D_x|x ∈ X) sovokupnosteæ D_x nekotoryh mnoßestv D ⊂ X, x /∈ D, qto 1. D ∈ D_x, D^′ ⊂ D =⇒ D^′ ∈ D_x, 2. D_1 ∈ D_x i D_2 ∈ D_x =⇒ D_1 ∪ D_2 ∈ D_x.

Esli pri fftom vypolnØetsØ i uslovie 3. DlØ kaßdogo D ∈ D_x suwestvuet takoe D^′, soderßawee D, qto D^′ ∈ D_y dlØ vseh y ∈ X \ D^′, to ffta struktura nazyvaetsØ topologiqeskoæ strukturoæ dalekih ot toqek mnoßestv.

L¸baØ topologiqeskaØ struktura D dalekih mnoßestv vzaimno odnoznaqno opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu okrestnosteæ O, dlØ kotoroæ kaßdoe O_x = {X \ D|D ∈

D_x} i, naoborot, D_x = {X \ O|O ∈ O_x}. Tem samym l¸baØ topolo-

giqeskaØ struktura dalekih ot toqek mnoßestv na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X opredelØet strukturu τ (D) otkrytyh mnoßestv, dlØ kotoroæ

G ∈ τ (D) ⇐⇒ X \ G ∈ D_y dlØ kaßdoæ toqki y ∈ G .

S drugoæ storony l¸baØ struktura τ otkrytyh mnoßestv opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu D dalekih mnoßestv, dlØ kotoroæ D ∈ D_x esli suwestvuet G ∈ τ, x ∈ G, soderßaweesØ v X \ D.

Opredelenie. Mnoßestvo X, na kotorom opredelena nekotoraØ

struktura D dalekih mnoßestv, to est~ para (X, D), nazyvaetsØ prostranstvom dalekih mnoßestv. Otobraßenie f : (X, D) −→ (X^′, D^′) nazyvaetsØ nepreryvnym, esli mnoßestvo f^{−1}(D^′) daleko ot x dlØ l¸boæ toqki x ∈ X i l¸bogo dalekogo ot f(x) mnoßestva D^′.

56 A. A. IVANOV

Opredelenie. Strukturoæ blizkih k toqkam mnoßestv na mno-

ßestve X budem nazyvat~ taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu C = (C_x|x ∈ X) sovokupnosteæ C_x nekotoryh mnoßestv C ⊂ X, qto 1. C ∈ C_x, i C ⊂ C^′ =⇒ C^′ ∈ C_x, 2. C_1 ∪ C_2 ∈ C_x =⇒ C_1 ∈ C_x ili C_2 ∈ C_x.

Esli pri fftom vypolnØetsØ i uslovie 3. DlØ kaßdogo A /∈ C_x suwestvuet takoe A^′, soderßawee A, qto A^′ /∈ C_y dlØ vseh y ∈ X \ C^′, to takaØ struktura nazyvaetsØ topologiqeskoæ strukturoæ blizkih k toqkam mnoßestv.

KaßdaØ struktura C blizkih k toqkam mnoßestv opredelØet v nekotorom smysle dvoæstvenu¸ eæ strukturu D dalekih ot toqek mnoßestv, dlØ kotoroæ A ∈ D_x ⇐⇒ A /∈ C_x, A ⊂ X i, sledovatel~no, opredelØet sootvetstvu¸wu¸ eæ strukturu

τ_C otkrytyh mnoßestv. S drugoæ storony, kaßdaØ struktura

τ otkrytyh mnoßestv opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu C blizkih k toqkam mnoßestv, dlØ kotoroæ A ∈ C_x ⇐⇒ (x ∈ G ∈ τ =⇒ A ∩ G ≠ ∅). 3. Operacii zamykaniØ i vnutrennosti. Klass struktur otkrytyh mnoßestv (zamknutyh mnoßestv), rassmotrennyæ vyxe, dopuskaet znaqitel~noe rasxirenie. �to rasxirenie bylo osuwestvleno, vvedeniem ne obØzatel~no topologiqeskih struktur okrestnosteæ. Ego moßno osuwestvit~ takße vvedeniem abstraktnoæ operacii zamykaniØ.

Opredelenie. Na mnoßestve X opredelena operaciØ zamykaniØ

cl, esli dlØ kaßdogo A ⊂ X odnoznaqno opredeleno mnoßestvo clA tak, qto 1. cl∅ = ∅, 2. A ⊂ clA, 3. cl(A ∪ B) = clA ∪ clB.

Esli pri fftom vypolnØetsØ i uslovie 4. cl(clA) = clA, to takaØ operaciØ nazyvaetsØ topologiqeskoæ operacieæ zamykaniØ.

Zameqanie. Iz usloviæ 1–3 ne sleduet ravenstvo cl(clA) = clA, to est~ v obwem sluqae operaciØ zamykaniØ ne idempotentna (ne

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 57 ØvlØetsØ topologiqeskoæ operacieæ zamykaniØ), kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = N, clA = A ∪ {n + 1|n ∈ A}. �to operaciØ zamykaniØ, tak kak 1. cl∅ = ∅ ∪ ∅ = ∅, 2. A ⊂ A ∪ {n + 1|n ∈ A} = clA, 3. cl(A ∪ B) = A ∪ B ∪ {n + 1|n ∈ (A ∪ B)} = A ∪ B ∪ {n + 1|n ∈ A} ∪ {n + 1|n ∈ B} = clA ∪ clB. �ta operaciØ ne idempotentna, naprimer cl{1} = {1, 2}, cl(cl{1}) = {1, 2.3} ≠ cl{1}. Opredelenie. Na mnoßestve X opredelena operaciØ vnutren-

nosti int, esli dlØ kaßdogo A ⊂ X odnoznaqno opredeleno mnoßestvo intA tak, qto 1. intX = X, 2. intA ⊂ A, 3. int(A ∩ B) = intA ∩ intB.

Esli pri fftom vypolnØetsØ i uslovie 4. int(intA) = intA, to takaØ operaciØ nazyvaetsØ topologiqeskoæ operacieæ vnutrennosti.

Zameqanie. Iz usloviæ 1–3 ne sleduet ravenstvo int(intA) =

intA, to est~ v obwem sluqae operaciØ vnutrennosti ne idem-

potentna (ne ØvlØetsØ topologiqeskoæ operacieæ vnutrennosti), kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = N, intA = A \ {n + 1|n /∈ A}. �to operaciØ vnutrennosti,tak kak 1. intX = X \ ∅ = X, 2. intA = A \ {n + 1|n /∈ A} ⊂ A, 3. int(A ∩ B) = A ∩ B \ {n + 1|n /∈ A ∩ B} = A ∩ B \ ({n + 1|n /∈ A} ∪ {n + 1|n /∈ B}) = (A \ {n + 1|n /∈ A) ∩ (B \ {n + 1|n /∈ B) = intA ∩ intB. �ta operaciØ ne idempotentna, naprimer int{2, 3} = {3}, int(int{2, 3}) = ∅.

Meßdu operaciØmi cl i int imeetsØ prostaØ svØz~, a imenno, l¸boæ operacii zamykaniØ cl sootvetstvuet operaciØ int, dlØ kotoroæ intA = X \ cl(X \ A) �ta operaciØ ØvlØetsØ operacieæ vnutrennosti. Deæstvitel~no, 1. intX = X \ cl(X \ X) = X \ cl∅ = X \ ∅ = X,

58 A. A. IVANOV 2. intA = X \ cl(X \ A) ⊂ X \ (X \ A) = A, 3. int(A ∩ B) = X \ cl(X \ (A ∩ B)) = X \ cl((X \ A) ∪ (X \ B)) = X \(cl(X \A)∪(X \B)) = (X \cl(X \A))∩(X \cl(X \B)) = intA∩intB. S drugoæ storony, l¸boæ operacii vnutrennosti int sootvetstvuet operaciØ cl, dlØ kotoroæ clA = X \ int(X \ A) �ta operaciØ ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ. Deæstvitel~no, 1. cl∅ = X \ int(X \ ∅) = X \ X = ∅ 2. A = X \ (X \ A) ⊂ (X \ int(X \ A) = clA, 3. cl(A ∪ B) = X \ int(X \ (A ∪ B)) = X \ int((X \ A) ∩ (X \ B)) = X \

(int(X \A)∩int(X \B)) = (X \int(X \A))∪int(X \int(X \B)) = clA∪clB.

Teorema. SootvetstviØ cl −→ int i int −→ cl, dlØ kotoryh

intA = X \ cl(X \ A) i clA = X \ int(X \ A)) vzaimno obratny, priqem topologiqeskie operacii zamykaniØ i vnutrennosti vzaimno perehodØt drug v druga.

Dokazatel~stvo. PervaØ qast~ utverßdeniØ sleduet iz ravenstv

intA = X \ cl(X \ A) = X \ (X \ int(X \ (X \ A)) = intA i clA = X \ int(X \ A) = X \ (X \ cl(X \ (X \ A)) = clA.

VtoraØ qast~ utverßdeniØ sdeduet iz ravenstv: esli int(intA) = intA, to cl(clA) = X \ int(X \ clA) = X \ int(X \

(X \ int(X \ A)) = X \ int(int(X \ A)) = X \ int(X \ A) = clA. Esli cl(clA) = clA, to int(intA) = X\cl(X\intA) = X\cl(X\(X\cl(X\A)) = X \ cl(cl(X \ A)) = X \ cl(X \ A) = intA.

Zameqanie. Opredelennye vyxe operacii cl i int na mnoßestve

N natural~nyh qisel, clA = A ∪ {n + 1|n ∈ A}, intA = A \ {n + 1|n /∈

A}, sootvetstvu¸t drug drugu. Deæstvitel~no, v fftom sluqae intA = N\cl(N\A) = N\((N\A)∪{n+1|n ∈ (N\A))} = A∩(N\{n+1|n ∈ (N \ A} = A \ (A ∩ {n + 1|n ∈ (N \ A))} = A \ {n + 1|n /∈ A} = intA. Opredelenie. Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena

kakaØ-nibud~ operaciØ zamykaniØ cl (operaciØ vnutrennosti int), to paru (X, cl) (paru (X, int)), budem nazyvat~ prostranstvom zamykaniØ (prostranstvom vnutrennosti).

Opredelenie. Otobraßenie f : (X, cl) −→ (X^′, cl^′) nazyvaet-

sØ nepreryvnym, esli f(clA) ⊂ cl(f(A)) dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ X. Otobraßenie f : (X, int) −→ (X^′, int^′) nazyvaetsØ nepreryvnym, esli f^{−1}(intA^′) ⊂ int(f^{−1}(A)) dlØ l¸bogo mnoßestva A^′ ⊂ X^′.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 59

Opredelenie. Mnoßestvo A prostranstva zamykaniæ (X, cl)

nazyvaetsØ zamknutym mnoßestvom, esli clA = A. Mnoßestvo A prostranstva vnutrennosteæ (X, int) nazyvaetsØ otkrytym mnoßestvom, esli intA = A.

Primer. Pust~ X–proizvol~noe mnoßestvo i φ : X −→ X. Poloßim cl_φA = A ∪ φ(A) ili, sootvetstvenno, int_φA = A \ φ(X \ A). UsloviØ 1–3 vypolnØ¸tsØ, tak kak 1. cl_φ∅ = ∅ ∪ φ(∅) = ∅, 2. A ⊂ A ∪ φ(A) = cl_φA, 3. cl_φ(A ∪ B) = A ∪ B ∪ φ(A ∪ B) = A ∪ B ∪ φ(A) ∪ φ(B) = A ∪ φ(A) ∪ B ∪ φ(B) = cl_φA ∪ cl_φ(B).

1. int_φX = X \ φ(X \ X) = X, 2. int_φA = A \ φ(X \ A) ⊂ A, 3. int(A∩B) = A∩B\φ(X \A∩B) = A∩B\φ((X \A)∪(X \B)) = A∩B\ (φ(X \ A) ∪ φ(X \ B)) = (A \ φ(X \ A)) ∩ (B \ φ(X \ B)) = int_φA ∩ int_φB. pofftomu ffto operaciØ zamykaniØ ili, sootvetstvenno, operaciØ vnutrennosti. Zamknutymi zdes~ budut vse mnoßestva A, dlØ kotoryh φ(A) ⊂ A, otkrytymi – vse mnoßestva A, dlØ kotoryh

φ(X \A)∩A = ∅. Esli, naprimer, X = N i φ(n) = n+1, to zamknu-

tymi mnoßestvami budut mnoßestva F_k = {n|k ⩽ n}, otkrytymi – mnoßestva G_k = {n|n ⩽ k}, v to vremØ kak cl_φ–dovol~no netrivial~naØ operaciØ.

Zameqanie. L¸baØ operaciØ zamykaniØ cl, zadannaØ na nekotorom mnoßestve X, opredelØet na X sootvetstvu¸wu¸ strukturu okrestnosteæ O(cl), v kotoroæ O(cl)_x = {O|x /∈ cl(X \ O)}. S drugoæ storony, l¸baØ struktura okrestnosteæ O na X opredelØet operaci¸ zamykaniØ cl(O), dlØ kotoroæ cl(O)A = {x|X \ A /∈ O_x}. Teorema (svØzi meßdu okrestnostØmi i zamykaniØmi). Soot-

vetstviØ O −→ cl(O) i cl −→ O(cl) vzaimno obratny, priqem topologiqeskie struktury okrestnosteæ vzaimno sootvetstvu¸t topologiqeskim operaciØm zamykaniØ.

Dokazatel~stvo. VzaimnaØ odnoznaqnost~ ukazannyh v teoreme sootvetstviæ budet sledovat~, oqevidno, iz sootnoxeniæ

O(cl(O)) = O i cl(O(cl)) = cl. Dokaßem ffti sootnoxeniØ. O(cl(O))_x = {O|x /∈ cl(O)(X \ O)} = {O|x /∈ {y|X \ (X \ O) /∈ O_y} = {O|x /∈ {y|O /∈ O_y} = {O|O ∈ O_x} = O_x. cl(O(cl))A = {x|X \ A /∈ O(cl)_x} = {x|X \ A /∈ {V |x /∈ cl(X \ V }} = {x|x ∈ cl(X \ (X \ A))} = {x|x ∈ clA} = clA.

60 A. A. IVANOV

Dokaßem, qto ustanovlennoe nami vzaimnoe sootvetstvie perevodit topologiqeskie struktury okrestnosteæ v topologiqeskie operacii zamykaniØ i obratno. Napomnim, qto struktura O okrestnosteæ nazyvaetsØ topologiqeskoæ, esli dlØ l¸boæ okrestnosti O toqki x naædetsØ ee okrestnost~ O^′ ⊂ O, ØvlØ¸wa- ØsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki, a operaciØ cl zamykaniØ nazyvaetsØ topologiqeskoæ, esli cl(clA) = clA dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ X. Itak, pust~ O ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ okrestnosteæ. Zametim, preßde vsego, qto cl(X \ O^′) = X \ O^′ dlØ l¸bogo mnoßestva O^′, ØvlØ¸wegosØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki. Deæstvitel~no, v fftom sluqae y /∈ cl(X \ O^′) dlØ l¸boæ toqki y ∈ O^′, to est~ O^′ ∩ cl(X \ O^′) = ∅. Ots¸da sleduet sootnoxenie cl(X \ O^′) ⊂ X \ O^′ i, po vtoromu svoæstvu operacii zamykaniØ, cl(X \ O^′) = X \ O^′. Rassmotrim, teper~, proizvol~noe mnoßestvo A ⊂ X i toqku x /∈ clA, togda mnoßestvo O = X \ A budet okrestnost~¸ toqki x i naædetsØ ee okrestnost~ O^′ ⊂ O, ØvlØ¸waØsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki. Togda, v silu dokazannogo vyxe, x /∈ cl(cl(X \ O^′)) i, tem bolee, x /∈ cl(clA)). Tak kak x – proizvol~naØ toqka, ne prinadleßawaØ clA, to my poluqaem vkl¸qenie cl(clA) ⊂ clA, iz kotorogo, v silu svoæstva 2, sleduet ravenstvo cl(clA)) = clA.

Dokaßem, teper~, qto rassmatrivaemoe sootvetstvie perevodit topologiqeskie operacii zamykaniØ v topologiqeskie struktury okrestnosteæ. Pust~ cl(clA) = clA dlØ l¸bogo A ⊂ X. Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo O ∈ O_x i mnoßestvo

A = X \ O. Togda x /∈ clA. Poloßim O^′ = X \ clA. Imeem, oqe-

vidno, O^′ ⊂ O. S drugoæ storony, tak kak X \ O^′ = clA, to

cl(X \ O^′) = cl(clA) = clA = X \ O^′. Zametim, teper~, qto esli y ∈ O^′, to y /∈ X \ O^′ = cl(X \ O^′) i potomu O^′ ∈ O_y. Tem samym

dokazano, qto O^′ ØvlØetsØ okrestnost~¸ l¸boæ svoeæ toqki. 4. Struktury shodimosti napravlennyh sistem. Qtoby sformulirovat~ ponØtie struktury shodimosti napravlennyh sistem neobhodimo, preßde vsego, poznakomit~sØ s ponØtiem napravlennogo uporØdoqennogo mnoßestva.

Opredelenie. Mnoßestvo Λ nazyvaetsØ uporØdoqennym mno-

ßestvom, esli na nem fiksirovano nekotoroe otnoxenie porØdka, to est~ dlØ nekotoryh, ne obØzatel~no vseh, par toqek λ_1, λ_2 fftogo mnoßestva my imeem libo λ_1 ≤ λ_2 libo λ_1 ≥ λ_2, priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 61

1. λ ≤ λ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ, 2. λ_1 ≤ λ_2 i λ_2 ≤ λ_3 =⇒ λ_1 ≤ λ_3.

Opredelenie. UporØdoqennoe mnoßestvo Λ nazyvaetsØ napra-

vlennym po vozrastani¸ (ubyvani¸) uporØdoqennym mnoßestvom, esli dlØ l¸byh ego fflementov λ_1, λ_2 naædetsØ fflement λ takoæ, qto λ_1 ≤ λ i λ_2 ≤ λ (λ_1 ≥ λ i λ_2 ≥ λ).

Zameqanie. Oqevidno, qto moßno ograniqit~sØ mnoßestvami napravlennymi po vozrastani¸, k nim vsegda moßno pereæti obraweniem porØdka. V dal~neæxem my ograniqimsØ napravlennost~¸ po vozrastani¸, esli ne budet ogovoreno protivnoe.

Opredelenie. UporØdoqennoe mnoßestvo Λ^′, soderßaweesØ v

uporØdoqennom mnoßestve Λ, nazyva¸t ego konfinal~noæ qast~¸, esli dlØ l¸bogo λ ∈ Λ naædetsØ λ^′ ∈ Λ^′ takoe, qto λ ≤ λ^′.

Zameqanie. RassmatrivaØ konfinal~nye qasti Λ^′ napravlennogo mnoßestva Λ my budem sqitat~, qto porØdok na mnoßestvah

Λ^′ inducirovan porØdkom na mnoßestve Λ. Konfinal~nymi qa-

stØmi ØvlØ¸tsØ, naprimer, tak nazyvaemye konusa Λ(μ) = {λ|λ ∈ Λ, μ ≤ λ}. Opredelenie. DlØ l¸bogo mnoßestva X moßno rassmatrivat~

napravlennye sistemy (x_λ|λ ∈ Λ) toqek (napravlennosti), gde vse x_λ ∈ X, Λ – nekotoroe napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo, nazyvaemoe mnoßestvom indeksov fftoæ napravlennosti.

Zameqanie. Trivial~nymi napravlennostØmi ØvlØ¸tsØ tak nazyvaemye stacionarnye sistemy. Sistema (x_λ|λ ∈ Λ) nazyvaetsØ stacionarnoæ, esli naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ i takaØ toqka x ∈ X, qto x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0.

Opredelenie. GovorØt, qto napravlennost~ (xλ|λ ∈ Λ^′) ØvlØet-

sØ konfinal~noæ qast~¸ sistemy (x_λ|λ ∈ Λ), esli Λ^′ – konfinal~- naØ qast~ uporØdoqennogo mnoßestva Λ. Moßno rassmatrivat~ konusa napravlennyh sistem toqek (x_λ|λ ∈ Λ(μ)).

V dal~neæxem nam ponadobitsØ bolee xirokoe i bolee udobnoe ponØtie, a imenno ponØtie konfinal~nosti po nositelØm.

62 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ (xλ|λ ∈ Λ) – nekotoraØ napravlennost~ v

X. Fiksiruem kakoæ-nibud~ fflement μ ∈ Λ. Togda mnoßestvo {x_λ|λ ∈ Λ(μ)} budem nazyvat~ nositelem fftoæ napravlennosti. Esli rassmatrivaetsØ ne odna napravlennost~ v X, a nekotoroe mnoßestvo napravlennosteæ, to nositelem fftogo mnoßestva budem nazyvat~ ob¨edinenie proizvol~no fiksirovannyh nositeleæ ego napravlennosteæ.

Opredelenie. GovorØt, qto napravlennost~ (xλ|λ ∈ Λ^′) ØvlØet-

sØ konfinal~noæ po nositelØm dlØ nekotorogo mnoßestva S napravlennosteæ (x_λ|λ ∈ Λ) (zdes~ Λ mogut byt~ razliqnymi dlØ raznyh napravlennosteæ), esli v kaßdom nositele fftogo mnoßestva soderßitsØ kakoæ-nibud~ nositel~ napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ^′).

Zameqanie. Esli mnoßestvo S napravlennosteæ sostoit tol~ko iz odnoæ napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ) i napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ ee konfinal~noæ qast~¸, to ona ØvlØetsØ konfinal~- noæ po nositelØm fftoæ napravlennosti. Obratnoe utverßdenie neverno hotØ by potomu, qto napravlennost~ s^′ konfinal~naØ po nositelØm dlØ napravlennosti s ne obØzana byt~ qast~¸ fftoæ napravlennosti.

Opredelenie. Pust~ X–nekotoroe mnoßestvo. Shodimost~¸

(napravlennosteæ) na X k toqke x ∈ X nazyvaetsØ proizvol~no fiksirovannyæ klass S_x napravlennosteæ s = (x_λ|λ ∈ Λ), udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona prinadleßit S_x.

2. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm dlØ nekotorogo mnoßestva napravlennosteæ iz klassa S_x, to ona sama prinadleßit fftomu klassu.

Opredelenie. Bazoæ shodimosti Sx napravlennosteæ v X k toq-

ke x budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo S ⊂ S_x, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom: esli napravlennost~ s ∈ S_x to dlØ kaßdogo nositelØ sistemy S naædetsØ, soderßawiæsØ v nem nositel~ napravlennosti s.

Teorema. KaßdaØ shodimost~ k toqke imeet bazu. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto nekotoraØ shodimost~ Sx k toqke x ne imeet bazu. Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 63

S ⊂ S_x. Tak kak S ne ØvlØetsØ bazoæ S_x, to naædetsØ s ∈ S_x

i nekotoryæ nositel~ sistemy S, v kotorom ne soderßitsØ ni odin nositel~ napravlennosti s. Prisoedinim s k S. Poluqennoe mnoßestvo napravlennosteæ ne ØvlØetsØ bazoæ i my opØt~ prisoedinim k nemu nekotoru¸ napravlennost~ iz S_x, vybrannu¸ po tomu ße principu, i tak dalee. My poluqim transfinitnu¸ posledovatel~nost~ mnoßestv napravlennosteæ. DlØ kaßdogo iz fftih mnoßestv rassmotrim mnoßestvo vseh ego nositeleæ. Tak kak kaßdyæ nositel~ ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva X, to mownost~ mnoßestva vsevozmoßnyh mnoßestv nositeleæ ograniqena nekotorym kardinal~nym qislom, v to vremØ kak procedura prisoedineniØ napravlennosteæ imeet neograniqennu¸ mownost~. Takim obrazom, mnoßestva nositeleæ dolßny povtorØt~- sØ v processe prisoedineniØ napravlennosteæ, to est~ naædutsØ v fftom processe mnoßestva S^′ i S^{′′} s odinakovymi mnoßestvami nositeleæ. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto S^′ ⊂ S^{′′}. Pust~ s ∈ S^{′′} \ S^′, priqem s – pervaØ, prisoedinØemaØ k S^′, napravlennost~. Tak kak s ∈ S^{′′}, to v kaßdom nositele mnoßestva S^{′′} soderßitsØ kakoæ-nibud~ nositel~ napravlennosti s, to est~ v kaßdom nositele mnoßestva S^′ soderßitsØ nositel~ napravlennosti s. No ffto nevozmoßno, tak kak v fftom sluqae napravlennost~ s ne moßet prisoedinØt~sØ k S^′. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet teoremu.

Opredelenie. Pust~ X–nekotoroe mnoßestvo. Strukturoæ sho-

dimosti (shodimost~¸) na X nazyvaetsØ mnoßestvo S , sostoØwee iz nezavisimo vybrannyh klassov shodimosti S_x dlØ vseh toqek x ∈ X.

Zameqanie. Esli (xλ|λ ∈ Λ) ∈ Sx, to govorØt, qto ffta sistema

shoditsØ k toqke x ili, drugimi slovami, imeetsØ shodimost~ (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x. Opredelenie. Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena ne-

kotoraØ struktura shodimosti S, to paru (X, S) budem nazyvat~ prostranstvom shodimosti (napravlennyh sistem).

Rassmotrim nekotoru¸ operaci¸ zamykaniØ cl na proizvol~- no fiksirovannom mnoßestve X. �ta operaciØ pozvolØet opredelit~ na X sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ S(cl).

64 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ x ∈ X, Ax = {A|x /∈ clA}. Budem sqitat~,

qto napravlennost~ s prinadleßit S(cl)_x togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo A ∈ A_x naædetsØ nositel~ fftoæ napravlennosti, ne ime¸wiæ obwih toqek s A.

Teorema. Klass S(cl)x ØvlØetsØ dlØ l¸bogo x ∈ X klassom shodi-

mosti k toqke x.

Dokazatel~stvo. Pust~ S – nekotoroe mnoßestvo napravlennosteæ iz S(cl)_x i napravlennost~ s konfinal~na po nositelØm k S. Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo A ∈ A_x. Po opredeleni¸ klassa S(cl)_x, dlØ kaßdoæ napravlennosti iz S naædetsØ nositel~, ne ime¸wiæ obwih toqek s A, pofftomu i dlØ S naædetsØ nositel~ B, ne ime¸wiæ obwih toqek s A. V silu togo, qto s konfinal~na po nositelØm k S, naædetsØ ee nositel~, soderßawiæsØ v B i, sledovatel~no, ne ime¸wiæ obwih toqek s A. Tem samym dokazano, qto s ∈ S(cl)_x.

Rassmotrim, teper~, proizvol~nu¸ shodimost~ S v X. �ta shodimost~ pozvolØet opredelit~ sootvetstvu¸wu¸ operaci¸ zamykaniØ cl(S) na X.

Opredelenie. Budem sqitat~, qto x ∈ cl(S)A togda i tol~ko to-

gda, kogda suwestvuet napravlennost~ s ∈ S_x, nekotoryæ nositel~ kotoroæ soderßitsØ v A.

Teorema. OperaciØ cl = cl(S) ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ. Dokazatel~stvo. Uslovie 1 vypolnØetsØ, tak kak pustoe mnoßestvo ne soderßit napravlennosteæ, uslovie 2 vypolnØetsØ, tak kak kaßdyæ klass S_x soderßit vse stacionarnye napravlennosti. Dokaßem vypolnenie usloviØ 3. Pust~ x ∈ cl(A ∪ B), to est~ v A ∪ B est~ napravlennost~ s, shodØwaØsØ k toqke x. Togda ili v A ili v B soderßitsØ ee konfinal~naØ qast~ i pofftomu ili

x ∈ clA ili x ∈ clB, to est~ x ∈ clA ∪ clB. S drugoæ storony, esli x ∈ clA ∪ clB, to x ∈ clA ili x ∈ clB i pofftomu ili v A ili v B

naædetsØ napravlennost~, shodØwaØsØ k x. No v oboih sluqaØh ffta napravlennost~ soderßitsØ i v A ∪ B i pofftomu x ∈ cl(A ∪ B). Teorema. DlØ l¸boæ operacii zamykaniØ cl i l¸boæ shodimosti

S ime¸t mesto sootnoxeniØ cl(S(cl)) = cl i S(cl(S)) = S.

Dokazatel~stvo. Pust~ cl – nekotoraØ operaciØ zamykaniØ, opredelennaØ na mnoßestve X i S(cl) – sootvetstvu¸waØ fftoæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 65 operacii shodimost~. �ta shodimost~ opredelØet na X operaci¸ zamykaniØ cl^′. Dokaßem, qto operacii zamykaniØ cl i cl^′ sovpada¸t.

Pust~ x ∈ clB, togda B \ A ≠ ∅ dlØ l¸bogo A ∈ A_x. Zametim, teper~, qto A_x ØvlØetsØ napravlennym, uporØdoqennym po vkl¸- qeni¸, mnoßestvom, pofftomu moßno obrazovat~ napravlennost~

s = (x_A|A ∈ A_x), proizvol~no vybrav toqki x_A ∈ B \ A dlØ ka-

ßdogo A ∈ A_x. Napravlennost~ s prinadleßit S(cl)_x, tak kak dlØ l¸bogo A_0 ∈ A_x ee nositel~ {x_A|A ∈ A_x, A ⊂ A_0} ne imeet s A_0 obwih toqek. Tak kak napravlennost~ s soderßitsØ v mnoßestve B, to x ∈ cl^′B.

Pust~, teper~, x ∈ cl^′B, to est~ v B imeetsØ napravlennost~

s ∈ S(cl)_x. Togda x ∈ clB, tak kak v protivnom sluqae ffta na-

pravlennost~ imela by nositel~, ne pereseka¸wiæsØ s clB. Tem samym dokazana spravedlivost~ pervogo sootnoxeniØ teoremy. Pereædem k vtoromu sootnoxeni¸.

Pust~ S – nekotoraØ shodimost~ na mnoßestve X i cl(S) – sootvetstvu¸waØ fftoæ shodimosti operaciØ zamykaniØ. �ta operaciØ zamykaniØ opredelØet na X shodimost~ S^′. Dokaßem, qto shodimosti S i S^′ sovpada¸t.

Pust~ s ∈ S_x, cl = cl(S), A_x = {A|x /∈ clA}. Togda dlØ kaßdogo

A ∈ A_X nekotoryæ nositel~ napravlennosti s ne imeet obwih

toqek s A i pofftomu s ∈ S^′_x.

Pust~, teper~, s ∈ S^′_x, to est~ dlØ kaßdogo A ∈ A_x naædetsØ nositel~ napravlennosti s, ne ime¸wiæ s A obwih toqek. Pust~ S – nekotoraØ baza klassa S_x i B – ee proizvol~nyæ nositel~. Togda mnoßestvo A = X \ B ∈ A_x, pofftomu naædetsØ nositel~ napravlennosti s, ne ime¸wiæ s A obwih toqek, to est~ soderßawiæsØ v B. Takim obrazom, v kaßdom nositele sistemy S ⊂ S_x soderßitsØ nekotoryæ nositel~ napravlennosti s, otkuda sleduet, qto s ∈ S_x.

Opredelenie. Pust~ (X, S) i (X^′, S^′) – nekotorye prostranstva

shodimosti. Otobraßenie f : X −→ X^′ budem nazyvat~ nepreryvnym otobraßeniem (X, S) v (X^′, S^′), esli iz shodimosti (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x v (X, S) sleduet shodimost~ (f(x_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(x) v (X^′, S^′).

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto prostranstva shodimosti i ih nepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸, kotoru¸ my oboznaqim qerez Conv.

66 A. A. IVANOV

My rassmotreli svØz~ meßdu shodimostØmi i operaciØmi zamykaniØ. DopolnØØ ee uße ustanovlennoæ vyxe svØz~¸ meßdu operaciØmi zamykaniØ i strukturami okrestnosteæ, my poluqaem svØz~ meßdu shodimostØmi i strukturami okrestnosteæ. �tu svØz~ moßno ustanovit~ neposredstvenno sledu¸wim obrazom.

Pust~ S – nekotoraØ struktura shodimosti na mnoßestve X. S-okrestnost~¸ toqki x ∈ X budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo

O ⊂ X, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom:

napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) prinadleßit S_x togda i tol~ko togda, kogda nekotoryæ ee nositel~ soderßitsØ v O. Vse takie okrestnosti toqki x sostavlØ¸t O(S)_x, mnoßestvo {O(S)_x|x ∈ X} oboznaqaetsØ qerez O(S).

S drugoæ storony, esli O ØvlØetsØ nekotoroæ strukturoæ okrestnosteæ, to shodimost~ S(O) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom:

napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) prinadleßit S(O)_x togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdogo O ∈ O_x naædetsØ nositel~ fftoæ napravlennosti, soderßawiæsØ v O.

My imeem, takim obrazom, vzaimno odnoznaqnye sootvetstviØ meßdu strukturami okrestnosteæ, operaciØmi zamykaniØ i shodimostØmi. Pri fftom topologiqeskim strukturam okrestnosteæ vzaimno sootvetstvovali topologiqeskie operacii zamykaniØ – sootvetstvu¸wie im shodimosti budem nazyvat~ topologiqeskimi shodimostØmi. Vydelenie klassa topologiqeskih shodimosteæ trebuet nekotorogo dopolnitel~nogo usloviØ, k formulirovke kotorogo my seæqas i pereædem.

Opredelenie. Rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo Ξ i upo-

rØdoqennye mnoßestva Λ_ξ, opredelennye dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Kompozicieæ fftih uporØdoqennyh mnoßestv budem nazyvat~ mnoßestvo M = {(ξ, h)|ξ ∈ Ξ, h : Ξ −→ Λ, h(ξ) ∈ Λ_ξ}, Λ = ⋃ Λ_ξ|ξ ∈ Ξ, na kotorom opredeleno sledu¸wee otnoxenie porØdka: (ξ, h) ≤ (ξ^′, h^′) ⇐⇒ ξ ≤ ξ^′ i h ≤ h^′, gde h ≤ h^′ ⇐⇒ h(ξ) ≤ h^′(ξ) dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Netrudno ponØt~, qto esli vse ishodnye mnoßestva ØvlØ¸tsØ napravlennymi uporØdoqennymi mnoßestvami, to i ih kompoziciØ ØvlØetsØ napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. My moßem teper~ rassmatrivat~ kompozicii napravlennyh sistem

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 67 toqek v proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X i sformulirovat~ aksiomu kompozicii napravlennyh sistem toqek. Opredelenie. Pust~ (xξ|ξ ∈ Ξ) i (xλ|λ ∈ Λξ), – napravlennosti v

X, togda ih kompozicieæ budem nazyvat~ napravlennost~ (x_μ|μ ∈ M ), gde x_μ = x_{h(ξ)}.

Aksioma kompozicii. Pust~ (xξ|ξ ∈ Ξ) −→ x i (xλ|λ ∈ Λξ) −→ xξ

dlØ vseh ξ ∈ Ξ togda (x_μ|μ ∈ M ) −→ x.

Teorema. Shodimost~ S(O), sootvetstvu¸waØ nekotoroæ struk-

ture okrestnosteæ O, udovletvorØet aksiome kompozicii togda i tol~ko togda, kogda O – topologiqeskaØ struktura okrestnosteæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ O – topologiqeskaØ struktura okrestnosteæ i O ∈ O_x. Pust~, dalee, (x_μ|μ ∈ M ) – kompoziciØ shodØweæsØ k toqke x napravlennosti (x_ξ|ξ ∈ Ξ) i vseh shodØwihsØ k toqkam x_ξ napravlennosteæ (x_λ|λ ∈ Λ_ξ), ξ ∈ Ξ. Tak kak O ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ okrestnosteæ, to naædetsØ O^′ ∈ O, ØvlØ¸waØsØ okrestnost~¸ kaßdoæ svoeæ toqki. Togda naædetsØ takoe ξ_0 ∈ Ξ, qto x_ξ ∈ O^′ dlØ vseh ξ ≥ ξ_0 i pofftomu dlØ fftih ξ naædutsØ takie λ(ξ) ∈ Λ_ξ, qto x_λ ∈ O^′ dlØ λ ≥ λ(ξ), λ ∈ Λ_ξ. Fiksiruem nekotoru¸ funkci¸ h_0, dlØ kotoroæ h_0(ξ) = λ(ξ), esli ξ ≥ ξ_0 i proizvol~no dlØ ostal~nyh ξ. Poloßim, teper~, μ_0 = (ξ_0, h_0). Esli μ = (ξ, h) ≥ μ_0, to est~, ξ ≥ ξ_0 i h(ξ) ≥ h(ξ_0) dlØ vseh ξ ≥ ξ_0, to x_μ = x_{h(ξ)} ∈ O^′ ⊂ O. Tem samym dokazano, qto (x_μ|μ ∈ M ) −→ x, to est~ dokazano, qto S(O) udovletvorØet aksiome kompozicii.

Pust~, teper~, S(O) udovletvorØet aksiome kompozicii i operaciØ cl sootvetstvuet strukture O okrestnosteæ. Pust~ A ⊂ X, dokaßem, qto cl(clA) = clA. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto

cl(clA) ⊂ clA. Pust~ x ∈ cl(clA), to est~ nekotoraØ napravlen-

nost~ (x_ξ|ξ ∈ Ξ), soderßawaØsØ v clA, shoditsØ k nekotoroæ toqke

x ∈ cl(clA). No k kaßdoæ toqke x_ξ, prinadleßaweæ mnoßestvu clA

shoditsØ, v svo¸ oqered~, nekotoraØ napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ_ξ), soderßawaØsØ v A. No togda kompoziciØ (x_μ|μ ∈ M ) fftih napravlennosteæ budet soderßat~sØ v A i shodit~sØ k x, to est~

x ∈ clA. Tem samym dokazano, qto O ØvlØetsØ topologiqeskoæ

strukturoæ okrestnosteæ.

Opredelenie. Esli struktura shodimosti S udovletvorØet ak-

siome kompozicii, to ona nazyvaetsØ topologiqeskoæ strukturoæ shodimosti.

68 A. A. IVANOV

5. Bazovye struktury shodimosti napravlennosteæ. PredstavlØ¸t osobyæ interes nekotorye struktury shodimosti napravlennosteæ, kotorye my budem nazyvat~ bazovymi.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~no fiksirovannoe mnoße-

stvo, x_0 – nekotoraØ ego toqka. Obrazuem sledu¸wie bazy shodimosti k toqkam mnoßestva X. V bazu toqki x_0 vkl¸qim proizvol~no fiksirovannu¸ napravlennost~ s_0 = (x_λ|λ ∈ Λ) i napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ), gde y_λ = x_0 dlØ vseh λ. V bazy shodimosti k ostal~nym toqkam x ∈ X vkl¸qim tol~ko stacionarnye napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ), x_λ = x dlØ vseh λ ∈ Λ). Moßno sqitat~ pri fftom, qto vo vseh fftih napravlennostØh figuriruet odno i to ße napravlennoe mnoßestvo Λ. Bazovoæ strukturoæ shodimosti budem nazyvat~ strukturu S, opredelennu¸ fftimi bazami.

Teorema. L¸baØ bazovaØ struktura ØvlØetsØ topologiqeskoæ

strukturoæ shodimosti.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto dlØ kaßdogo klasa

S_x shodimosti k toqke x ∈ X vypolnØ¸tsØ usloviØ 1 i 2, a dlØ

fftoæ struktury v celom vypolnØetsØ aksioma kompozicii. Uslovie 1 vypolnØetsØ, tak kak kaßdaØ stacionarnaØ napravlennost~ konfinal~na po nositelØm sootvetstvu¸weæ bazovoæ stacionarnoæ napravlennosti.

Uslovie 2 vypolnØetsØ dlØ toqek x ∈ X otliqnyh ot x_0, tak kak esli napravlennost~ konfinal~na po nositelØm stacionarnoæ napravlennosti, to ona sama ØvlØetsØ stacionarnoæ napravlennost~¸. Rassmotrim, teper~, strukturu S_{x0} shodimosti k toqke x_0. Ona, po opredeleni¸, sostoit iz napravlennosteæ konfinal~nyh mnoßestvu S_0 = {s_0, (x_0)}, gde (x_0) oboznaqaet bazovu¸ stacionarnu¸ napravlennost~, shodØwu¸sØ k x_0. Esli napravlennost~ s konfinal~na nekotoromu mnoßestvu S napravlennosteæ iz S_{x0} , to ona budet konfinal~na i mnoßestvu S_{x0} i, sledovatel~no, budet prinadleßat~ S_{x0} . Tem samym dokazano vypolnenie usloviØ 2.

Pereædem k dokazatel~stvu vypolneniØ aksiomy kompozicii. V neæ rassmatriva¸tsØ shodimosti s = (x_ξ|ξ ∈ Ξ) −→ x, s_ξ =

(x_λ|λ ∈ Λ_ξ) −→ x_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ i napravlennost~ (x_μ|μ ∈ M ).

Esli x ≠ x_0, to v pervoæ shodimosti moßno sqitat~, qto x_λ = x dlØ vseh λ i pofftomu rassmatrivaemye dlØ vseh ξ napravlennosti s_ξ prinadleßat S_x, to est~ budut stacionarny. No togda i

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 69 napravlennost~ (x_μ|μ ∈ M ) budet stacionarna i, sledovatel~- no, budet takße prinadleßat~ S_x. Rassmotrim teper~ sluqaæ

x = x_0. V fftom sluqae napravlennost~ s ∈ S_{x0} ne obØzatel~no

stacionarna, to est~ toqki x_ξ mogut ne sovpadat~ s x_0, no esli

x_ξ ≠ x_0 to s_ξ stacionarnaØ napravlennost~. Takim obrazom, v

kaßdom nositele mnoßestva sostavlennogo iz nekotoryh napravlennosteæ prinadleßawih S_{x0} soderßitsØ nekotoryæ nositel~ napravlennosti (x_μ|μ ∈ M ), pofftomu ffta napravlennost~ takße prinadleßit S_{x0} (x_μ|μ ∈ M ) −→ x_0.

Zameqanie. PostroennaØ zdes~ topologiqeskaØ struktura shodimosti opredelØetsØ shodimost~¸ s_0 = (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x_0. Sootvetstvu¸wee fftoæ strukture bazovoe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ (s_0)) takße opredelØetsØ fftoæ shodimost~¸. V fftom topologiqeskom prostranstve shodØtsØ tol~ko stacionarnye napravlennosti i napravlennosti konfinal~nye po nositelØm k mnoßestvu S_0 = {s_0, (x_0)}, gde (x_0) oboznaqaet bazovu¸ stacionarnu¸ napravlennost~, shodØwu¸sØ k x_0.

Bazovye topologiqeskie prostranstva moßno ispol~zovat~ dlØ postroeniØ topologiqeskih prostranstv s temi ili inymi svoæstvami.

6. Struktury shodimosti fil~trov (kofil~trov). V teorii shodimosti narØdu s napravlennymi sistemami toqek (napravlennostØmi) rassmatriva¸tsØ takße dvoæstvennye drug drugu fil~try i kofil~try.

Opredelenie. Fil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ nepu-

stu¸ sistemu ω podmnoßestv fftogo mnoßestva, udovletvorØ¸- wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1. ∅ /∈ ω, 2. Esli G ∈ ω i G ⊂ G^′ to G^′ ∈ ω. 3. Esli G ∈ ω i G^′ ∈ ω to G ∩ G^′ ∈ ω.

Kofil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ nepustu¸ sistemu γ, podmnoßestv fftogo mnoßestva, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸- wim usloviØm: 1. ∅ /∈ γ, 2. Esli F ∈ γ i F ⊂ F^′, to F^′ ∈ γ, 3. Esli F_1 ∪ F_2 ∈ γ, to F_1 ∈ γ ili F_2 ∈ γ.

Zameqanie. PonØtiØ fil~tra i kofil~tra dvoæstvenny drug dru-

70 A. A. IVANOV gu. Deæstvitel~no, oqevidnye vykladki pokazyva¸t: esli ω – fil~tr v X, to γ(ω) = {X \ G|G /∈ ω} – kofil~tr v X, esli γ – kofil~tr v X, to ω(γ) = {X \ F |F /∈ γ} – fil~tr v X, ω(γ(ω)) = ω, γ(ω(γ)) = γ. Netrudno zametit~, qto sistema O_x vseh okrestnosteæ toqki x ØvlØetsØ fil~trom. OperaciØ zamykaniØ opredelØet kofil~- try γ(x) = {F |x ∈ clF }, a operaciØ vnutrennosti opredelØet fil~try ω(x) = {G|x ∈ intG}. S drugoæ storony, l¸baØ sistema

Ω(X) = {ω(x)|x ∈ X} fil~trov v X nezavisimo sopostavlennyh

toqkam fftogo mnoßestva opredelØet operaci¸ vnutrennosti int, dlØ kotoroæ intA = {x|A ∈ ω(x) ∈ Ω}. Analogiqno, l¸baØ sistema

Γ(X) = {γ(x)|x ∈ X} kofil~trov v X nezavisimo sopostavlennyh

toqkam fftogo mnoßestva opredelØet operaci¸ zamykaniØ cl, dlØ kotoroæ clA = {x|A ∈ γ(x) ∈ Γ}.

Zameqanie. Iz skazannogo vyxe sleduet, qto struktura O est~ ne qto inoe, kak sootvetstvu¸waØ struktura Ω(X), a struktura C est~ ne qto inoe, kak sootvetstvu¸waØ struktura Γ(X). Opredelenie. Budem govorit~, qto sistemy Ω i Γ vzaimno so-

otvetstvu¸t drug drugu, esli ω ∈ Ω ⇐⇒ γ(ω) ∈ Γ ili, v ffkvivalentnoæ forme, γ ∈ Γ(X) ⇐⇒ ω(γ) ∈ Ω. Zameqanie. Sootvetstvie meßdu sistemami Ω(X) i sistemami

Γ(X) ØvlØetsØ prosto pereformulirovkoæ ukazannogo ranee so-

otvetstviØ meßdu strukturami O i C, opredelennymi na mnoßestve X.

Opredelenie. GovorØt, qto fil~tr ω shoditsØ k toqke x (ω −→

x) v prostranstve (X, O), esli O_x ⊂ ω.

Opredelenie. GovorØt, qto kofil~tr γ shoditsØ k toqke x

(γ −→ x) v prostranstve (X, C), esli γ ⊂ C_x.

Teorema. Pust~ O i C – vzaimno sootvetstvu¸wie drug drugu

struktury na mnoßestve X, ω i γ – vzaimno sootvetstvu¸wie drug drugu fil~tr i kofil~tr v X. Togda ω shoditsØ k toqke x v prostranstve (X, O) togda i tol~ko togda, kogda γ shoditsØ k toqke x v prostranstve (X, C). Dokazatel~stvo. ω −→ x ⇐⇒ Ox ⊂ ω ⇐⇒ γ = γ(ω) ⊂ Cx ⇐⇒ γ −→ x.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 71 My pokazali, qto l¸baØ struktura O okrestnosteæ opredelØet sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ fil~trov, a l¸baØ struktura C blizkih k toqkam mnoßestv opredelØet sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ kofil~trov. Moßno, odnako, rassmatrivat~ ponØtiØ shodimosti fil~trov i kofil~trov, kak perviqnye ponØtiØ, ime- ¸wie smysl dlØ proizvol~no fiksirovannogo mnoßestva.

DlØ formulirovki fftogo ponØtiØ nam ponadobitsØ sledu¸wee opredelenie:

Opredelenie. Budem govorit~, qto fil~tr ω konfinalen neko-

toromu mnoßestvu fil~trov, esli v kaßdom mnoßestve, prinadleßawem pereseqeni¸ fftih fil~trov, soderßitsØ nekotoryæ fflement fil~tra ω.

Zameqanie. PonØtie konfinal~nosti fil~trov moßno, kak dlØ napravlennosteæ, sformulirovat~ v terminah nositeleæ. NositelØmi fil~tra budem nazyvat~ ego fflementy, a nositelØmi mnoßestva fil~trov – ob¨edineniØ nositeleæ vseh ego fil~- trov. L¸boe takoe ob¨edinenie ØvlØetsØ fflementom kaßdogo fil~tra rassmatrivaemogo mnoßestva fil~trov i potomu ØvlØetsØ fflementom ih pereseqeniØ. S drugoæ storony, l¸boæ fflement pereseqeniØ prinadleßit kaßdomu fil~tru fftogo mnoßestva fil~trov i pofftomu ØvlØetsØ nositelem fftogo mnoßestva. Zametim, takße, qto esli rassmatrivaemoe mnoßestvo fil~trov sostoit tol~ko iz odnogo fil~tra ω_1, to fil~tr ω konfinalen

ω_1, esli ω_1 ⊂ ω.

Opredelenie. Budem govorit~, qto na nekotorom mnoßestve X

zadana nekotoraØ struktura shodimosti fil~trov, esli dlØ vseh toqek x ∈ X nezavisimo opredeleny nepustye mnoßestva Ω(x) fil~trov, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm: 1. ω(x) = {A|x ∈ A} ∈ Ω(x) dlØ kaßdogo x ∈ X, 2. Esli fil~tr ω konfinalen nekotoromu mnoßestvu fil~trov iz Ω(x), to on ØvlØetsØ fil~trom iz Ω(x).

Budem takße govorit~, qto fil~tr ω shoditsØ k toqke x ∈ X i pisat~ ω −→ x, esli ω ∈ Ω(x).

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ X pereseqenie vseh fil~trov iz Ω(x) ØvlØetsØ fil~trom iz Ω(x). Deæstvitel~no, ffto pereseqenie O(x) konfinal~no samomu sebe, sledovatel~no konfinal~no Ω(x), i potomu, v silu usloviØ 2,

72 A. A. IVANOV ØvlØetsØ fil~trom iz Ω(x). S drugoæ storony, kaßdyæ fil~tr soderßawiæ O(x) emu konfinalen i potomu, opØt~ v silu usloviØ 2, prinadleßit Ω(x). Tem samym, zadanie Ω(x) ffkvivalentno zadani¸ O(x).

Opredelenie. Esli struktura {O(x)|x ∈ X} okrestnosteæ, ffkvi-

valentnaØ strukture {Ω(x)|x ∈ X} shodimosti fil~trov, udovletvorØet uslovi¸ 3 okrestnosteæ, to struktura {Ω(x)|x ∈ X} nazyvaetsØ topologiqeskoæ strukturoæ shodimosti fil~trov.

Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo S napravlennosteæ s =

(x_λ|λ ∈ Λ) v X. Netrudno zametit~, qto sovokupnost~ ω(S) vseh

mnoßestv, soderßawih nositeli fftogo mnoßestva napravlennosteæ ØvlØetsØ fil~trom v X. S drugoæ storony dlØ l¸bogo fil~tra ω v X moßno obrazovat~ mnoßestvo S(ω) napravlennosteæ (x_λ|λ ∈ Λ), v kotoryh x_λ ∈ G dlØ kaßdogo λ = G ∈ ω = Λ.

Teorema. DlØ l¸bogo fil~tra ω v X imeet mesto sootnoxenie ω(S(ω)) = ω. Dokazatel~stvo. Pust~ S = S(ω). Mnoßestvo S sostoit iz napravlennosteæ s = (x_G|G ∈ ω), udovletvorØ¸wih uslovi¸ x_G ∈ G dlØ kaßdogo G ∈ ω. Pust~ G^′ ∈ ω. V kaqestve nositeleæ napravlennosteæ s ∈ S moßno rassmatrivat~ mnoßestva |s^′_G| = {x_G|G ∈

ω, G ⊂ G^′}, ob¨edinenie kotoryh sovpadaet s G^′. Takim obrazom ω ⊂ ω(S(ω)). Pust~, teper~, G^′ ∈ ω(S(ω)), to est~ G^′ soderßit nekotoryæ nositel~ H mnoßestva S(ω) napravlennosteæ. Togda H = ⋃ |s_G|. �to ob¨edinenie nositeleæ |s_G|, vzØtyh po vsem s ∈ S(ω) i proizvol~no fiksirovannym dlØ kaßdogo takogo s mnoßestvam G ∈ ω. Dopustim, qto H /∈ ω, to est~ G \ H ≠ ∅. Pofftomu my moßem naæti dlØ kaßdogo G ∈ ω nekotoru¸ toqku x_G ∈ G \ H ≠ ∅. Togda napravlennost~ s = (x_G|G ∈ ω prinadleßit S(ω), no ne imeet obwih toqek s H, qto protivoreqit opredeleni¸ H. Tem samym dokazano, qto ω(S(ω)) ⊂ ω.

Zameqanie. Sootnoxenie meßdu S i S(ω(S)) imeet bolee sloßnyæ harakter. �to Øsno hotØ by potomu, qto vse napravlennosti

s = (x_λ|λ ∈ Λ) iz S(ω(S)) obrazovany po odnomu i tomu ße mno-

ßestvu Λ = ω(S), v to vremØ kak napravlennosti iz S mogut byt~ obrazovany po raznym mnoßestvam Λ. V svØzi s fftim, voznika-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 73 et neobhodimost~ zameny ravenstva mnoßestv napravlennosteæ ponØtiem ih ffkvivalentnosti.

V dal~neæxem budut rassmatrivat~sØ ne tol~ko shodØwiesØ k toqkam klassy napravlennosteæ v mnoßestve X. Pri fftom dlØ proizvol~nyh klassov S napravlennosteæ oqevidnym obrazom vvoditsØ ponØtie nositeleæ i fil~trov ω(S). Opredelenie. Klass S napravlennosteæ budem nazyvat~ polnym

klassom, esli on soderßit vse napravlennosti konfinal~nye emu po nositelØm.

V dal~neæxem budut rassmatrivat~sØ, bez special~noæ ogovorki, tol~ko polnye klassy napravlennosteæ.

Opredelenie. Mnoßestvo S napravlennosteæ v X budem nazy-

vat~ bazoæ klassa S, esli l¸baØ napravlennost~ iz S konfinal~na S po nositelØm.

Teorema. Esli mnoßestvo S ØvlØetsØ bazoæ klassa napravlen-

nosteæ S, to ω(S) = ω(S).

Dokazatel~stvo. Tak kak S ⊂ S, to kaßdyæ nositel~ klassa S soderßit kakoæ-nibud~ nositel~ mnoßestva S. Ots¸da sleduet, qto l¸boæ fflement fil~tra ω(S), soderßawiæ nositel~ klassa S, soderßit nositel~ mnoßestva S i potomu ØvlØetsØ fflementom fil~tra ω(S). Tem samym dokazano vkl¸qenie ω(S) ⊂ ω(S). S drugoæ storony, kaßdyæ nositel~ G mnoßestva S ØvlØetsØ nositelem klassa S, tak kak dlØ l¸boæ napravlennosti s ∈ S naædetsØ ee nositel~, soderßawiæsØ v G, i ob¨edinenie vseh fftih nositeleæ, ØvlØ¸weesØ nositelem klassa S, sovpadaet s G. Ots¸da sleduet vkl¸qenie ω(S) ⊂ ω(S).

Opredelenie. Dva mnoßestva napravlennosteæ v X nazyva¸t-

sØ ffkvivalentnymi, esli oni ØvlØ¸tsØ bazami odnogo i togo ße klassa napravlennosteæ.

Teorema. Dva mnoßestva napravlennosteæ v X ffkvivalentny

togda i tol~ko togda, kogda l¸baØ napravlennost~ odnogo iz fftih mnoßestv konfinal~na po nositelØm drugomu mnoßestvu.

Dokazatel~stvo. Pust~ S i S^′ bazy klassov napravlennosteæ S i S^′, sootvetstvenno. Togda iz ffkvivalentnosti S i S^′ sleduet

S ⊂ S^′ i S^′ ⊂ S, otkuda S ⊂ S^′ i S^′ ⊂ S, sledovatel~no S = S^′.

S drugoæ storony, pust~ S i S^′ ØvlØ¸tsØ bazami odnogo i togo

74 A. A. IVANOV ße klassa S. Tak kak S^′ ⊂ S i S – baza S, to kaßdaØ napravlennost~ iz S^′ konfinal~na po nositelØm mnoßestvu S. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto kaßdaØ napravlennast~ iz S konfinal~na po nositelØm mnoßestvu S^′.

Teorema. Dva mnoßestva napravlennosteæ v X ffkvivalentny

togda i tol~ko togda, kogda opredelØeiye imi fil~try sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Pust~ S i S^′ – nekotorye mnoßestva napravlennosteæ. Esli ω(S) = ω(S^′), to l¸boæ nositel~ G mnoßestva S, ØvlØØs~ fflementom fil~tra ω(S), soderßit kakoæ-nibud~ nositel~ mnoßestva S^′. No fftot nositel~ ØvlØetsØ ob¨edineniem nositeleæ vseh napravlennosteæ iz S^′, kaßdyæ iz kotoryh soderßitsØ v G. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto v l¸bom nositele mnoßestva S^′ soderßitsØ nositel~ kaßdoæ napravlennosti iz S. Tem samym dokazano, qto S i S^′ ffkvivalentny. S drugoæ storony esli mnoßestva napravlennosteæ S i S^′ ffkvivalentny, to est~ oni ØvlØ¸tsØ bazami odnogo i togo ße klassa S, to ω(S) = ω(S) i ω(S^′) = ω(S), otkuda sleduet ravenstvo ω(S) = ω(S^′). Teorema. DlØ l¸bogo mnoßestva S napravlennosteæ v X imeet

mesto ffkvivalentnost~ S i S(ω(S)).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim fil~try ω(S) i ω(S(ω(S))). V silu dokazannoæ ranee teoremy, ffti fil~try sovpada¸t. No togda, v silu predyduweæ teoremy, mnoßestva S i S(ω(S)) ffkvivalent- ny. Na mnoßestve vseh fil~trov (kofil~trov) v X imeetsØ estestvennyæ porØdok po vkl¸qeni¸, pofftomu moßno rassmatrivat~ toqnye verhnie i toqnye nißnie granicy sistem fil~trov i sistem kofil~trov. Zametim pri fftom, qto pri perehode ot fil~trov k sootvetstvu¸wim im kofil~tram i perehode ot kofil~trov k sootvetstvu¸wim im fil~tram porØdok obrawaetsØ. Deæstvitel~no, esli ω_1 < ω_2, to est~ esli G ∈ ω_1 =⇒ G ∈ ω_2, to

F ∈ γ(ω_2) ⇐⇒ X \ F /∈ ω_2 =⇒ X \ F /∈ ω_1 ⇐⇒ F ∈ γ(ω_1) i pofftomu γ(ω_2) < γ(ω_1).

Teorema. DlØ l¸boæ sistemy Ω fil~trov v X suwestvuet ee

toqnaØ nißnØØ granica infΩ, dlØ l¸boæ sistemy Γ kofil~trov v X suwestvuet ee toqnaØ verhnØØ granica supΓ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim pereseqenie ∩ω|ω ∈ Ω vseh fil~- trov, vhodØwih v sistemu Ω. �to pereseqenie ne pusto, tak kak

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 75 mnoßestvo X vhodit v kaßdyæ fil~tr iz Ω. Bolee togo, ffto pereseqenie ØvlØetsØ fil~trom. Deæstvitel~no, esli G_1 ∈ ω ∈ Ω i

G_2 ∈ ω ∈ Ω, to G_1 ∩ G_2 ∈ ω ∈ Ω i pofftomu G_1 ∩ G_2 ∈ ∩ω|ω ∈ Ω. Ne-

trudno ubedit~sØ v tom, qto ffto pereseqenie i est~ infΩ. V silu dvoæstvennosti meßdu fil~trami i kofil~trami, obrawa¸weæ porØdok, iz uße dokazannogo sleduet vtoraØ qast~ teoremy.

§2. Struktury slabo topologiqeskih prostranstv

1. Slabo topologiqeskie i topologiqeskie prostranstva. V predyduwem paragrafe byli vvedeny razliqnye struktury, pozvolØ¸wie opisyvat~ topologiqeskie prostranstva. Vse ffti struktury, za iskl¸qeniem struktur otkrytyh i struktur zamknutyh mnoßestv, moßno rassmatrivat~, kak varianty zadaniØ prostranstv bolee tonkih, qem topologiqeskie prostranstva. Na fftih prostranstvah, kotorye my budem nazyvat~ slabo topologiqeskimi prostranstvami, moßno rassmatrivat~ okrestnosti toqek, dalekie ot toqek mnoßestva, blizkie k toqkam mnoßestva, operacii zamykaniØ i vnutrennosti, shodimost~ napravlennosteæ, fil~trov i kofil~trov, udovletvorØ¸wie bolee slabym, qem dlØ topologiqeskih prostranstv, usloviØm. Pri fftom slabo topologiqeskoe prostranstvo okazyvaetsØ topologiqeskim prostranstvom, esli ono udovletvorØet sootvetstvu¸wim, ffkvivalentnym drug drugu, usloviØm, formuliruemym v terminah okrestnosteæ ili v terminah dalekih ot toqek mnoßestv, blizkih ot toqek mnoßestv, operaciæ zamykaniØ i vnutrennosti, shodimosti napravlennosteæ. Naprimer, slabo topologiqeskoe prostranstvo okazyvaetsØ topologiqeskim prostranstvom, esli kaßdaØ okrestnost~ toqki soderßit ee okrestnost~, ØvlØ¸wu¸- sØ okrestnost~¸ l¸boæ svoeæ toqki ili cl(clA) = clA dlØ l¸bogo mnoßestva A ili struktura shodimosti udovletvorØet aksiome kompozicii.

Slabo topologiqeskie prostranstva, kak i topologiqeskie prostranstva , my budem, inogda, oboznaqat~ temi ße bukvami, qto i mnoßestva, na kotoryh opredeleny sootvetstvu¸wie struktury.

Pust~ X – nekotoroe slabo topologiqeskoe prostranstvo. V kaqestve ishodnoæ struktury, opredelØ¸weæ ffto prostranstvo

76 A. A. IVANOV budem sqitat~ sovokupnost~ fil~trov okrestnosteæ ego toqek. Opredelenie. Budem govorit~, qto na mnoßestve X opredelena

slabo topologiqeskaØ struktura, esli na fftom mnoßestve fiksirovana nekotoraØ struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ.

Napomnim, qto mnoßestvo A nazyvaetsØ otkrytym mnoßestvom v X esli A = intA i, sootvetstvenno, zamknutym mnoßestvom, esli A = clA.

Teorema. Sovokupnost~ vseh otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv

slabo topologiqeskogo prostranstva X ØvlØetsØ strukturoæ otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv, to est~ strukturoæ nekotorogo topologiqeskogo prostranstva.

Dokazatel~stvo. Uslovie 1 dlØ topologiqeskih struktur otkrytyh mnoßestv sleduet, oqevidno, iz usloviæ 1 i 3 dlØ operacii vnutrennosti. Dokaßem, qto uslovie 2 dlØ topologiqeskih struktur otkrytyh mnoßestv sleduet iz usloviØ 2 dlØ operaciæ vnutrennosti. DlØ fftogo zametim, preßde vsego, qto iz usloviØ 2 dlØ operacii vnutrennosti sleduet ee monotonnost~, to est~

G ⊂ G^′ =⇒ intG ⊂ intG^′. Deæstvitel~no, G ⊂ G^′ ⇐⇒ G ∩ G^′ = G, int(G ∩ G^′) = intG ∩ intG^′ = intG, otkuda sleduet, qto intG ⊂ intG^′.

Rassmotrim, teper~, proizvol~noe ob¨edinenie G = ∪G_ξ|ξ ∈ Ξ otkrytyh v X mnoßestv. G_ξ ⊂ G dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, pofftomu

G_ξ = intG_ξ ⊂ intG i, takim obrazom, G = ∪G_ξ|ξ ∈ Ξ = ∪intG_ξ|ξ ∈ Ξ ⊂ intG, to est~ G = intG. Sluqaæ zamknutyh mnoßestv rassma-

trivaetsØ analogiqno.

Takim obrazom kaßdomu slabo topologiqeskomu prostranstvu X odnoznaqno sopostavlØetsØ,associirovannoe s nim, topologiqeskoe prostranstvo, kotoroe my budem oboznaqat~ qerez PX.

Svoæstva fftogo topologiqeskogo prostranstva moßno rassmatrivat~, kak svoæstva ishodnogo slabo topologiqeskogo prostranstva. Neobhodimo pri fftom pomnit~, qto svoæstva topologiqeskogo prostranstva PX ne isqerpyva¸t vseh svoæstv ishodnogo slabo topologiqeskogo prostranstva X. Obyqno topologiqeskoe svoæstvo ØvlØetsØ qastnym (sil~nym) sluqaem nekotorogo slabo topologiqeskogo svoæstva. Naprimer, okrestnost~¸ mnoßestva A v slabo topologiqeskom prostranstve X, sqita- ¸t l¸boe mnoßestvo O, vnutrennost~ kotorogo intO soderßit A. V qastnom sluqae ffto mnoßestvo moßet soderßat~ otkrytu¸ okrestnost~ mnoßestva A, i togda my budem nazyvat~ fftu

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 77 okrestnost~ sil~noæ okrestnost~¸ mnoßestva A. V sootvetstvii s fftim, moßno rassmatrivat~ otdelimost~ mnoßestv ih okrestnostØmi v X i, kak qastnyæ sluqaæ, ih sil~nu¸ otdelimost~, to est~ otdelimost~ sil~nymi okrestnostØmi. V qastnosti moßno rassmatrivat~ otdelimost~ i sil~nu¸ otdelimost~ toqek. Zametim, qto esli mnoßestvo O ØvlØetsØ okrestnost~¸ nekotorogo mnoßestva A, to intO moßet i ne byt~ okrestnost~¸ fftogo mnoßestva. Slabo topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ otdelimym, esli dve l¸bye ego razliqnye toqki otdelimy i ono nazyvaetsØ sil~no otdelimym, esli dve l¸bye ego razliqnye toqki sil~no otdelimy.

Zameqanie. Tot fakt, qto slabye topologii opredelØ¸tsØ ne-

zavisimo fiksirovannymi fil~trami okrestnosteæ toqek, delaet obwu¸ teori¸ slabo topologiqeskih prostranstv, v nekotorom otnoxenii, prowe obweæ teorii topologiqeskih prostranstv. S drugoæ storony teoriØ topologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ special~noæ qast~¸ teorii slabo topologiqeskih prostranstv.

TeoriØ slabo topologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ bolee tonkoæ teorieæ, qem teoriØ topologiqeskih prostranstv, tak kak l¸baØ operaciØ slabo topologiqeskogo zamykaniØ ton~xe, qem sootvetstvu¸waØ eæ operaciØ topologiqeskogo zamykaniØ. Vo mnogih sluqaØh v rezul~tate perehoda ot slaboæ topologii k topologii my poluqaem trivial~noe topologiqeskoe prostranstvo. Rassmotrim, naprimer, mnoßestvo Zcelyh qisel i vpolne additivnu¸ operaci¸ zamykaniØ, dlØ kotoroæ cl{n} =

{n − 1, n, n + 1}. Sootvetstvu¸waØ eæ topologiqeskaØ struktu-

ra trivial~na i potomu l¸boe otobraßenie f : Z −→ Z budet nepreryvnym otnositel~no fftoæ struktury. S drugoæ storony, esli otobraßenie f– nepreryvno otnositel~no zadannoæ vyxe slabo topologiqeskoæ struktury, to f(cl{n}) ⊂ clf(n) =

{f(n) − 1, f(n), f(n) + 1} i pofftomu |f(n + 1) − f(n)| ⩽ 1– svoego

roda “uslovie nepreryvnosti”.

2. OperaciØ zamykaniØ v PX. OperaciØ zamykaniØ v PX, voobwe govorØ, ne sovpadaet s operacieæ zamykaniØ v X, no opredelØetsØ fftoæ operacieæ. Pust~ A – proizvol~noe mnoßestvo v X. Rassmotrim dlØ l¸bogo porØdkovogo qisla ν takie mnoßestva clA, cl^2A = cl(clA), . . . , cl^ν A, qto cl^μA = cl(∪cl^λA|λ < μ) dlØ l¸bogo μ < ν. Tem samym opredelØ¸tsØ na X operacii cl^ν.

78 A. A. IVANOV

Teorema. DlØ l¸bogo slabo topologiqeskogo prostranstva X s

operacieæ zamykaniØ cl i l¸bogo porØdkovogo qisla ν, operaciØ cl^ν ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ.

Dokazatel~stvo. Dokaßem vypolnenie dlØ cl^ν usloviæ operacii zamykaniØ.

1. cl^ν ∅ = ∅, tak kak dlØ A = ∅ vse qleny transfinitnoæ posledovatel~nosti A, clA, cl^2A = cl(clA), . . . , cl^ν A pusty.

2. A ⊂ cl^νA, tak kak clA, cl^2A = cl(clA), . . . , cl^νA ØvlØetsØ neubyva¸weæ transfinitnoæ posledovatel~nost~¸ mnoßestv. 3. cl^ν (A ∪ B) = cl^ν A ∪ cl^ν B, tak kak cl^ν(A ∪ B) = cl(∪cl^μ(A ∪ B)|μ <

ν) = cl(∪(cl^μA ∪ cl^μA)|μ < ν) = cl((∪cl^μA|μ < ν) ∪ (∪cl^μB|μ < ν)) = cl(∪cl^μA|μ < ν) ∪ cl(∪cl^μB|μ < ν) = cl^νA ∪ cl^ν B.

Tem samym dokazano, qto cl^ν ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ.

Teorema. DlØ kaßdogo slabo topologiqeskogo prostranstva X s

operacieæ zamykaniØ cl naædetsØ takoe porØdkovoe qislo ν, qto operaciØ cl^ν ØvlØetsØ topologiqeskoæ operacieæ zamykaniØ.

Dokazatel~stvo. Zametim, preßde vsego, qto transfinitnaØ posledovatel~nost~ A, clA, cl^2A = cl(clA), . . . , cl^ν A, cl^{ν+1}A ØvlØetsØ neubyva¸weæ posledovatel~nost~¸ mnoßestv. Esli mownost~ fftoæ posledovatel~nosti bol~xe mownosti mnoßestva vseh toqek prostranstva X, to ffta posledovatel~nost~ ne moßet byt~ strogo vozrasta¸weæ, v qastnosti mnoßestva cl^νA i cl^{ν+1}A budut sovpadat~, to est~ cl^νA budet zamknutym v X mnoßestvom. DlØ dostatoqno bol~xogo ν i vseh A ⊂ X my budem imet~

cl(cl^ν A) = cl^ν A. S drugoæ storony, iz vkl¸qeniæ A ⊂ A^′ ⊂ cl^ν A

sledu¸t vkl¸qeniØ cl^νA ⊂ A^′ ⊂ cl^ν A i, sledovatel~no, ravenstvo A^′ = cl^νA. Tem samym dokazano, qto operaciØ cl^ν ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ v PX.

Teorema. Esli f : (X, cl) −→ (X^′, cl^′) ØvlØetsØ nepreryvnym oto-

braßeniem slabo topologiqeskih prostranstv, to otobraßenie P f : P(X, cl) −→ P(X^′, cl^′) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem topologiqeskih prostranstv.

Dokazatel~stvo. Vyxe bylo dokazano, qto dlØ nekotoryh porØdkovyh qisel ν i ν^′ operacii cl^ν i (cl^′)^{ν0} ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi operaciØmi zamykaniØ dlØ topologiqeskih prostranstv

(X, cl) i (X^′, cl^′), sootvetstvenno. Tak kak porØdok fftih itera-

ciæ operaciæ zamykaniØ moßet byt~ proizvol~no uveliqen, my

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 79 moßem sqitat~, qto ν^′ = ν i, takim obrazom, cl^ν i (cl^′)^ν ØvlØ- ¸tsØ topologiqeskimi operaciØmi zamykaniØ. Uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ f : (X, cl) −→ (X^′, cl^′) ffkvivalentno uslovi¸ f(clA) ⊂ cl^′f(A) dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ X. no togda f(cl(clA)) ⊂ cl^′(f(clA)) ⊂ cl^′cl^′f(A), . . . . Transfinitnoæ indukcieæ moßno dokazat~, qto cl^ν f(A) ⊂ (cl^′)^ν (f(A)) i pofftomu

f : (X, cl^ν ) −→ (X^′, (cl^′)^ν) – nepreryvnoe otobraßenie.

Zameqanie. Rassmotrim sootvetstvie P : W T op −→ T op, sopostavlØ¸wee kaßdomu slabo topologiqeskomu prostranstvu X topologiqeskoe prostranstvo T X. Kak pokazano vyxe, pri fftom sootvetstvii nepreryvnye otobraßeniØ slabotopologiqeskih prostranstv ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßeniØmi sootvetstvu¸- wih im topologiqeskih prostranstv, toßdestvennoe otobraßenie ostaetsØ toßdestvennym otobraßeniem, kompoziciØ otobraßeniæ slabo topologiqeskih prostranstv perehodit v kompozici¸ otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv.

3. Slabye topologii na mnoßestve. Mnoßestvo vseh slabyh tologiæ na odnom i tom ße mnoßestve estestvenno uporØdoqivaetsØ.

Opredelenie. Pust~ na nekotorom mnoßestve M opredeleny

dve slabo topologiqeskie struktury O i O^′. Esli O_x ⊂ O^′_x dlØ kaßdoæ toqki x ∈ M , to govorØt, qto struktura okrestnosteæ O^′ ton~xe, qem struktura okrestnosteæ O (struktura O grubee, qem struktura O^′). V fftom sluqae govorØt takße, qto slabaØ topologiØ na X = (M, O^′) ton~xe, qem slabaØ topologiØ na X^′ = (M, O) (slabaØ topologiØ na (M, O) grubee, qem slabaØ topologiØ na (M, O^′).

Zameqanie. Sravnenie slabo topologiqeskih struktur v terminah okrestnosteæ imeet lokal~nyæ harakter. Global~noe opredelenie ih sravneniØ moßet byt~ dano v terminah zamykaniæ, a imenno operaciØ zamykaniØ cl^′ ton~xe operacii zamykaniØ cl, esli

cl^′A ⊂ clA dlØ l¸bogo A ⊂ X.

�kvivalentnye fftomu sravneniØ slabyh topologiæ moßno vvesti i pri drugih sposobah zadaniØ slabo topologiqeskih prostranstv: strukturami dalekih mnoßestv, blizkih mnoßestv,

80 A. A. IVANOV operacieæ vnutrennosti, shodimostØmi napravlennosteæ, fil~- trov, shodimosti kofil~trov.

Zameqanie. L¸boe topologiqeskoe prostranstvo ØvlØetsØ, koneqno, slabo topologiqeskim prostranstvom, pofftomu moßno sravnivat~ slabye topologii prostranstv X i PX. Slabye topologiØ X ton~xe qem slabye topologiØ PX, tak kak fil~tr sil~nyh okrestnosteæ l¸boæ toqki soderßitsØ v fil~tre vseh ee okrestnosteæ.

Sravnenie slabo topologiqeskih struktur pozvolØet vvesti na mnoßestve vseh slabo topologiqeskih prostranstv, opredelennyh na mnoßestve M , otnoxenie porØdka, pri kotorom X <

X^′, esli slabo topologiqeskaØ struktura na X grubee, qem sla-

bo topologiqeskaØ struktura na X^′. V fftom mnoßestve soderßitsØ mnoßestvo vseh topologiqeskih prostranstv, opredelennyh na M . Kaßdoe topologiqeskoe prostranstvo moßno predstavit~, kak PX – topologiqeskiæ predstavitel~ slabo topologiqeskogo prostranstva X. Vse ffto mnoßestvo razbivaetsØ na mnoßestva, kaßdoe iz kotoryh sostoit iz vseh slabo topologiqeskih prostranstv, ime¸wih odnogo i togo ße associirovannogo s nimi predstavitelØ. Naibol~xim ØvlØetsØ mnoßestvo vseh slabo topologiqeskih prostranstv, s kotorymi associirovano trivial~noe topologiqeskoe prostranstvo. Nekotorye topologiqeskie prostranstva ØvlØ¸tsØ predstavitelØmi tol~ko samogo sebØ. Netrudno dokazat~, qto takim topologiqeskim prostranstvom budet l¸boe prostranstvo, podmnoßestva kotorogo oblada¸t sledu¸wim svoæstvom: kaßdaØ, prisoedinØemaØ k mnoßestvu (vnexnØØ), predel~naØ toqka ØvlØetsØ edinstvennoæ vnexneæ predel~noæ toqkoæ nekotorogo ego podmnoßestva. Takim prostranstvom ØvlØetsØ, naprimer, qislovaØ prØmaØ s obyqnoæ topologieæ.

4. Nepreryvnye otobraßeniØ. �kvivalentnye opredeleniØ nepreryvnosti otobraßeniæ slabo topologiqeskih prostranstv v razliqnyh terminah byli dany ranee v §2. Nekotorye iz nih ime¸t global~nyæ harakter, drugie ße – lokal~nyæ. Naprimer, opredelenie otobraßenie f : X −→ X^′ nepreryvno, esli f(clA) ⊂ cl^′f(A) dlØ l¸bogo A ⊂ X – Øvno global~noe opredelenie. S drugoæ storony, opredelenie

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 81 otobraßenie f : X −→ X^′ nepreryvno, esli f^{−1}(O^′) ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki x dlØ l¸boæ okrestnosti O^′ toqki f(x). ØvlØetsØ lokal~nym opredeleniem.

Teorema. Esli otobraßenie f : X −→ X^′ slabo topologiqeskih

prostranstv ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, to otobraßenie f : PX −→ PX^′ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ cl i cl^′ –slabo topologiqeskie operacii zamykaniØ v X i X^′, sootvetstvenno, cl^ν i (cl^′)^ν – topologiqeskie operacii zamykaniØ v PX i PX^′ (ravenstvo kratnosteæ povtoreniØ operaciæ zamykaniØ cl i cl^′ vozmoßno, tak kak ih uveliqenie sohranØet sootvetstvu¸wie topologiqeskie operacii zamykaniØ). Po uslovi¸ teoremy f(clA) ⊂ cl^′f(A) dlØ l¸- bogo mnoßestva A v X. Dokaßem, qto f(cl^νA) ⊂ (cl^′)^νf(A), ispol~zuØ transfinitnu¸ indukci¸, to est~ predpolagaØ spravedlivost~ fftogo sootnoxeniØ dlØ vseh μ < ν, dokaßem ego dlØ ν. Tak kak cl^ν A = cl(∪cl^μA|μ < ν), to f(cl^ν A) = f(cl(∪cl^μA|μ < ν)) ⊂ f(∪cl^{μ+1}A|μ < ν) = ∪f(cl^{μ+1}A)|μ < ν ⊂ ∪(cl^′)^{μ+1}f(A)|μ < ν = (cl^′)^ν f(A) i trebuemoe vkl¸qenie i, tem samym, nepreryvnost~

otobraßeniØ f : PX −→ PX^′ dokazany.

Pust~ X i X^′– dva mnoßestva i f : X^′ −→ X. Togda l¸baØ slabaØ topologiØ, opredelennaØ na X, moßet byt~ perenesena (inducirovana) otobraßeniem f na X^′, a l¸baØ slabaØ topologiØ, opredelennaØ na X^′, moßet byt~ perenesena (inducirovanna) otobraßeniem f na X. V qastnosti, perenos struktury okrestnosteæ moßet byt~ osuwestvlen vloßeniem i : X^′ −→ X dlØ X^′ ⊂ X. Pri fftom struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ toqek v X pereædet v strukturu O^′ = {O^′_x|x ∈ X^′}, gde

O^′_x = {O ∩ X^′|O ∈ O_x}. Mnoßestvo X^′, nadelennoe takoæ struk-

turoæ nazyvaetsØ podprostranstvom slabo topologiqeskogo prostranstva (X, O).

5. PrØmoe proizvedenie i svobodnoe ob¨edinenie. Pust~ dano semeæstvo (X_λ|λ ∈ Λ) slabo topologiqeskih prostranstv. Obrazuem mnoßestvo X = ∏ X_λ = {(x_λ|λ ∈ Λ)| x_λ ∈ X_λ}. Pust~ x = (x_λ|λ ∈ Λ) ∈ X, O_λ–okrestnost~ toqki x_λ v X_λ, priqem vse O_λ krome koneqnogo qisla sovpada¸t s X_λ. Togda mnoßestvo ∏ O_λ|λ ∈ Λ rassmatrivaetsØ, kak okrestnost~ toqki x v proizve-

denii. Vse mnoßestva, soderßawie takie okrestnosti obrazu¸t

82 A. A. IVANOV

O_x. Struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ opredelØet sla-

bo topologiqeskoe prostranstvo (X, O), nazyvaemoe prØmym proizvedeniem prostranstv zadannogo semeæstva. Netrudno ponØt~, qto ffto strukturnoe opredelenie proizvedeniØ slabo topologiqeskih prostranstv sootvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸, a imenno obladaet sledu¸wim svoæstvom:

Fiksiru¸tsØ otobraßeniØ π_λ : X −→ X_λ, π_λ(x) = x_λ, togda dlØ l¸bogo slabo topologiqeskogo prostranstva Y i l¸byh otobraßeniæ f_λ : Y −→ X_λ, λ ∈ Λ suwestvuet takoe otobraßenie

f : Y −→ X, qto f_λ = π_λf.

Zametim, qto operaciØ peremnoßeniØ slabo topologiqeskih prostranstv associativna, esli sqitat~ associativnym peremnoßenie mnoßestv.

Opredelim, teper~, operaci¸ svobodnogo ob¨edineniØ slabo topologiqeskih prostranstv.

Pust~ dano semeæstvo (X_λ|λ ∈ Λ) slabo topologiqeskih prostranstv, ne ime¸wih poparno obwih toqek. Obrazuem mnoßestvo X = ⋃ X_λ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku x ∈ X. Ona

budet prinadleßat~ kakomu-to iz prostranstv X_λ i, sledovatel~no, budet opredelena ee sovokupnost~ O_x(X_λ) okrestnosteæ v fftom prostranstve. Opredelim teper~ O_x, kak sovokupnost~ mnoßestv, kaßdoe iz kotoryh soderßit kakoe-to mnoßestvo iz

O_x(X_λ). Struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ opredelØet

slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O), nazyvaemoe svobodnym ob¨edineniem prostranstv zadannogo semeæstva. Netrudno ponØt~, qto ffto strukturnoe opredelenie svobodnogo ob¨edineniØ slabo topologiqeskih prostranstv sootvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸, a imenno obladaet sledu¸wim svoæstvom:

Fiksiru¸tsØ otobraßeniØ i_λ : X_λ −→ X, i_λ(x) = x, togda dlØ l¸bogo slabo topologiqeskogo prostranstva Y i l¸byh otobraßeniæ f_λ : X_λ −→ Y, λ ∈ Λ suwestvuet takoe otobraßenie

f : X −→ Y , qto f_λ = fi_λ.

Zametim, qto operaciØ svobodnogo ob¨edineniØ slabo topologiqeskih prostranstv associativna.

6. Faktorprostranstvo i podprostranstvo. Pust~ X–nekotoroe slabo topologiqeskoe prostranstvo, X^′–mnoßestvo i h :

X −→ X^′–otobraßenie mnoßestva toqek prostranstva X na

mnoßestvo X^′. Strukturu O okrestnosteæ moßno perenesti posredstvom otobraßeniØ h na mnoßestvo X^′, poloßiv O ∈

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 83

O^′_x0 ⇐⇒ h^{−1}(O) ∈ ∩O_x|h(x) = x^′. Slabo topologiqeskoe pro-

stranstvo (X^′, O^′) nazyvaetsØ h-faktorprostranstvom slabo topologiqeskogo prostranstva X i oboznaqaetsØ qerez X/h. Moßno rassmatrivat~ takße R-faktorprostranstva X/R, gde R– otnoxenie ffkvivalentnosti, opredelennoe na X. V kaqestve mnoßestva X^′ beretsØ v fftom sluqae mnoßestvo vseh klassov Rffkvivalentnosti, a otobraßenie h sopostavlØet kaßdoæ toqke

x ∈ X klass ffkvivalentnosti, kotoromu ona prinadleßit.

Rassmotrim nekotorye svoæstva faktorprostranstv. Pust~

f : X −→ Y –nepreryvnoe otobraßenie slabo topologiqeskih

prostranstv. X^′ = f(X), i : X^′ −→ Y –vloßenie mnoßestv,

h : X −→ X/f. Imeem, oqevidno, f = ih i moßno dokazat~, qto ne-

preryvnost~ otobraßeniØ f vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ i i, naoborot, nepreryvnost~ i vleqet nepreryvnost~ f. Predstavlenie otobraßeniØ f v vide kompozicii f = ih nazyvaetsØ kanoniqeskim razloßeniem nepreryvnogo otobraßeniØ. PredstavlØet opredelennyæ interes izuqenie svØzi meßdu svoæstvami slabo topologiqeskih prostranstv X, X/R i otnoxeniæ ffkvivalentnosti R.

7. Kompaktnost~ i lokal~naØ kompaktnost~. Tak kak struktura otkrytyh mnoßestv slabo topologiqeskogo prostranstva ne opisyvaet ego slabu¸ topologiqesku¸ strukturu, opredelenie kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti sleduet davat~ v terminah okrestnosteæ.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazy-

vaetsØ komaktnym, esli iz l¸bogo ego pokrytiØ (O_x|x ∈ X) okrestnostØmi toqek moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie.

PonØtie kompaktnosti moßno, koneqno, sformulirovat~ v terminah zamykaniæ, vnutrennosteæ, dalekih ot toqek mnoßestv, blizkih k toqkam mnoßestv i shodimosteæ. Netrudno zametit~, qto v kompaktnom slabo topologiqeskom prostranstve vsØkoe otkrytoe pokrytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Opredelenie. Otdelimoe kompaktnoe slabo topologiqeskoe

prostranstvo nazyvaetsØ kompaktom.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazy-

vaetsØ lokal~no kompaktnym, esli v l¸boæ okrestnosti l¸boæ

84 A. A. IVANOV ego toqki soderßitsØ ee okrestnost~ s kompaktnym zamykani- em. TeoriØ kompaktnyh i lokal~no kompaktnyh slabo topologiqeskih prostranstv v obwem analogiqna sootvetstvu¸weæ teorii topologiqeskih prostranstv.

8. SvØznost~ i lokal~naØ svØznost~. Estestvennym perenosom ponØtiØ svØznosti topologiqeskih prostranstv na slabo topologiqeskie prostranstva ØvlØetsØ sledu¸wee opredelenie: Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ

svØznym, esli v nem ne suwestvuet sobstvennoe nepustoe mnoßestvo, zamykanie kotorogo sovpadaet s vnutrennost~¸.

Netrudno zametit~, odnako, qto esli clA = intA dlØ nekotorogo mnoßestva A slabo topologiqeskogo prostranstva X, to A okazyvaetsØ odnovremeno otkrytym i zamknutym v X mnoßestvom. Takim obrazom ponØtie svØznosti slabo topologiqeskogo prostranstva sovpadaet s ponØtiem svØznosti topologiqeskogo prostranstva. S drugoæ storony, ponØtie lokal~noæ svØznosti slabo topologiqeskogo prostranstva ne sovpadaet s ponØtiem lokal~noæ svØznosti topologiqeskogo prostranstva. Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ

lokal~no svØznym, esli v kaßdoæ okrestnosti l¸boæ toqki soderßitsØ ee svØznaØ okrestnost~.

�to uslovie sil~nee, qem obyqnoe uslovie lokal~noæ svØznosti.

§3. Struktury kvazitopologiqeskih prostranstv 1. Vvedenie. Izvestno kak xiroko primenØ¸tsØ topologiqeskie struktury pri rexenii razliqnyh teoretiqeskih i prikladnyh problem. Odnako byva¸t i takie situacii, kogda ispol~zovanie topologiqeskih struktur ne daet nußnogo ffffekta, ne pozvolØet poluqit~ rexenie toæ ili inoæ problemy. Oni okazyva¸tsØ v takoæ situacii slixkom grubymi i voznikaet neobhodimost~ vvedeniØ bolee tonkih struktur. Zdes~ napraxivaetsØ analogiØ s vvedeniem obobwennyh funkciæ v teh sluqaØh, kogda obyqnye funkcii ne da¸t rexeniØ problemy. Odnim iz primerov vozniknoveniØ podobnoæ situacii ØvlØetsØ problema topologizacii mnoßestva C(Y, Z) (Z^Y v drugom oboznaqenii) nepreryvnyh

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 85 otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva Y v topologiqeskoe prostranstvo Z. Rassmotrim, naprimer, operaci¸ vyqisleniØ znaqeniØ nekotoroæ funkcii f ∈ C(Y, Z) v toqke y ∈ Y . Ee moßno predstavit~, kak otobraßenie E : C(Y, Z) × Y −→ Z, E(f, y) = f(y), nazyvaemoe otobraßeniem vyqisleniØ.

Qasto prihoditsØ rassmatrivat~ topologiqeskie prostranstva C(Y, Z)_τ , poluqaemye fiksacieæ na C(Y, Z) kakoæ-nibud~ topologiqeskoæ struktury τ . Pri fftom estestvenno rassmatrivat~ takie topologiqekie struktury τ , dlØ kotoryh otobraßenie vyqisleniØ E : C(X, Y )_τ × Y −→ Z, E(f, y) = f(y) nepreryvno. Takie topologiqeskie struktury na C(Y, Z) nazyva¸tsØ dopustimymi. Oni vsegda suwestvu¸t, naprimer diskretnaØ topologiqeskaØ struktura. Odnako naibol~xiæ interes predstavlØet, koneqno, minimal~naØ dopustimaØ topologiqeskaØ struktura. Vot zdes~-to i voznikaet nepriØtnaØ situaciØ. Minimal~naØ struktura ne vsegda suwestvuet. Naprimer, esli Y – vpolne regulØrnoe topologiqeskoe prostranstvo, to minimal~- naØ dopustimaØ struktura suwestvuet togda i tol~ko togda kogda Y – lokal~no kompaktno. Takim obrazom rassmatrivaemaØ problema v topologiqeskih strukturah ne rexaetsØ. Matematiki staralis~ oboætis~ vse ße topologiqeskimi strukturami na mnoßestve C(Y, Z), rassmatrivaØ, naprimer, ne obyqnoe proizvedenie C(Y, X)_τ × Y , a sootvetstvu¸wim obrazom izmenennoe.

Principial~no novyæ xag byl sdelan (1963g.) Spen~erom. On otkazalsØ ot ispol~zovaniØ topologiqeskih struktur v fftoæ situacii i perexel k strukturam, kotorye on nazval kvazitopologiqeskimi. Sut~ ego podhoda takova. RassmatrivaetsØ sovokupnost~ C kompaktnyh hausdorfovyh prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. Kvazitopologieæ na proizvol~no zadannom mnoßestve X nazyvaetsØ sopostavlenie kaßdomu kompaktu C nekotorogo mnoßestva Q(C, X) otobraßeniæ C v X. Pri fftom dolßny vypolnØt~sØ sledu¸wie usloviØ:

1. Kaßdoe postoØnnoe otobraßenie C v X prinadleßit Q(C, X), 2. Esli a : C_1 −→ C_2 i f ∈ Q(C_2, X) to fa ∈ Q(C_1, X), 3. Esli kompakt C ØvlØetsØ svobodnym ob¨edinenie kompaktov

C_1 i C_2, to f ∈ Q(C, X) togda i tol~ko togda, kogda f|C_1 ∈

86 A. A. IVANOV

Q(C_1, X) i f|C_2 ∈ Q(C_2, X),

4. Esli a : C_1 −→ C_2 – otobraßenie na, to f ∈ Q(C_2, X) togda i tol~ko togda, kogda fa ∈ Q(C_1, X).

Mnoßestvo X, na kotorom zadana nekotoraØ kvazitopologiØ nazyvaetsØ kvazitopologiqeskim (po Spen~eru) prostranstvom. Na kvazitopologiqeskie, v fftom smysle, prostranstva estestvenno perenosØtsØ osnovnye topologiqeskie ponØtiØ, v qastnosti ponØtie dopustimoæ kvazitopologiqeskoæ struktury na mnoßestve F (Y, Z) kvazinepreryvnyh otobraßeniæ kvazitopologiqeskogo prostranstva Y v kvazitopologiqeskoe prostranstvo Z. V kvazitopologiØh problema suwestvovaniØ minimal~noæ dopustimoæ struktury rexaetsØ poloßitel~no. Krome togo, v kvazitopologiØh imeet mesto ffksponencial~nyæ zakon, to est~ F (X×Y, Z) i F (X, F (Y, Z)) (Z^{X×Y} i (Z^Y )^X ) kanoniqeski kvazigomeomorfny.

Problema ne rexaemaØ v topologiqeskih strukturah byla rexena v kvazitopologiqeskih (v smysle Spen~era) strukturah. No ffto rexenie poluqeno za sqet sozdaniØ special~noæ teorii.

2. SlabaØ aksioma konfinal~nosti. My videli, qto topologiqeskaØ stuktura shodimosti napravlennosteæ, dolßna udovletvorØt~ sledu¸wim ucloviØm:

1. Aksioma stacionarnosti. L¸baØ stacionarnaØ napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ), to est~ napravlennost~, u kotoroæ x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo x ∈ X, shoditsØ k x.

2. Aksioma konfinal~nosti po nositelØm. Esli napravlennost~

(x_λ|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm nekotoromu mnoßestvu, sho-

dØwihsØ k toqke x ∈ X napravlennosteæ, to ona sama shoditsØ k fftoæ toqke.

3. Aksioma kompozicii. Iz shodimosti napravlenosti (x_ξ |ξ ∈

Ξ) −→ x, i shodimosti napravlennosteæ (x_λ|λ ∈ Λ_ξ) −→ x_ξ, opre-

delennyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, sleduet shodimost~ k x ih kompozicii (x_μ|μ ∈ M ). Zameqanie. Iz skazannogo vyxe sleduet, qto struktura shodimosti, udovletvorØ¸waØ uslovØm 1 i 2, ØvlØetsØ slabo topologiqeskoæ strukturoæ shodimosti.

Dal~neæxee oslablenie aksiomatiki moßno osuwestvit~ za sqet oslableniØ aksiomy konfinal~nosti po nositelØm.

2^′ SlabaØ aksioma konfinal~nosti po nositelØm. Pust~ Λ^′ kon-

final~naØ qast~ napravlennogo mnoßestva Λ. Esli napravlen-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 87 nost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm nekotoromu mnoßestvu, shodØwihsØ k toqke x ∈ X napravlennosteæ s mnoßestvom indeksov Λ, to ona sama shoditsØ k fftoæ toqke.

Opredelenie. Struktura shodimosti S na mnoßestve X, udo-

vletvorØ¸waØ usloviØm 1 i 2^′ nazyvaetsØ kvazitopologiqeskoæ strukturoæ shodimosti, para (X, S) nazyvaetsØ kvazitopologiqeskim prostranstvom.

L¸bomu kvazitopologiqeskomu prostranstvu X moßno sopostavit~, nekotoroe slabo topologiqeskoe prostranstvo W X, struktura shodimosti kotorogo poluqaetsØ prisoedineniem k ishodnoæ kvazitopologiqeskoæ strukture vseh napravlennosteæ, o kotoryh idet req~ v aksiome 3.

4. Nepreryvnye otobraßeniØ. DlØ slabo topologiqeskih prostranstv my mogli rassmotret~ razliqnye opredeleniØ nepreryvnosti, sootvetstvu¸wie razliqnym variantam opredeleniØ samih slabo topologiqeskih prostranstv. Nekotorye iz nih imeli global~nyæ harakter, drugie ße – lokal~nyæ. DlØ kvazitopologiqeskih prostranstv imeetsØ edinstvenyæ variant zadaniØ i, sootvetstvenno, opredeleniØ ponØtiØ nepreryvnosti otobraßeniØ – ffto ispol~zovanie shodimosti napravlennosteæ.

Opredelenie. Otobraßenie f kvazitopologiqeskogo prostran-

stva (X, S) v kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, S^′) nazyvaetsØ nepreryvnym otobraßeniem, esli f-obraz l¸boæ napravlennosti, shodØweæsØ v (X, S) k toqke x, ØvlØetsØ napravlennost~¸, shodØweæsØ v (X^′, S^′) k toqke f(x).

Zameqanie. Kak obyqno, vvedenie ponØtiØ nepreryvnosti pozvolØet vvesti otnoxenie porØdka dlØ kvazitopologiqeskih struktur, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve (prostranstv s odnim i tem ße mnoßestvom toqek).

Opredelenie. Dopustim, qto na nekotorom mnoßestve X opre-

deleny dve kvazitopologiqeskie struktury S i S^′. Budem sqitat~, qto S ≤ S^′, esli S^′_x ⊂ S_x dlØ vseh x ∈ X.

Zameqanie. Zametim, qto opredelennyæ tak porØdok protivopoloßen porØdku po vkl¸qeni¸ struktur shodØwihsØ napravlennosteæ. �to svØzano s tem, qto pri perehode ot kvazitopologiqe-

88 A. A. IVANOV skih struktur k slabo topologiqeskim (topologiqeskim) strukturam porØdok po vkl¸qeni¸ obrawaetsØ.

Teorema. Esli otobraßenie f : X −→ X^′ kvazitopologiqeskih

prostranstv ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, to otobraßenie f : W X −→ W X^′ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem slabo topologiqeskih prostranstv.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz togo fakta, qto esli napravlennost~ s^′_0 konfinal~na po nositelØm nekotoromu mnoßestvu napravlennosteæ s^′, shodØwihsØ k odnoæ i toæ ße toqke x^′, to napravlennost~ f(s^′_0) konfinal~na po nositelØm mnoßestvu napravlennosteæ f(s^′).

Pust~ X i X^′ – nekotorye mnoßestva i f : X^′ −→ X. Togda l¸- baØ kvazitopologiØ, opredelennaØ na X, moßet byt~ perenesena (inducirovana) otobraßeniem f na X^′, a l¸baØ kvazitopologiØ, opredelennaØ na X^′, moßet byt~ perenesena (inducirovana) otobraßeniem f na X. �to sleduet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema. Pust~ X i X^′– nekotorye mnoßestva i f : X^′ −→ X.

Togda dlØ l¸boæ kvazitopologii S na X suwestvuet minimal~naØ kvazitopologiØ S^′ na X^′, pri kotoroæ otobraßenie f nepreryvno, i dlØ l¸boæ kvazitopologii S^′ na X^′ suwestvuet maksimal~naØ kvazitopologiØ S na X, pri kotoroæ otobraßenie f nepreryvno.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim nekotoru¸ kvazitopologi¸ S na X. Togda vse napravlennosti s^′ v X^′, dlØ kotoryh f(s^′) shoditsØ v (X, S), obrazu¸t kvazitopologi¸ S^′ v X^′, tak kak f-obraz l¸boæ napravlennosti, konfinal~noæ po nositelØm nekotoroæ koneqnoæ sisteme napravlennosteæ, budet, oqevidno, konfinal~- noæ po nositelØm f-obrazam napravlennosteæ fftoæ sistemy. �to i budet minimal~naØ kvazitopologiØ na X^′, pri kotoroæ otobraßenie f nepreryvno. Rassmotrim, teper~, nekotoru¸ kvazitopologiqesku¸ strukturu S^′ na X^′. Togda vse napravlennosti v X, konfinal~nye po nositelØm koneqnym sistemam f-obrazov shodØwihsØ v (X^′, S^′) napravlennosteæ, obrazu¸t kvazitopologi¸ S v X. �to i budet maksimal~naØ kvazitopologiØ na X, pri kotoroæ otobraßenie f nepreryvno.

Zameqanie. V fftoæ teoreme rassmatriva¸tsØ, v opredelennyh usloviØh, maksimal~nye i minimal~nye kvazitopologiqeskie

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 89 struktury. Napomnim, qto iz dvuh kvazitopologiqeskih struktur S i S^′, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve X, imeet mesto sootnoxenie S ≤ S^′, esli toßdestvennoe otobraßenie X na sebØ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem (X, S^′) na (X, S). Grubo govorØ, esli v (X, S^′) ne bol~xe shodØwihsØ napravlennosteæ, qem v (X, S).

5. PrØmoe proizvedenie i svobodnoe ob¨edinenie. V otliqie ot ponØtiæ prØmyh proizvedeniæ topologiqeskih i slabo topologiqeskih prostranstv, ponØtie prØmogo proizvedeniØ kvazitopologiqeskih prostranstv formuliruetsØ v terminah shodimosti napravlennosteæ.

Opredelenie. Pust~ dano semeæstvo (Xξ |ξ ∈ Ξ) kvazitopologi-

qeskih prostranstv. Obrazuem mnoßestvo X = ∏ X_ξ = {(x_ξ|x_ξ ∈ X_ξ , ξ ∈ Ξ)} i opredelim, kak obyqno, dlØ kaßdogo ξ_0 ∈ Ξ otobraßenie p_{ξ0} : X −→ X_ξ, dlØ kotorogo p_{ξ0} (x_ξ|ξ ∈ Ξ) = x_{ξ0} . DlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ opredelena, takim obrazom, proekciØ p_ξ : X −→ X_ξ. �ta proekciØ perenosit zadannu¸ na X_ξ kvazitopologiqesku¸ strukturu S_ξ v kvazitopologiqesku¸ strukturu p^{−1}_ξ (S_ξ ). Kvazitopologiqeskoe ob¨edinenie fftih struktur nazyvaetsØ, kvazitopologiqeskoæ strukturoæ prØmogo proizvedeniØ.

Zameqanie. �ta kvaffitopologiqeskaØ struktura sostoit iz vseh shodimosteæ napravlennosteæ v X, proekcii kotoryh na kaßdoe

X_ξ ØvlØ¸tsØ shodimostØmi. Netrudno zametit~, qto takoe opre-

delenie goditsØ i dlØ proizvedeniØ slabo topologiqeskih prostranstv i dlØ proizvedeniØ topologiqeskih prostranstv – ono universal~no.

Teorema. Pust~ X – prØmoe proizvedenie kvazitopologiqeskih

prostranstv X_ξ . Togda dlØ l¸bogo kvazitopologiqeskogo prostranstva X^′ i l¸byh nepreryvnyh otobraßeniæ f_ξ : X^′ −→ X_ξ, zadannyh dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, suwestvuet takoe nepreryvnoe otobraßenie f : X^′ −→ X, qto f_ξ = p_ξf.

Dokazatel~stvo. Otobraßenie f opredelØetsØ standartno, a imenno f(x^′) = (f_ξ (x^′)|ξ ∈ Ξ) tak, qto f_ξ = p_ξf. OstaetsØ tol~ko dokazat~, qto ffto otobraßenie nepreryvno. Pust~ s^′ = (x^′_λ|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennost~, shodØwaØsØ k x^′ v X^′. Togda ee f-obraz v X ØvlØetsØ napravlennost~¸ (f(x^′_λ)|λ ∈ Λ), p_ξ-obraz kotoroæ ØvlØetsØ f_ξ-obrazom napravlennosti s^′ i potomu shoditsØ

90 A. A. IVANOV v X_ξ. Takim obrazom, f-obraz l¸boæ shodØweæsØ v X^′ napravlennosti ØvlØetsØ shodØweæsØ v X napravlennost~¸, to est~ f – nepreryvnoe otobraßenie kvazitopologiqeskih prostranstv.

Opredelim, teper~, operaci¸ svobodnogo ob¨edineniØ kvazitopologiqeskih prostranstv.

Opredelenie. Pust~ dano semeæstvo (Xξ |ξ ∈ Ξ) kvazitopologi-

qeskih prostranstv, poparno ne ime¸wih obwih toqek. Obrazuem mnoßestvo X = ⋃ X_ξ i rassmotrim dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ otobraßenie i_ξ : X ↔ X_ξ, dlØ kotorogo i_ξ(x) = x. Vvedem na mnoßestve X sledu¸wu¸ kvazitopologi¸.

Kaßdu¸ napravlennost~ v kvazitopologiqeskom prostranstve X_ξ , shodØwu¸sØ k kakoæ-nibud~ toqke x ∈ X_ξ rassmatrivaem, kak napravlennost~ v X, shodØwu¸sØ k toæ ße toqke x ∈ X. ObrazovannaØ takim obrazom sovokupnost~ shodØwihsØ v X napravlennosteæ ewe ne ØvlØetsØ kvazitopologiqeskoæ strukturoæ, esli Ξ ne odnotoqeqno. Nado ewe prisoedinit~ kaßdu¸ napravlennost~ v X konfinal~nu¸ po nositelØm kakoæ-nibud~ napravlennosti. Takie shodØwiesØ napravlennosti obrazu¸t kvazitopologiqesku¸ strukturu na mnoßestve X, kotoru¸ my budem rassmatrivat~, kak kvazitopologiqesku¸ strukturu svobodnogo ob¨edineniØ kvazitopologiqeskih prostranstv X_ξ.

Zameqanie. Po samomu opredeleni¸ struktury svobodnogo ob¨- edineniØ X kvazitopologiqeskih prostranstv X_ξ , otobraßeniØ

i_ξ : X_ξ −→ X ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßeniØmi kvazito-

pologiqeskih prostranstv.

Teorema. Pust~ X – svobodnoe ob¨edinenie kvazitopologiqeskih

prostranstv X_ξ . Togda dlØ l¸bogo kvazitopologiqeskogo prostranstva X^′ i l¸byh nepreryvnyh otobraßeniæ f_ξ : X_ξ −→ X^′, zadannyh dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, suwestvuet takoe nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X^′, qto f_ξ = fi_ξ .

Dokazatel~stvo. Otobraßenie f opredelØetsØ standartno, a imenno f(x) = f_ξ (x_ξ), gde x = i_ξ tak, qto f_ξ = f(i_ξ ). OstaetsØ tol~ko dokazat~, qto ffto otobraßenie nepreryvno. Pust~

s = (x_λ|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennost~, shodØwaØsØ k x v

X. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffta napravlennost~ soderßitsØ v nekotorom mnoßestve i_ξ(X_ξ ). Togda fftu shodimost~ moßno podnØt~ v X_ξ i zatem perenesti posredstvom f_ξ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 91 v X^′. V silu sootnoxeniØ f_ξ = f(i_ξ ), poluqennaØ takim obrazom napravlennost~ ØvlØetsØ napravlennost~¸ (f(x_λ)|λ ∈ Λ), shodØweæsØ k f(x).

6. Faktorprostranstvo i podprostranstvo. Pust~ X – nekotoroe slabo topologiqeskoe prostranstvo, X^′ – mnoßestvo i

h : X −→ X^′ – otobraßenie mnoßestva toqek prostranstva X na mnoßestvo X^′. Strukturu O okrestnosteæ moßno pere-

nesti posredstvom otobraßeniØ h na mnoßestvo X^′, poloßiv

O ∈ O^′_x0 ⇐⇒ h^{−1}(O) ∈ ∩O_x|h(x) = x^′. Slabo topologiqeskoe pro-

stranstvo (X^′, O^′) nazyvaetsØ h-faktorprostranstvom slabo topologiqeskogo prostranstva X i oboznaqaetsØ qerez X/h. Moßno rassmatrivat~ takße R-faktorprostranstva X/R, gde R – otnoxenie ffkvivalentnosti, opredelennoe na X. V kaqestve mnoßestva X^′ beretsØ v fftom sluqae mnoßestvo vseh klassov Rffkvivalentnosti, a otobraßenie h sopostavlØet kaßdoæ toqke

x ∈ X klass ffkvivalentnosti, kotoromu ona prinadleßit.

Rassmotrim nekotorye svoæstva faktorprostranstv. Pust~

f : X −→ Y – nepreryvnoe otobraßenie slabo topologiqeskih

prostranstv. X^′ = f(X), i : X^′ −→ Y – vloßenie mnoßestv,

h|X −→ X/f. Imeem, oqevidno, f = ih i moßno dokazat~, qto ne-

preryvnost~ otobraßeniØ f vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ i i, naoborot, nepreryvnost~ i vleqet nepreryvnost~ f. Predstavlenie otobraßeniØ f v vide kompozicii f = ih nazyvaetsØ kanoniqeskim razloßeniem nepreryvnogo otobraßeniØ. PredstavlØet opredelennyæ interes izuqenie svØzi meßdu svoæstvami slabo topologiqeskih prostranstv X, X/R i otnoxeniæ ffkvivalentnosti R.

7. Kompaktnost~ i lokal~naØ kompaktnost~. Tak kak struktura otkrytyh mnoßestv slabo topologiqeskogo prostranstva ne opisyvaet ego slabu¸ topologiqesku¸ strukturu, opredelenie kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti sleduet davat~ v terminah okrestnosteæ.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazy-

vaetsØ komaktnym, esli iz l¸bogo ego pokrytiØ (O_x|x ∈ X) okrestnostØmi toqek moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie.

PonØtie kompaktnosti moßno, koneqno, sformulirovat~ v terminah zamykaniæ, vnutrennosteæ, dalekih ot toqek mnoßestv, blizkih k toqkam mnoßestv i shodimosteæ. Netrudno zametit~,

92 A. A. IVANOV qto v kompaktnom slabo topologiqeskom prostranstve vsØkoe otkrytoe poerytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Opredelenie. Otdelimoe kompaktnoe slabo topologiqeskoe

prostranstvo nazyvaetsØ kompaktom.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazy-

vaetsØ lokal~no kompaktnym, esli v l¸boæ okrestnosti l¸boæ ego toqki soderßitsØ ee okrestnost~ s kompaktnym zamykani- em. TeoriØ kompaktnyh i lokal~no kompaktnyh slabo topologiqeskih prostranstv v obwem analogiqna sootvetstvu¸weæ teorii topologiqeskih prostranstv.

8. SvØznost~ i lokal~naØ svØznost~. Estestvennym perenosom ponØtiØ svØznosti topologiqeskih prostranstv na slabo topologiqeskie prostranstva ØvlØetsØ sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ

svØznym, esli v nem ne suwestvuet sobstvennoe nepustoe mnoßestvo, zamykanie kotorogo sovpadaet s vnutrennost~¸.

Netrudno zametit~, odnako, qto esli clA = intA dlØ nekotorogo mnoßestva A slabo topologiqeskogo prostranstva X, to A okazyvaetsØ odnovremeno otkrytym i zamknutym v X mnoßestvom. Takim obrazom ponØtie svØznosti slabo topologiqeskogo prostranstva sovpadaet s ponØtiem svØznosti topologiqeskogo prostranstva. S drugoæ storony, ponØtie lokal~noæ svØznosti slabo topologiqeskogo prostranstva ne sovpadaet s ponØtiem lokal~noæ svØznosti topologiqeskogo prostranstva.

Opredelenie. Slabo topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ

lokal~no svØznym, esli v kaßdoæ okrestnosti l¸boæ toqki soderßitsØ ee svØznaØ okrestnost~.

�to uslovie sil~nee, qem obyqnoe uslovie lokal~noæ siØznosti.

9. Struktury nepreryvnosti. V predyduwem paragrafe byli otmeqeny nekotorye osobennosti topologiqeskih prostranstv, vydelØ¸wie ih v klasse slabo topologiqeskih prostranstv. �to, preßde vsego, vozmoßnost~ zadaniØ ih strukturami otkrytyh ili strukturami zamknutyh mnoßestv. Vse ostal~nye, ras-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 93 smotrennye tam struktury, moßno ispol~zovat~ dlØ zadaniØ l¸- byh slabo topologiqeskih prostranstv. Takim obrazom strukturnaØ vozmoßnost~ vvedeniØ slabo topologiqeskih, no ne topologiqeskih prostranstv, uße qem vozmoßnost~ vvedeniØ topologiqeskih prostranstv. Ewe bol~xe sußaetsØ strukturnaØ vozmoßnost~ vvedeniØ kvazitopologiqeskih prostranstv, ne ØvlØ¸- wihsØ slabo topologiqeskimi prostranstvami. Takie prostranstva moßno vvodit~ tol~ko strukturami shodimosti napravlennosteæ. Tem samym struktury shodimosti napravlennosteæ okazyva¸tsØ edinstvennym universal~nym sposobom zadaniØ kvazitopologiqeskih prostranstv.

§4. Kategorii nepreryvnosti

V fftom paragrafe budut rassmotreny detalizacii i vloßeniØ vseh kategoriæ nepreryvnosti.

1. KategoriØ Top. KategoriØ Top topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii Set mnoßestv i ih otobraßeniæ. Pri fftom pod topologiqeskoæ strukturoæ prostranstva my budem ponimat~ mnoßestvo τ vseh ego otkrytyh mnoßestv. Funktor nakrytiØ sopostavlØet kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu (X, τ ) mnoßestvo X ego toqek, kaßdomu nepreryvnomu otobraßeni¸ topologiqeskih prostranstv – otobraßenie mnoßestv ego toqek. Netrudno dokazat~, qto dlØ fftoæ detalizacii vypolnØ¸tsØ vse aksiomy. I. Toqnoæ verhneæ graniceæ l¸bogo mnoßestva topologiqeskih struktur, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve toqek, ØvlØetsØ naimen~xaØ soderßawaØ ih topologiqeskaØ struktura na tom ße mnoßestve toqek.

I^′. Toqnoæ nißneæ graniceæ l¸bogo mnoßestva topologiqeskih

struktur, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve, ØvlØetsØ ih pereseqenie.

II. DlØ proizvol~no fiksirovannogo mnoßestva otobraßeniæ, nakryva¸wih nekotoroe otobraßenie f mnoßestva X v mnoßestvo Y ih toqnoæ verhneæ graniceæ budet odnoznaqno opredelennoe, nakryva¸wee f, otobraßenie toqnoæ verhneæ granicy oblasteæ zadaniØ v toqnu¸ verhn¸¸ granicu oblasteæ znaqeniæ.

II^′. Analogiqno II, no rassmatriva¸tsØ toqnye nißnie granicy.

III i III^′. Levye i pravye nakrytiØ otobraßeniØ f : X −→ Y

94 A. A. IVANOV mnoßestv suwestvu¸t, dlØ fftogo dostatoqno rassmotret~ fproobrazy i, sootvetstvenno, f-obrazy sootvetstvu¸wih topologiqeskih struktur.

IV. Sleduet iz sootnoxeniØ (gf)^{−1}(G) = g^{−1}(f^{−1}(G)). V. Sleduet iz opredeleniØ morfizmov v Top.

Qto kasaetsØ vloßeniæ I : Set −→ Top, to suwestvovanie maksimal~nogo I_{max} i minimal~nogo I_{min} vloßeniæ oqevidno – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura maksimal~na, trivial~- naØ (kodiskretnaØ) topologiqeskaØ struktura minimal~na. 2. KategoriØ WTop. KategoriØ WTop ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii Top. Pri fftom pod slabo topologiqeskoæ strukturoæ prostranstva my budem ponimat~ mnoßestvo O vseh fil~trov okrestnosteæ ego toqek. Funktor nakrytiØ sopostavlØet kaßdomu slabo topologiqeskomu prostranstvu (X, O) topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ). V fftom topologiqeskom prostranstve otkrytym ØvlØ¸tsØ mnoßestva, soderßawie kakie-nibud~ okrestnosti kaßdoæ svoeæ toqki. Sootvetstvie otobraßeniæ oqevidno.

SituaciØ s detalizacieæ P : WTop −→ Top neskol~ko sloßnee, qem s detalizacieæ P : Top −→ Set. V qastnosti, zdes~ aksioma I ne imeet mesta, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X = {1, 2, 3}. Opredelim na fftom mnoßestve slabo topologiqesku¸ strukturu, dlØ kotoroæ fil~try okrestnosteæ toqek soderßat (krome trivial~noæ) sledu¸wie okrestnosti: O_1 = {1, 2}, O_2 = {2, 3}, O_3 = {3, 1}. Netrudno proverit~, qto fftoæ slabo topologiqeskoæ strukture na X sootvetstvuet trivial~naØ topologiqeskaØ struktura. Rassmotrim ewe odnu slabo topologiqesku¸ strukturu na X, dlØ kotoroæ fil~try okrestnosteæ toqek soderßat (krome trivial~noæ) sledu¸wie okrestnosti: O_1 = {1, 3}, O_3 = {3, 2}, O_2 = {2, 1}. �toæ slabo topologiqeskoæ strukturu takße sootvetstvuet trivial~naØ topologiqeskaØ struktura. Takim obrazom obe ffti slabo topologiqeskie struktury nakryva¸t odnu i tu ße (trivial~nu¸) topologiqesku¸ strukturu. KaßdaØ toqka toqnoæ verhneæ granicy rassmatrivaemyh slabo topologiqeskih struktur dolßna imet~ v kaqestve svoih okrestnosteæ vse ee okrestnosti v fftih prostranstvah. OkrestnostØmi toqki 1 budut mnoßestva {1, 2} i {1, 3}, sledovatel~no okrestnost~¸ budet ih pereseqenie {1}. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto okrestnost~¸ toqki 2 budet mnoßestvo {2}, aokrestnost~¸ toqki 3 budet mnoßestvo {3}. Takim

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 95 obrazom, fftomu slabo topologiqeskomu prostranstvu sootvetstvuet ne trivial~naØ, a diskretnaØ topologiqeskaØ struktura na X.

Iz fftogo primera sleduet, qto aksioma II takße ne imeet mesta.

3. KategoriØ QT op. KategoriØ QT op ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii W T op i, sledovatel~no, detalizacieæ kategorii

T op. Funktor nakrytiØ P : QT op −→ W T op sopostavlØet kaßdo-

mu kvazitopologiqeskomu prostranstvu (X, S) slabo topologiqeskoe prostranstvo (X, O). Struktura O okrestnosteæ l¸bogo slabo topologiqeskogo prostranstva moßet byt~ opisana v terminah shodimosti napravlennosteæ, pofftomu perehod ot (X, S) k (X, O) moßno predstavit~, kak perehod k (X, S^′), gde S^′ ØvlØetsØ minimal~nym rasxireniem struktury shodimosti S, udovletvorØ¸wem aksiome konfinal~nosti po nositelØm. V svØzi s fftm netrudno postroit~ primer, pokazyva¸wiæ, naprimer, qto aksioma detalizacii I zdes~ ne vypolnØetsØ. V kategorii QT op problema suwestvovaniØ minimal~noæ dopustimoæ kvazitopologii na C(Y, Z) rexaetsØ.

Teorema. DlØ l¸byh kvazitopologiqeskih struktur na Y i na Z

suwestvuet na C(Y, Z) minimal~naØ dopustimaØ kvazitopologiqeskaØ struktura.

Dokazatel~stvo. Opredelim na C(Y, Z) sovokupnost~ shodimosteæ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f, dlØ kotoryh vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie:

dlØ l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y v Y imeet mesto shodimost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y).

Vypolnenie aksiomy stacionarnosti dlØ tak opredelennoæ shodimosti sleduet iz nepreryvnosti vseh otobraßeniæ f :

Y −→ Z. Proverim vypolnenie slaboæ aksiomy konfinal~no-

sti. Pust~ Λ^′ ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ napravlennogo uporØdoqennogo mnoßestva Λ i napravlennost~ (f_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm nekotoroæ sisteme napravlennosteæ vida

(g_λ|λ ∈ Λ), shodØwihsØ k otobraßeni¸ f : Y −→ Z. Pust~ (y_λ|λ ∈ Λ^′) −→ y – proizvol~naØ shodimost~ v Y . Po opredeleni¸

shodimosti v C(Y, Z), (g_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y).

96 A. A. IVANOV dlØ vseh takih shodimosteæ. No togda napravlennost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈

Λ^′) budet konfinal~na po nositelØm fftoæ sisteme napravlenno-

steæ v Y i potomu budet shodit~sØ k f(y).

Zameqanie. Esli kvazitopologii na Y i Z opredeleny nekotorymi topologiqeskimi strukturami, to minimal~naØ dopustimaØ kvazitopologiØ na C(Y, Z) suwestvuet v bolee xirokom klasse struktur. Dostatoqno, naprimer, vypolneniØ v fftom klasse sledu¸wego oslableniØ aksiomy 2:

(aksioma konfinal~nosti) esli napravlennost~ (f_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ napravlennosti (f_λ|λ ∈ Λ), shodØweæsØ k f, to ona takße shoditsØ k f.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 97

Glava IV

Struktury rasxireniæ

§1. RasxireniØ topologiqeskih prostranstv

Suwestvuet obxirnaØ literatura, posvØwennaØ rasxireni- Øm topologiqeskih prostranstv. Raznye avtory predlagali svoi metody postroeniØ rasxireniæ, oblada¸wih temi ili inymi interesu¸wimi ih svoæstvami. Zdes~ budut izloßeny universal~nye metody, osnovannye na primenenii struktur blizosti, struktur smeßnosti, struktur sosedstva i ravnomernyh struktur, ob¨edinennyh obwim nazvaniem struktur rasxireniæ. 1. RegulØrnye rasxireniØ. Osnovnymi ob¨ektami strukturnoæ teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv my budem sqitat~ zdes~ tak nazyvaemye regulØrnye rasxireniØ. Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo X^′ nazyvaetsØ ras-

xireniem topologiqeskogo prostranstva X, esli X ØvlØetsØ podprostranstvom X^′ i zamykanie clX mnoßestva X v topologiqeskom prostranstve X^′ est~ vse X^′. Mnoßestvo X^′ \ X budem nazyvat~ narostom fftogo rasxireniØ.

Opredelenie. Dva rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva X

nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi, esli suwestvuet ih gomeomorfizm, toßdestvennyæ na X.

Opredelenie. Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X

nazyvaetsØ strogim (po Stonu) rasxireniem, esli zamykaniØ v X^′ podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t v X^′ bazu zamknutyh mnoßestv.

Teorema. PonØtie strogosti rasxireniØ nasledstvenno. Dokazatel~stvo. Rassmotrim posledovatel~nost~ X ⊂ X^′ ⊂ X^{′′}, vloßennyh drug v druga, topologiqeskih prostranstv. Pust~ X^{′′} ØvlØetsØ strogim rasxireniem prostranstva X, togda X^′ ØvlØetsØ rasxireniem prostranstva X, dokaßem, qto ono budet strogim rasxireniem. Pust~ F^′ – proizvol~noe, zamknutoe v X^′, mnoßestvo. Togda cl_X00 F^′ ØvlØetsØ pereseqeniem nekotoroæ sovokupnosti mnoßestv cl_X00 F , gde F – sootvetstvu¸wie zamknutye v X

98 A. A. IVANOV mnoßestva, i F^′ = X^′ ∩ cl_X00 F^′ ØvlØetsØ pereseqeniem nekotoroæ sovokupnosti mnoßestv cl_X0 F . Nasledstvennost~ ponØtiØ strogosti rasxireniØ dokazana.

Zameqanie. Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto ponØtie strogosti rasxireniØ tranzitivno, no sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto ffto ne tak.

Primer. Pust~ X – vnutrennest~ kruga D bez nekotorogo radiusa OA, X^′ – vnutrennest~ fftogo kruga, X^{′′} – vnutrennest~ D i toqka A. TopologiqeskaØ struktura vnutrennosti kruga obyqnaØ, osobennost~ voznikaet pri opredelenii topologiqeskoæ struktury prostranstva X^{′′}.

Poluinterval [OA) rassmatrivaetsØ, kak zamknutoe v X^{′′} mnoßestvo, l¸baØ posledovatel~nost~ toqek v X, shodØwaØsØ k toqke A v obyqnoæ topologii, shoditsØ k neæ i v X^{′′}. Netrudno dokazat~, qto X^′ ØvlØetsØ strogim rasxireniem prostranstva X, X^{′′} ØvlØetsØ strogim rasxireniem prostranstva X^′, no ne ØvlØetsØ strogim rasxireniem prostranstva X.

Opredelenie. Toqki x, y prostranstva X^′ topologiqeski razli-

qimy iz ego podprostranstva X, esli suwestvuet takoe mnoßestvo A ⊂ X, qto ego zamykanie v X^′ soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Opredelenie. Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X

nazyvaetsØ toqnym rasxireniem, esli l¸bye dve razliqnye toqki x, y iz X^′, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, topologiqeski razliqimy v X^′ iz X.

Teorema. PonØtie toqnosti rasxireniØ nasledstvenno.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim posledovatel~nost~ X ⊂ X^′ ⊂ X^{′′}, vloßennyh drug v druga, topologiqeskih prostranstv. Pust~ X^{′′} ØvlØetsØ toqnym rasxireniem prostranstva X, togda X^′ ØvlØetsØ rasxireniem prostranstva X, dokaßem, qto ono budet toqnym rasxireniem. Pust~ x, y – nesovpada¸wie toqki prostranstva

X^′, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X. Tak kak ffti toqki

prinadleßat X^{′′} i hot~ odna iz nih ne prinadleßit X, to v X

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 99 naædetsØ takoe zamknutoe v X mnoßestvo F , qto cl_X00 F soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸. DlØ F ⊂ X^′ imeet mesto ravenstvo X^′ ∩ cl_X00 F = cl_X0 F , pofftomu cl_X0 F takße soderßit odnu iz rassmatrivaemyh toqek i ne soderßit drugu¸. Nasledstvennost~ ponØtiØ toqnosti rasxireniØ dokazana. Opredelenie. Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X

nazyvaetsØ regulØrnym rasxireniem, esli ono strogoe i toqnoe rasxirenie fftogo prostranstva.

Pust~ Y nekotoroe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X. Rassmotrim na Y otnoxenie “toqki x i y topologiqeski nerazliqimy iz X”. �to otnoxenie refleksivno (l¸baØ toqka x ne razliqima iz X ot samoæ sebØ), simmetriqno (opredelenie nerazliqimosti simmetriqno otnositel~no rassmatrivaemyh toqek) i tranzitivno (esli zamykanie v Y nekotorogo mnoßestva

A ⊂ X odnovremenno soderßit ili ne soderßit toqki x, y i toq-

ki y, z, to ono odnovremenno soderßit ili ne soderßit toqki

x, z). Takim obrazom, ffto otnoxenie ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvi-

valentnosti i vse mnoßestvo Y razbivaetsØ na nepereseka¸wiesØ klassy topologiqeski nerazliqimyh iz X toqek. V kaßdom iz takih klassov, ne ime¸wih obwih toqek s X, vybiraem proizvol~no po toqke i obrazuem mnoßestvo X^′, sostoØwee iz fftih toqek i toqek prostranstva X.

Na mnoßestve X^′ moßno rassmotret~ topologiqesku¸ strukturu podprostranstva topologiqeskogo prostranstva Y i zamykaniØ mnoßestv A ⊂ X v fftom podprostranstve. Vybrav ffti zamykaniØ v kaqestve bazy zamknutyh mnoßestv, my poluqim rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X. �to rasxirenie my nazovem regulØrizacieæ ishodnogo rasxireniØ Y . Teorema. RegulØrizaciØ X^′ proizvol~nogo rasxireniØ Y topolo-

giqeskogo prostranstva X ØvlØetsØ ego regulØrnym rasxireniem.

Dokazatel~stvo. Topologiqeskoe prostranstvo X^′ ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X po opredeleni¸ ego topologiqeskoæ struktury. DlØ dokazatel~stva ego toqnosti, rassmotrim dve proizvol~nye toqki mnoßestva X^′, iz kotoryh hot~ odna, naprimer y, ne prinadleßit X. �ta toqka vybiralas~ iz nekotorogo klassa topologiqeskoæ nerazliqimosti, ne ime¸wego obwih toqek s X i, esli x ∈ X, to x ne prinadleßit fftomu klassu, esli ße x /∈ X, to ona vybiralas~

100 A. A. IVANOV iz drugogo klassa nerazliqimosti. Takim obrazom X^′ ØvlØetsØ strogim i toqnym rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X, to est~ ego regulØrnym rasxireniem.

My dokazali, qto ot l¸bogo rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva X moßno pereæti k ego regulØrizacii, ØvlØ¸- weæsØ regulØrnym rasxireniem. S drugoæ storony vozmoßna i obratnaØ procedura, sostoØwaØ v sledu¸wem:

Rassmotrim kakoe-nibud~ regulØrnoe rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X. Prisoedinim k kaßdoæ toqke x mnoßestva X^′ proizvol~noe mnoßestvo A_x tak, qto kaßdoe iz fftih mnoßestv ne imeet obwih toqek ni s drugimi prisoedinØemymi mnoßestvami ni s mnoßestvom X^′. Obrazuem, teper~, mnoßestvo Y , sostoØwee iz vseh toqek mnoßestva X^′ i iz vseh toqek prisoedinØemyh mnoßestv A_x. �to pervaØ (teoretiko-mnoßestvenna) qast~ procedury. Vvedem, teper~, topologiqesku¸ strukturu na Y . ZamykaniØmi cl_Y A mnoßestv A ⊂ X v Y budem sqitat~ ih zamykaniØ cl_X0 A v X^′, k kotorym prisoedineny toqki mnoßestv

A_x, vzØtye dlØ vseh toqek x ∈ cl_X0 A. V kaqestve bazy zamknutyh

v Y mnoßestv moßno vzØt~, teper~, vse takie zamykaniØ cl_Y A i nekotorye mnoßestva, poluqaemye proizvol~nym prisoedineniem k fftim zamykaniØm kakih-nibud~ podmnoßestv narosta Y \ X. �to vtoraØ (topologiqeskaØ) qast~ procedury. Poluqennoe takoæ konstrukcieæ rasxirenie budem nazyvat~ iskaßeniem ishodnogo regulØrnogo rasxireniØ.

Teorema. L¸boe rasxirenie proizvol~nogo topologiqeskogo pro-

stranstva ØvlØetsØ nekotorym iskaßeniem ego regulØrizacii, l¸boe regulØrnoe rasxirenie ØvlØetsØ regulØrizacieæ proizvol~- nogo ego iskaßeniØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ Y – proizvol~noe, ne obØzatel~no regulØrnoe, rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X. Ego regulØrizaciØ stroitsØ na mnoßestve X^′, sostoØwem iz toqek mnoßestva X i toqek, vzØtyh po odnoæ iz klassov topologiqeskoæ nerazliqimosti, ne ime¸wih obwih toqek s X. Obratnyæ perehod ot mnoßestva X k mnoßestvu Y sostoit v prisoedineni¸ k X nekotoryh mnoßestv A_x dlØ vseh x ∈ X^′. Esli toqka x vybiralas~ iz klassa topologiqeskoæ nerazliqimosti, ne ime¸- wego obwih toqek s X, to mnoßestvo A_x sostoit iz ostal~nyh toqek fftogo klassa. Esli ße toqka x prinadleßit X, to est~

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 101 prinadleßit nekotoromu klassu nerazliqimosti, ime¸wemu nepustoe pereseqenie s X, to vozmioßny dva varianta. Libo ona edinstvennaØ toqka iz X, prinadleßawaØ fftomu klassu, i togda opØt~ A_x sostoit iz ostal~nyh toqek fftogo klassa, libo takih toqek neskol~ko. Vo vtorom sluqae dlØ odnoæ iz fftih toqek mnoßestvo A_x sostoit iz ostal~nyh toqek fftogo klassa, ne prinadleßawih X, a dlØ drugih toqek mnoßestvo A_x pusto. Tem samym, pervaØ qast~ procedury iskaßeniØ, sostoØwaØ v prisoedinenii mnoßestv A_x, vosstanovit mnoßestvo Y . Zametim, teper~, qto ishodnaØ topologiqeskaØ struktura na Y opredelØla na X^′ strukturu regulØrnogo rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva X zamykaniØmi cl_X0 A = (cl_Y A) ∩ X^′ dlØ vseh A ⊂ X, obrazu¸wimi bazu ego zamknutyh mnoßestv. No vse zamykaniØ

cl_Y A odnoznaqno vosstanavliva¸tsØ po zamykaniØm cl_X0 A priso-

edineniem sootvetstvu¸wih mnoßestv A_x. Ostal~nye zamknutye mnoßestva ishodnoæ topologiqeskoæ struktury na Y poluqa¸tsØ prisoedineniem podmnoßestv narosta.

Pust~, teper~, X^′ – proizvol~noe regulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X i Y – nekotoroe ego iskaßenie, poluqennoe prisoedineniem k X^′ kakih-to mnoßestv A_x dlØ vseh toqek x ∈ X^′ s posledu¸weæ topologizacieæ mnoßestva Y . �ta topologizaciØ takova, qto kaßdoe mnoßestvo {x}∪ A_x ØvlØetsØ v Y klassom topologiqeskoæ nerazliqimosti iz X dlØ vseh toqek

x ∈ (X^′ \ X). Imenno ffti toqki moßno vybrat~ iz kaßdogo takogo

klassa pri obrazovanii regulØrizacii, poluqiv takim obrazom ishodnoe mnoßestvo X^′.

�ta teorema demonstriruet strukturnu¸ rol~ regulØrnyh rasxireniæ sredi vseh rasxireniæ topologiqeskih prostranstv. Ne menee vaßnoæ ØvlØetsØ ih kategornaØ rol~, kotoru¸ my rassmotrim neskol~ko pozße.

2. Postroenie regulØrnyh rasxireniæ. Rassmotrim proizvol~noe rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X. Vvedem dlØ toqek x ∈ X^′ sistemy ω(x) i γ(x) nepustyh otkrytyh i, sootvetstvenno, zamknutyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva X. UslovimsØ oboznaqat~ qerez G, G^′, F, F^′ otkrytye v X, otkrytye v X^′, zamknutye v X, zamknutye v X^′ mnoßestva. Polagaem ω(x) = {G^′ ∩ X|x ∈ G^′}

102 A. A. IVANOV γ(x) = {F |x ∈ F^′ = clF }. Opredelenie. Sistemu ω(x) budem nazyvat~ otkrytym sledom

toqki x ∈ X^′ v X, sistemu γ budem nazyvat~ zamknutym sledom toqki x v X.

Sistema ω(x) obladaet sledu¸wimi svoæstvami: 1. G_1 ∈ ω(x), G_1 ⊂ G_2 =⇒ G_2 ∈ ω(x), 2. G_1 ∈ ω(x) i G_2 ∈ ω(x) =⇒ G_1 ∩ G_2 ∈ ω(x).

L¸bu¸ nepustu¸ sistemu ω nepustyh otkrytyh v X mnoßestv, oblada¸wu¸ fftimi svoæstvami, budem nazyvat~ otkrytym fil~trom v topologiqeskom prostranstve X.

Sistema γ(x) obladaet sledu¸wimi svoæstvami: 1. F_1 ∈ γ(x), F_1 ⊂ F_2 =⇒ F_2 ∈ γ(x). 2. F_1 ∪ F_2 ∈ γ(x), =⇒ F_1 ∈ γ(x) ili F_2 ∈ γ(x).

L¸bu¸ nepustu¸ sistemu γ nepustyh zamknutyh v X mnoßestv, oblada¸wu¸ fftimi svoæstvami, budem nazyvat~ zamknutym kofil~trom v topologiqeskom prostranstve X.

Meßdu otkrytymi fil~trami ω i zamknutymi kofil~trami γ v proizvol~no fiksirovannom topologiqeskom prostranstve X imeetsØ kanoniqeskoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie (otnoxenie dvoæstvennosti), a imenno: γ(ω) = {F |X \ F /∈ ω}, ω(γ) = {G|X \ G /∈ γ}. Netrudno dokazat~, qto γ(ω(γ)) = γ, ω(γ(ω)) = ω. V qastnosti, dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva X spravedlivy sootnoxeniØ γ(ω(x)) = γ(x), ω(γ(x)) = γ(x). Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda privodit k regulØrnomu rasxireni¸ proizvol~no fiksirovannogo topologiqeskogo prostranstva X.

BeretsØ kakoe-nibud~ mnoßestvo Ω otkrytyh fil~trov v X, ne soderßawee fil~trov vida ω(x) dlØ x ∈ X. �to mnoßestvo prisoedinØetsØ k mnoßestvu X. Na poluqennom takim obrazom mnoßestve X^′ = X ∪ Ω vvoditsØ topologiqeskaØ struktura, otkrytu¸ bazu kotoroæ sostavlØ¸t vse mnoßestva G ∪ {ω|G ∈ ω ∈ Ω}.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 103 Bez osobogo truda dokazyvaetsØ, qto postroennoe topologiqeskoe prostranstvo X^′ ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem zadannogo topologiqeskogo prostranstva X. Ego nazyva¸t rasxireniem, poluqennym prisoedineniem k X mnoßestva Ω otkrytyh fil~trov v X.

Dvoæstvennoæ konstrukcieæ stroitsØ regulØrnoe rasxirenie

X^′ poluqaemoe prisoedineniem k X kakogo-nibud~ mnoßestva Γ

zamknutyh kofil~trov v X, ne soderßawee kofil~trov vida γ(x). �to mnoßestvo prisoedinØetsØ k X. Na poluqennom mnoßestve

X^′ = X ∪ Γ vvoditsØ topologiqeskaØ struktura, dlØ kotoroæ vse

mnoßestva vida F ∪ {γ|F ∈ γ ∈ Γ} sostavlØ¸t bazu zamknutyh mnoßestv.

Teorema. L¸boe regulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prost-

ranstva X, kanoniqeski gomeomorfno rasxireni¸, poluqennomu prisoedineniem k X nekotorogo mnoßestva otkrytyh fil~trov ili ße nekotorogo mnoßestva zamknutyh kofil~trov.

Dokazatel~stvo. Pust~ X^′ ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X. DlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ opredelen otkrytyæ fil~tr ω(x) = {G^′ ∩ X|x ∈ G^′}. Pust~ Ω =

{ω(x)|x ∈ X^′ \ X}. Fil~try mnoßestva Ω vzaimno odnoznaqno so-

otvetstvu¸t toqkam mnoßestva X^′ \ X, v silu topologiqeskoæ razliqimosti iz X fftih toqek (raznym toqkam sootvetstvu¸t raznye fil~try). S drugoæ storony, pri fftom sootvetstvii, kaßdomu fflementu G∪{ω|G ∈ ω ∈ Ω} otkrytogo bazisa rasxireniØ, poluqennogo prisoedineniem mnoßestva Ω otkrytyh fil~trov, vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet fflement G^′ = X^′ \ cl_X0 (X \ G) otkrytogo bazisa rasxireniØ X^′ topologiqeskogo prostranstva X, qto i dokazyvaet teoremu.

Opredelenie. RegulØrnoe rasxirenie nazyvaetsØ polnym rasxi-

reniem topologiqeskogo prostranstva, esli ono ne soderßitsØ v drugom regulØrnom rasxirenii togo ße prostranstva.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X suwestvuet edinstvennoe (s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) polnoe ego regulØrnoe rasxirenie, a imenno rasxirenie X^′_{max}, opredelØemoe, sovokupnost~¸ vseh otkrytyh fil~trov v X, otliqnyh ot ω(x) dlØ vseh x ∈ X. L¸boe drugoe regulØrnoe rasxirenie prostranstva X ffkvivalentno rasxireni¸, soderßawemusØ v X^′_{max}

104 A. A. IVANOV

3. KategoriØ regulØrnyh rasxireniæ. Pereædem teper~ k izuqeni¸ svØzi meßdu rasxireniØmi topologiqeskih prostranstv.

Opredelenie. Pod kategorieæ rasxireniæ my budem ponimat~

zdes~ kategori¸, ob¨ektami kotoroæ budut pary (X, X^′) topologiqeskih prostranstv i ih rasxireniæ, a morfizmami (nepreryvnymi otobraßeniØmi)– pary (f, f^′) : (X, X^′) −→ (Y, Y^′) takih nepreryvnyh otobraßeniæ, qto f^′ : X^′ −→ Y^′ ØvlØetsØ prodolßeniem otobraßeniØ f : X −→ Y , to est~ na X oba otobraßeniØ sovpada¸t. Kategori¸ rasxireniæ budem oboznaqat~ qerez ETop ili prosto ET.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto rasxireniØ i ih nepreryvnye otobraßeniØ deæstvitel~no obrazu¸t kategori¸. �tu kategori¸ moßno rassmatrivat~, kak detalizaci¸ kategorii topologiqeskih prostranstv i ih nepreryanyh otobraßeniæ, funktor nakrytiØ kotoroæ sopostavlØet kaßdomu rasxireni¸

(X, X^′) topologiqeskoe prostranstvo X, a kaßdomu nepreryvno-

mu otobraßeni¸ (f, f^′) : (X, X^′) −→ (Y, Y^′) rasxireniæ sopostavlØet nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ Y . Netrudno zametit~ takße, qto kategoriØ topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ ØvlØetsØ estestvennym retraktom kategorii rasxireniæ i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. Funktor vloßeniØ sopostavlØet kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu X trivial~noe rasxirenie (X, X), a kaßdomu nepreryvnomu otobraßeni¸ f : X −→ Y topologiqeskih prostranstv otobraßenie (f, f) : (X, X) −→ (Y, Y ) rasxireniæ topologiqeskih prostranstv.

Kak obyqno v klasse vseh rasxireniæ, nakryva¸wih fiksirovannoe topologiqeskoe prostranstvo X, vvoditsØ otnoxenie porØdka pri kotorom (X, X^′) ≤ (X, X^{′′}), esli suwestvuet nepreryvnoe otobraßenie f : X^{′′} −→ X^′, ØvlØ¸weesØ prodolßeniem toßdestvennogo otobraßeniØ X na sebØ. Suwestvovanie takogo prodolßeniØ – odna iz izvestnyh problem teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv. V bolee obweæ postanovke ffta problema formuliruetsØ sledu¸wim obrazom:

Pri kakih usloviØh nepreryvnoe otobraßenie odnogo topologiqeskogo prostranstva v drugoe prodolßimo do nepreryvnogo otobraßeniØ ih rasxireniæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 105

Zameqanie. K fftoæ probleme my vernemsØ neskol~ko pozße, a seæqas otmetim tol~ko, qto strukturnoe ee rexenie estestvenno iskat~ v klasse regulØrnyh rasxireniæ.

Opredelenie. PolnaØ podkategoriØ kategorii ETop, sostoØwaØ

iz regulØrnyh rasxireniæ topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ, nazyvaetsØ kategorieæ regulØrnyh rasxireniæ i oboznaqaetsØ qerez RTop ili RT.

Zameqanie. KategoriØ regulØrnyh rasxireniæ i ih nepreryvnyh otobraßeniæ ØvlØetsØ, oqevidno, detalizacieæ kategorii topologiqeskmih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. S drugoæ storony, tak kak dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X rasxirenie (X, X) ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem, kategoriØ Top – retrakt kategorii RTop.

4. Pravil~nye rasxireniØ. Ewe bolee uzkiæ klass rasxireniæ sostavlØ¸t, tak nazyvaemye, pravil~nye rasxireniØ. Opredelenie. RegulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prostran-

stva nazyvaetsØ ego pravil~nym rasxireniem, esli kaßdoe odnotoqeqnoe mnoßestvo narosta ØvlØetsØ zamknutym v fftom rasxirenii mnoßestvom.

RegulØrnye rasxireniØ zada¸tsØ neposredstvennym opisaniem mnoßestva toqek narosta ih sledami (otkrytymi ili zamknutymi) v rasxirØemom prostranstve, to est~ opisaniem nekotorogo mnoßestva otkrytyh fil~trov ili sootvetstvu¸wego mnoßestva zamknutyh kofil~trov. Pri fftom pravil~nye rasxireniØ harakterizu¸tsØ sledu¸wim utverßdeniem.

Teorema. Rasxirenie, poluqennoe prisoedineniem nekotorogo

mnoßestva fil~trov (kofil~trov), ØvlØetsØ pravil~nym rasxireniem togda i tol~ko togda, kogda ffti fil~try (kofil~try) ne soderßat drug druga.

Dokazatel~stvo. Pust~ X^′ – proizvol~noe, ne obØzatel~no pravil~noe, rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X, poluqennoe prisoedineniem k X nekotorogo mnoßestva zamknutyh kofil~trov, i γ – toqka ego narosta. Togda, po postroeni¸ takogo rasxireniØ, usloviØ F ∈ γ i γ ∈ cl_X0 F ffkvivalentny. Esli X^′ – pravil~noe rasxirenie i γ – toqka ego narosta, to

{γ} = ∩cl_X0 F |F ∈ γ i pofftomu dlØ l¸boæ drugoæ toqki narosta

106 A. A. IVANOV (kofil~tra) naædetsØ mnoßestvo F ∈ γ eæ ne prinadleßawee, to est~ fftot kofil~tr ne soderßit γ. S drugoæ storony, esli nikakie dva prisoedinennyh k X kofil~tra ne soderßatsØ drug v druge, to {γ} = ∩cl_X0 F |F ∈ γ i pofftomu rasxirenie pravil~noe.

Zameqanie. �to utverßdenie pozvolØet predloßit~ proceduru postroeniØ pravil~nyh rasxireniæ posledovatel~nym prisoedineniem k rasxirØemomu topologiqeskomu prostranstvu fil~trov (kofil~trov).

Pust~ X kakoe-nibud~ topologiqeskoe prostranstvo. Vybiraem, naprimer, proizvol~nyæ otkrytyæ fil~tr v X i otmeqaem vse takie fil~try, soderßawie vybrannyæ fil~tr ili soderßawiesØ v nem. Iz mnoßestva ne otmeqennyh otkrytyh fil~- trov vybiraem opØt~ proizvol~nyæ, otmeqaem soderßawie ego ili soderßawiesØ v nem otkrytye fil~try i tak dalee. V konce koncov my poluqaem sistemu otkrytyh fil~trov, opredelØ¸- wu¸ pravil~noe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X. Netrudno zametit~, qto poluqennoe takim obrazom pravil~noe rasxirenie budet polnym rasxireniem. Moßno, odnako, ostanovit~sØ na kakom-to fftape fftoæ procedury, poluqiv nepolnoe rasxirenie. Netrudno takße soobrazit~, qto l¸boe pravil~noe rasxirenie moßet byt~ poluqeno fftoæ proceduroæ.

§2. Strukturnoe opisanie rasxireniæ

1. Predvaritel~nye zameqaniØ. RassmatrivaØ razliqnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv, my zametili, qto regulØrnye rasxireniØ ØvlØ¸tsØ sredi nih osnovnymi ob¨ektami. Oni ime¸t neposredstvennoe opisanie v terminah otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv rasxirØemogo topologiqeskogo prostranstva. Odnako, kak my uvidim v fftom paragrafe, pravil~nye rasxireniØ mogut byt~ ffffektivno opisany ne prostym opisaniem prisoedinØemyh pri rasxirenii toqek, a posredstvom special~nyh struktur, ime¸wih i samostoØtel~noe znaqenie. Takimi strukturami ØvlØ¸tsØ struktury blizosti, struktury smeßnosti, struktury sosedstva i ravnomernye struktury, kotorye mogut byt~ opredeleny na l¸bom topologiqeskom prostranstve.

Struktury blizosti sostoØt iz par zamknutyh mnoßestv, struktury smeßnosti sostoØt iz koneqnyh sistem zamknutyh mnoßestv, struktury sosedstva sostoØt iz prizvol~nyh sistem

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 107 zamknutyh mnoßestv, ravnomernye struktury sostoØt iz sistem otkrytyh mnoßestv, obrazu¸wih pokrytiØ rasxirØemogo topologiqeskogo prostranstva.

Zameqanie. Voobwe govorØ, suwestvu¸t tri suwestvenno razliqnyh ponØtiØ ravnomernoæ struktury. Pervoe iz nih ØvlØetsØ neposredstvenym obobweniem ponØtiØ metriqeskoæ ravnomernosti, svØzannoæ s ponØtiem ravnomerno nepreryvnoæ funkcii. Zatem idet, upomØnutoe vyxe ponØtie ravnomernosti, kak sistemy otkrytyh pokrytiæ i, nakonec, ponØtie ravnomernosti, kak sistemy okrestnosteæ diagonali (okrußeniæ diagonali), kotoroe my rassmotrim pozße.

V literature vse ffti struktury opredelØ¸tsØ qasto ne na topologiqeskih prostranstvah, a na mnoßestvah, i imenno ffti struktury opredelØ¸t na fftih mnoßestvah topologiqeskie struktury. Tak kak my budem pol~zovat~sØ strukturami dlØ zadaniØ sootvetstvu¸wih rasxireniæ topologiqeskih prostranstv, to nam net neobhodimosti v takoæ obwnosti. Bolee togo, zadanie rassmatrivaemyh zdes~ struktur na topologiqeskih prostranstvah, a ne na mnoßestvah, pozvolØet izbeßat~ vvedeniØ nesimmetriqnyh struktur.

2. Struktury (otnoxeniØ) blizosti. My naqnem s opredeleniØ ponØtiØ otnoxeniØ blizosti.

Opredelenie. Pust~ X – topologiqeskoe prostranstvo. Budem

govorit~, qto otnoxenie δ dlØ par nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv ØvlØetsØ otnoxeniem blizosti, esli vypolnØ¸tsØ sledu- ¸wim usloviØ:

1. F_1 ∩ F_2 ≠ ∅ =⇒ δ(F_1, F_2), 2. Esli kaßdyæ fflement pary F^′_1, F^′_2 soderßit kakoæ-nibud~ fflement pary F_1, F_2, to δ(F_1, F_2) =⇒ δ(F^′_1, F^′_2), 3. δ(F_1 ∪ F_2, F ) =⇒ δ(F_1, F ) ili δ(F_2, F ).

Esli δ(F_1, F_2) ne imeet mesta, to budem pisat~ δ(F_1, F_2) i govorit~, qto mnoßestva F_1 i F_2 ne δ-blizki.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe topologiqeskoe prostran-

stvo i δ – kakoe-nibud~ otnoxenie blizosti na X. Paru (X, δ) budem nazyvat~ prostranstvom blizosti.

Zameqanie. Otnoxenie blizosti δ, zadannoe na topologiqeskom prostranstvu X, moßno ponimat~, kak sovokupnost~ vseh

108 A. A. IVANOV par (F_1, F_2) zamknutyh v X mnoßestv, dlØ kotoryh imeet mesto

δ(F_1, F_2). No takaØ sovokupnost~ est~ struktura na mnoßestve X,

pofftomu moßno govorit~ o strukture δ, opredelennoæ na mnoßestve X. Zametim takße, qto tak ponimaemaØ struktura δ opredelØet na X ishodnu¸ topologiqesku¸ strukturu zamknutyh mnoßestv, kak sovokupnost~ vseh mnoßestv, vhodØwih v pary (F_1, F_2), dlØ kotoryh δ(F_1, F_2) imeet mesto i pustogo mnoßestva. Moßno govorit~ pofftomu, qto l¸boe otnoxenie blizosti, opredelennoe na topologiqeskom prostranstve X, zadano na mnoßestve X i, sootvetstvenno, sqitat~ prostranstvom blizosti paru (X, δ), gde X – nekotoroe mnoßestvo.

Opredelenie. Nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X^′ budem na-

zyvat~ otobraßeniem prostranstva blizosti (X, δ) v prostranstvo blizosti (X^′, δ^′) (f : (X, δ) −→ (X^′, δ^′)), esli f-proobrazy ne δ^′-blizkih mnoßestv ØvlØ¸tsØ ne δ-blizkimi mnoßestvami (δ^′(F^′_1, F^′_2) =⇒ δ(f^{−1}(F^′_1), f^{−1}(F^′_2)).

Zameqanie. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto prostranstva blizosti i ih otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez Prox, ØvlØ¸wu¸sØ detalizacieæ kategorii Top. Funktor nakrytiØ P : P rox −→ T op sopostavlØet kaßdomu prostranstvu blizosti (X, δ) topologiqeskoe prostranstvo X i kaßdomu otobraßeni¸ f : (X, δ) −→ (X^′, δ^′) prostranstv blizosti – otobraßenie f : X −→ X^′ topologiqeskih prostranstv. Na mnoßestve vseh prostranstv blizosti, nakryva¸wih odno i to ße topologiqeskoe prostranstvo moßno, kak obyqno, vvesti otnoxenie porØdka, poloßiv (X, δ) ⩽ (X, δ^′), esli toßdestvennoe otobraßenie i : X −→ X ØvlØetsØ otobraßeniem (X, δ^′) v (X, δ). Opredelenie. Otnoxenie blizosti δ na topologiqeskom pro-

stranstve X nazyvaetsØ otdelimym, esli dlØ l¸byh ne δ-blizkih mnoßestv F_1, F_2 naædutsØ takie mnoßestva F^′_1, F^′_2, qto F^′_1 ∪F^′_2 = X, F_1 ⊂ F^′_1, F_2 ⊂ F^′_2, δ(F_1, F^′_2), δ(F_2, F^′_1).

Primer. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo i δ – binarnoe otnoxenie po pereseqeniØm, to est~ δ(F_1, F_2) ⇐⇒

F_1 ∩ F_2 ≠ ∅. UsloviØ 1–3 oqevidno vypolnØ¸tsØ i tak oprede-

lennoe otnoxenie budet otnoxeniem blizosti. Odnako ono ne obØzatel~no budet otdelimym otnoxeniem blizosti.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 109

Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ norma-

l~nym, esli l¸bye ego nepereseka¸wiesØ zamknutye mnoßestva otdelimy otkrytymi mnoßestvami, to est~ dlØ l¸byh ego nepereseka¸wihsØ zamknutyh mnoßestv F_1, F_2 naædutsØ takie otkrytye mnoßestva G_1, G_2 qto F_1 ⊂ G_1, F_2 ⊂ G_2, G_1 ∩ G_2 = ∅.

Teorema. Otnoxenie δ blizosti po pereseqeniØm na topologi-

qeskom prostranstve X budet otdelimym togda i tol~ko togda, kogda X – normal~noe topologiqeskoe prostranstvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ X – normal~noe topologiqeskoe prostranstvo i F_1, F_2 – nepereseka¸wiesØ zamkrutye v X mnoßestva. Togda, v silu normal~nosti X, naædutsØ takie otkrytye v X mnoßestva G_1 i G_2, qto F_1 ⊂ G_1, F_2 ⊂ G_2, G_1 ∩ G_2 = ∅. Poloßim F^′_1 = X \ G_2, F^′_2 = X \ G_1, togda F^′_1 ∪ F^′_2 = X, F_1 ⊂ F^′_1,

F_2 ⊂ F^′_2, δ(F_1, F^′_2), δ(F_2, F^′_1). Tem samym dokazano, qto otnoxenie

blizosti po pereseqeniØm na X otdelimo. Put~ teper~ onoxenie blizosti po pereseqeniØm na X otdelimo. Vospol~zovavxis~ analogiqnym rassußdeniem, moßno dokazat~, qto v fftom sluqae X – normal~noe prostranstvo.

Primer. Drugim, v kakom-to smysle protivopoloßnym rassmotrennomu vyxe, primerom ØvlØetsØ binarnoe otnoxenie, dlØ kotorogo δ(F_1, F_2) vsegda imeet mesto. �to otnoxenie ØvlØetsØ, kak legko zametit~, otnoxeniem blizosti.

Nekotorye (ne vse!) pravil~nye rasxireniØ moßno postroit~ po otnoxeniØm blizosti sledu¸wim metodom.

Opredelenie. Rassmatriva¸tsØ sistemy γ zamknutyh mno-

ßestv topologiqeskogo prostranstva X, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm:

1. Esli mnoßestva F_1, F_2 prinadleßat γ, to δ(F_1, F_2) imeet mesto, 2. Esli F_1 ∈ γ i F_1 ⊂ F_2, to F_2 ∈ γ, 3. Esli F_1 ∪ F_2 ∈ γ, togda ili F_1 ∈ γ ili F_2 ∈ γ.

Takie sistemy γ budem nazyvat~ sistemami δ-blizosti.

Zameqanie. Sistemy δ-blizosti ØvlØ¸tsØ kofil~trami, v silu usloviæ 2 i 3.

Opredelenie. Sistemu γ nazyva¸t isqeza¸weæ, esli ∩F |F ∈ γ = ∅.

110 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ δ – nekotoroe otnoxenie blizosti, opre-

delennoe na topologiqeskom prostranstve X i Γ_δ – mnoßestvo vseh isqeza¸wih maksimal~nyh sistem δ-blizosti. Rasxirenie δX, poluqennoe prisoedineniem k X mnoßestva Γ_δ nazyvaetsØ δ-rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X i oboznaqaetsØ qerez δX.

3. Struktury (otnoxeniØ) smeßnosti. Pereædem teper~ k otnoxeniØm smeßnosti. Pust~ X – topologiqeskoe prostranstvo. My budem rassmatrivat~ teper~ koneqnye sistemy nepustyh, zamknutyh v X, mnoßestv.

Opredelenie. Pust~ X–nekotoroe topologiqeskoe prostranst-

va i σ–otnoxenie dlØ koneqnyh sistem nepustyh, zamknutyh v X, mnoßestv, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1. Esli ⋂ F |F ∈ α ne pusto, to σ(α) imeet mesto, 2. Esli kaßdyæ fflement sistemy α^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α i σ(α) imeet mesto, to i σ(α^′) imeet mesto, 3. Esli σ(α∨β) imeet mesto, to imeet mesto σ(α) ili σ(β). Zdes~ α ∨ β = {A ∪ B|A ∈ α, B ∈ β}. Takoe otnoxenie dlØ koneqnyh sistem zamknutyh v X mnoßestv budem nazyvat~ otnoxeniem smeßnosti, a sistemy, dlØ kotoryh otnoxenie σ imeet mesto, nazyva¸tsØ sistemami σsmeßnosti.

Para (X, σ), gde σ ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti na topologiqeskom prostranstve X nazyvaetsØ prostranstvom smeßnosti.

Zameqanie. Otnoxenie smeßnosti σ, zadannoe na topologiqeskom prostranstvu X, moßno ponimat~, kak sovokupnost~ vseh koneqnyh sistem α nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv, dlØ kotoryh imeet mesto σ(α). No takaØ sovokupnost~ est~ struktura na mnoßestve X, pofftomu moßno govorit~ o strukture σ, opredelennoæ na mnoßestve X. Zametim takße, qto tak ponimaemaØ struktura σ opredelØet na X ishodnu¸ topologiqesku¸ strukturu zamknutyh mnoßestv, kak sovokupnost~ vseh zamknutyh v X mnoßestv, vhodØwih v sistemy α, dlØ kotoryh σ(α) imeet mesto i pustogo mnoßestva. Moßno govorit~ pofftomu, qto l¸boe otnoxenie smeßnosti, opredelennoe na topologiqeskom prostranstve X, zadano na mnoßestve X i, sootvetstvenno, sqitat~ prostranstvom smeßnosti paru (X, σ), gde X – mnoßestvo.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 111

Opredelenie. Nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X^′ budem

nazyvat~ otobraßeniem prostranstva smeßnosti (X, σ) v prostranstvo smeßnosti (X^′, σ^′) (f : (X, σ) −→ (X^′, σ^′)), esli fproobrazy ne σ^′-smeßnyh mnoßestv ØvlØ¸tsØ ne σ-smeßnymi mnoßestvami.

Zameqanie. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto prostranstva smeßnosti i ih otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez Cont, ØvlØ¸wu¸sØ detalizacieæ kategorii Top. Funktor nakrytiØ P : Cont −→ T op sopostavlØet kaßdomu prostranstvu smeßnosti (X, σ) topologiqeskoe prostranstvo X i kaßdomu otobraßeni¸ f : (X, σ) −→ (X^′, σ^′) prostranstv smeßnosti – nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X^′ topologiqeskih prostranstv.

Privedem prosteæxie primery otnoxeniæ smeßnosti.

Primer. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo i σ – otnoxenie, opredelennoe dlØ vseh koneqnyh sistem nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv usloviem:

pust~ α – proizvol~naØ koneqnaØ sistema nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv. Togda σ(α) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda

∩F |F ∈ α ≠ ∅. �to otnoxenie nazovem otnoxeniem smeßnosti po pereseqeniØm.

Primer. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo. Budem sqitat~, qto σ(α) imeet mesto dlØ vseh koneqnyh sistem α nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv.

Proverka vypolneniØ usloviæ otnoxeniæ smeßnosti v fftih primerah trivial~na.

Zameqanie. Mnoßestvo vseh otnoxeniæ smeßnosti, opredelennyh na proizvol~no fiksirovannom topologiqeskom prostranstve X, moßno uporØdoqit~, poloßiv σ_1 ⩽ σ_2, esli dlØ kaßdoæ koneqnoæ sistemy α nepustyh, zamknutyh v X mnoßestv iz σ_2(α) sleduet σ_1(α). Netrudno zametit~, qto pri takom uporØdoqenii, toßdestvennoe otobraßenie i : (X, σ_2) −→ (X, σ_1) budet otobraßeniem prostranstv smeßnosti, to est~ fftot porØdok sovpadaet s porØdkom na mnoßestve vseh prostranstv smeßnosti, nakryva- ¸wih topologiqeskoe prostranstvo X.

112 A. A. IVANOV

Opredelenie. Sistemu α, dlØ kotoroæ σ(α) imeet mesto budem

nazyvat~ sistemoæ σ-smeßnosti. Bolee togo sistemu γ, l¸baØ koneqnaØ podsistema kotoroæ ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti, budem takße nazyvat~ sistemoæ σ-smeßnosti.

Teorema. KaßdaØ sistema σ-smeßnosti γ soderßitsØ v neko-

toroæ maksimal~noæ (po vkl¸qeni¸) sisteme σ-smeßnosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ σ – nekotoroe otnoxenie smeßnosti na topologiqeskom prostranstve X i nekotoraØ sovokupnost~ sistem σ-smeßnosti lineæno uporØdoqena po vkl¸qeni¸. Rassmotrim ob¨edinenie fftih sistem. Esli koneqnaØ sistema α soderßitsØ v fftom ob¨edinenii, to ona soderßitsØ v odnoæ iz ob¨edinØemyh sistem i, sledovatel~no, ØvlØetsØ sistemoæ σsmeßnosti. Takim obrazom samo ob¨edinenie ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Ots¸da, po lemme Corna, sleduet suwestvovanie maksimal~noæ sistemy σ-smeßnosti, soderßaweæ γ.

Teorema. KaßdaØ maksimal~naØ sistema σ-smeßnosti ØvlØet-

sØ kofil~trom.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ – maksimal~naØ sistema σ-smeßnosti. Uslovie 1 vypolnØetsØ, v silu usloviØ 2 dlØ sistem σsmeßnosti. Dokaßem vypolnenie usloviØ 2. Pust~ α – proizvol~naØ koneqnaØ podsistema sistemy γ i mnoßestvo F_1 ∪F_2 prinadleßit γ. Predpoloßim, qto ni F_1 ni F_2 ne prinadleßat γ. Togda, v silu maksimal~nosti sistemy γ, v neæ naædutsØ takie koneqnye podsistemy α_1 i α_2, qto ni β_1 = α_1 ∪{F_1} ni β_2 = α_2 ∪{F_2} ne ØvlØ¸tsØ sistemami σ-smeßnosti. No togda, v silu svoæstva 3 otnoxeniæ smeßnosti, ne ØvlØetsØ sistemoæ smeßnosti i β_1 ∨ β_2. No kaßdyæ fflement fftoæ sistemy soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α_1 ∪ α_2 ∪{F_1 ∪ F_2}, pofftomu i poslednØØ ne ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti, qto protivoreqit uslovi¸ F_1 ∪ F_2 ∈ γ.

Opredelenie. Rassmotrim mnoßestvo Γσ vseh isqeza¸wih mak-

simal~nyh sistem σ-smeßnosti, ØvlØ¸wihsØ, kak bylo tol~ko qto dokazano, kofil~trami, i rasxirenie X^′ prostranstva X, poluqennoe prisoedineniem k X vseh fftih kofil~trov. �to rasxirenie budem nazyvat~ σ-rasxireniem i oboznaqat~ qerez σX.

Zameqanie. Tak kak dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X i l¸bogo otnoxeniØ smeßnosti σ na X, sistema Γ_σ sostoit iz

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 113 isqeza¸wih kofil~trov i pofftomu ne sodeßit kofil~trov γ(x), rasxirenie σX ØvlØetsØ pravil~nym rasxireniem. Teorema. DlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X i l¸bo-

go otnoxeniØ smeßnosti σ na X, rasxirenie σX ØvlØetsØ kompaktnym topologiqeskim prostranstvom.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ^′ – proizvol~naØ centrirovannaØ sistema zamknutyh v X^′ = σX mnoßestv, to est~ l¸baØ ee koneqnaØ podsistema imeet nepustoe pereseqenie. Rassmotrim sistemu γ_0, sostoØwu¸ iz vseh zamknutyh v X mnoßestv F , zamykaniØ kotoryh cl_X0 F soderßat mnoßestva sistemy γ^′. Zametim, preßde vsego, qto γ_0 ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Deæstvitel~- no, esli α – koneqnaØ podsistema sistemy γ_0, to ona sostoit iz mnoßestv, zamykaniØ kotoryh v X^′ soderßat nekotorye mnoßestva sistemy γ^′, obrazu¸wie koneqnu¸ sistemu α^′. Mnoßestva fftoæ sistemy ime¸t nepustoe pereseqenie. Esli ffto pereseqenie soderßit toqku x ∈ X, to x prinadleßit vsem mnoßestvam sistemy α i pofftomu ona ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Esli ße ono ne soderßit toqek iz X, to pereseqenie soderßit kaku¸- nibud~ toqku narosta, ØvlØ¸wu¸sØ maksimal~noæ isqeza¸weæ sistemoæ σ-smeßnosti. Po opredeleni¸ zamykaniØ v X^′ zamknutyh v X mnoßestv, ffta toqka, kak sistema σ-smeßnosti, soderßit vse fflementy sistemy α, pofftomu i v fftom sluqae sistema α ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti.

Itak, sistema γ_0 ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Esli pereseqenie vseh mnoßestv, vhodØwih v fftu sistemu, ne pusto, to i pereseqenie vseh mnoßestv, vhodØwih v sistemu γ^′, ne pusto. Esli ße pereseqenie vseh mnoßestv, vhodØwih v fftu sistemu pusto, to γ_0, ØvlØØs~ isqeza¸weæ sistemoæ, soderßitsØ v maksimal~noæ isqeza¸weæ sisteme σ- smeßnosti γ. Vse fflementy sistemy γ_0 vhodØt v sistemu γ, pofftomu γ, kak toqka narosta, prinadleßit vsem mnoßestvam, obrazu¸wim sistemu γ^′. Takim obrazom fflementy sistemy γ^′ ime¸t nepustoe pereseqenie. Tak kak γ^′ – proizvol~naØ centrirovannaØ sistema, to tem samym dokazana kompaktnost~ rasxireniØ σX.

Imeet mesto i obratnoe, v nekotorom smysle, utverßdenie. Teorema. Kaßdoe pravil~noe kompaktnoe rasxirenie topologi-

qeskogo prostranstva ØvlØetsØ ego σ-rasxireniem dlØ nekotorogo otnoxeniØ smeßnosti σ.

114 A. A. IVANOV

Dokazatel~stvo. Pust~ X^′ ØvlØetsØ pravil~nym kompaktnym rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X. Rassmotrim sledu¸wee otnoxenie σ dlØ koneqnyh sistem α zamknutyh v X mnoßestv:

σ(α) ⇐⇒ ∩cl_X0 A|A ∈ α ≠ ∅ Proverka vypolneniØ dlØ σ usloviØ

1 trivial~na, kak i usloviØ 2. Proverim vypolnenie usloviØ 3. Sistemu, sostoØwu¸ iz zamykaniæ v X^′ mnoßestv nekotoroæ sistemy γ budem oboznaqat~ qerez cl_X0 α. Pust~ σ(α∨β) imeet mesto, to est~ ∩F^′|F^′ ∈ cl_X0 (α ∨ β) ≠ ∅. No cl_X0 (α ∨ β) = cl_X0 (α) ∨ cl_X0 (β). Takim obrazom kaßdoe mnoßestvo F^′ = A^′ ∪ B^′, gde A^′ ∈ cl_X0 (α),

B^′ ∈ cl_X0 (β) i ih pereseqenie ØvlØetsØ ob¨edineniem perese-

qeniæ mnoßestv A^′ i B^′, vzØtyh po odnomu slagaemomu iz vseh

A^′ ∪ B^′. Hot~ odno iz takih pereseqeniæ dolßno byt~ nepustym

mnoßestvom. Esli v takoe pereseqenie vhodØt vse fflementy sistemy α, to σ(α) imeet mesto, esli ße v fftom pereseqenii net kakogo-to fflementa A^′_0 ∈ α, to vo vseh summah A^′_0 ∪ B^′ dolßny budut vybrany fflementy sistemy β i pofftomu σ(β) imeet mesto. 4. SvØz~ meßdu otnoxeniØmi blizosti i smeßnosti. Meßdu otnoxeniØmi blizosti i otnoxeniØmi smeßnosti suwestvuet estestvennaØ svØz~.

Opredelenie. Pust~ σ i δ – nekotorye otnoxeniØ smeßnosti

i, sootvetstvenno, blizosti, opredelennye na kakom-to topologiqeskom prostranstve X. Budem govorit~, qto oni soglasovany, esli σ(F_1, F_2) i δ(F_1, F_2) odnovremenno ime¸t mesto ili ne ime¸t mesta dlØ l¸boæ pary zamknutyh v X mnoßestv F_1, F_2. Moßno govorit~ v fftom sluqae, qto δ ØvlØetsØ ograniqeniem otnoxeniØ σ na pary zamknutyh v X mnoßestv i pisat~ (X, δ) = P(X, σ) = (X, Pσ). Teorema. DlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva i l¸bogo

otnoxeniØ blizosti na nem suwestvuet soglasovannoe s nim otnoxeniØ smeßnosti, priqem sredi otnoxeniæ smeßnosti, soglasovannyh s fiksirovannym otnoxeniem blizosti, est~ naibol~- xee i naimen~xee.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo otnoxeniØ blizosti my vvedem srazu dva, soglasovannyh s nim otnoxeniØ smeßnosti, a imenno: naibol~xee σ_{max} i naimen~xee σ_{min}, kotoroe nazyvaetsØ glavnym otnoxeniem smeßnosti. Pust~ δ – nekotoroe otnoxenie blizosti, opredelennoe na topologiqeskom prostranstve X.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 115 Budem sqitat~, qto σ_{max}(α) imeet mesto, esli naædutsØ takie δ-blizkie mnoßestva F_1, F_2, qto kaßdoe mnoßestvo sistemy α soderßit F_1 ili F_2.

Budem sqitat~, qto σ_{min}(α) imeet mesto, esli sistema α obladaet sledu¸wim svoæstvom:

iz l¸byh pokrytiæ mnoßestv sistemy α zamknutymi mnoßestvami moßno vybrat~ po odnomu fflementu iz kaßdogo pokrytiØ tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki.

Dokaßem, qto ffti otnoxeniØ dlØ koneqnyh sistem nepustyh zamknutyh v X inoßestv ØvlØ¸tsØ otnoxeniØmi smeßnosti, to est~ dlØ nih vypolnØ¸tsØ vse tri uslovmØ smeßnosti. Uslovie 1:

esli pereseqenie vseh fflementov sistemy α ne pusto, to est~ ØvlØetsØ nepustym zamknutym v X mnoßestvom F , to kaßdyæ fflement sistemy α soderßit mnoßestvo F . Tak kak δ(F, F ) imeet mesto, to imeet mesto i σ_{max}(α).

Pri tom ße uslovii pokrytiØ fflementov sistemy α zamknutymi mnoßestvami ØvlØ¸tsØ pokrytiØmi mnoßestva F , pofftomu moßno vybrat~ po odnomu fflementu iz kaßdogo pokrytiØ tak, qto vybrannye mnoßestva ime¸t nepustoe pereseqenie i potomu poparno δ-blizki. Takim obrazom i σ_{min}(α) imeet mesto. Uslovie 2:

esli kaßyæ fflement sistemy α′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α i σ_{max}(α) imeet mesto, to est~ naædutsØ takie δblizkie mnoßestva F_1, F_2, qto kaßdoe mnoßestvo sistemy α soderßit F_1 ili F_2. No togda to ße samoe imeet mesto i dlØ sistemy α^′ i pofftomu σ_{max}(α^′) imeet mesto.

PokrytiØ fflementov sistemy α^′ ØvlØ¸tsØ pokrytiØmi sodeßawihsØ v nih fflementov sistemy α. DlØ teh ße fflementov sistemy α, kotorye ne soderßatsØ v kakom-nibud~ fflemente sistemy α^′ my rassmotrim pokrytie, sostoØwee tol~ko iz odnogo mnoßestva X. Po predpoloßeni¸ σ_{min}(α) imeet mesto, pofftomu moßno vybrat~ iz fftih pokrytiæ po odnomu fflementu tak, qto vybrannye fflementy poparno δ-blizki. No, tem samym, budut vybrany poparno δ-blizkie fflementy pokrytiæ mnoßestv sostavlØ¸wih sistemu α^′ (vozmoßno i ne po odnomu). Tem samym dokazano, qto σ_{min}(α^′) imeet mesto. Uslovie 3:

pust~ σ_{max}(α ∨ β) imeet mesto, to est~ suwestvu¸t takie δ-

116 A. A. IVANOV blizkie mnoßestva F_1, F_2, qto kaßdyæ fflement sistemy α ∨ β soderßit ili F_1 ili F_2. Esli kaßdyæ fflement sistemy α soderßit ili F_1 ili F_2, to imeet mesto σ_{min}(α). Esli ße kakoæ-to fflement A fftoæ sistemy ne soderßit ni F_1 ni F_2, togda my dolßny budem rassmotret~ neskol~ko sluqaev.

Rassmotrim snaqala prosteæxiæ sluqaæ, kogda mnoßestva

F^′_1 = A ∩ F_1 i F_2 ili ße F_1 i F^′_2 = A ∩ F_2 ØvlØ¸tsØ δ-blizkimi

mnoßestvami. Pust~, dlØ opredelennosti, imeet mesto pervyæ sluqaæ. V fftom sluqae my vmesto δ-blizkih mnoßestv F_1 i F_2 voz~mem mnoßestva F^′_1 i F_2. Esli teper~ kaßdyæ fflement sistemy α soderßit ili F^′_1 ili F_2, to imeet mesto σ_{min}(α). Esli ße kakoæ-to fflement A fftoæ sistemy ne soderßit ni F^′_1 ni F_2, togda my povtorim fftu proceduru. V rezul~tate kaßdogo primeneniØ fftoæ procedury koliqestvo fflementov sistemy α ne soderßawih ni odnogo iz rassmatrivaemyh δ-blizkih mnoßestv umen~xaetsØ. Tak kak sistema α soderßit koneqnoe qislo mnoßestv, fftot process libo isqerpaet vse fflementy sistemy α i togda imeet mesto σ_{min}(α) libo privedet k tomu, qto ni F^′_1 = A ∩ F_1 i F_2 ni F_1 i F^′_2 = A ∩ F_2 ne ØvlØ¸tsØ δ-blizkimi mnoßestvami. Togda mnoßestva B^′_1 = cl(F_1 \A) i B^′_2 = cl(F_2 \A) budut δ-blizkimi. Zametim teper~, qto dlØ kaßdogo fflementa B sistemy β mnoßestvo A ∪ B soderßit ili F_1 ili F_2 i pofftomu kaßdyæ fflement B sistemy β soderßit ili B_1′ ili B_2′. No ffto oznaqaet, qto σ_{min}(β) imeet mesto.

Pereædem, teper~, k σ_{min}. Zametim, preßde vsego, qto aksiomu 3 dlØ otnoxeniæ smeßnosti moßno zamenit~ aksiomoæ bolee qastnogo vida, a imenno sledu¸weæ aksiomoæ.

3^′. σ(F ∪F^′, F_1, F_2, . . . , F_n) =⇒ σ(F, F_1, F_2, . . ., F_n) ili σ(F^′, F_1, F_2, . . . , F_n). Deæstvitel~no, v predpoloßenii spravedlivosti dlØ σ aksiom 2 i 3 rassmotrim sistemy α = (F, F_1, F_2, . . . , F_n) i β =

(F^′, F_1, F_2, . . . , F_n). Togda α ∨ β = (F ∪ F^′, F_1, F_2, . . ., F_n, . . .), gde

mnoßestva zamenennye mnogotoqiem soderßat kakie-nibud~ iz mnoßestv F_1, F_2, . . . , F_n. Takim obrazom v fftoæ situacii σ(F ∪ F^′, F_1, F_2, . . ., F_n) =⇒ σ(α ∨ β) =⇒ σ(α) ili σ(β). S drugoæ storony, v predpoloßenii spravedlivosti dlØ σ aksiom 2 i 3^′, rassmotrim sistemy α = (A_1, A_2, . . . , A_m), β =

(B_1, B_2, . . . , B_n) i α ∨ β = (A_1 ∪ B_1, A_1 ∪ B_2, . . . , A_1 ∪ B_n, A_2 ∪

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 117

B_1, . . . , A_m ∪ B_n), sostoØwie iz m × n zamknutyh v X mnoßestv.

Primeniv aksiomu 3^′ dostatoqno mnogo raz, my ubedimsØ v tom, qto iz σ(α ∨ β) sleduet σ-smeßnost~ po kraæneæ mere odnoæ iz

2^{m×n} sistem (F_{11}, F_{12}, . . . , F_{1m}, F_{21}, . . . , F_{mn}), v kotoryh F_{ij} = A_i

ili B_j dlØ kaßdyh i i j. No kaßdaØ iz takih sistem soderßit ili vse A_1, A_2, . . . , A_m ili ße vse B_1, B_2, . . . , B_n i pofftomu imeet mesto ili σ(α) ili σ(β).

Dokaßem, teper~, qto σ_{min} udovletvorØet aksiome 3^′ i, sledovatel~no, aksiome 3. Predpoloßim, qto σ_{min}(F ∪F^′, F_1, F_2, . . . , F_n) imeet mesto, to est~ dlØ vsØkih koneqnyh pokrytiæ mnoßestv

F ∪F^′, F_1, F_2, . . . , F_n zamknutymi v X mnoßestvami moßno vybrat~

po odnomu fflementu iz kaßdogo pokrytiØ tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki.

Rassmotrim vsevozmoßnye sistemy (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n, Σ^′, Σ^′_1, Σ^′_2,

. . . , Σ^′_n) zamknutyh v X pokrytiæ mnoßestv F, F_1, F_2, . . . , F_n, F^′, F_1, F_2, . . . , F_n. PokrytiØ kaßdogo mnoßestva uporØdoqeny po vpi-

sannosti, sootvetstvenno fftomu okazyvaetsØ uporØdoqennym i mnoßestvo rassmatrivaemyh zdes~ sistem pokrytiæ, priqem tak obrazovannoe uporØdoqennoe mnoßestvo napravleno. Obrazuem dlØ proizvol~noæ sistemy (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n, Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , Σ^′_n) sistemu (Σ ∪ Σ^′, Σ_1 ∧ Σ^′_1, Σ_2 ∧ Σ^′_2, . . . , Σ_n ∧ Σ^′_n) pokrytiæ mnoßestv

F ∪F^′, F_1, F_2, . . . , F_n. V naxih usloviØh moßno vybrat~ po odnomu

fflementu iz kaßdogo takogo pokrytiØ tak, qto vybrannye fflementy poparno δ-blizki. �lement vybrannyæ iz pokrytiØ Σ ∪ Σ^′ prinadleßit Σ ili Σ^′. V pervom sluqae iz kaßdogo pokrytiØ sistemy (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n) moßno vybrat~ po odnomu fflementu tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. V fftom sluqae budem govorit~, qto sistema (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n, Σ^′, Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , Σ^′_n) imeet pervyæ tip. Vo vtorom sluqae iz pokrytiæ sistemy (Σ^′, Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , Σ^′_n) moßno vybrat~ po odnomu fflementu tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. V fftom sluqae budem govorit~, qto sistema (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n, Σ^′, Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , Σ^′_n) imeet vtoroæ tip. Rassmatrivaemoe nami napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo isqerpyvaetsØ sistemami pervogo tipa i vtorogo tipa, pofftomu libo te libo drugie sostavlØ- ¸t ego konfinal~nu¸ qast~. Pust~, dlØ opredelennosti, imeet mesto pervyæ sluqaæ. Rassmotrim proizvol~nu¸ sistemu

(Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n) zamknutyh pokrytiæ mnoßestv F, F_1, F_2, . . . , F_n.

Ee moßno dopolnit~ proizvol~nymi zamknutymi pokrytiØmi

118 A. A. IVANOV mnoßestv F^′, F_1, F_2, . . . , F_n, naprimer odnofflementnymi, do sistemy (Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n, Σ^′, Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , Σ^′_n. V pokrytiØ fftoæ sistemy budut vpisany pokrytiØ nekotoroæ sistemy pervogo tipa. V qastnosti v pokrytiØ Σ, Σ_1, Σ_2, . . ., Σ_n budut vpisany pokrytiØ, v kaßdom iz kotoryh moßno vybrat~ po odnomu fflementu tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. No togda i iz pokrytiæ Σ, Σ_1, Σ_2, . . . , Σ_n moßno vybrat~ po odnomu fflementu tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. Tak kak ffti pokrytiØ mnoßestv F, F_1, F_2, . . . , F_n vybrany proizvol~no, to

σ_{min}(F, F_1, F_2, . . . , F_n) imeet mesto.

Soglasovannost~ s δ.

Pust~ σ_{max}(A_1, A_2) imeet mesto, to est~ kaßdoe iz mnoßestv

A_1, A_2 soderßit kakoe-to iz δ-blizkih mnoßestv F_1, F_2. Togda, v

silu svoæstva 2 dlØ otnoxeniæ blizosti, imeet mesto i δ(A_1, A_2). S drugoæ storony, esli δ(A_1, A_2) imeet mesto, to kaßdoe iz mnoßestv A_1, A_2 soderßit odno iz δ-blizkih mnoßestv A_1, A_2 i pofftomu σ_{max}(A_1, A_2) imeet mesto.

Pust~, teper~, σ_{min}(A_1, A_2) imeet mesto, to est~ iz l¸byh pokrytiæ mnoßestv sistemy α = {A_1, A_2} zamknutymi mnoßestvami moßno vybrat~ po odnomu fflementu iz kaßdogo pokrytiØ tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. Voz~mem v kaqestve pokrytiæ odnofflementnye sistemy {A_1} i {A_2}. Iz fftih pokrytiæ moßno vybrat~ tol~ko mnoßestva A_1 i A_2, pofftomu δ(A_1, A_2) imeet mesto. S drugoæ storony, esli δ(A_1, A_2) imeet mesto i

α_1, α_2 – kakie-to pokrytiØ mnoßestv A_1 i A_2, sootvetstvenno,

to ob¨edineniØ fflementov kaßdogo iz fftih pokrytiæ budut takße δ-blizki. Primeniv svoæstvo 3 otnoxeniæ blizosti k fftim ob¨edineniØm dostatoqnoe koliqestvo raz, my naædem δ-blizkie fflementy fftih pokrytiæ. Takim obrazom i σ_{min}(A_1, A_2) imeet mesto.

DlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X v razdele 2 bylo postroeno rasxirenie δX, opredelØemoe proizvol~no fiksirovannym na X otnoxeniem blizosti δ. Moßno dokazat~, qto δX ØvlØetsØ pravil~nym kompaktnym rasxireniem i, sledovatel~- no, σ-rasxireniem dlØ nekotorogo otnoxeniØ smeßnosti na X. OkazyvaetsØ vernym sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Pust~ δ – nekotoroe otnoxenie blizosti na topolo-

giqeskom prostranstve X i σ – glavnoe otnoxenie smeßnosti, soglasovannoe s δ. Togda rasxireniØ δX i σX sovpada¸t.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 119

Dokazatel~stvo. Pust~ σ – glavnoe otnoxenie smeßnosti, soglasovannoe s δ. Zametim, preßde vsego, qto kaßdaØ sistema δblizosti, v tom qisle i maksimal~naØ, ØvlØetsØ v fftoæ situacii sistemoæ σ-smeßnosti. Delo v tom, qto esli α – koneqnaØ podsistema sistemy δ-blizosti, to pol~zuØs~ usloviem 3 moßno dokazat~, qto α budet sistemoæ σ-smeßnosti, to est~ dlØ kaßdoæ sistemy pokrytiæ ee fflementov moßno vybrat~ po odnomu mnoßestvu iz kaßdogo pokrytiØ tak, qto vybrannye mnoßestva poparno δ-blizki. S drugoæ storony, netrudno proverit~, qto kaßdaØ maksimal~naØ sistema σ-smeßnosti ØvlØetsØ sistemoæ δ-blizosti.

Pust~ γ ØvlØetsØ maksimal~noæ msqeza¸weæ sistemoæ σsmeßnosti. Togda ona budet sistemoæ δ-blizosti, soderßaweæsØ v nekotoroæ sisteme γ^′, ØvlØ¸weæsØ maksimal~noæ sistemoæ δblizosti. No γ^′ budet,v svo¸ oqered~, sistemoæ σ-smeßnosti, soderßaweæ γ. Tak kak γ maksimal~naØ sistema σ-smeßnosti, to

γ = γ^′ ØvlØetsØ maksimal~noæ sistemoæ δ-blizosti.

Pust~, teper~, γ ØvlØetsØ maksimal~noæ sistemoæ δ-blizosti. Togda ona budet sistemoæ σ-smeßnosti, soderßaweæsØ v nekotoroæ sisteme γ^′, ØvlØ¸weæsØ maksimal~noæ sistemoæ σ-smeßnosti . No γ^′ budet,v svo¸ oqered~, sistemoæ δ-blizosti, soderßaweæ γ. Tak kak γ maksimal~naØ sistema δ-blizosti, to γ = γ^′ ØvlØetsØ maksimal~noæ sistemoæ σ-smeßnosti.

5. Kategorii: topologiqeskih prostranstv, prostranstv blizosti i prostranstv smeßnosti. My vveli v rassmotrenie tri kategorii, a imenno kategori¸ Top topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ, kategori¸ Prox prostranstv blizosti i ih otobraßeniæ, kategori¸ Cont prostranstv smeßnosti i ih otobraßeniæ. Pri fftom kategoriØ Prox okazalas~ detalizacieæ kategorii Top. Sootvetstvie P prostranstvam smeßnosti, soglasovannyh s nimi prostranstv blizosti, moßet byt~ estestvenno prodolßeno do kovariantnogo funktora nakrytiØ

P : Cont −→ Prox. Pri fftom otobraßeni¸ f : (X, σ) −→ (X^′, σ^′)

sootvetstvuet otobraßenie Pf : (X, δ) −→ (X^′, δ^′), gde struktury blizosti δ i δ^′ soglasovany so strukturami smeßnosti σ i

σ^′. KategoriØ prostranstv smeßnosti i ih otobraßeniæ okazy-

vaetsØ detalizacieæ kategorii prostranstv blizosti i ih otobraßeniæ. Qto kasaetsØ funktora vloßeniØ, to on opredelen neodnoznaqno. Obyqno rassmatriva¸tsØ dva funktora vloßeniØ,

120 A. A. IVANOV a imenno I_{max} i I_{min}. Takim obrazom my poluqaem nakrytiØ i vloßeniØ

Set^P⇆_I Top^P⇆_I Prox^P⇆_I Cont

Funktory nakrytiØ opredeleny odnoznaqno dlØ kaßdoæ pary kategoriæ, funktory vloßeniØ opredeleny neodnoznaqno.

Teorema. DlØ funktorov P : Cont −→ Prox, P : Prox −→ Top,

P : Top −→ Set vypolnØ¸tsØ vse aksiomy detalizacii.

Dokazatel~stvo. Vsego bylo sformulirovano vosem~ aksiom detalizacii kategoriæ, v teoreme rassmatriva¸tsØ tri detalizacii i, takim obrazom, nado dokazat~ 24 utverßdeniØ. Spravedlivost~ fftih utverßdeniæ dokazyvaetsØ dovol~no prostymi rassußdeniØmi.

DlØ funktora P : Top −→ Set :

Topologiqeskoæ strukturoæ toqnoæ verhneæ i toqnoæ nißneæ granicy kakih-nibud~ topologiqeskih prostranstv s odnim i tem ße mnoßestvom toqek ØvlØ¸tsØ, sootvetstvenno, ob¨edinenie ih topologiqeskih struktur i ih pereseqenie.

Toqnoæ verhneæ graniceæ kakogo-nibud~ mnoßestva otobraßeniæ, nakryva¸wih nekotoroe otobraßenie f mnoßestva X v mnoßestvo Y , budet otobraßenie f toqnoæ verhneæ granicy oblasteæ zadaniØ fftih otobraßeniæ v toqnu¸ verhn¸¸ granicu ih oblasteæ znaqeniØ. ˚sno, qto otobraßenie f fftoæ toqnoæ verhneæ granicy oblasteæ zadaniØ v l¸bu¸ iz rassmatrivaemyh oblasteæ znaqeniæ budet nepreryvnym otobraßeniem, a pofftomu budet nepreryvnym i otobraßenie v ih toqnu¸ verhn¸¸ grani- cu. Toqnoæ nißneæ graniceæ kakogo-nibud~ mnoßestva otobraßeniæ, nakryva¸wih nekotoroe otobraßenie f mnoßestva X v mnoßestvo Y , budet otobraßenie f toqnoæ nißneæ granicy oblasteæ zadaniØ fftih otobraßeniæ v toqnu¸ nißn¸¸ granicu ih oblasteæ znaqeniØ. ˚sno, qto otobraßenie f kaßdoæ iz fftih oblasteæ zadaniØ v toqnu¸ nißn¸¸ granicu oblasteæ znaqeniæ budet nepreryvnym otobraßeniem, a pofftomu budet nepreryvnymm i otobraßenie ih toqnoæ nißneæ granicy.

Suwestvovanie levyh nakrytiæ i pravyh nakrytiæ oqevidno. Pust~ f = gh v kategorii Set, h : X −→ Y, g : Y −→ Z, i nepreryvnoe otobraßenie topologiqeskih prostranstv f : X^′ −→ Z^′

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 121 nakryvaet f. Topologiqesku¸ strukturu prostranstva Z^′ oboznaqim qerez τ . Togda f-proobraz topologiqeskoæ struktury τ soderßitsØ v topologiqeskoæ strukture prostranstva X^′. Poloßim Y^′ = (Y, g^{−1}(τ )). Togda h : X^′ −→ Y^′ budet nepreryvnym otobraßeniem, tak kak f^{−1}(τ ) = (gh)^{−1} = h^{−1}(g^{−1}(τ )), i g : Y^′ −→ Z^′ budet nepreryvnym otobraßeniem, po opredeleni¸ Y^′.

Aksioma 5 vypolnØetsØ po opredeleni¸ nepreryvnyh otobraßeniæ v kategorii Top. �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy dlØ sluqaØ P : Top −→ Set. Ostal~nye sluqai dokazyva¸tsØ, v obwem, analogiqno. Nado sledit~ tol~ko, qtoby prostranstva i otobraßeniØ , opredelØemye v hode dokazatel~stva, nakryvali nußnye prostranstva i otobraßeniØ. Naprimer, kogda my dokazavaem vypolnenie aksiomy 1 dlØ funktora P : Cont −→ Prox, my dolßny dokazat~, qto toqnaØ verhnØØ granica l¸bogo mnoßestva struktur smeßnosti, soglasovannyh s odnoæ i toæ ¸e strukturoæ blizosti, budet takße s neæ soglasovana. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto mnoßestvo vseh struktur smeßnosti, soglasovannyh s nekotoroæ strukturoæ blizosti, imeet naibol~xiæ fflement.

6. Struktury sosedstva i ravnomernye struktury. My budem rassmatrivat~ teper~ proizvol~nye sistemy zamknutyh ili otkrytyh mnoßestv proizvol~no fiksirovannogo topologiqeskogo prostranstva.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe topologiqeskoe prostran-

stvo i ν – otnoxenie dlØ l¸byh (ne obØzatel~no koneqnyh) sistem zamknutyh mnoßestv prostranstva X, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1. ⋂ A|A ∈ α ≠ ∅ =⇒ ν(α), 2. Esli kaßdyæ fflement sistemy α^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α, to ν(α) =⇒ ν(α^′),

3. ν(α ∨ β) =⇒ ν(α) ili ν(β).

Zdes~ zapis~ ν(α) oznaqaet, qto dlØ sistemy α imeet mesto otnoxenie ν.

Takoe otnoxenie dlØ sistem podmnoßestv mnoßestva X budem nazyvat~ otnoxeniem sosedstva, a sistemy, dlØ kotoryh otnoxenie ν imeet mesto, nazyva¸tsØ sistemami ν-sosedstva. Moßno govorit~ takße o strukture sosedstva ν, ponimaØ pod fftim mnoßestvo vseh sistem sosedstva. L¸baØ para (X, ν), gde

122 A. A. IVANOV

ν ØvlØetsØ otnoxeniem sosedstva na mnoßestve X, nazyvaetsØ prostranstvom sosedstva.

PonØtie struktury sosedstva ffkvivalentno ponØti¸ ravnomernoæ struktury.

Opredelenie. Budem govorit~, qto na topologiqeskom prostra-

nstve X opredelena ravnomernaØ struktura pokrytiæ ρ, kak nekotoraØ sovokupnost~ ego otkrytyh pokrytiæ s, esli udovletvorØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. Esli s_1 ∈ ρ i s_2 ∈ ρ to s_1 ∧ s_2 = {G_1 ∩ G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ G_2} ∈ ρ. 2. Esli pokrytie s vpisano v pokrytie s_1, to est~ kaßdyæ fflement pokrytiØ s soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s_1, i s ∈ ρ to s_1 ∈ ρ.

Paru (X, ρ) budem nazyvat~ ravnomernym prostranstvom (pokrytiæ). Ravnomernoe prostranstvo pokrytiæ my budem nazyvat~ inogda dlØ kratkosti Σ-ravnomernym prostranstvom.

Inogda k fftim usloviØm dobavlØ¸t tak nazyvaemoe uslovie zvezdnoæ vpisannosti.

Opredelenie. Pust~ s i s1–nekotorye otkrytye pokrytiØ to-

pologiqeskogo prostranstva X. GovorØt, qto s– zvezdno vpisano v s_1, esli dlØ kaßdogo G_0 ∈ s ego zvezda st_s(G_0) = ∪G|G ∈ s, G∩G_0 ≠ ∅ soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s_1.

Uslovie 3. V kaßdoe pokrytie s ∈ ρ zvezdno vpisano nekotoroe pokrytie s^′ ∈ ρ (uslovie zvezdnoæ vpisannosti).

Ravnomernu¸ strukturu pokrytiæ, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm 1–3 budem nazyvat~ veælevskoæ ravnomernoæ strukturoæ pokrytiæ.

Zameqanie. Tak kak teoriØ ravnomernyh struktur pokrytiæ dostatoqno predmetna i bez fftogo dopolnitel~nogo usloviØ, to ego prisoedinenie k pervym dvum usloviØm ne ØvlØetsØ neobhodimost~¸, no opredelØet nekotoryæ interesnyæ klass ravnomernyh struktur pokrytiæ. Krome ravnomernyh struktur pokrytiæ izuqa¸tsØ i ravnomernosti drugogo strukturnogo tipa. Neskol~ko pozße budut rassmotreny ravnomernye struktury okrestnosteæ i ravnomernye struktury okrußeniæ.

Opredelenie. Pust~ ρ – nekotoraØ ravnomernaØ struktura. So-

vokupnost~ ρ_0 ⊂ ρ nazyvaetsØ bazoæ struktury ρ, esli v kaßdoe

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 123 pokrytie s ∈ ρ vpisano kakoe-nibud~ pokrytie s_0 ∈ ρ_0. Sovokupnost~ ρ_0 ⊂ ρ nazyvaetsØ predbazoæ struktury ρ, esli pokrytiØ ∧s_i, obrazovannye po vsem koneqnym kombinaciØm pokrytiæ s_i ∈ ρ_0, sostavlØ¸t bazu struktury ρ.

Pereædem teper~ k opisani¸ ffkvivalentnosti struktur sosedstva i ravnomernyh struktur (pokrytiæ).

Opredelenie. Proizvol~nu¸ sistemu otkrytyh mnoßestv i

proizvol~nu¸ sistemu zamknutyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva X budem nazyvat~ sootvetstvu¸wimi drug drugu, esli sovokupnost~ dopolneniæ v X vseh mnoßestv odnoæ sistemy sostavlØet drugu¸ sistemu.

Zameqanie. Esli nekotoraØ sistema zamknutyh v X mnoßestv ne ØvlØetsØ sistemoæ sosedstva, to sootvetstvu¸waØ eæ sistema otkrytyh mnoßestv budet ego otkrytym pokrytiem. �to sleduet iz togo, qto v protivnom sluqae ishodnaØ sistema dolßna budet imet~ nepustoe pereseqenie.

Opredelenie. Strukturu sosedstva ν i ravnomernu¸ strukturu

ρ budem nazyvat~ ffkvivalentnymi drug drugu, esli kaßdoæ sisteme ν-sosedstva sootvetstvuet sistema otkrytyh mnoßestv, ne prinadleßawaØ ρ (naprimer ne ØvlØ¸waØsØ pokrytiem), i kaßdomu otkrytomu pokryti¸, prinadleßawemu ρ, sootvetstvuet sistema, ne prinadleßawaØ ν (ne ØvlØ¸waØsØ sistemoæ νsosedstva).

Zameqanie. NaglØdno, sootvetstvie meßdu ν i ρ moßno predstavit~ sledu¸wim obrazom. Vse sistemy zamknutyh v X mnoßestv razbiva¸tsØ na dve qasti – prinadleßawie ν (ν-sistemy) i ne prinadleßawie ν (ν-sistemy). Analogiqno, vse sistemy otkrytyh v X mnoßestv razbiva¸tsØ na dve qasti – ne prinadleßawie ρ (ρ-sistemy) i prinadleßawie ρ (ρ-sistemy). ν-sistemy vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸t ρ-sistemam. Takim obrazom, podobno tomu, kak topologiqeskaØ struktura moßet byt~ zadana i strukturoæ otkrytyh mnoßestv i strukturoæ zamknutyh mnoßestv, ravnomernaØ struktura moßet byt~ zadana i strukturoæ otkrytyh pokrytiæ i strukturoæ sistem sosedstva. Opredelenie. Otobraßenie f : X −→ X^′ nazyvaetsØ (ravnomer-

no nepreryvnym) otobraßenim f : (X, ρ) −→ (X^′, ρ^′) ravnomernyh prostranstv, esli f^{−1}(s^′) ∈ ρ dlØ kaßdogo s^′ ∈ ρ^′.

124 A. A. IVANOV

Zameqanie. V terminah struktur sosedstva ffto opredelenie budet vyglØdet~ sledu¸wim obrazom:

Otobraßenie f : X −→ X^′ nazyvaetsØ otobraßenim f : (X, ν) −→

(X^′, ν^′) prostranstv sosedstva, esli f^{−1}(α^′) = {f^{−1}(F^′)|F^′ ∈ α^′} /∈

ν dlØ kaßdogo α^′ /∈ ν^′.

Netrudno dokazat~, qto ravnomernye prostranstva i ih otobraßeniØ, ravno kak prostranstva sosedstva i ih otobraßeniØ, obrazu¸t izomorfnye kategorii, ih my budem oboznaqat~ qerez

Unif i, sootvetstvenno, Near.

7. Struktury blizosti, smeßnosti i ravnomernosti. Sredi vseh ravnomernyh struktur pokrytiæ vydelØ¸tsØ tak nazyvaemye prekompaktnye ravnomernye struktury i binarnye ravnomernye struktury.

Opredelenie. RavnomernaØ struktura ρ nazyvaetsØ prekompa-

ktnoæ ravnomernoæ strukturoæ, esli v l¸bom pokrytii s ∈ ρ moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie s_0 ∈ ρ.

Opredelenie. RavnomernaØ struktura ρ nazyvaetsØ binarnoæ

ravnomernoæ strukturoæ, esli v l¸boe pokrytii s ∈ ρ moßno vpisat~ kakoe-nibud~ binarnoe pokytie s^′ ∈ ρ, to est~ pokrytie s_1∨s_2...∨s_n, gde s_1 ∈ ρ, s_2 ∈ ρ, ..., s_n ∈ ρ – dvuhfflementnye pokrytiØ.

Zameqanie. Netrudno ustanovit~ otnoxenie ffkvivalentnosti meßdu prekompaktnymi ravnomernymi strukturami i strukturami smeßnosti, a takße binarnymi ravnomernymi strukturami i strukturami blizosti, zadannymi na odnom i tom ße topologiqeskom prostranstve.

Opredelenie. PrekompaktnaØ ravnomernaØ struktura ρ i stru-

ktura smeßnosti σ, opredelennye na nekotorom topologiqeskom prostranstve X, nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi, esli imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi koneqnymi otkrytymi pokrytiØmi s ∈ ρ i vsemi ne σ-smeßnymi sistemami α zamknutyh mnoßestv. Pri fftom, kak obyqno, G ∈ s ⇐⇒ X \ G ∈ α.

Opredelenie. BinarnaØ ravnomernaØ struktura ρ i struktu-

ra blizosti δ, opredelennye na nekotorom topologiqeskom prostranstve X, nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi, esli imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi dvuqlennymi otkry-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 125 tymi pokrytiØmi s ∈ ρ i vsemi ne δ-blizkimi parami α zamknutyh mnoßestv. Pri fftom, kak obyqno, G ∈ s ⇐⇒ X \ G ∈ α.

Zameqanie. KaßdaØ binarnaØ ravnomernaØ struktura ffkvivalentna, kak netrudno dokazat~, nekotoroæ strukture blizosti, odnako obratnoe utverßdenie ne oqevidno.

Teorema. KaßdaØ struktura blizosti ffkvivalentna nekotoroæ

binarnoæ ravnomernoæ strukture.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nu¸ strukturu blizosti δ, opredelennu¸ na topologiqeskom prostranstve X, i vse dvuhfflementnye otkrytye pokrytiØ {G_1, G_2} fftogo prostranstva, dlØ kotoryh δ(X \ G_1, X \ G_2) ne imeet mesta. Sovokupnost~

ρ_0 vseh takih pokrytiæ moßno rassmatrivat~, kak predbazu ne-

kotoroæ ravnomernoæ struktury ρ. OstaetsØ dokazat~, qto sovokupnost~ vseh dvuhfflementnyh pokrytiæ struktury ρ sovpadaet s ρ_0. Rassmotrim glavnu¸ strukturu smeßnosti σ^∗, soglasovannu¸ s δ, i ffkvivalentnu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu ρ^∗. DlØ l¸boæ pary F_1, F_2 zamknutyh v X mnoßestv δ(F_1, F_2) ne imeet mesta togda i tol~ko togda, kogda σ(F_1, F_2) ne imeet mesta i, sledovatel~no, {X \ F_1, X \ F_2} ∈ ρ^∗. �to oznaqaet, qto ρ_0 ØvlØetsØ sovokupnost~¸ vseh dvuhfflementnyh otkrytyh pokrytiæ prinadleßawih ρ^∗. S drugoæ storony, imeetsØ oqevidnoe vkl¸qenie

ρ ⊂ ρ^∗, pofftomu ρ_0 ØvlØetsØ sovokupnost~¸ vseh dvuhfflementnyh

otkrytyh pokrytiæ prinadleßawih ρ. Takim obrazom δ i ρ ffkvivalentny.

Zameqanie. Netrudno dokazat~, qto ograniqenie l¸bogo otnoxeniØ sosedstva na koneqnye sistemy zamknutyh mnoßestv ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti. S drugoæ storony, nam uße izvestno, qto ograniqenie l¸bogo otnoxeniØ smeßnosti na pary zamknutyh mnoßestv ØvlØetsØ otnoxeniem blizosti i pofftomu ograniqenie otnoxeniØ sosedstva na pary zamknutyh mnoßestv ØvlØetsØ otnoxeniem blizosti. Ranee byla ustanovleno otnoxenie ffkvivalentnosti meßdu ravnomernymi strukturami i strukturami sosedstva, ego ograniqeniØmi ØvlØ¸tsØ ffkvivalentnosti meßdu prekompaktnymi ravnomernymi strukturami i strukturami smeßnosti. OstaetsØ vyØsnit~ kakie struktury smeßnosti ffkvivalentny binarnym ravnomernym strukturam. Teorema. Binarnye ravnomernye struktury ffavivalentny glav-

nym strukturam smeßnosti.

126 A. A. IVANOV

Dokazatel~stvo. DokazyvaØ predyduwu¸ teoremu, my poluqili vkl¸qenie ρ ⊂ ρ^∗, gde ρ – binarnaØ ravnomernaØ struktura, a ρ^∗ – ravnomernaØ struktura ffkvivalentnaØ glavnoæ strukture smeßnosti, soglasovannoæ s δ. Tak kak ρ^∗ – minimal~naØ ravnomernaØ struktura, soglasovannaØ s δ, to ρ = ρ^∗.

8. ρ-rasxireniØ topologiqeskih prostranstv. Universal~- nym metodom postroeniØ pravil~nyh rasxireniæ topologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ postroenie ρ-rasxireniæ.

Opredelenie. Pust~ ρ – proizvol~naØ ravnomernaØ struktu-

ra, opredelennaØ na nekotorom topologiqeskom prostranstve X. Fil~tr ω v X budem nazyvat~ ρ-fil~trom (Koxi), esli v l¸bom pokrytii s ∈ ρ naædetsØ G ∈ s takoe, qto G ∈ ω. Kofil~tr γ v X budem nazyvat~ ρ-kofil~trom (Koxi), esli Cγ = {X\F |F ∈ γ} /∈ ρ.

Zameqanie. Fil~tr ω(x), sostoØwiæ iz vseh otkrytyh v X mnoßestv, soderßawih toqku x ∈ X, i kofil~tr γ(x), sostoØwiæ iz vseh zamknutyh v X mnoßestv, soderßawih toqku x ∈ X, opredeleny dlØ kaßdoæ toqki x. Netrudno zametit~, qto oni dvoæstvenny drug drugu. Pri ustanovlennom ranee sootvetstvii meßdu fil~trami i kofil~trami, oni sootvetstvu¸t drug drugu.

Opredelenie. Qerez Ωρ i Γρ budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh

minimal~nyh ρ-fil~trov, ne sovpada¸wih ni s odnim iz ω(x), i, sootvetstvenno, maksimal~nyh ρ-kofil~trov, ne sovpada¸wih ni s odnim iz γ(x).

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto ustanovlennoe ranee sootvetstvie meßdu fil~trami i kofil~trami, opredelØet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu fflementami Ω_ρ i Γ_ρ.

Opredelenie. Rasxirenie ρX topologiqeskogo prostranstva X,

poluqennoe prisoedineniem k X mnoßestva Ω_ρ fil~trov (mnoßestva Γ_ρ kofil~trov), budem nazyvat~ ρ-rasxireniem fftogo prostranstva ili rasxireniem po ravnomernoæ strukture ρ.

Teorema. DlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X i l¸boæ

ravnomernoæ struktury ρ na X rasxirenie ρX ØvlØetsØ pravil~- nym rasxireniem prostranstva X i l¸boe ego pravil~noe rasxirenie ffkvivalentno ρ-rasxireni¸ po nekotoroæ ravnomernoæ strukture na X.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 127

Dokazatel~stvo. Rasxirenie ρX ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem, tak kak ono poluqeno prisoedinenem k X nekotorogo mnoßestva fil~trov (kofil~trov). Rassmotrim teper~ l¸bu¸ toqku γ ∈ Γ_ρ narosta i mnoßestvo ∩cl_{ρX} F |F ∈ γ. V silu togo, qto γ ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom, nikakaØ drugaØ toqka prostranstva X ili narosta fftomu mnoßestvu ne prinadleßit, a ffto i oznaqaet pravil~nost~ ρ-rasxireniØ. Pereædem k dokazatel~stvu vtoroæ qasti teoremy.

Pust~ X^′ – nekotoroe pravil~noe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva X. Budem govorit~, qto otkrytoe pokrytie s prostranstva X prodolßimo do otkrytogo pokrytiØ prostranstva X^′, esli sistema s^′ = Ccl_X0 Cs, sostoØwaØ iz otkrytyh v X^′ mnoßestv X^′ \cl_X0 (X \G), ØvlØetsØ pokrytiem X^′. Netrudno dokazat~, qto sovokupnost~ ρ vseh otkrytyh pokrytiæ prostranstva X, prodolßimyh na X^′, ØvlØetsØ ravnomernoæ strukturoæ na X. Deæstvitel~no, pust~ pokrytie s ∈ ρ, to est~ prodolßimo na X^′, i vpisano v pokrytie s_1, togda sistema Ccl_X0 Cs budet vpisana v sistemu Ccl_X0 Cs_1 i pofftomu poslednØØ takße pokryvaet X^′, to est~ s_1 ∈ ρ.

Pust~, teper~, s_1 ∈ ρ i s_2 ∈ ρ, to est~ Ccl_X0 Cs_1 i Ccl_X0 Cs_2 ØvlØ¸tsØ pokrytiØmi prostranstva X^′. Togda Ccl_X0 C(s_1 ∧ s_2) =

Ccl_X0 Cs_1 ∧ Ccl_X0 Cs_2 ØvlØetsØ pokrytiem prostranstva X^′ i po-

fftomu s_1 ∧ s_2 ∈ ρ. Tem samym dokazano, qto ρ ØvlØetsØ ravnomernoæ strukturoæ na X. Ostalos~ dokazat~, qto rasxireniØ ρX i

X^′ topologiqeskogo prostranstva X ffkvivalentny.

Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku narosta x, x ∈ X^′ \ X, i kofil~tr γ(x), sostoØwiæ iz zamknutyh v X mnoßestv, zamykaniØ kotoryh v X^′ soderßat toqku x. Togda x /∈ cl_X0 (X \ G) dlØ kaßdogo G = X \ F , gde F ∈ γ(x) i, sledovatel~no, Cγ(x) = {XF \ F ∈

γ(x)} /∈ ρ, to est~ γ(x) ØvlØetsØ ρ-kofil~trom. Bolee togo, γ(x)

ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom.

Deæstvitel~no, tak kak X^′ – pravil~noe rasxirenie, to {x} =

∩cl_X0 F , gde pereseqenie beretsØ po vsem F ∈ γ(x). Dopustim, qto γ(x) ⊂ γ, gde γ – nekotoryæ ρ-kofil~tr v X. Togda Cγ /∈ ρ i,

sledovatel~no, Ccl_X0 CCγ = Ccl_X0 γ ne ØvlØetsØ pokrytiem prostranstva X^′. No togda ∩cl_X0 F , gde pereseqenie beretsØ po vsem

F ∈ γ, ne pusto. �to pereseqenie soderßitsØ v analogiqnom pe-

reseqenii, beruwemsØ po vsem F ∈ γ(x) i potomu ono takße ravno {x}. Ots¸da sleduet ravenstvo γ = γ(x), to est~ γ(x) ØvlØetsØ

128 A. A. IVANOV maksimal~nym ρ-kofil~trom.

My dokazali, qto kaßdoæ toqke narosta sootvetstvuet (edinstvennyæ) maksimal~nyæ ρ-kofil~tr, ostalos~ dokazat~, qto kaßdomu maksimal~nomu ρ-kofil~tru γ, ne ØvlØ¸wemusØ kofil~- trom γ(x) dlØ nekotoroæ toqki x ∈ X, sootvetstvuet edinstvennaØ toqka narosta. V fftom sluqae, Cγ /∈ ρ, to est~ ∩cl_X0 F , gde pereseqenie beretsØ po vsem F ∈ γ, ne pusto. V silu maksimal~- nosti, ffto pereseqenie sostoit iz edinstvennoæ toqki narosta.

Zameqanie. Kak tol~ko qto bylo dokazano, l¸boe pravil~noe rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X ffkvivalentno rasxireni¸ ρX dlØ sootvetstvu¸weæ ravnomernoæ struktury ρ. Netrudno dokazat~, qto l¸boe pravil~noe kompaktnoe rasxirenie X^′ ffkvivalentno rasxireni¸ ρX dlØ sootvetstvu¸weæ prekompaktnoæ ravnomernoæ struktury ρ. Esli pri fftom v X^′ otnoxenie smeßnosti po pereseqeniØm ØvlØetsØ glavnym otnoxeniem smeßnosti, to ffto rasxirenie ffkvivalentno rasxireni¸ ρX dlØ sootvetstvu¸weæ binarnoæ ravnomernoæ struktury ρ.

§3. Ravnomernye prostranstva pokrytiæ

1. Polnota i popolnenie ravnomernyh prostranstv. TeoriØ polnoty i popolneniØ ravnomernyh prostranstv moßet byt~ postroena dlØ proizvol~nyh ravnomernyh prostranstv pokrytiæ.

Opredelenie. Pust~ X^′ – proizvol~noe rasxirenie topologiqe-

skogo prostranstva X i ρ – ravnomernaØ struktura na X, vse pokrytiØ kotoroæ prodolßimy na X^′. Ravnomernu¸ strukturu ρ^′, sostoØwu¸ iz vseh pokrytiæ topologiqeskogo prostranstva X, v kotorye vpisany prodolßeniØ na X^′ pokrytiæ iz ρ, budem nazyvat~ prodolßeniem na X^′ ravnomernoæ struktury ρ.

Teorema. Pust~ ρ^′ – prodolßenie na X^′ ravnomernoæ struktu-

ry ρ, opredelennoæ na topologiqeskom prostranstve X. Togda ρ^′ ØvlØetsØ minimal~noæ ravnomernoæ strukturoæ na X^′, induciru- ¸weæ na X ravnomernu¸ strukturu ρ.

Dokazatel~stvo. Esli G^′ ∩X = G dlØ otkrytogo v X^′ mnoßestva

G^′, to ffto mnoßestvo soderßitsØ v prodolßenii na X^′ mnoßestva

G. Ots¸da sleduet,qto l¸boe otkrytoe pokrytie s^′ prostranstva X^′, dlØ kotorogo s^′ ∧ X = s ∈ ρ, vpisano v prodolßenie s na

X^′. Tem samym dokazano, qto ρ^′ soderßitsØ v l¸boæ ravnomernoæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 129 strukture na X^′, induciru¸weæ na X ravnomernu¸ strukturu ρ, to est~ ØvlØetsØ sredi nih minimal~noæ strukturoæ. Opredelenie. Pust~ (X, ρ) – proizvol~noe ravnomernoe prostra-

nstvo, X^′ = ρX – rasxirenie X, ρ^′ – prodolßenie ρ na X^′. Togda ravnomernoe prostranstvo (X^′, ρ^′) budem nazyvat~ popolneniem ravnomernogo prostranstva (X, ρ).

Moßno rassmatrivat~ takße prodolßenie na rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X otnoxeniæ (struktur) smeßnosti.

Opredelenie. Pust~ X^′ – proizvol~noe rasxirenie topologiqe-

skogo prostranstva X i σ – struktura smeßnosti na X, dlØ kotoroæ ∩cl_X0 α = ∅, esli σ(α) ne imeet mesta. Prodolßeniem σ na X^′ , budem nazyvat~ strukturu σ^′, dlØ kotoroæ σ^′(α^′) ne imeet mesta, esli suwestvuet takaØ koneqnaØ sistema α zamknutyh v X mnoßestv, qto zamykanie v X^′ l¸bogo iz ee mnoßestv soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α^′ i σ(α) ne imeet mesta.

Teorema. Pust~ ρc – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura,

opredelennaØ na topologiqskom prostranstve X, i σ – struktura smeßnosti, ffkvivalentnaØ ρ_c. Togda ih prodolßeniØ ρ^′_c i σ^′ na rasxirenie X^′ prostranstva X ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ zkvivalentnosti struktur smeßnosti σ i prekompaktnyh ravnomernyh struktur ρ_c, otnoxenie σ(α) ne imeet mesta togda i tol~ko togda, kogda Cα ∈ ρ_c. Rassmotrim proizvol~nu¸ koneqnu¸ sistemu α^′ zamknutyh v X^′ mnoßestv, taku¸ sistemu α zamknutyh v X mnoßestv, qto fflementy ee prodolßeniØ na X^′ soderßat fflementy (ne obØzatel~no vse) sistemy α^′, sistemu Cα otkrytyh v X mnoßestv i sistemu

Cα^′ otkrytyh v X^′ mnoßestv. Zametim, preßde vsego, qto v fftoæ

situacii, fflementy prodolßeniØ sistemy Cα na X^′ soderßatsØ v fflementah sistemy Cα^′. Esli σ^′(α^′) ne imeet mesta, to naædetsØ takoe α s ukazannym vyxe svoæstvom, qto σ(α) ne imeet mesta. Togda Cα ∈ ρ_c, prodolßenie fftogo pokrytiØ na X^′ prinadleßit ρ^′_c i pofftomu Cα^′ prinadleßit ρ^′_c. S drugoæ storony, esli Cα^′ prinadleßit ρ^′_c, to naædetsØ koneqnoe pokrytie s ∈ ρ, prodolßenie kotorogo na X^′ vpisano v Cα^′. Togda α = Cs ne budet sistemoæ σ-smeßnosti i fflementy ego prodolßeniØ soderßat fflementy sistemy α^′, kotoraØ pofftomu ne budet sistemoæ

σ^′-smeßnosti.

130 A. A. IVANOV

V dal~neæxem budem sqitat~, qto rasxireniØ ρX poluqa¸tsØ prisoedineniem sootvetstvu¸wih minimal~nyh ρ-fil~trov, dlØ l¸bogo otkrytogo v X mnoßestva G ego prodolßenie Ccl_{ρX} CG na ρX budem oboznaqat~ qerez ρG, prodolßenie l¸bogo otkrytogo pokrytiØ s ∈ ρ – qerez ρs, i tak dalee. L¸bomu ρ-fil~tru ω v X estestvenno sootvetstvuet fil~tr ρω = {G^′|G ∈ ρ, ρG ⊂ G^′} v ρX, l¸bomu ρ^′-fil~tru ω^′ v X^′ = ρX estestvenno sootvetstvuet fil~tr ω^′ ∧ X v X. Tem samym ustanavlivaetsØ estestvennye sootvetstviØ ω −→ ρω, ω^′ −→ ω^′ ∧ X. Teorema. Estestvennye sootvetstviØ meßdu minimal~nymi

fil~trami v X i minimal~nymi fil~trami v ρX vzaimno obrat- ny. Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nyæ fil~tr ω v X i sootvetstvu¸wiæ emu fil~tr ρω v ρX. Tak kak ρG ∩ X = G dlØ l¸bogo otkrytogo v X mnoßestva G, to ρω ∧ X = ω. S drugoæ storony, esli ω^′ – nekotoryæ ρ^′ fil~tr v ρX, to iz sootnoxeniØ

G^′ ⊂ ρ(G^′∩X) sleduet ρ(ω^′ ∧X) ⊂ ω^′. Tak kak ω^′ ∧X ØvlØetsØ fil~-

trom, to ρ(ω^′ ∧ X) = ω^′, esli ω^′ – minimal~nyæ fil~tr. Takim obrazom, dlØ minimal~nyh fil~trov ime¸t mesto sootnoxeniØ ρω ∧ X = ω, ρ(ω^′ ∧ X) = ω^′, dokazyva¸wie vzaimnu¸ obratnost~ estestvennyh sootvetstviæ.

�ta teorema imeet ves~ma vaßnoe sledstvie, formuliruemoe v terminah, kotorye my seæqas vvedem.

Opredelenie. Pust~ (X, ρ) – ravnomernoe prostranstvo, X^′ =

ρX, ρ^′ – prodolßenie ρ na X^′, togda ravnomernoe prostranstvo (X^′, ρ^′) nazyva¸t popolneniem ravnomernogo prostranstva (X, ρ).

Opredelenie. Ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) nazyvaetsØ pol-

nym, esli ρX = X.

Teorema o polnote popolneniØ. Popolnenie ravnomernogo pro-

stranstva ØvlØetsØ polnym ravnomernym prostranstvom.

Dokazatel~stvo. Esli ishodnoe ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) ØvlØetsØ polnym ravnomernym prostranstvom, to ono sovpadaet so svoim popolneniem i v fftom sluqae teorema verna. Pust~

(X, ρ) ne ØvlØetsØ polnym ravnomernym prostranstvom, to est~

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 131

X^′ = ρX ≠ X i ρ^′ – prodolßenie ρ na X^′. V silu predyduweæ

teoremy, kaßdyæ minimal~nyæ ρ^′-fil~tr ω^′ v X^′ ØvlØetsØ prodolßeniem na X^′ minimal~nogo ρ-fil~tra ω = ω^′ ∧ X. Esli ω – isqeza¸wiæ minimal~nyæ ρ-fil~tr, to on ØvlØetsØ toqkoæ narosta rasxireniØ ρX i, po opredeleni¸ rasxireniØ ρX, budet prinadleßat~ vsem fflementam fil~tra ω^′. Takim obrazom, v X^′ net isqeza¸wih ρ^′-fil~trov i, sledovatel~no, ρ^′X^′ = X^′.

Izvestno, qto popolnenie ρX veælevskogo ravnomernogo prostranstva ØvlØetsØ podprostranstvom rasxireniØ σX. Odnako v obwem sluqae zto ne tak, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X – poluinterval [0, 1) qislovoæ prØmoæ R s obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, σ – otnoxenie smeßnosti na X, dlØ kotorogo σ(α) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda zamykaniØ v R vseh fflementov sistemy α ime¸t nepustoe pereseqenie. Netrudno zametit~, qto σX = [0, 1] s obyqnoæ topologieæ i poluqaetsØ prisoedineniem k X isqeza¸weæ maksimal~noæ sistemoæ σ – smeßnosti γ, sostoØweæ iz zamknutyh v X mnoßestv, kasa¸wihsØ toqki 1 ∈ R. Fiksiruem kaku¸-nibud~ isqeza¸wu¸ maksimal~nu¸ centrirovannu¸ sistemu γ_0 zamknutyh v X mnoßestv. Imeem oqevidnoe vkl¸qenie γ_0 ⊂ γ, priqem γ_0 ≠ γ. Pust~

s_0 = Cγ_0 – otkrytoe pokrytie prostranstva X. �to pokrytie

imeet sledu¸wie svoæstva:

1. s_0 ne soderßit koneqnoe otkrytoe pokrytie X, 2. koneqnye ob¨edineniØ i koneqnye pereseqeniØ fflementov pokrytiØ s_0 prinadleßit s_0, 3. esli otkrytoe v X mnoßestvo G^′ ne prinadleßit s_0, to suwestvuet takoe G ∈ s_0, qto G ∪ G^′ = X, 4. esli otkrytoe v X mnoßestvo G^′ soderßitsØ v G ∈ s_0, to

G^′ ∈ s_0. Rassmotrim ravnomernu¸ strukturu ρ na X, predba-

za kotoroæ sostoit iz vseh pokrytiæ vida (s_0 ∧ Cα) ∪ {G}, gde α – sistema ne σ-smeßnyh zamknutyh v X mnoßestv a G /∈ s_0. V deæstvitel~nosti, kak ffto moßno dokazat~, takie pokrytiØ obrazu¸t bazu fftoæ ravnomernoæ struktury. Samo pokrytie s_0 ne prinadleßit ρ, tak kak v nego ne vpisano nikakoe pokrytie vida (s_0 ∧ Cα) ∪ {G}, a s_0 ∪ {G}, gde G /∈ s_0, prinadleßit ρ. Takim obrazom s_0 ØvlØetsØ minimal~nym ρ-fil~trom i ρX ≠ X.

Oboznaqim otnoxenie smeßnosti na X, soglasovannoe s ρ, qerez σ^′. Esli σ(α) ne imeet mesta, to hot~ odno iz mnoßestv sistemy α ne prinadleßit γ_0. Togda dopolnenie fftogo mnoßestva G ne

132 A. A. IVANOV prinadleßit s_0 i (s_0 ∧Cα)∪{G} prinadleßit ρ. No ffto pokrytie vpisano v Cα i pofftomu σ^′(α) ne imeet mesta. Dokaßem teper~, qto σ^′(α) imeet mesto, esli σ(α) imeet mesto, drugimi slovami, qto α /∈ ρ, esli σ(α) imeet mesto. Dopustim, qto ffto ne tak, to est~ σ(α) imeet mesto i Cα ∈ ρ. No togda v Cα dolßno budet vpisano nekotoroe pokrytie (s_0 ∧Cα^′)∪{G}, v kotorom σ(α^′) ne imeet mesta, a G /∈ s_0. Obratim vnimanie na to, qto Cα^′ ne moßet byt~ vpisano v Cα, v silu pervogo svoæstva struktur smeßnosti, pofftomu v Cα^′ naædetsØ nekotoroe mnoßestvo G^′, ne soderßawesØ ni v odnom iz fflementov G_1, G_2, . . . , G_n pokrytiØ Cα. Togda v s_0 naædutsØ takie fflementy U_1, U_2, . . . , U_n, qto (U_i ∩ G^′) \ G_i ≠ ∅ dlØ vseh i i pofftomu naædetsØ U ∈ s_0, dlØ kotorogo (U ∩G^′)\G_i ≠ ∅ dlØ vseh i. NaxelsØ fflement U ∩G^′ rassmatrivaemogo nami pokrytiØ

(s_0 ∧ Cα^′) ∪{G}, ne soderßawiæsØ ni v odnom iz fflementov siste-

my Cα, qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. Tem samym dokazano, qto ravnomernaØ struktura ρ i struktura smeßnosti σ soglasovany, no ρX ne ØvlØetsØ podprostranstvom σX.

�to nepriØtnoe obstoØtel~stvo zastavlØet iskat~ drugie varianty popolneniØ ili ße nakladyvat~ na ravnomernu¸ strukturu sootvetstvu¸wie ograniqeniØ. Rassmotrim, snaqala, pervyæ variant.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostran-

stvo, ρ i σ – ravnomernaØ struktura i struktura smeßnosti, ne obØzatel~no soglasovannye drug s drugom. Rassmotrim rasxirenie σX i v nem maksimal~noe podprostranstvo, na kotorom prodolßeniØ vseh pokrytiæ iz ρ ØvlØ¸tsØ pokrytiØmi. �to podprostranstvo ρσX nazovem ρσ – popolneniem prostranstva X.

Zameqanie. ρσ-popolnenie prostranstva X my moßem rassmatrivat~, kak rasxirenie, poluqennoe prisoedineniem k X vseh maksimal~nyh isqeza¸wih sistem σ-smeßnosti, ØvlØ¸wihsØ ρkofil~trami. V sootvetstvii s fftim opredeleniem, my moßem rassmatrivat~ troæku prostranstv, X ⊂ ρσX ⊂ σX, posledovatel~no vloßennyh drug v druga. Pri fftom σX ØvlØetsØ pravil~nym rasxireniem ne tol~ko prostranstva X, no i prostranstva ρσX.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 133

Opredelenie. Ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) nazyvaetsØ ρσ-

polnym, esli ρσX = X.

Teorema. ρσ-popolnenie ravnomernogo prostranstva (X, ρ) ØvlØ-

etsØ ρ^′σ^′-polnym ravnomernym prostranstvom.

Dokazatel~stvo. Napomnim, preßde vsego, qto ρσX ⊂ σX, a struktura smeßnosti σ^′ opredelena na ρσX ego pravil~nym kompaktnym rasxireniem σX. Ots¸da sleduet, qto σ^′ρX = σX s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti rasxireniæ. Tem samym moßno sqitat~, qto ρX ⊂ σ^′ρX, priqem ρX – naibol~xee rasxirenie v σ^′X prostranstva X, na kotoroe prodolßimy vse otkrytye pokrytiØ s ∈ ρ. Netrudno dokazat~, qto ffti prodolßeniØ s^′ sostavlØ¸t nekotoru¸ ravnomernu¸ strukturu ρ^′ na ρX i sami oni v σ^′X bolee ne prodolßaemy.

2. Reduktivnost~ ravnomernyh struktur. Veælevskie ravnomernye struktury pokrytiæ, oblada¸wie “dostatoqno horoximi” svoæstvami, ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi ob¨ektami izuqeniØ v teorii ravnomernyh struktur. Odnako ih “dostatoqno mnogo” lix~ na “dostatoqno horoxih” topologiqeskih prostranstvah. V svØzi s fftim, ßelatel~no naæti naæti ravnomernye struktury, horoxo predstavlennye na proizvol~nyh topologiqeskih prostranstvah i, odnovremenno, ime¸wie nekotorye qerty, prisuwie veælevskim ravnomernym strukturam.

Opredelenie. Pust~ ρ – proizvol~naØ ravnomernaØ struktura,

opredelennaØ na nekotorom topologiqeskom prostranstve X, s_1 i s_2 – sistemy otkrytyh v X mnoßestv, ne obØzatel~no ØvlØ¸wiesØ pokrytiØmi fftogo prostranstva. Budem govorit~, qto sistema s_2 ρ-maßoriruet sistemu s_1, i pisat~ s_1 ≤_ρ s_2, esli dlØ l¸boæ sistemy s otkrytyh mnoßestv iz s_1 ∪ s ∈ ρ sleduet s_2 ∪ s ∈ ρ.

Primery. Sistema {X} ρ-maßoriruet l¸bu¸ sistemu otkrytyh pokrytiæ dlØ l¸boæ ravnomernoæ struktury ρ. AnalogiqnaØ situaciØ v sluqae, kogda s_1 ØvlØetsØ podsistemoæ sistemy

s_2. V fftom sluqae budem imet~ s_1 ≤_ρ s_2 dlØ l¸boæ struktury ρ

na X.

Opredelenie. Pust~ s1 i 2 – nekotorye sistemy otkrytyh mno-

ßestv topologiqeskogo prostranstva X, ρ – ravnomernaØ struktura na X, s_1 ≤_ρ s_2, i s_2 ∪ s^′ ∈ ρ dlØ nekotoroæ sistemy s^′. Esli s_1 ∪ s^′ ∈ ρ, to budem govorit~, qto s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v s_1 ∪ s^′.

134 A. A. IVANOV

Zameqanie. Iz usloviæ s1 ≤ρ s2 i s2 ∪ s^′ ∈ ρ ne sleduet, v obwem sluqae, qto s_1 ∪ s^′ ∈ ρ, ffta sistema moßet daße ne ØvlØt~sØ pokrytiem prostranstva X.

OpredeleniØ. Budem govorit~, qto ravnomernoe prostranstvo

(X, ρ) slabo reduktivno (struktura ρ slabo reduktivna), esli l¸- boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′ ∈ ρ, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnoe pokrytie, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 – koneqnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) sil~no reduktivno (struktura ρ sil~no reduktivna), esli l¸boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 = {G} – odnofflementnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) binarno reduktivno (struktura ρ binarno reduktivna), esli l¸boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪S^′, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnoe pokrytie, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 = {G} – odnofflementnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) reduktivno (struktura ρ reduktivna), esli l¸boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′ ∈ ρ ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 – koneqnaØ sistema.

ZameqaniØ. Neposredstvenno iz opredeleniæ moßno zametit~, qto uslovie sil~noæ reduktivnosti sil~nee treh drugih usloviæ togo ße tipa. Naimenee slabym ØvlØetsØ uslovie slaboæ reduktivnosti, ostal~nye dva usloviØ leßat meßdu nimi. Netrudno ponØt~, qto uslovie sil~noæ reduktivnosti moßno sformulirovat~ takße v sledu¸weæ forme:

esli koneqnoe ob¨edinenie sistem s_i prinadleßit ρ, to naædutsØ takie G_i ≤_ρ s_i, qto sistema, sostoØwaØ iz fftih G_i, prinadleßit ρ. My dokaßem teper~, qto nekotorye klassy ravnomernyh struktur udovletvorØ¸t tem ili inym usloviØm reduktivnosti.

Teorema. KaßdaØ prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura ØvlØ-

etsØ reduktivnoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura i pokrytie s_2 ∪ s^′ ∈ ρ, v nem soderßitsØ koneqnoe pokrytie

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 135

s ∈ ρ. Poloßim s_1 = s_2 ∩ s, togda s_1 ⊂ s_2 i pofftomu s_1 ≤_ρ s_2. S

drugoæ storony, s ⊂ s_1 ∪ s^′ i pofftomu s_1 ∪ s^′ ∈ ρ.

Teorema. KaßdaØ veælevskaØ ravnomernaØ struktura ØvlØetsØ

sil~no reduktivnoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – veælevskaØ ravnomernaØ struktura, s_2 ∪ s^′ ∈ ρ i s^∗ – kakoe-nibud~ pokrytie, zvezdno vpisannoe v s_2 ∪ s^′. Oboznaqim qerez G_0 ob¨edinenie vseh fflementov pokrytiØ s^∗, zvezdy kotoryh soderßatsØ v fflementah sistemy s_2. Tak kak pokrytie s_∗ vpisano v {G_0} ∪ s^′, to ffto pokrytie prinadleßit ρ. Ostalos~ dokazat~, qto {G_0} ≤_ρ s_2. Esli G_0 = ∅, to ffto utverßdenie trivial~no. Pust~ G_0 ≠ ∅ i {G_0} ∪ s ∈ ρ dlØ kakoæ-nibud~ sistemy s otkrytyh v X mnoßestv. Togda

s_0 = ({G_0} ∪ s) ∧ s^∗ = ({G_0} ∧ s^∗) ∪ (s ∧ s^∗) ∈ ρ. Esli G ∈ s ∧ s^∗, to

G soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente sistemy s otkrytyh v X mnoßestv. Esli ße G ∈ {G_0}∧s^∗, to est~ G = G_0 ∩G^∗, gde G^∗ ∈ s^∗, togda, po postroeni¸ G_0, naædetsØ G^∗_1 ∈ s^∗, zvezda kotorogo vpisana v nekotoryæ fflement sistemy s_2, priqem G^∗∩G^∗_1 ≠ ∅. Ots¸da sleduet, qto G^∗ soderßitsØ v fftoæ zvezde, pofftomu G^∗ soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente sistemy s_2. Tak kak G ⊂ G^∗, to i G soderßitsØ v fftom fflemente sistemy s_2. My dokazali, qto s_0 vpisano v s_2 ∪ s i pofftomu s_2 ∪ s ∈ ρ. Tem samym dokazano, qto

{G_0} ≤_ρ s_2.

Teorema. Maksimal~naØ ravnomernaØ struktura na proizvol~-

nom topologiqeskom prostranstve ØvlØetsØ sil~no reduktivnoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – maksimal~naØ ravnomernaØ struktura, opredelennaØ na topologiqeskom prostranstve X, to est~ struktura sostoØwaØ iz vseh ego otkrytyh pokrytiæ. V fftih usloviØh s_1 ≤_ρ s_2 togda i tol~ko togda, kogda ob¨edinenie vseh fflementov pokrytiØ s_1 soderßitsØ v ob¨edinenii vseh fflementov pokrytiØ s_2. Esli, teper~, s_2 ∪ s^′ ∈ ρ, to s_1 ∪ s^′ ∈ ρ, dlØ

s_1 = {G}, gde G – ob¨edinenie vseh fflementov pokrytiØ s_2.

Zameqanie. Iz fftoæ teoremy sleduet suwestvovanie sil~no reduktivnyh ne prekompaktnyh ravnomernyh struktur.

My rassmotrim teper~ nekotorye sledstviØ usloviæ tipa reduktivnosti.

136 A. A. IVANOV

Teorema. Pust~ ravnomernaØ struktura ρ, opredelennaØ na to-

pologiqeskom prostranstve X slabo reduktivna, a σ – struktura smeßnosti, soglasovannaØ s ρ, togda ρX ØvlØetsØ, s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti rasxireniæ, podprostranstvom prostranstva σX.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ – maksimal~nyæ isqeza¸wiæ ρ-ko-fil~tr, to est~ γ ∈ ρX \ X, i F – nekotoroe zamknutoe v X mnoßestvo, ne prinadleßawee γ. Togda {F } ∪ γ ne ØvlØetsØ ρkofil~trom i pofftomu {X \ F } ∪ Cγ ∈ ρ. My moßem rassmatrivat~ sistemy Cγ i {G}, gde G = X \ F , kak s_2 i s^′. Takim obrazom

s_2 ∪ s^′ ∈ ρ i s^′ – odnofflementnaØ sistema, pofftomu, v silu sla-

boæ reduktivnosti ρ, suwestvuet takaØ koneqnaØ sistema s_1, qto

s_1 ≤_ρ s_2 i s_1 ∪ {G} ∈ ρ. Zametim, teper~, qto s_2 ∪ s_2 = s_2 /∈ ρ

i s_1 ≤_ρ s_2, pofftomu s_1 ∪ s_2 /∈ ρ, to est~ Cs_1 ∪ γ ØvlØetsØ ρkofil~trom. No γ ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom, pofftomu Cs_1 ⊂ γ. My dokazali, tem samym, qto Cs_1 ØvlØetsØ koneqnoæ sistemoæ, soderßaweæsØ v γ. S drugoæ storony, Cs_1 ∪ {F } ne- ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti i pofftomu F /∈ γ. Tem samym dokazano, qto γ – maksimal~naØ isqeza¸waØ sitema σ-smeßnosti, to est~ γ ∈ σX.

Zameqanie. Ranee byl priveden primer ravnomernoæ struktury ρ na topologiqeskom prostranstve X (poluintervale [0, 1)) i soglasovannogo s neæ otnoxeniØ smeßnosti σ, dlØ kotoryh ρX ne ØvlØetsØ podprostranstvom σX. �tot primer i predyduwaØ teorema dokazyva¸t suwestvovanie ravnomeryh struktur, ne ØvlØ¸wihsØ slabo reduktivnymi strukturami. Moßno postroit~ takße primery, pokazyva¸wie nesovpadenie vseh qetyreh klassov reduktivnosti.

My ostanovimsØ ewe na odnom interesnom voprose. Pust~ ρ – slabo reduktivnaØ struktura na topologiqeskom prostranstve X i σ – otnoxenie smeßnosti na X, soglasovannoe s ρ. Kak dokazano, v fftom sluqae my poluqaem vloßeniØ prostranstv X ⊂ ρX ⊂ σX. Pust~, dalee, ρ^′ – prodolßenie ravnomernoæ struktury ρ na prostranstvo ρX, opredelennoe prodolßeniØmi na ρX vseh pokrytiæ s ∈ ρ, σ^′ – analogiqnoe prodolßenie na ρX struktury smeßnosti σ. Nakonec, moßno rassmotret~ na ρX strukturu smeßnosti σ̂, soglasovannu¸ s ravnomernoæ strukturoæ ρ^′. Voznikaet

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 137 estestvennyæ vopros – sovpada¸t li na ρX struktury smeßnosti σ^′ i σ̂? Otvet na fftot vopros otricatel~nyæ, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {(x, y)||x| ≤ 1, −1 ≤ y < 0} – podprostranstvo obyqnoæ ploskosti (prØmougol~nik bez verhneæ storony), X^′ – zamykanie fftogo prØmougol~nika v ploskosti, ρ_0 – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura na X, opredelØemaØ ego rasxireniem X^′. Vydelim sledu¸wie mnoßestva: A^− = {(x, 0)| − 1 ≤ x < 0}, A^+ = {(x, 0)|0 < x ≤ 1}, A^−_n = {(x, y)| − 1 ≤ x < 0,^y_x ≤^1_n } A^+_n = {(x, y)|0 < x ≤ 1,^y_x ≥^1_n } s^− = {X \ A^−_n }, s^+ = {X \ A^+_n }, s^0 = s^− ∪ s^+.

Rassmotrim na X ravnomernu¸ strukturu, bazu kotoroæ sostavlØ¸t otkrytye pokrytiØ vida s^0 ∧ s, gde s ∈ ρ_0. Netrudno dokazat~, qto ρX budet prØmougol~nikom X^′ bez toqki O = (0, 0),

σ^′(A^−, A^+) imeet mesto, v to vremØ kak σ̂(A^−, A^+) ne imeet mesta.

Zameqanie. SravnivaØ struktury smeßnosti σ^′ i σ̂ na ρX moßno zametit~, qto σ^′ ≤ σ̂, tak kak σ^′ soglasovana s prekompaktnoæ ravnomernoæ strukturoæ ρ_0, a σ̂ soglasovana s prodolßeniem ravnomernoæ struktury ρ na ρX i ρ_0 ⊂ ρ^′.

Teorema. DlØ l¸boæ sil~no reduktivnoæ struktury ρ, opredelen-

noæ na topologiqeskom prostranstve X, struktury smeßnosti σ^′ i σ̂, opredelennye na ρX, sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. My uße zametili, qto σ^′ ≤ σ̂, ostaetsØ dokazat~, qto σ̂ ≤ σ^′.

Pust~ σ̂(α) ne imeet mesta dlØ nekotoroæ koneqnoæ sistemy α zamknutyh v ρX mnoßestv, to est~ Cα ∈ ρ^′. Togda naædetsØ takoe s ∈ ρ, qto ego prodolßenie na ρX, skaßem s^′, vpisano v Cα. Pust~ Cα = {G_1, G_2, . . . , G_n}, togda pokrytie s^′ moßno predstavit~, kak ob¨edinenie koneqnogo qisla ego podsistem s^′_i, kaßdaØ iz kotoryh sostoit iz vseh fflementov pokrytiØ s^′, soderßawihsØ v G_i. Sootvetstvenno fftomu, pokrytie s predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ podsistem s_i, prodolßeniØmi kotoryh na ρX ØvlØ¸tsØ sistemy s^′_i. V silu sil~noæ reduktivnosti ravnomernoæ struktury ρ, suwestvu¸t takie otkrytye mnoßestva

138 A. A. IVANOV

U_1, U_2, . . . , U_n, qto {U_i} ≤_ρ s_i i {U_1, U_2, . . . , U_n} ∈ ρ. Dokaßem te-

per~, qto Ccl_{ρX} CU_i ⊂ G_i dlØ kaßdogo i. Dopustim, qto ffto ne tak i suwestvuet x ∈ Ccl_{ρX} CU_i \ G_i dlØ nekotorogo i. Inaqe govorØ, qto x ∈ Ccl_{ρX} CU_i ∩ H_i, gde H_i = ρX \ G_i. Togda x /∈ cl_{ρX} CU_i,

CU_i /∈ γ(x), γ(x) ∪ {CU_i} ne ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti i

pofftomu Cγ(x) ∪ {U_i} ∈ ρ. Ots¸da sleduet Cγ(x) ∪ s_i ∈ ρ. No

s_i ⊂ Cγ(x) i pofftomu Cγ(x) ∈ ρ, qto protivoreqit prinadleß-

nosti x k ρX. Itak vse Ccl_{ρX} U_i ⊂ G_i, to est~ H_i ⊂ cl_{ρX} CU_i ili

cl_{σX} H_i ⊂ cl_{σX} F_i, gde F_i = CU_i i σ(F_1, F_2, . . . , F_n) ne imeet mesta.

Ots¸da sleduet, qto σ^′(α) ne imeet mesta.

§4. Drugie varianty ravnomernosti 1. Vvedenie. Suwestvu¸t razliqnye podhody k ponØti¸ ravnomernoæ struktury (ravnomernogo prostranstva), hotØ vse oni ime¸t odin i tot ße istoqnik – ponØtie ravnomerno nepreryvnogo otobraßeniØ metriqeskogo prostranstva. �to ponØtie formuliruetsØ sledu¸wim obrazom.

Opredelenie. Otobraßenie f : (X, d) −→ (X^′, d^′) nazyvaetsØ

ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli dlØ kaßdogo ϵ > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto d(x, y) < δ =⇒ d^′(f(x), f(y)) < ϵ, dlØ l¸byh toqek x, y v X.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto ravnomerno nepreryvnoe otobraßenie ØvlØetsØ nepreryvnym v kaßdoæ toqke otobraßeniem, odnako obratnoe utverßdenie neverno. Tak, naprimer, otobraßenie f(x) = x^2 qislovoæ prØmoæ R s obyqnoæ na neæ metrikoæ d(x, y) = |x − y| nepreryvno, no ne ravnomerno nepreryvno.

DlØ togo qtoby perenesti ponØtie ravnomerno nepreryvnogo otobraßeniØ s metriqeskih prostranstv na bolee obwie prostranstva nado bylo, preßde vsego, zamenit~ metriqeskoe uslovie ravnomernoæ nepreryvnosti na ffkvivalentnoe uslovie, v kotorom metriki Øvnym obrazom ne figuriru¸t. Okazalos~, qto taku¸ zamenu moßno osuwestvit~ razliqnymi sposobami.

Zametim,preßde vsego, qto usloviØ d(x, y) < δ i d^′(f(x), f(y)) < ϵ moßno zamenit~ usloviØmi y ∈ O_δ(x) i f(y) ∈ O_ϵ(f(x)), gde O_δ(x) i O_ϵ(f(x)), ØvlØ¸tsØ okrestnostØmi toqek x ∈ X i f(x) ∈ X^′, sootvetstvenno. �to pozvolØet pereæti v opredelenii ponØtiØ ravnomerno nepreryvnyh otobraßeniæ ot metrik k sovokupnostØm okrestnosteæ toqek i, tem samym, poluqit~ sootvetstvu¸-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 139 wee ego obobwenie na bolee xirokiæ klass prostranstv. Qisla δ i ϵ zamenØ¸tsØ indeksami λ ∈ Λ i λ^′ ∈ Λ^′. Na fftom puti voznikaet odin iz variantov ponØtiØ ravnomernogo prostranstva, osnovannyæ na sistemah (O_λ(x)|λ ∈ Λ) okrestnosteæ toqek, opredelennyh dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X, – tak nazyvaemaØ ravnomernost~ okrestnosteæ.

S drugoæ storony moßno rassmatrivat~ sovokupnosti {O_λ(x)|x

∈ X}, ØvlØ¸wiesØ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ pokrytiem mnoßestva X.

Na fftom puti voznikaet drugoæ variant ponØtiØ ravnomernogo prostranstva, osnovannyæ na pokrytiØh – tak nazyvaemaØ ravnomernost~ po pokrytiØm. �tot variant my uße rassmotreli.

Zametim, nakonec, qto usloviØ d(x, y) < δ i d^′(f(x), f(y)) < ϵ moßno zamenit~ usloviØmi (x, y) ∈ U_δ = {(x, y)|d(x, y) < δ} i

(f(x), f(y)) ∈ U^′_ϵ = {(x.y)|d^′(x, y) < ϵ}, gde U_δ i U^′_ϵ ØvlØ¸t-

sØ okrestnostØmi diagonaleæ Δ = {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X × X i

Δ^′ = {(x, x)|x ∈ X^′} ⊂ X^′ × X^′, sootvetstvenno. Na fftom puti

voznikaet tretiæ variant ponØtiØ ravnomernogo prostranstva, osnovannyæ na okrestnostØh diagonali Δ ⊂ X × X – tak nazyvaemaØ ravnomernost~ okrußeniæ.

2. RavnomernaØ struktura okrestnosteæ. My naqnem zdes~ s osnovnyh opredeleniæ, otnosØwihsØ k teorii ravnomernyh prostranstv okrestnosteæ.

Opredelenie. Budem govorit~, qto na mnoßestve X opredelena

ravnomernaØ struktura okrestnosteæ O_Λ, esli fiksirovano nekotoroe mnoßestvo Λ i dlØ kaßdoæ pary x ∈ X, λ ∈ Λ opredeleno mnoßestvo O_λ(x) tak, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. x ∈ O_λ(x) dlØ vseh x ∈ X i λ ∈ Λ.

2. DlØ l¸byh λ_1, λ_2 iz Λ naædetsØ takoe λ ∈ Λ, qto

O_λ(x) ⊂ O_{λ1} (x) ∩ O_{λ2} (x) dlØ vseh x ∈ X.

Paru (X, O_Λ) budem nazyvat~ ravnomernym prostranstvom okrestnosteæ, mnoßestvo Λ budem nazyvat~ mnoßestvom indeksov ego struktury. Ravnomernye prostranstva okrestnosteæ my budem nazyvat~ inogda dlØ kratkosti N -ravnomernymi prostranstvami.

Zameqanie. L¸baØ ravnomernaØ struktura okrestnosteæ OΛ odnoznaqno opredelØet topologiqesku¸ strukturu okrestnosteæ O, dlØ kotoroæ kaßdoe O_x sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva

140 A. A. IVANOV X, soderßawih kakoe-nibud~ mnoßestvo O_λ(x). Obratnoæ odnoznaqnosti net, v obwem sluqae razliqnye ravnomernye struktury okrestnosteæ mogut opredelØt~ odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu okrestnosteæ.

Opredelenie. Pust~ (X, O) i (X^′, O^′) – N - ravnomernye pro-

stranstva. Otobraßenie f : (X, O) −→ (X^′, O^′) nazyvaetsØ N - ravnomernym otobraßeniem, esli dlØ l¸bogo λ^′ ∈ Λ^′ naædetsØ takoe λ ∈ Λ, qto f(O_λ(x)) ⊂ O^′_λ0 (f(x)) dlØ vseh x ∈ X.

Teorema. Toßdestvennoe otobraßenie i kompoziciØ N -ravno-

mernyh otobraßeniæ ØvlØ¸tsØ N -ravnomernymi otobraßeniØ- mi. Dokazatel~stvo. DlØ toßdestvennogo otobraßeniØ dostatoqno vzØt~ λ^′ = λ. Rassmotrim, teper~, kompozici¸ gf dvuh N - ravnomernyh otobraßeniæ f : (X, O) −→ (X^′, O^′) i g : (X^′, O^′) −→

(X^{′′}, O^{′′}). DlØ kaßdogo λ^{′′} ∈ Λ^{′′} naædetsØ λ^′ ∈ Λ^′, vhodØwee v uslo-

vie ravnomernosti otobraßeniØ g i dlØ fftogo λ^′ naædetsØ λ ∈ Λ, vhodØwee v uslovie ravnomernosti otobraßeniØ f. Tem samym dlØ kaßdogo λ^{′′} ∈ Λ^{′′} naædetsØ λ ∈ Λ, vhodØwee v uslovie ravnomernosti otobraßeniØ gf.

Zameqanie. Na mnoßestve Λ indeksov ravnomernogo prostranstva moßno vvesti otnoxenie porØdka poloßiv

λ_1 ≤ λ_2 esli O_{λ1} (x) ⊂ O_{λ2} (x) dlØ vseh x ∈ X.

Netrudno zametit~, qto s vvedeniem fftogo otnoxeniØ porØdka Λ stanovitsØ napravlennym po ubyvani¸ uporØdoqennym mnoßestvom.

Iz fftogo zameqaniØ sleduet, qto bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~ Λ napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. Pri fftom dolßno budet, koneqno, vypolnØt~sØ sledu¸wee uslovie:

λ_1 ≤ λ_2 =⇒ O_{λ1} (x) ⊂ O_{λ2} (x) dlØ vseh x ∈ X.

L¸baØ metrika d na X pozvolØet vvesti sootvetstvu¸wu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu okrestnosteæ O, dlØ kotoroæ mnoßestvom indeksov ØvlØetsØ mnoßestvo R_+ poloßitel~nyh vewestvennyh qisel s obyqnym otnoxeniem porØdka, a okrestnostØmi ØvlØ¸tsØ obyqnye ϵ-okrestnosti O_ϵ(x) = {y|d(x, y) < ϵ}.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 141

3. RavnomernaØ struktura okrußeniæ. Sforuliruem teper~ opredeleniØ, otnosØwiesØ k ravnomernym strukturam okrußeniæ.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo. Rassmotrim

mnoßestvo X × X i diagonal~ Δ = {(x, x)|x ∈ X}. L¸boe mnoßestvo U ⊂ X × X, soderßawee diagonal~, budem nazyvat~ ee okrußeniem. Ravnomernoæ strukturoæ okrußeniæ na X budem nazyvat~ l¸bu¸ sistemu U okrußeniæ U digonali v X × X, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli U_1 ∈ U i U_2 ∈ U, to U_1 ∩ U_2 ∈ U, 2. Esli U ∈ U i U ⊂ U^′, to U^′ ∈ U.

Paru (X, U) budem nazyvat~ ravnomernym prostranstvom okrußeniæ. Ravnomernoe prostranstvo (strukturu) okrußeniæ my budem nazyvat~ inogda dlØ kratkosti Δ-ravnomernym prostranstvom (Δ-ravnomernoæ strukturoæ).

Zameqanie. Inogda k fftim usloviØm prisoedinØ¸t ewe dva usloviØ, a imenno

3. Esli U ∈ U, to U^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ U } ∈ U, 4. Esli U ∈ U, to V ∘ V ⊂ U dlØ nekotorogo V ∈ U. Zdes~ V ∘ V = {(x, z)|(x, y) ∈ V , (y, z) ∈ V dlØ nekotorogo y ∈ V }. Tak kak teoriØ ravnomernyh struktur okrußeniæ dostatoqno predmetna i bez fftih dopolnitel~nyh usloviæ, to ih obØzatel~- noe prisoedinenie k pervym dvum usloviØm ne ØvlØetsØ neobhodimost~¸.

L¸baØ metrika d na X pozvolØet vvesti sootvetstvu¸wu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu okrußeniæ U_d = {U_ϵ|ϵ > 0}, dlØ kotoryh U_ϵ = {(x, y)|d(x, y) < ϵ}. Opredelenie. Pust~ (X, U) i (X^′, U^′) – ravnomernye prostran-

stva. Otobraßenie f : (X, U) −→ (X^′, U^′) nazyvaetsØ ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli (f × f)^{−1}(U^′) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U^′ ∈ U^′, gde (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)).

Zametim, qto l¸baØ ravnomernaØ struktura U okrußeniæ na mnoßestve X opredelØet na nem dve struktury okrestnosteæ O i

O^′. Sovokupnost~ okrestnosteæ O_x sostoit iz mnoßestv {y|(x, y) ∈

U }, beruwihsØ po vsem U ∈ U, sovokupnost~ okrestnosteæ O^′_x sostoit iz mnoßestv {y|(y, x) ∈ U }, beruwihsØ po vsem U ∈ U.

142 A. A. IVANOV

Glava V

Klassiqeskie bitopologiqeskie struktury

§1. KlassiqeskaØ bitopologiqeskaØ tematika

1. Predvaritel~nye zameqaniØ. V klassiqeskoæ bitopologiqeskoæ teorii izuqa¸tsØ bitopologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ. Pod fftim ponimaetsØ sledu¸wee:

Opredelenie. Bitopologiqeskim prostranstvom (v smysle Kel-

li) nazyvaetsØ troæka (X, τ_1, τ_2), v kotoru¸ vhodit proizvol~noe mnoßestvo X i dve, zadannye na fftom mnoßestve, topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2. Para (τ_1, τ_2) nazyvaetsØ pri fftom bitopologiqeskoæ strukturoæ na X.

Opredelenie. Pust~ (X, τ1, τ2) i (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – bitopologiqeskie

prostranstva. Bitopologiqeskim otobraßeniem f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t takoe otobraßenie f : X −→ X^′, qto f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) – nepreryvnye otobraßeniØ.

Netrudno dokazat~, qto bitopologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸. �tu kategori¸ oboznaqim qerez KTop ili KT.

TeoriØ bitopologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ sravnitel~- no molodoæ oblast~¸ topologii. Ee vozniknovenie svØzyva¸t obyqno s poØvleniem v 1963 godu bitopologiqeskoæ raboty Kelli. V fftoæ stat~e bylo qetko sformulirovano ishodnoe ponØtie bitopologiqeskogo prostranstva, kak mnoßestva s dvumØ proizvol~no fiksirovannymi na nem topologiqeskimi strukturami. Tam ße byli privedeny i nekotorye rezul~taty, v znaqitel~- noæ mere opredelivxie napravlenie razvitiØ teorii bitopologiqeskih prostranstv na mnogie gody vpered. K soßaleni¸ ffto napravlenie ne otliqalos~ original~nost~¸, osnovnaØ ego problematika sostoØla v perenose razliqnyh ponØtiæ i rezul~tatov iz topologiqeskoæ teorii v bitopologiqesku¸.

Takoæ ob¨ekt, kak mnoßestvo s dvumØ, opredelennymi na nem topologiqeskimi strukturami, poØvlØlsØ v razliqnyh oblastØh matematiki. Pust~, naprimer, d – nesimmetriqnaØ metrika, opredelennaØ na nekotorom mnoßestve X, to est~ d(x, y) ≠ d(y, x)

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 143 dlØ nekotoryh toqek x, y iz X. TakaØ metrika opredelØet dve sistemy okrestnosteæ toqek, a imenno: U_1(x, ϵ) = {y|d(y, x) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0, U_2(x, ϵ) = {y|d(x, y) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0. i, sledovatel~no, ona opredelØet dve, nesovpada¸wie v obwem sluqae, topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2. Tem samym nesimmetriqnaØ metrika opredelØet bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, τ_1, τ_2).

Rassmotrim drugoæ primer. Pust~ na nekotorom mnoßestve X opredeleno kakoe-nibud~ otnoxenie porØdka. �to otnoxenie opredelØet dve struktury. Odna topologiqeskaØ struktura opredelØetsØ mnoßestvami A, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (x ∈ A i x ≤ y) ⇐⇒ y ∈ A drugaØ ße opredelØetsØ mnoßestvami A^′, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (x ∈ A^′ i y ≤ x) ⇐⇒ y ∈ A^′. Interesny takße pary topologiqeskih struktur, opredelØemye distributivnymi rexetkami. Pust~ M – distributivnaØ rexetka, to est~ qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, v kotorom

a + b = sup{a, b} i a × b = inf {a, b} suwestvu¸t i ffti operacii

distributivny. Pust~, dalee, X – mnoßestvo, sostoØwee iz vseh prostyh idealov v M , to est~ podmnoßestv p ⊂ M , dlØ kotoryh a + b ∈ p ⇐⇒ (a ∈ p ili b ∈ p), a × b ∈ p ⇐⇒ (a ∈ p i b ∈ p). Na mnoßestve X moßno vvesti dve topologiqeskie struktury

τ_1 i τ_2, opredelØemye, sootvetstvenno, sistemoæ vseh mnoßestv vida {p|a /∈ p} i vida {p|a ∈ p}. Uße davno byla ustanovlena svØz~ par topologiqeskih struktur s bimodal~nymi logikami. V bimodal~noæ logike ime¸tsØ dve modal~nye svØzki ♦_1 i ♦_2 – strogaØ vozmoßnost~ i, sootvetstvenno, slabaØ vozmoßnost~. Ime¸tsØ takße modal~nye svØzki

□_1 i □_2 – strogaØ neobhodimost~ i slabaØ neobhodimost~, opre-

delØemye, sootvetstvenno, kak s ♦_1 s i s ♦_2 s, gde s – svØzka otricaniØ. Pri postroenii bitopologiqeskoæ modeli fiksirovannoæ bimodal~noæ logiki, kaßdoæ peremennoæ sopostavlØetsØ

144 A. A. IVANOV nekotoroe podmnoßestvo fiksirovannogo mnoßestva X, otricani¸ sootvetstvuet dopolnenie, kon¨¸nkcii sotvetstvuet pereseqenie, diz¨¸nkcii – ob¨edinenie mnoßestv, svØzkam ♦_1 i ♦_2 – sootvetstvu¸t operacii zamykaniØ (voobwe govorØ, razliqnye), svØzkam □_1 i □_2 – vnutrennosti. Tem samym, model~ ØvlØetsØ bitopologiqeskim prostranstvom.

PoØvlenie bitopologiqeskih prostranstv v samyh raznyh, dalekih drug ot druga, teoriØh povlekla neobhodimost~ ih izuqeniØ, kak samostoØtel~nyh ob¨ektov, sozdaniØ sootvetstvu¸weæ teorii.

Odnovremennoe izuqenie dvuh topologiqeskih struktur, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve, provodilos~ ewe v 1931 godu Vilsonom, odnako u nego oni ne byli proizvol~nymi. Sam termin ”bitopologiqeskoe prostranstvo” byl vveden v 1957 godu Motxanom. On rassmatrival bitopologiqeskie prostranstva, kak troæki (X, τ_1, τ_2), odnako topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 byli u nego takße sil~no svØzany drug s drugom. U Vestona (1957 god) figurirovali uße proizvol~nye pary topologiqeskih struktur, no izuqalis~ tol~ko otnoxeniØ meßdu nimi. Faktiqeski on izuqal razliqnye binarnye otnoxeniØ na mnoßestve vseh topologiqeskih struktur, opredelennyh na proizvod~no fiksirovannom mnoßestve X. V svØzi s fftim u nego daße ne bylo special~nogo termina, oboznaqa¸wego troæki (X, τ_1, τ_2).

Struktura bitopologiqeskogo prostranstva v smysle Kelli sostoit ih dvuh soverxenno samostoØtel~nyh qasteæ. Sovmestnoe ih izuqenie – principial~naØ osobennost~ teorii i primeneniØ teorii takih prostranstv. V l¸boæ matematiqeskoæ teorii, v kotoroæ izuqaemye ob¨ekty dopuska¸t ih opisanie parami drugih, bolee prostyh, ob¨ektov, est~ vozmoßnost~ primeneniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv.

Dopustim, qto nas interesuet nekotoryæ klass otobraßeniæ kakih-to mnoßestv v sebØ ili v drugie mnoßestva. Dopustim, dalee, qto my hoteli by imet~ topologiqeskoe opisanie fftogo klassa, to est~ predstavit~ fftot klass, kak klass vseh nepreryvnyh otobraßeniæ fftih mnoßestv, snabßennyh soosvetstvu- ¸wimi topologiqeskimi strukturami. Esli ffto vozmoßno, to budem govorit~, qto fftot klass imeet topologiqeskoe predstavlenie. K soßaleni¸, ffto ne vsegda vozmoßno, no v nekotoryh sluqaØh takoæ klass F moßno predstavit~, kak pereseqenie dvuh

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 145 klassov F_1 i F_2, kaßdyæ iz kotoryh imeet topologiqeskoe predstavlenie. Klass F sostoit iz vseh otobraßeniæ f, dlØ kotoryh

f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) nepreryvny i, sledo-

vatel~no, binepreryvno otobraßenie f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2). V fftom sluqae my budem govorit~, qto klass F imeet bitopologiqeskoe predstavlenie. On ØvlØetsØ ob¨ektom bitopologiqeskoæ teorii i ego moßno izuqat~ v ramkah fftoæ teorii.

Drugim interesnym primerom ØvlØetsØ topologizaciØ mnoßestva P X vseh ili nekotoroæ qasti podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva X. Izvestna topologizacii Vitorisa, v kotoroæ mnoßestva P G = {F |F ⊂ G} i QG = {F |F ∩ G ≠ ∅}, rassmatrivaemye dlØ vseh otkrytyh v X mnoßestv G, obrazu¸t predbazu otkrytyh mnoßestv. Taku¸ topologiqesku¸ strukturu na X my moßem zamenit~ dvumØ topologiqeskimi strukturami, iz kotoryh odna imeet predbazoæ mnoßestva vida P G, a drugaØ – mnoßestva vida QG. �ti topologiqeskie struktury izuqa¸tsØ prowe, qem ishoßnaØ, ih sovmestnoe izuqenie est~ izuqenie nekotorogo bitopologiqeskogo ob¨ekta.

V fftoæ glave budet izloßeny nekotorye fflementy klassiqeskoæ bitopologiqeskoæ teorii, pozvolØ¸wie poluqit~ nekotoroe predstavlenie ob fftoæ oblasti obweæ topologii. Detal~noe izloßenie moßno naæti v knige ”Bitopologiqeskie prostranstva” (Zapiski nauqn. seminarov POMI, tom 248, 1997, str. 7–212.

2. Klassiqeskiæ podhod k bitopologii. Kak uße bylo otmeqeno, podavlØ¸waØ qast~ klassiqeskoæ bitopologiqeskoæ literatury posvØwena perenosu topologiqeskih ponØtiæ i rezul~- tatov iz topologiqeskoæ teorii v bitopologiqesku¸. Naqalo fftomu bylo poloßeno v upomØnutoæ vyxe stat~e Kelli 1963 goda. Rezul~tativnost~ takogo perenosa obespeqivaetsØ strukturnym shodstvom topologiqeskih i bitopologiqeskih, v klassiqeskom smysle, prostranstv. V oboih sluqaØh my imeem perehod ot odnoæ topologiqeskoæ struktury k dvum, odnovremenno rassmatrivaemym na zadannom mnoßestve, topologiqeskim strukturam. Osnovnym metodom obobweniØ opredeleniæ, usloviæ i rezul~- tatov ØvlØetsØ zdes~ zamena kaßdogo vhoßdeniØ topologiqeskoæ struktury τ v nekotoru¸ formulirovku na τ_1 ili na τ_2 ili na kaku¸-nibud~ drugu¸ topologiqesku¸ strukturu τ^′ = τ (τ_1, τ_2), kanoniqeski opredelØemu¸ strukturami τ_1 i τ_2. Pri fftom dolß-

146 A. A. IVANOV no, estestvenno, vypolnØt~sØ uslovie τ (τ, τ ) = τ . Takogo roda zamena dopuskaet razliqnye varianty, proishodit rasweplenie ponØtiæ. V kaqestve primera takogo raswepleniØ my privedem osnovnye varianty obobweniØ aksiomy otdelimosti T_2 (aksiomy Hausdorfa).

Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo X prinadleßit

klassu T_2 (ØvlØetsØ hausdorfovym prostranstvom), esli dlØ nego vypolnØetsØ aksioma T_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅.

Bitopologiqeskimi obobweniØmi fftoæ aksiomy ØvlØ¸tsØ sledu¸wie varianty:

pT_2 (parnaØ hausdorfovost~): dlØ l¸byh dvuh razliqnyh to-

qek x_1, x_2 bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2, G_1 ∩ G_2 = ∅.

Zdes~ my zamenili usloviØ G_1 ∈ τ , G_2 ∈ τ na usloviØ G_1 ∈ τ_1,

G_2 ∈ τ_2.

wpT_2 (slabaØ parnaØ hausdorfovost~): dlØ l¸byh dvuh raz-

liqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2 ili

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_2, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_1, G_1 ∩ G_2 = ∅.

Zdes~ my zamenili usloviØ G_1 ∈ τ , G_2 ∈ τ na usloviØ G_1 ∈ τ_1,

G_2 ∈ τ_2 ili G_1 ∈ τ_2, G_2 ∈ τ_1.

sup T_2: dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅, τ = sup{τ_1, τ_2}.

inf T_2: dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅, τ = inf {τ_1, τ_2}.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 147

biT_2: dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_1, G_1 ∩ G_2 = ∅

i naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_2, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2, G_1 ∩ G_2 = ∅,

inaqe govorØ, topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) prinadleßat klassu T_2.

Vozmoßno takße ispol~zovanie srazu neskol~kih kanoniqeski opredelennyh struktur

τ^′_1(τ_1, τ_2), τ^′_2(τ_1, τ_2), . . . ,

perehodØwih v τ pri τ_1 = τ_2 = τ .

Perehod ot topologiqeskih formulirovok k sootvetstvu¸wim bitopologiqeskim neodnoznaqen, a perebor variantov i ih analiz trebuet, podqas, znaqitel~nyh issledovaniæ. Tem ne menee, poqti vse osnovnye ponØtiØ i utverßdeniØ topologiqeskoæ teorii byli, v koneqnom sqete, pereneseny s bol~xim ili men~- xim uspehom v bitopologiqesku¸ teori¸. Sobstvenno govorØ, poqti vsØ klassiqeskaØ bitopologiqeskaØ teoriØ ØvlØetsØ, poka, rezul~tatom takogo perenosa. Odnako klassiqeskiæ podhod k razviti¸ bitopologiqeskoæ teorii ne vsegda srabatyval. V nekotoryh vaßnyh sluqaØh ne udalos~ naæti dostatoqno udaqnoe obobwenie daße ishodnyh ponØtiæ, ne govorØ uß o rezul~tatah. My rassmotrim neskol~ko pozße dva takih sluqaØ: bitopologiqesku¸ kompaktnost~ i bitopologiqeskie gruppy.

3. BitopologiqeskaØ svØznost~. Znaqitel~noe koliqestvo stateæ posvØweno ponØti¸ svØznosti i lokal~noæ svØznosti topologiqeskih i bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv. Pri fftom, kak obyqno, pri perehode ot topologiqeskih prostranstv k bitopologiqeskim proishodit rasweplenie ponØtiæ. Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) nazyva¸t

svØznym, esli dlØ nego vypolnØetsØ aksioma

C : iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ

sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}

148 A. A. IVANOV topologiqeskoæ svØznosti.

Pri perehode k bitopologiqeskim prostranstvam (X, τ_1, τ_2) ffta aksioma rasweplØetsØ na sledu¸wie aksiomy:

pC: iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ_1, G_2 ∈ τ_2 sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}. inf C: iz G_1∪G_2 = X, G_1∩G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ = inf {τ_1, τ_2},

sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}.

sup C: iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ = sup{τ_1, τ_2}, sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}.

biC: iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ ∈ {τ_1, τ_2}, sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}.

Tak kak svØznost~ topologiqeskih prostranstv sohranØetsØ pri perehode k proizvedeniØm i k nepreryvnym obrazam, to v klasse KT aksioma biC ffkvivalentna sledu¸weæ aksiome:

upC: topologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_1 × τ_2) svØzno. Kak my ubedimsØ v dal~neæxem, strukturnaØ formulirovka v topologiqeskoæ teorii vsegda moßet byt~ zamenena kategornoæ. V qastnosti, opredelenie C-svØznosti, sformulirovannoe vyxe v terminah sootvetstvu¸wih mnoßestv (strukturnoe opredelenie), moßno sformulirovat~ v terminah nepreryvnyh otobraßeniæ (kategornoe opredelenie). V rassmatrivaemom sluqae moßno vospol~zovat~sØ sledu¸wim utverßdeniem:

Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) svØzno togda i tol~ko togda, kogda kaßdoe ego nepreryvnoe otobraßenie v dvuhtoqeqnoe diskretnoe prostranstvo postoØnno (imeet odnotoqeqnyæ obraz).

Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo dlØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv s toæ tol~ko razniceæ, qto teper~ imeetsØ v vidu pC-svØznost~, rassmatriva¸tsØ binepreryvnye otobraßeniØ, a v kaqestve oblasti znaqeniæ beretsØ bitopologiqeskoe prostranstvo (D, τ_r, τ_l), gde D = {0, 1}, τ_r = {∅, D, {0}}, τ_l = {∅, D, {1}}. Pereædem teper~ k ponØti¸ lokal~noæ svØznosti. V topologiqeskoæ teorii ffto ponØtie vyglØdit. sledu¸wim obrazom.

Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) nazyvaetsØ

lokal~no svØznym, esli vypolnØetsØ aksioma lC: dlØ l¸boæ toqki x ∈ X topologiqeskogo prostranstva (X, τ )

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 149 i l¸boæ ee τ -okrestnosti G, x ∈ G ∈ τ , naædetsØ svØznaØ τ - okrestnost~ G^′ fftoæ toqki, soderßawaØsØ v G, x ∈ G^′ ⊂ G.

Problema vybora togo ili inogo ponØtiØ lokal~noæ svØznosti v kategorii KT upiraetsØ, preßde vsego, v opredelenie ponØtiØ okrestnosti toqki bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2). Zdes~ vozmoßny raznye podhody, opØt~ proishodit rasweplenie ponØtiØ. Nekotorye avtory sqita¸t, naprimer, qto okrestnostØmi toqki x v (X, τ_1, τ_2) ØvlØ¸tsØ vse

τ_1- i vse τ_2-okrestnosti fftoæ toqki, drugie ße rassmatriva¸t v

kaqestve okrestnosteæ toqki x v (X, τ_1, τ_2) vsevozmoßnye pereseqeniØ τ_1-okrestnosteæ i τ_2-okrestnosteæ ili ße ih ob¨edineniØ.

4. BitopologiqeskaØ kompaktnost~. Raznymi avtorami byli predprinØty popytki sozdat~ estestvennoe obobwenie topologiqeskogo ponØtiØ kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti.

Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) nazyvaetsØ

kompaktnym, esli vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie: Cp: dlØ l¸bogo pokrytiØ s mnoßestva X τ -otkrytymi mnoßestvami, naædetsØ koneqnoe pokrytie s^′ fftogo mnoßestva τ - otkrytymi mnoßestvami, vpisannoe v s.

Opredelenie. Topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ lokal~-

no kompaktnym, esli l¸baØ ego toqka imeet okrestnost~ s kompaktnym zamykaniem.

IshodØ iz fftih opredeleniæ byla postroena daleko prodvinutaØ teoriØ kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti topologiqeskih prostranstv.

Pri perehode ot topologiqeskih prostranstv k bitopologiqeskim i soputstvu¸wem fftomu perehodu rasweplenii ponØtiæ, ne udaetsØ naæti udovletvoritel~nye, vo vseh otnoxeniØh, ponØtiØ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv i ih lokal~noæ kompaktnosti. Klassiqeskiæ podhod zdes~ ne srabatyvaet. V bitopologiqeskoæ literature ime¸tsØ razliqnye varianty. Qtoby kak-to nazyvat~ ih my budem pol~zovat~sØ terminom “kompaktnyæ”, stavØ pered nim ukazanie na avtorov sootvetstvu¸- wih formulirovok. Opredelenie. Pust~ τi(V ) = {X, ∅, U ∪ V |U ∈ τi}, gde V ∈ τj , V ≠ ∅, i ≠ j. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ K-

150 A. A. IVANOV kompaktnym, esli vse topologiqeskie struktury τ_i(V ) kompakt- ny. Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ B-kompaktnym, esli v kaßdoe τ_i-otkrytoe pokrytie moßno vpisat~ koneqnoe τ_j -otkrytoe pokrytie, i ≠ j.

Opredelenie. Pokrytie s mnoßestva X nazyvaetsØ parno ot-

krytym pokrytiem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli s = s_1 ∪ s_2, s_1 ⊂ τ_1, s_2 ⊂ τ_2, s_1 ≠ ∅, s_2 ≠ ∅.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ F HP -kompaktnym, esli kaßdoe ego parno otkrytoe pokrytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Opredelenie. Pokrytie s mnoßestva X nazyvaetsØ τ1τ2-otkry-

tym pokrytiem, esli s ⊂ τ_1 ∪ τ_2.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ Sw-kompaktnym, esli kaßdoe τ_1τ_2-pokrytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ KN -kompaktnym, esli kaßdoe τ_i-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo v X budet τ_j-kompaktno.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ dvaßdy kompaktnym, esli topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) kompaktny.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ S-kompaktnym, esli l¸baØ binepreryvnaØ funkciØ f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X, τ_r, τ_l) ograniqena.

Ime¸tsØ opredeleniØ kompaktnosti, ime¸wie smysl ne dlØ proizvol~nyh bitopologiqeskih prostranstv, a lix~ dlØ dovol~no uzkogo ih klassa.

Opredelenie. Slabo parno vpolne regulØrnoe bitopologiqeskoe

prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ parno vewestvenno kompaktnym, esli ono parno gomeomorfno pereseqeni¸ τ_1-zamknutyh i τ_2- zamknutyh mnoßestv v nekotoroæ stepeni bitopologiqeskoæ prØmoæ (R, τ_r, τ_l).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 151

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ Sg-kompaktnym, esli ono S-kompaktno i parno vewestvenno kompaktno.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazy-

vaetsØ bikompaktnym, esli topologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_1 × τ_2) kompaktno.

�to tol~ko osnovnye varianty, ime¸wihsØ v bitopologiqeskoæ literature opredeleniæ kompaktnosti bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, a ime¸tsØ ewe varianty, ispol~zu- ¸wie poluotkrytye mnoßestva, regulØrno otkrytye mnoßestva, a takße drugie tipy mnoßestv.

K soßaleni¸ kaßdoe iz ime¸wihsØ v literature opredeleniæ kompaktnosti KT -prostranstv imeet svoi nedostatki. Odni iz nih ne garantiru¸t mul~tiplikativnost~ kompaktnosti v kategorii KT , takoæ, naprimer, ØvlØetsØ F HP -kompaktnost~. Drugie ße oblada¸t sledu¸wim nepriØtnym svoæstvom: esli

(X, τ_1, τ_2) kompaktno (v ukazannom smysle) i parno hausdorfovo,

to τ_1 = τ_2.

Izvestno, qto esli topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) kompaktno, to struktura τ ØvlØetsØ minimal~noæ strukturoæ v klasse hausdorfovyh topologiqeskih struktur. Estestvenno sqitat~, qto analogiqnoe utverßdenie dolßno byt~ vernym i dlØ bitopologiqeskih prostranstv. V sootvetstvii s fftim principom minimal~nost~ bitopologiqeskoæ struktury (τ_1, τ_2) dolßna byt~ neobhodimym usloviem kompaktnosti dlØ parno hausdorfovyh bitopologiqeskih prostranstv. I deæstvitel~- no, poqti vse izvestnye opredeleniØ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv fftomu uslovi¸ udovletvorØ¸t. Pust~, naprimer, (X, τ_1, τ_2)-proizvol~noe KN -kompaktnoe parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo. V fftom prostranstve kaßdoe sobstvennoe τ_i-zamknutoe mnoßestvo τ_j -kompaktno. Pust~ dalee (X^′, τ^′_1, τ^′_2)- takße parno hausdorfovo prostranstvo, priqem

τ^′_1 ⊂ τ_1, τ^′_2 ⊂ τ_2. Pust~ F -proizvol~noe sobstvennoe τ_i-zamknutoe

podmnoßestvo v X i x ∉ F . Togda dlØ kaßdoæ toqki y ∈ F naædutsØ mnoßestva U_y i V_y takie, qto y ∈ U_y ∈ τ_j , x ∈ V_y ∈

τ_i, U_y ∩ V_y = ∅. Mnoßestva U_y|y ∈ F obrazu¸t τ_j-otkrytoe pokry-

tie mnoßestva F i, v silu KN -kompaktnosti (X, τ_1, τ_2), naædutsØ

V_{y1} , V_{y2} , . . . , V_{yn} pokryva¸wie F . Togda (∩^n_{k=1}V_{yk} ) ∩ F = ∅ i sle-

dovatel~no toqka x ne prinadleßit τ^′-zamykani¸ mnoßestva F .

152 A. A. IVANOV No ffto oznaqaet v koneqnom sqete, qto F ØvlØetsØ τ^′_i -zamknutym mnoßestvom. Tem samym dokazano, qto τ^′_i = τ_i, i = 1, 2 i potomu (X, τ_1, τ_2)-minimal~noe parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo.

S drugoæ storony moßno dokazat~, qto svoæstvo KN -kompaktnosti ne mul~tiplikativno. Deæstvitel~no, pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo, τ_d – maksimal~naØ T_1 topologiØ, ØvlØ¸- waØsØ diskretnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X, τ_m – minimal~naØ T_1 topologiØ, sostoØwaØ iz pustogo mnoßestva i dopolneniæ do vseh koneqnyh mnoßestv. Togda (X, τ_d, τ_m)-parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo, tak kak esli x ≠ y – proizvol~nye toqki iz X, to x ∈ {x} ∈ τ_d, y ∈ X \ {x} ∈ τ_m. Krome togo (X, τ_d, τ_m) ØvlØetsØ KN -kompaktnym bitopologiqeskim prostranstvom. Deæstvitel~no, l¸boe τ_m-otkrytoe pokrytie l¸bogo mnoßestva soderßit, oqevidno, koneqnoe pokrytie i potomu l¸boe podmnoßestvo mnoßestva X budet τ_m-kompaktno. S drugoæ storony, l¸boe τ_m-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva X koneqno i, sledovatel~no, τ_d-kompaktno. Po tem ße soobraßeniØm budet KN -kompaktnym i bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_m, τ_d). Rassmotrim teper~ proizvedenie fftih bitopologiqeskih prostranstv (X × X, τ_d × τ_m, τ_m × τ_d). V X × X l¸boe vertikal~noe mnoßestvo {x} × X budet τ_d × τ_m-zamknutym mnoßestvom i l¸boe gorizontal~noe mnoßestvo X × {y} budet

τ_m ×τ_d-otkrytym mnoßestvom. Pofftomu dlØ l¸bogo vertikal~no-

go mnoßestva {x}×X my moßem rassmotret~ ego τ_m ×τ_d-otkrytoe pokrytie gorizontal~nymi mnoßestvami. Iz takogo pokrytiØ ne vydelit~ koneqnoe pokrytie i potomu l¸boe vertikal~noe mnoßestvo budet τ_d × τ_m-zamknutym mnoßestvom, no ne budet τ_m × τ_dkompaktnym mnoßestvom. �to oznaqaet qto (X ×X, τ_d ×τ_m, τ_m ×τ_d) ne KN -kompaktnoe parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo. Moßno dokazat~ takße, qto ffto bitopologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_d × τ_m, τ_m × τ_d) ne ØvlØetsØ minimal~nym parno hausdorfovym bitopologiqeskim prostranstvom i, takim obrazom, svoæstvo bitopologiqeskogo prostranstva byt~ minimal~nym parno hausdorfovym takße ne mul~tiplikativno.

PonØtiØ KN -kompaknosti, K-kompaktnosti i F HP -kompaktnosti otliqa¸tsØ tol~ko formulirovkami, na samom dele oni opredelØ¸t odno i to ße ponØtie, nazyvaemoe parnoæ kompaktnost~¸. My dokazali, takim obrazom, qto parnaØ kompaktnost~ ne

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 153 mul~tiplikativna. S drugoæ storony nekotorye iz ponØtiæ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv mul~tiplikativny, no takie ponØtiØ ime¸t drugoæ nedostatok. DlØ nih iz kompaktnosti (X, τ_1, τ_2) sleduet kompaktnost~ topologiqeskih prostranstv

(X, τ_1) i (X, τ_2). DlØ prostoty my rassmotrim sluqaæ, kogda ne-

kotoroe ponØtie bitopologiqeskoæ kompaktnosti vkl¸qaet v sebØ parnu¸ kompaktnost~, simmetriqnost~ otnositel~no τ_1 i τ_2 i mul~tiplikativnost~.

Deæstvitel~no, pust~ (X, τ_1, τ_2) – kompaktnoe v ukazannom vyxe smysle bitopologiqeskoe prostranstvo. Togda budet kompaktno i bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_2, τ_1), a takße ih proizvedenie (X × X, τ_1 × τ_2, τ_2 × τ_1). Esli τ_1 – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, to est~ τ_1 = {∅, X}, to (X, τ_1) – kompaktnoe topologiqeskoe prostranstvo. Esli ße τ_1 – netrivial~naØ topologiqeskaØ struktura, to my moßem rassmotret~ τ_1- zamknutoe mnoßestvo F otliqnoe ot pustogo mnoßestva i ot X. Togda F × X – nepustoe τ_1 × τ_2-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva X × X i v silu parnoæ kompaktnosti bitopologiqeskogo prostranstva (X × X, τ_1 × τ_2, τ_2 × τ_1) ffto mnoßestvo budet τ_2 × τ_1-kompaktno. Rassmotrim proizvol~noe τ_1-otkrytoe pokrytie s mnoßestva X. Togda X × s budet τ_2 × τ_1-otkrytym pokrytiem mnoßestva F × X. V silu τ_2 × τ_1-kompaktnosti fftogo mnoßestva iz pokrytiØ X × s moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie

X × G_1, X × G_2, . . ., X × G_n. Togda mnoßestva G_1, G_2, . . . , G_n budut

obrazovyvat~ koneqnoe pokrytie mnoßestva X. No ffto oznaqaet, qto v l¸bom τ_1-otkrytom pokrytii mnoßestva X naædetsØ koneqnoe podpokrytie, qto oznaqaet kompaktnost~ topologiqeskogo prostranstva (X, τ_1). Analogiqno dokazyvaetsØ kompaktnost~ topologiqeskogo prostranstva (X, τ_2).

PonØtie bitopologiqeskoæ lokal~noæ kompaktnosti ewe bolee variantno, qem ponØtie kompaktnosti. Esli pri vvedenii ponØtiØ bitopologiqeskoæ kompaktnosti my stalkivaemsØ tol~ko s trudnost~¸ perenosa topologiqeskoæ kompaktnosti na bitopologiqeskie prostranstva, to pri vvedenii lokal~noæ kompaktnosti dobavlØetsØ neobhodimost~ tak ili inaqe sformulirovat~ ponØtie okrestnosti toqki i ponØtie zamykaniØ mnoßestva. Samo ße opredelenie lokal~noæ kompaktnosti ne vyzyvaet osobyh trudnosteæ, ono prosto povtorØet topologiqeskoe opredelenie.

Takim obrazom vsØ trudnost~ sostoit v ponimanii treh ter-

154 A. A. IVANOV minov: okrestnost~, kompaktnost~, zamykanie. Kaßdyæ iz fftih treh terminov dopuskaet razliqnye tolkovaniØ i ffto naxlo svoe otraßenie v bitopologiqeskoæ literature. S nekotorymi variantami opredeleniØ bitopologiqeskoæ kompaktnost~¸ my tol~- ko qto poznakomilis~, s okrestnostØmi toqek my imeli delo v svØzi s bitopologiqeskoæ svØznost~¸, ostalos~ tol~ko opredelit~sØ s zamykaniØmi okrestnosteæ. V bitopologiqeskom prostranstve (X, τ_1, τ_2) ime¸tsØ dve osnovnye operacii zamykaniØ, a imenno τ_1-zamykanie i τ_2-zamykanie. Krome togo moßno rassmatrivat~ sup{τ_1, τ_2}-zamykanie i inf {τ_1, τ_2}-zamykanie. Nakonec moßno vvodit~ razliqnye kombinacii fftih (qetyreh) operaciæ.

Takim obrazom sovokupnost~ razliqnyh variantov ponØtiØ bitopologiqeskoæ lokal~noæ kompaktnosti qrezvyqaæno velika i trudno obozrima. Varianty uße rassmotrennye v bitopologiqeskoæ literature sostavlØ¸t ee neznaqitel~nu¸ qast~. Vot nekotorye iz nih:

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) lokal~no kompaktno, esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s τ_j -kompaktnym τ_jzamykaniem; esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s τ -kompaktnym τ_jzamykaniem; esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s F HP -kompaktnym τ_jzamykaniem; esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ -okrestnost~ G, dlØ kotoroæ

cl_{τ1} G ∩ cl_{τ2} G kompaktno v (X, τ );

esli

(X, τ ) – lokal~no kompaktno.

V fftih opredeleniØh τ = sup{τ_1, τ_2}.

6. Zakl¸qenie. V predyduwem razdele my ubedilis~ na primere kompaktnosti, qto v nekotoryh situaciØh klassiqeskiæ podhod, zakl¸qa¸wiæsØ v popytkah razvitiØ bitopologiqeskoæ teorii neposredstvennym obobweniem topologiqeskih formuliro-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 155 vok, neprigoden. Drugim primerom takoæ situacii ØvlØ¸tsØ bitopologiqeskie gruppy.

Razliqnye avtory pytaØs~ sozdat~ dostatoqno daleko prodvinutu¸ teori¸ bitopologiqeskih grupp, estestvenno obobwa- ¸wu¸ teori¸ topologiqeskih grupp, ne dostigli kakogo-nibud~ zametnogo uspeha. �ti popytki zakanqivalis~ na fftape formirovaniØ osnovnyh ponØtiæ. Ne udalos~ daße sformulirovat~ ishodnoe ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy, kotoroe stalo by obwepriznannoæ osnovoæ sootvetstvu¸weæ teorii. Raznye avtory predlagali suwestvenno razliqnye varianty.

FormuliruØ tot ili inoæ variant ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy, ishodili iz opredeleniØ topologiqeskoæ gruppy, izmenØØ ego podhodØwim obrazom. TopologiqeskaØ gruppa opredelØetsØ, obyqno, kak para (G, τ ), gde G-nekotoraØ gruppa, a τ -topologiqeskaØ struktura na G. Pri fftom trebuetsØ, qtoby gruppovaØ struktura i topologiqeskaØ struktura na G byli svØzany sledu¸wimi usloviØmi:

otobraßenie p : (G × G, τ × τ ) −→ (G, τ ), p(x, y) = xy, dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem, otobraßenie q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}, dolßno byt~ gomeomorfizmom.

Povidimomu pervyæ iz suwestvu¸wih v bitopologiqeskoæ literature variantov ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy sostoØl v sledu¸wem:

Opredelenie. Bitopologiqeskoæ gruppoæ nazyvaetsØ troæka

(G, τ_1, τ_2), gde G – kakaØ-nibud~ gruppa, a τ_1 i τ_2 – topologiqeskie struktury na G, svØzannye sledu¸wimi usloviØmi: otobraßenie p : (G × G, τ_1 × τ_1, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_1, τ_2), p(x, y) = xy, dolßno byt~ binepreryvnym otobraßeniem, otobraßenie q : (G, τ_1) −→ (G, τ_2), q(x) = x^{−1} dolßno byt~ gomeomorfizmom.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto na samom dele zadanie l¸- boæ takoæ bitopologiqeskoæ gruppy ffkvivalentno zadani¸ na G tol~ko odnoæ topologiqeskoæ struktury, naprimer τ_1, udovletvorØ¸weæ tol~ko odnomu uslovi¸, a imenno otobraßenie p : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1), p(x, y) = xy, dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem.

156 A. A. IVANOV

Deæstvitel~no, topologiqeskaØ struktura τ_2 oqevidnym obrazom opredelØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ τ_1.

τ_2 = τ^{−1}_1 = {G^{−1}|G ∈ τ_1}, G^{−1} = {x^{−1}|x ∈ G}, priqem nepre-

ryvnost~ otobraßeniØ p : (G × G, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_2) sleduet iz nepreryvnosti otobraßeniØ p : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1).

Takim obrazom, ffto ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy poluqaetsØ,v deæstvitel~nosti, iz ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy prostym otbrasyvaniem usloviØ

q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}, – nepreryvnoe otobraßenie. V takom ponØtii net niqego bitopologiqeskogo.

Ne luqxe obstoØlo delo, kogda bylo predloßeno rassmatrivat~ bitopologiqesku¸ gruppu, kak troæku (X, τ_1, τ_2), nalagaØ na

τ_1 i τ_2 drugie usloviØ, a imenno:

otobraßeniØ

p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ_1)

p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ_2)

dolßny byt~ nepreryvnymi otobraßeniØmi, otobraßenie

q : (G, τ_1) −→ (G, τ_2)

dolßno byt~ gomeomorfizmom.

Takoe ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy deæstvitel~no ØvlØetsØ neposredstvennym obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy, tak kak pri τ_1 = τ_2 = τ my prihodim k obyqnomu gruppovomu opredeleni¸. Odnako iz sformulirovannyh vyxe usloviæ kak raz i sleduet τ_1 = τ_2, to est~ bitopologiqeskaØ v fftom smysle gruppa vsegda ØvlØetsØ topologiqeskoæ gruppoæ.

Deæstvitel~no, rassmotrim vloßeniØ

j_1 : (G, τ_1) −→ (G × G, τ_1 × τ_2) i j_2 : (G, τ_2) −→ (G × G, τ_1 × τ_2),

gde j_1(x) = (x, 1_G), j_2(x) = (1_G, x). OtobraßeniØ

pj_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ_2), pj_2 : (G, τ_2) −→ (G, τ_1)

budut vzaimno odnoznaqnymi nepreryvnymi otobraßeniØmi i potomu τ_2 ⊂ τ_1, τ_1 ⊂ τ_2, to est~ τ_1 = τ_2.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 157 Ne spasaet situaci¸ i perehod k tak nazyvaemym polutopologiqeskim gruppam. UsloviØ, nakladyvaemye na polutopologiqesku¸ gruppu, otliqa¸tsØ ot usloviæ nakladyvaemyh na topologiqesku¸ gruppu tem, qto vmesto nepreryvnosti otobraßeniØ

p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ ) trebuetsØ nepreryvnost~ fftogo oto-

braßeniØ na kaßdom gorizontal~nom v G×G mnoßestve G×{y} i na kaßdom vertikal~nom mnoßestve {x} × G. Grubo govorØ, vmesto nepreryvnosti otobraßeniØ p po sovokupnosti peremennyh

x, y, kak ffto trebuetsØ dlØ topologiqeskoæ gruppy, trebuetsØ ne-

preryvnost~ po kaßdoæ iz peremennyh v otdel~nosti. �to uslovie nepreryvnosti po kaßdoæ iz peremennyh v otdel~nosti moßno zamenit~ na uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ p na vsem topologiqeskom prostranstve (G × G, β) pri podhodØwem vybore topologiqeskoæ struktury β. V kaqestve β moßno vzØt~ topologiqesku¸ strukturu na G×G, dlØ kotoroæ mnoßestvo F zamknuto togda i tol~ko togda, kogda ego pereseqenie s kaßdym gorizontal~nym i s kaßdym vertikal~nym v G×G mnoßestvom zamknuto otnositel~no topologiæ inducirovannyh na fftih mnoßestvah topologiqeskoæ strukturoæ τ ×τ . Izuqenie klassiqeskoæ tematiki pozvolØet sdelat~ sledu¸wee zakl¸qenie; klassiqeskiæ podhod k teorii bitopologiqeskih prostranstv, zakl¸qa¸wiæsØ v obobwenii razliqnyh topologiqeskih ponØtiæ i rezul~tatov, vo mnogih sluqaØh ne privodit k znaqimym rezul~tatam.

§2. NeklassiqeskaØ bitopologiqeskaØ tematika

1. Neklassiqeskie opredeleniØ. V sootvetstvii s klassiqeskim opredeleniem, bitopologiqeskoæ strukturoæ na mnoßestve X nazyvaetsØ para (τ_1, τ_2) topologiqeskih struktur, opredelennyh na X. L¸boæ takoæ pare sootvetstvuet topologiqeskaØ struktura β = τ_1 × τ_2 na mnoßestve X × X, priqem ffto sootvetstvie vzaimno odnoznaqno. Takim obrazom, my moßem pereæti k novomu ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary

(X, β), gde β = τ_1 × τ_2 – nekotoraØ topologiqeskaØ struktura na

mnoßestve X×X. Bolee togo, estestvenno voznikaet ideØ rassmatrivat~ na X ×X proizvol~nye topologiqeskie struktury β, nazyvaØ ih (obwimi) bitopologiqeskimi strukturami na X. Bitopologiqeskie struktury β = τ_1 × τ_2, sootvetstvu¸wie klassiqeskim bitopologiqeskimi strukturam (τ_1, τ_2), budem nazyvat~ razloßimymi bitopologiqeskimi strukturami. �tot termin svØ-

158 A. A. IVANOV zan s tem, qto (X × X, τ_1 × τ_2) = (X, τ_1) × (X, τ_2). Bitopologiqeskim otobraßeniØm f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) sootvetstvu¸t pri fftom nepreryvnye otobraßeniØ f × f : (X × X, τ_1 × τ_2) −→

(X^′ × X^′, τ^′_1 × τ^′_2), gde (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)) – pokoordinatnoe otobraßenie. My moßem, teper~, rassmatrivat~ kategori¸ KT , kak kategori¸ razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ. NeponØtno, kak v takoæ traktovke bitopologiqeskih prostranstv moßet vozniknut~ klassiqeskaØ problematika. Ewe dal~xe ot fftoæ problematiki stoit ravnomernaØ interpretaciØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv. Pod fftim my ponimaem sledu¸wee.

V topologiqeskom prostranstve (X × X, τ_1 × τ_2) my moßem rassmotret~ ego diagonal~ Δ = {(x, x)|x ∈ X} i sovokupnost~ U okrestnosteæ U (okrußeniæ) fftoæ diagonali. Netrudno dokazat~, qto ffta sovokupnost~ ØvlØetsØ ravnomernoæ strukturoæ okrußeniæ. Bolee togo, otobraßeniØ bitopologiqeskih prostranstv ØvlØ¸tsØ ravnomerno nepreryvnymi otobraßeni- Ømi sootvetstvu¸wih im bitopologiqeskih prostranstv. Takim obrazom kategori¸ KT moßno rassmatrivat~, kak nekotoru¸ podkategori¸ kategorii U nif. Pri takoæ interpretacii bitopologiqeskogo prostranstva moßno vvodit~, naprimer, ponØtie parno hausdorfova ravnomernogo prostranstva, no komu ffto pridet v golovu?

2. Nepodvißnye toqki. Pust~ X = {x|0 < x ⩽ 1}, τ1, τ2 – topologiqeskie struktury na X, opredelØemye sledu¸wim obrazom:

τ_1 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura poluintervala (0, 1], τ_2 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura okrußnosti, poluqennoæ

otoßdestvleniem koncov otrezka [0, 1].

Topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) ne oblada¸t svoæstvom nepodvißnoæ toqki. Zto znaqit, qto dlØ kaßdogo iz fftih prostranstv v otdel~nosti (poluintervala i okrußnosti) suwestvuet kakoe-to ego nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X v sebØ, ne ime¸wee nepodvißnoæ toqki, to est~ toqki x ∈ X, dlØ kotoroæ f(x) = x. Esli, odnako, my rassmotrim otobraßenie f : X −→ X nepreryvnoe otnositel~no obeih topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2 odnovremenno, to takoe otobraßenie budet imet~ nepodvißnu¸ toqku. Deæstvitel~no, pust~ f(1) ≠ 1, dokaßem, qto v fftom sluqae f-obraz mnoßestva X ØvlØetsØ ego sobstvennym podmnoßestvom, a imenno, qto emu ne prinadleßat

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 159 toqki dostatoqno blizkie k toqke 0. Dopustim, qto ffto ne tak i suwestvuet v X posledovatel~nost~ (x_n), dlØ kotoroæ f(x_n) shoditsØ k 0 otnositel~no obyqnoæ topologii qislovoæ prØmoæ. Bez naruxeniØ obwnosti, perehodØ v sluqae neobhodimosti k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto (x_n) −→ x v (X, τ_2) dlØ nekotoroæ toqki x ∈ X i pofftomu f(x) = 1. No ffto nevozmoßno, tak kak posledovatel~nost~ (f(x_n)) ne shoditsØ v (X, τ_1) k toqke 1. Itak my dokazali, qto f(X) ØvlØetsØ sobstvennym podmnoßestvom okrußnosti, i potomu budet topologiqeskim otrezkom v

(X, τ_2). No togda f nepreryvno otobraßaet fftot otrezok v sebØ

i potomu imeet nepodvißnu¸ toqku.

Takim obrazom odnovremennoe rassmotrenie dvuh topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve, ili, kak govorØt, rassmotrenie bitopologiqeskogo prostranstva

(X, τ_1, τ_2) pozvolilo poluqit~ suwestvenno novyæ rezul~tat. �to

bitopologiqeskoe prostranstvo obladaet svoæstvom nepodvißnoæ toqki, v to vremØ kak topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i

(X, τ_2) fftim svoæstvom ne oblada¸t.

3. Nekotorye special~nye svoæstva. Mnogie avtory izuqali ne bitopologiqeskie prostranstva, a binarnye otnoxeniØ na mnoßestve vseh topologiqeskih struktur, opredelennyh na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X. Koneqno izuqat~ troæki

(X, τ_1, τ_2) ili ße pary (τ_1, τ_2), gde τ_1, τ_2 – topologiqeskie struk-

tury na X, po-suwestvu odno i to ße, no formal~no ffto raznye ob¨ekty. Vo mnogih sluqaØh daße ne primenØlsØ i sam termin bitopologiqeskoe prostranstvo.

Toqno tak obstoit delo i so special~nymi otnoxeniØmi meßdu topologiqeskimi strukturami, vvedennymi Arhangel~skim i Bokalo. My opixem vkratce ih podhod k opredeleni¸ nekotoryh special~nyh binarnyh otnoxeniæ meßdu topologiqeskimi strukturami ili ße, v naxeæ terminologii, special~nyh klassov bitopologiqeskih prostranstv.

GovorØt, qto dve topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 sovpada- ¸t v nekotoroæ toqke x ∈ X, esli v fftoæ toqke fil~tr τ_1- okrestnosteæ i fil~tr τ_2-okrestnosteæ sovpada¸t.

Pust~ θ i μ – nekotorye svoæstva podmnoßestv topologiqeskih prostranstv. Qerez E_μ(X, τ ) ili prosto E_μ, esli ffto ne privodit k nedorazumeniØm, oboznaqa¸t mnoßestvo vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X, oblada¸wih svoæstvom μ v topolo-

160 A. A. IVANOV giqeskom prostranstve (X, τ ). DlØ kaßdogo Y ∈ E_μ opredeleno mnoßestvo E_θ(Y ) vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva Y oblada¸wih svoæstvom θ v (Y, τ |Y ). Vse takie mnoßestva sostavlØ¸t, v sovokupnosti, mnoßestvo E_{θ,μ}.

TopologiqeskaØ struktura τ_1 nazyvaetsØ (θ, μ)-gran~¸ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli dlØ kaßdogo Y ∈ E_μ(X, τ_2) naædetsØ mnoßestvo Z ∈ E_θ(Y ) takoe, qto τ_1|Y i τ_2|Y sovpada¸t v nekotoroæ toqke mnoßestva Z. �ti opredeleniØ pozvolØ¸t rassmatrivat~ klass T_{(θ,μ)} bitopologiqeskih prostranstv, sostoØwiæ iz vseh (X, τ_1, τ_2), udovletvorØ¸wih uslovi¸: τ_1 ØvlØetsØ (θ, μ)- gran~¸ τ_2.

V prosteæxem sluqae, kogda θ = t, μ = t, gde t-svoæstvo byt~ podmnoßestvom, klass T_{t,t} oboznaqa¸t qerez Tan. V sootvetstvii s opredeleniem klass Tan sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2), dlØ kotoryh v l¸bom nepustom podmnoßestve

Y ⊂ X naædetsØ toqka, dlØ kotoroæ τ_1|Y -fil~tr i τ_2|Y -fil~tr

okrestnosteæ sovpada¸t.

Ispol~zuetsØ takße sledu¸waØ terminologiØ. Toqkoæ kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2 nazyva¸t toqku, v kotoroæ sovokupnost~ τ_1-okrestnosteæ i τ_2-okrestnosteæ sovpada¸t. TopologiqeskaØ struktura τ_1 kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli v kaßdom nepustom podmnoßestve Y ⊂ X suwestvuet toqka kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y i τ_2|Y . VvodØtsØ takße sledu¸wie opredeleniØ.

TopologiqeskaØ struktura τ_1 slabo kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli v kaßdom nepustom τ_1-zamknutom mnoßestve

Y ⊂ X suwestvuet toqka kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y

i τ_2|Y .

TopologiqeskaØ struktura τ_1 sil~no kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli dlØ l¸bogo nepustogo mnoßestva Y ⊂ X mnoßestvo toqek kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y i τ_2|Y imeet nepustu¸ vnutrennost~ v (Y, τ_1|Y ).

V sootvetstvii s fftimi opredeleniØmi my moßem rassmatrivat~ sledu¸wie klassy bitopologiqeskih prostranstv:

Tan sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2), dlØ kotoryh τ_1 kasaetsØ τ_2.

wTan sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2),

dlØ kotoryh τ_1 slabo kasaetsØ τ_2.

sTan sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2),

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 161 dlØ kotoryh τ_1 sil~no kasaetsØ τ_2.

Oqevidno, qto

sTan ⊂ Tan ⊂ wTan.

Netrudno zametit~, qto bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, τ, τ ) dlØ proizvol~nyh X i τ prinadleßit kaßdomu klassu T_{θ,μ}, kakovy by ni byli svoæstva θ i μ. Pofftomu prinadleß-

nost~ togo ili inogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) k nekotoromu klassu T_{θ,μ} moßno rassmatrivat~, kak otraßenie haraktera i stepeni sovpadeniØ (nesovpadeniØ) topologiqeskih stuktur τ_1 i τ_2, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve. Qem uße fftot klass tem bliße drug k drugu topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 i tem bliße bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) k klassu T .

Vozmoßny, vproqem, i drugie podhody k ocenke stepeni blizosti dvuh topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve. My moßem, naprimer, osuwestvit~ neposredstvennoe sravnenie topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2, kak sistem podmnoßestv mnoßestva X, rassmotrev ih pereseqenie. PredstavlØetsØ intuitivno Øsnym, qto qem bol~xe ffto pereseqenie, tem bliße drug k drugu topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2. Esli τ_1 ∩ τ_2 = ∅, to meßdu fftimi topologiqeskimi strukturami voobwe vrode by net niqego obwego. S drugoæ storony vozmoßen i drugoæ podhod k ocenke stepeni sovpadeniØ τ_1 i τ_2. On osnovan na privedennoæ vyxe idee. My moßem rassmotret~ sovokupnost~ I(X, τ_1, τ_2) vseh podmnoßestv mnoßestva X na kaßdom iz kotoryh topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 induciru¸t odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu. OpØt~ ße intuitivno Øsno, qto qem bol~xe

I(X, τ_1, τ_2) tem bliße τ_1 i τ_2 drug k drugu. Rassmotrim, odna-

ko, sledu¸wiæ primer. Pust~ X = [0, 1], X^′ = (0, 1), τ^′-obyqnaØ topologiqeskaØ struktura na intervale (0, 1). Poloßim τ_1 = {G^′ ∪ {0}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅, X}, τ_2 = {G^′ ∪ {1}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅, X}. Kaßdoe τ_1-otkrytoe mnoßestvo, otliqnoe ot ∅ i X, soderßit toqku 0 i kaßdoe τ_2-otkrytoe mnoßestvo, otliqnoe ot ∅ i X, soderßit toqku 1. Ots¸da sleduet, qto τ_1 ∩ τ_2 = {∅, X}. Ocenka sovpadeniØ po τ_1 ∩ τ_2 privodit nas k zakl¸qeni¸ o tom, qto τ_1 i

τ_2 daleki drug ot druga. S drugoæ storony, τ_1 i τ_2 sovpada¸t na

mnoßestve X^′ otliqnom ot mnoßestva X tol~ko dvumØ toqkami i potomu ocenka blizosti po I(X, τ_1, τ_2) ubeßdaet nas v tom, qto τ_1

162 A. A. IVANOV i τ_2 blizki drug k drugu. Razliqnye podhody k ocenke blizosti

τ_1 i τ_2 da¸t nam razliqnye rezul~taty.

S bitopologiqeskoæ toqki zreniØ my poluqili razliqnye ocenki blizosti rassmatrivaemogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) k klassu T . PredstavlØetsØ estestvennym iskat~ naibolee blizkoe k (X, τ_1, τ_2) topologiqeskoe prostranstvo sredi topologiqeskih prostranstv (X, τ ), struktura kotoryh leßit meßdu inf {τ_1, τ_2} i sup{τ_1, τ_2}. V rassmotrennom vyxe primere moßno sqitat~, povidimomu, qto naibolee blizkim k bitopologiqeskomu prostranstvu (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), dlØ kotorogo τ = {G^′ ∪ {0, 1}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅}.

4. RasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv. Sozdanie teorii rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv potrebovalo preodoleniØ izvestnyh trudnosteæ uße na fftape formirovaniØ ee osnovnyh ponØtiæ, v tom qisle i samogo ponØtiØ rasxireniØ. Raznye avtory davali suwestvenno razliqnye opredeleniØ fftogo ponØtiØ, ishodØ iz sootvetstvu¸wego ponØtiØ rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva.

My ne budem privodit~ zdes~ vse ime¸wiesØ v literature varianty ponØtiØ rasxireniØ bitopologiqeskogo prostranstva, a ostanovimsØ lix~ na dvuh iz nih.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazy-

va¸t rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X^′, τ^′_1, τ^′_2) i zamykaniØ, cl_τ 0_1 X i cl_τ 0_2 X mnoßestva X v topologiqeskih prostranstvah (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ravny X^′.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazy-

va¸t slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X^′, τ^′_1, τ^′_2) i ob¨edinenie zamykaniæ, cl_τ 0_1 X i cl_τ 0_2 X mnoßestva X v topologiqeskih prostranstvah (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ravno X^′.

Zameqanie. PonØtie slabogo rasxireniØ bitopologiqeskogo prostranstva v obwem sootvetstvuet idee vvedeniØ slabyh svoæstv bitopologiqeskih prostranstv, qto stanovitsØ osobenno

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 163 Øsnym pri perehode ot rassmotreniØ zamykaniæ mnoßestv k rassmotreni¸ okrestnosteæ toqek. Na Øzyke okrestnosteæ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) budet rasxireniem ego podprostranstva (X, τ_1, τ_2), esli dlØ l¸- boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee τ^′_1-okrestnost~ i l¸baØ ee τ^′_2- okrestnost~ ime¸t nepustoe pereseqenie s X, i budet slabym rasxireniem, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee τ^′_1- okrestnost~ ili l¸baØ ee τ^′_2-okrestnost~ imeet nepustoe pereseqenie s X.

RassmatrivaØ rasxireniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv my moßem, preßde vsego, perenesti na nih ponØtie regulØrnosti rasxireniØ. Kak i dlØ topologiqeskih prostranstv, ponØtie regulØrnosti rasxireniØ vkl¸qaet v sebØ ponØtie strogogo rasxireniØ i ponØtie toqnogo rasxireniØ. Opredelenie. Budem govorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxi-

renie, bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – strogie rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

Opredelenie. Budem govorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – toqnoe rasxire-

nie, bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli topologiqeskie prostranstva (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – toqnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

Opredelenie. Budem gvorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – slabo toqnoe ras-

xirenie bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli l¸bye ego dve toqki, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, bitopologiqeski razliqimy iz X, to est~ dlØ nih naædetsØ mnoßestvo A ⊂ X takoe, qto ego zamykanie v (X^′, τ^′_1) ili ße ego zamykanie v (X^′, τ^′_2) soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Opredelenie. Strogoe i toqnoe rasxirenie bitopologiqeskogo

prostranstva my budem nazyvat~ ego regulØrnym rasxireniem, strogoe i slabo toqnoe rasxirenie – slabo regulØrnym.

DlØ slabyh rasxireniæ my takße moßem sformulirovat~ opredeleniØ strogosti, toqnosti i slaboæ toqnosti, analogiqnye privedennym vyxe.

OpredeleniØ. Budem govorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxi-

renie, esli zamykaniØ v (X^′, τ^′_1) vseh podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t ego bazu zamknutyh mnoßestv i zamykaniØ v (X^′, τ^′_2)

164 A. A. IVANOV vseh podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t ego bazu zamknutyh mnoßestv.

Budem govorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie, esli cl_τ 0_1 X i cl_τ 0_2 X – toqnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

Budem govorit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – slabo toqnoe rasxirenie, esli l¸bye dve razliqnye toqki, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, bitopologiqeski razliqimy iz X, to est~ dlØ nih naædetsØ mnoßestvo A ⊂ X takoe, qto ego zamykanie v (X^′, τ^′_1) ili ße ego zamykanie v (X^′, τ^′_2) soderßit odnu iz fftih toqek i ne solerßit drugu¸.

Strogoe i toqnoe slaboe rasxirenie my budem nazyvat~ regulØrnym slabym rasxireniem, strogoe i slabo toqnoe slaboe rasxirenie my budem nazyvat~ slabo regulØrnym slabym rasxireni- em. Esli (X^′, τ^′_1, τ^′_2)–regulØrnoe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet otkrytye fil~try ω_1(x) i ω_2(x) v topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno (zamknutye kofil~try γ_1(x) i γ_2(x) )

Mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ X^′ \ X} i Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈

X^′ \ X} odnoznaqno opredelØ¸t s toqnost~¸ do gomeomorfizma

kakie-to regulØrnye rasxireniØ sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv, odnako oni ne opredelØ¸t, daße s toqnost~¸ do gomeomorfizma, sootvetstvu¸wee rasxirenie (X^′, τ^′_1, τ^′_2). DlØ fftogo nado ewe znat~ kakoe-nibud~ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu fflementami mnoßestva Ω_1(X^′) i mnoßestva Ω_2(X^′), opredelØemoe sootvetstviØmi ω_1(x) ←− x −→ ω_2(x) dlØ vseh toqek x ∈ X^′ \ X. V fftom sostoit principial~noe otliqie teorii rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv ot teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv.

Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda privodit k regulØrnomu rasxireni¸ proizvol~no zadannogo bitopologiqeskogo prostranstva.

Rassmatriva¸tsØ kakie-nibud~ mnoßestva Ω_1 i Ω_2 otkrytyh fil~trov topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie fil~trov vida ω_1(x) i ω_2(x) dlØ x ∈ X (moßno rassmatri-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 165 vat~ sootvetstvu¸wie mnoßestva Γ_1 i Γ_2 zamknutyh kofil~trov) i fiksiruetsØ kakoe-nibud~ vzvimno odnoznaqnoe sootvetstvie (sparivanie) φ : Ω_1 −→ Ω_2 meßdu toqkami fftih mnoßestv. K mnoßestvu X prisoedinØetsØ grafik Γ_φ fftogo sootvetstviØ. Polagaem X^′ = X ∪ Γ_φ i na X^′ vvodim dve topologiqeskie struktury. �ti topologiqeskie struktury τ^′_1, τ^′_2 na mnoßestve X^′ opredelØ- ¸tsØ ih otkrytymi bazami, sostoØwimi iz vseh mnoßestv vida

G_1 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_1 ∈ ω_1 ∈ Ω_1}, G_1 ∈ τ_1

i, sootvetstvenno,

G_2 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_2 ∈ ω_2 ∈ Ω_2}, G_2 ∈ τ_2.

Zameqanie. Nebezinteresno otmetit~, qto dlØ regulØrnogo rasxireniØ (X^′, τ^′_1, τ^′_2), bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) iz

τ_1 = τ_2 sovsem ne sleduet τ^′_1 = τ^′_2. �to budet tak, esli φ : Ω_1 −→ Ω_2

toßdestvennoe otobraßenie.

Esli (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – regulØrnoe ili slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva

(X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet otkrytyæ fil~tr ω_1(x) ili otkrytyæ fil~tr ω_2(x) v topologiqeskih prostran-

stvah (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno, ili takie fil~try v oboih topologiqeskih prostranstvah (zamknutye kofil~try γ_1(x),

γ_2(x)).

Rassmotrim mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ cl_τ 0_1 X \ X} i

Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈ cl_τ 0_2 X \ X}. Esli toqke x ∈ X^′ \ X sootvet-

stvuet para (ω_1(x), ω_2(x)), to opredeleno sootvetstvie ω_1(x) −→ x ←− ω_2(x). �to sootvetstvie opredelØet, v obwem sluqae, qastiqnoe mnogoznaqnoe otobraßenie φ mnoßestva Ω_1(X^′) v mnoßestvo Ω_2(X^′). Grafik fftogo otobraßeniØ Γ_φ opredelim sledu¸wim obrazom: esli otobraßenie φ opredeleno dlØ ω_1 ∈ Ω_1(X^′), i ω_2 = φ(ω_1) to

(ω_1, ω_2) ∈ Γ_φ,

esli otobraßenie φ ne opredeleno dlØ ω_1 ∈ Ω_1(X^′), to ω_1 ∈ Γ_φ, esli ω_2 ∈ Ω_2(X^′) ne ØvlØetsØ φ-obrazom nikakogo fflementa iz

Ω_1(X^′), to ω_2 ∈ Γ_φ.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto uslovie slaboæ toqnosti obespeqivaet vzaimnu¸ odnoznaqnost~ sootvetstviØ meßdu vsemi toqkami mnoßestva X^′ \ X i vsemi toqkami mnoßestva Γ_φ.

166 A. A. IVANOV

Deæstvitel~no, my imeem x → ω(x) = ω_1(x) ∈ Γ_φ|x /∈ cl_τ 0_2 X,

ω_2(x) ∈ Γ_φ|x /∈ cl_τ 0_1 X,

(ω_1(x), ω_2(x)) ∈ Γ_φ|x ∈ cl_τ 0_1 X ∩ cl_τ 0_2 X .

Esli ω(x) = ω(y) dlØ nekotoryh toqek x, y iz X^′ \ X, to libo

ω_1(x) = ω_1(y) libo ω_2(x) = ω_2(y) libo (ω_1(x), ω_2(x)) = (ω_1(y), ω_2(y),

v sootvetstvii s fftimi sluqaØmi toqki x i y ne prinadleßat mnoßestvu cl_τ 0_2 X toqki x i y ne prinadleßat mnoßestvu cl_τ 0_1 X toqki x i y prinadleßat mnoßestvu cl_τ 0_1 X ∩ cl_τ 0_2 X.

V pervom sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_1-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet ω_1(x) ≠ ω_1(y).

Vo vtorom sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_2-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet ω_2(x) ≠ ω_2(y).

V tret~em sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_2-zamykanie ili τ^′_1-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet (ω_1(x), ω_2(x)) ≠ (ω_1(y), ω_2(y)).

Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda daet, v obwem sluqae, slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva, a v sootvetstvu¸wih qastnyh sluqaØh daet regulØrnoe rasxirenie, slabo regulØrnoe rasxirenie ili regulØrnoe slaboe rasxirenie. Opisyvat~ fftu konstrukci¸ my budem v terminah zamknutyh kofil~trov, tak kak v teorii slabyh rasxireniæ, v otliqie ot teorii rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, ispol~zovanie zamknutyh kofil~trov predpoqtitel~nee.

Pust~ Γ_1 i Γ_2 – kakie-to mnoßestva zamknutyh kofil~trov topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie kofil~trov vida γ_1(x) i γ_2(x) dlØ x ∈ X, sootvetstvenno. Pust~, dalee, φ : Γ_1 −→ Γ_2 – qastiqnoe mnogoznaqnoe otobraßenie, Γ_φ – grafik fftogo otobraßeniØ. Obrazuem mnoßestvo X^′ = X ∪ Γ_φ i vvedem na fftom mnoßestve dve topologiqeskie struktury τ^′_1 i

τ^′_2, opredelØemye sledu¸wimi bazisami zamknutyh mnoßestv.

DlØ τ^′_1 bazis sostoit iz vseh mnoßestv vida

F_1 ∪ {γ_1, (γ_1, γ_2)|F_1 ∈ γ_1 ∈ Γ_φ; F_1 ∈ γ_1, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ},

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 167 gde F_1 ∈ Cτ_1.

DlØ τ^′_2 bazis sostoit iz vseh mnoßestv vida

F_2 ∪ {γ_2, (γ_1, γ_2)|F_2 ∈ γ_2 ∈ Γ_φ; F_2 ∈ γ_2, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ},

gde F_2 ∈ Cτ_2.

Netrudno zametit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxirenie. �to sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ topologiqeskih struktur τ^′_1 i τ^′_2. Ono ØvlØetsØ takße slabo toqnym rasxireniem, to est~ dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x, y mnoßestva X^′, iz kotoryh po kraæneæ mere odna ne prinadleßit X, naædetsØ takoe mnoßestvo F ∈ X, qto cl_τ 0_1 F ili cl_τ 0_2 F soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Deæstvitel~no, pust~ x, y – proizvol~nye toqki mnoßestva

X^′. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto y ∈ X^′ \X = Γ_φ,

a x ∈ X ili x /∈ X. Pust~ x ∈ X, y ∈ X^′ \ X. DlØ y vozmoßny tri sluqaØ, a imenno: y = γ_1 ≠ γ_1(x), γ_1 ∈ Γ_1,

γ_2 ≠ γ_2(x), γ_2 ∈ Γ_2

(γ_1, γ_2), γ_1(x) ≠ γ_1 ∈ Γ_1, γ_2(x) ≠ γ_2 ∈ Γ_2 .

V pervom sluqae naædetsØ mnoßestvo F ⊂ X, kotoroe prinadleßit odnomu iz kofil~trov γ_1, γ_1(x) i ne prinadleßit drugomu i, sledovatel~no, cl_τ 0_1 F soderßit odnu iz toqek γ_1, x i ne soderßit drugu¸. Ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno, priqem v tret~em sluqae moßno ispol~zovat~ libo sootnoxenie

γ_1(x) ≠ γ_1, libo sootnoxenie γ_2(x) ≠ γ_2.

Pust~ teper~ toqki x, y prinadleßat Γ_φ. Esli oni prinadleßat mnoßestvu cl_τ 0_1 X ∪ cl_τ 0_2 X, to x = (γ_1, γ_2), y = (γ^′_1, γ^′_2), priqem libo γ_1 ≠ γ^′_1, libo γ_2 ≠ γ_2′. V pervom sluqae naædetsØ mnoßestvo F , prinadleßawee odnomu iz kofil~trov γ_1, γ^′_1 i ne prinadleßawee drugomu. Togda cl_τ 0_1 F soderßit odnu iz toqek x, y i ne soderßit drugu¸. Sluqaæ γ_2 ≠ γ_2′ rassmatrivaetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ hot~ odna iz toqek x, y, naprimer y, ne prinadleßit mnoßestvu cl_τ 0_1 X ∩ cl_τ 0_2 X. Budem, dlØ opredelennosti, sqitat~, qto y ∉ cl_τ 0_1 X i potomu y ∈ cl_τ 0_2 X. Esli x¯∈cl_τ 0_2 X, to cl_τ 0_2 X soderßit odnu iz toqek x, y i ne soderßit drugu¸. Ostalos~ rassmotret~ posledniæ sluqaæ, v kotorom obe toqki x, y prinadleßat cl_τ 0_2 X, a y ∉ cl_τ 0_1 X. Togda y = γ_2, v to vremØ kak x = γ^′_2 ili

x = (γ_1, γ^′_2). Esli x = γ^′_2, to γ^′_2 ≠ γ_2 i potomu naædetsØ mnoßestvo

168 A. A. IVANOV F , prinadleßawee odnomu iz fftih kofil~trov i ne prinadleßawee drugomu. Togda cl_τ 0_2 F budet soderßat~ odnu iz toqek x, y i ne soderßat~ drugu¸. Esli ße x = (γ_1, γ^′_2), to cl_τ 0_1 X budet soderßat~ toqku x i ne soderßat~ toqku y.

My pokazali v predyduwih razdelah, qto proizvol~noe slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2) opredelØetsØ faktiqeski grafikom Γ_φ (qastiqnogo) otobraßeniØ φ : Γ_1 −→ Γ_2, gde Γ_1 i Γ_2 – nekotorye mnoßestva kofil~trov v (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie kofil~trov vida γ_1(x) i γ_2(x) dlØ x ∈ X, sotvetstvenno.

Esli φ – qastiqnoe vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva Γ_1 v Γ_2, to my poluqaem regulØrnoe slaboe rasxirenie. Deæstvitel~no, pust~ x, y kakie-to razliqnye toqki iz cl_τ 0_1 X. Togda, bez naruxeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto x = γ_1, y = γ^′_1 ili x = γ_1, y = (γ^′_1, γ_2), ili x = (γ_1, γ_2), y = (γ^′_1, γ^′_2). Tak kak otobraßenie φ vzaimno odnoznaqnoe, to vo vseh fftih sluqaØh

γ_1 ≠ γ^′_1 i potomu toqki x, y vsegda razliqimy iz X i, sledova-

tel~no, (X^′, τ^′_1) – toqnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ_1). Analogiqno dokazyvaetsØ, qto (X^′, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ_2).

Esli φ – otobraßenie mnoßestva Γ_1 na Γ_2, to my poluqaem slabo regulØrnoe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva, esli ße φ – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva Γ_1 na Γ_2, to my poluqaem regulØrnoe rasxirenie. 5. Popolnenie biravnomernyh prostranstv. Vo mnogih sluqaØh rasxirenie bitopologiqeskogo prostranstva opredelØetsØ, hotØ i ne odnoznaqno, fiksirovannoæ na nem bistrukturoæ. V kaqestve takih bistruktur my budem rassmatrivat~ pary struktur blizosti ili pary struktur smeßnosti ili pary ravnomernyh struktur, zadannyh na nekotorom bitopologiqeskom v smysle Kelli prostranstve. Pri fftom my budem govorit~ o popolnenii zadannogo bitopologiqeskogo prostranstva po sootvetstvu- ¸weæ bistrukture.

Opredelenie. Troæka (X, ρ1, ρ2) nazyvaetsØ biravnomernym pro-

stranstvom, opredelennym na bitopologiqeskom prostranstve (X, τ_1, τ_2), esli ρ_1 i ρ_2 – ravnomernye struktury na topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

Zameqanie. �to opredelenie biravnomernogo prostranstva so-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 169 otvetstvuet opredeleni¸ bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva. Zdes~ ρ_1 i ρ_2 – sistemy τ_1-otkrytyh i τ_2- otkrytyh pokrytiæ, udovletvorØ¸wie usloviØm P_1, P_2.

Tak kak ravnomernaØ struktura (pokrytiæ), opredelennaØ na nekotorom mnoßestve, odnoznaqno opredelØet na nem topologiqesku¸ strukturu, to bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) odnoznaqno opredelØetsØ biravnomernym prostranstvom (X, ρ_1, ρ_2). Tem samym opredeleny rasxireniØ (ρ_1X, ρ_1τ_1) i (ρ_2X, ρ_2τ_2). Narosty fftih rasxireniæ, to est~ mnoßestva ρ_1X \X i ρ_2X \X oboznaqim qerez ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} , sootvetstvenno. Esli zadano nekotoroe, vozmoßno qastiqnoe i mnogoznaqnoe, otobraßenie φ : ^X_{ρ1} −→ ^X_{ρ2} (sparivanie), to opredeleno rasxirenie

((ρ_1, ρ_2)_φX, (ρ_1, ρ_2)_φτ_1, (ρ_1, ρ_2)_φτ_2)

bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) i popolnenie

((ρ_1, ρ_2)_φX, (ρ_1, ρ_2)_φρ_1, (ρ_1, ρ_2)_φρ_2)

biravnomernogo prostranstva (X, ρ_1, ρ_2), kotoroe my budem nazyvat~ (ρ_1, ρ_2)_φ-popolneniem.

TakaØ procedura popolneniØ biravnomernogo prostranstva trebuet, kak my videli, ne tol~ko zadaniØ dvuh ravnomernyh struktur, no i zadaniØ kakogo-nibud~ otobraßeniØ φ : ^X_{ρ1} −→

^X_{ρ2} . No zadanie takogo otobraßeniØ trebuet predvaritel~no

vvedeniØ mnoßestv ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} sootvetstvu¸wih fil~trov (kofil~trov), to est~ vvedeniØ dovol~no sloßnyh strukturnyh ob¨ektov.

My moßem oboæti ffti strukturnye trudnosti, vospol~zovavxis~ sledu¸weæ svoeobraznoæ konstrukcieæ. Rassmotrim proizvol~noe biravnomernoe prostranstvo (X, ρ_1, ρ_2), zadannoe na nekotorom bitopologiqeskom v smysle Kelli prostranstve

(X, τ_1, τ_2). Pust~ s_1 i s_2 – proizvol~nye pokrytiØ, prinadle-

ßawie ravnomernym strukturam ρ_1 i ρ_2, sootvetstvenno. Po fftim pokrytiØm moßno postroit~ pokrytie s_{12} = s_1 × s_2 =

{G_1 × G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ s_2}, ØvlØ¸weesØ otkrytym pokrytiem to-

pologiqeskogo prostranstva (X × X, τ_1 × τ_2). Sovokupnost~ takih pokrytiæ, vzØtyh po vsem fflementam s_1, s_2 ravnomernyh struktur ρ_1, ρ_2, obrazuet bazu {s_1 × s_2|s_1 ∈ ρ_1, s_2 ∈ ρ_2} ravnomernoæ

170 A. A. IVANOV struktury ρ_{12} = ρ_1 × ρ_2, opredelennoæ na topologiqeskom prostranstve (X ×X, τ_1 ×τ_2). �to sleduet iz oqevidnogo sootnoxeniØ

(G_1 × G_2) ∩ (G^′_1 × G^′_2) = (G_1 ∩ G^′_1) × (G_2 ∩ G_2′).

DlØ l¸bogo mnoßestva Φ ⊂ X × X moßno obrazovat~ ego s_{12}- okrußenie, a imenno U (Φ, s_{12}) = ⋃ (G_1 × G_2)|(G_1 × G_2) ∩ Φ ≠ ∅.

Sistemu vseh takih okrußeniæ mnoßestva Φ, vzØtu¸ po vsem fflementam s_1, s_2 ravnomernyh struktur ρ_1, ρ_2, oboznaqim qerez U(Φ, ρ12).

My moßem teper~ opredelØt~ razliqnye (ρ_1, ρ_2)_φ-popolneniØ biravnomernogo prostranstva (X, ρ_1, ρ_2) fiksiruØ to ili inoe podmnoßestvo Φ ⊂ X × X. Otobraßenie sparivaniØ φ : ^X_{ρ1} −→

^X_{ρ2} opredelØetsØ pri fftom sledu¸wim obrazom:

esli ω_1 ∈ ^X_{ρ1} , ω_2 ∈ ^X_{ρ2} , to φ(ω_1) = ω_2 togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo s_{12}-okrußeniØ mnoßestva Φ naædutsØ takie

G_1 ∈ ω_1, G_2 ∈ ω_2, qto G_1 × G_2 soderßitsØ v fftom okrußenii.

V qastnosti, esli Φ = ∅, to nikakie fflementy mnoßestv ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} ne spariva¸tsØ, esli ße Φ = X × X, to kaßdyæ fflement narosta φ : ^X_{ρ1} sparivaetsØ s kaßdym fflementom narosta ^X_{ρ2} . Primer. Pust~ X = (0, 1) – ediniqnyæ interval, τ1 = τ2 = τ – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura ediniqnogo intervala, ρ_1 =

ρ_2 = ρ – ravnomernaØ struktura na (X, τ ), opredelØemaØ rasxi-

reniem X^′ = [0, 1]. Mnoßestvo ^X_{ρ1} = ^X_{ρ2} sostoit iz dvuh toqek, skaßem toqki 0 i toqki 1. Suwestvuet xestnadcat~ razliqnyh otobraßeniæ dvuhtoqeqnogo mnoßestva .v sebØ, sqitaØ qastiqnye i mnogoznaqnye. My rassmotrim tol~ko dva iz nih, a imenno toßdestvennoe i invol¸ci¸ (φ(0) = 1, φ(1) = 0). V pervom sluqae nam dostatoqno vzØt~ v kaqestve Φ v X × X diagonal~ Δ, vo vtorom ße iz rassmatrivaemyh sluqaev v kaqestve Φ moßno vzØt~ poboqnu¸ diagonal~ {(x, y)|y = 1−x}. V oboih sluqaØh mnoßestvo

X^′ = [0, 1], to est~ popolnenie budet poluqat~sØ prisoedinenim

k X dvuhtoqeqnogo mnoßestva {0, 1}, no v pervom sluqae τ^′_1 = τ^′_2 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura ediniqnogo otrezka [0, 1], vo vtorom ße sluqae τ^′_1 ≠ τ^′_2, l¸baØ posledovatel~nost~, shodØwaØsØ k toqke 0 otnositel~no τ^′_1, shoditsØ k toqke 1 otnositel~no τ^′_2 i naoborot.

Biravnomernoe prostranstvo (X, ρ_1, ρ_2) moßno sqitat~ polnym, esli ravnomernye prostranstva (X, ρ_1) i (X, ρ_2) ØvlØ¸tsØ polnymi ravnomernymi prostranstvami. Pri takom poni-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 171 manii polnoty bitopologiqeskih ostranstv oba rassmotrenny v fftom primere popolneniØ budut polnymi bitopologiqeskimi prostranstvami.

6. �kvivalentnost~ strukturnoæ i kategornoæ teorii. V KT - teorii, kak, vproqem, i v T -teorii, kategornyæ i strukturnyæ podhody po-suwestvu ffkvivalentny. Delo v tom, qto imeet mesto vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu topologiqeskimi strukturami τ , opredelennymi na mnoßestve X, i sovokupnostØmi vseh nepreryvnyh otobraßeniæ f : (X, τ ) −→ (D, τ_r), gde

τ_r = {∅, D, {0}}. Pri fftom sootvetstvii kaßdoe mnoßestvo G ∈ τ

zadaetsØ nepreryvnym otobraßeniem f_G : (X, τ ) −→ (D, τ_r ), dlØ kotorogo

f_G(x) = { 0, x ∈ G 1, x ∉ G. , i, takim obrazom, τ ←→ {f_G|G ∈ τ } Analogiqno, moßno ustanovit~ sootvetstvie meßdu parami

(τ_1, τ_2) topologiqeskih struktur na X i sovokupnostØmi vseh bi-

nepreryvnyh otobraßeniæ

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_r , τ_0),

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_0, τ_r), gde τ_0 = {∅, D}. Pri fftom sootvetstvii kaßdoe mnoßestvo G, prinadleßawee

τ_1 ili τ_2 opØt~ zadaetsØ otobraßeniem f : X −→ D, dlØ kotorogo

f_G(x) = { 0, x ∈ G 1, x ∉ G. No, esli G ∈ τ_1, to otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_r , τ_0),

binepreryvno, esli ße G ∈ τ_2, to otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_0, τ_r),

172 A. A. IVANOV binepreryvno. Zametim, kstati, qto v obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv situaciØ soverxenno inaØ. Zdes~ strukturnyæ podhod i kategornyæ podhod ne ffkvivalentny drug drugu, bitopologiqeskie struktury ne opredelØ¸tsØ, v obwem sluqae, sovokupnostØmi sootvetstvu¸wih binepreryvnyh otobraßeniæ.

Deæstvitel~no, pust~ B – proizvol~no fiksirovannoe mnoßestvo bitopologiqeskih prostranstv. Togda naædetsØ mnoßestvo X, mownost~ kotorogo bol~xe mownosti mnoßestva toqek l¸bogo bitopologiqeskogo prostranstva iz B. Pust~, dalee,

β = {∅, X×X, Δ}. Rassmotrim vse vozmoßnye binepreryvnye oto-

braßeniØ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) dlØ vseh (X^′, β^′) ∈ B. DlØ togo qtoby sovokupnost~ vseh takih otobraßeniæ opredelila β neobhodimo suwestvovanie takih (X^′, β^′), f : (X, β) −→ (X^′, β^′), G^′ ∈ β^′, qto (f × f)^{−1}(G^′) = Δ. No, v silu predpolagaemogo nami sootnoxeniØ meßdu mownostØmi mnoßestv X i X^′, naædutsØ v X × X takie toqki x, y, x ≠ y, qto f(x) = f(y). DlØ fftih toqek (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)) = (f(x), f(x)) = (f × f)(x, x) ∈ G^′, to est~ (x, y) ∈ (f × f)^{−1}(G^′) i potomu Δ ≠ (f × f)^{−1}(G^′). No ffto i oznaqaet, qto B ne opredelØet β. Tem ne menee, kategornye metody mogut s uspehom primenØt~sØ ne tol~ko v kategoriØh T i KT , gde oni, kak bylo skazano, universal~ny, no i v kategorii BT . 7. SvØz~ s drugimi strukturami. V fftom zakl¸qitel~nom paragrafe pØtoæ glavy my ewe raz obratimsØ k voprosu o roli i meste bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv v razliqnyh oblastØh matematiki, ob ih harakternyh s fftoæ toqki zreniØ osobennostØh.

Odin iz osnovnyh principov primeneniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv sostoit v sledu¸wem. Dopustim, qto nas interesuet nekotoryæ klass otobraßeniæ kakih-to mnoßestv v sebØ ili ße v drugie mnoßestva. Dopustim, dalee, qto my hoteli by imet~ topologiqeskoe opisanie fftogo klassa, to est~ predstavit~ fftot klass, kak klass vseh nepreryvnyh otobraßeniæ fftih mnoßestv snabßennyh sootvetstvu¸wimi topologiqeskimi strukturami. Esli ffto vozmoßno, to budem govorit~, qto fftot klass imeet topologiqeskoe predstavlenie. K soßaleni¸ ffto ne vsegda vozmoßno, no v nekotoryh sluqaØh takoæ klass F moßno predstavit~ v vide pereseqeniØ F_1 ∩F_2 dvuh klassov F_1 i F_2, ka-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 173 ßdyæ iz kotoryh imeet topologiqeskoe predstavlenie. Klass F sostoit iz vseh otobraßeniæ f, dlØ kotoryh f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) nepreryvny i, sledovatel~no, nepreryvno otobraßenie f : (X, β) −→ (X^′, β^′). V fftoæ situacii my budem govorit~, qto klass F imeet bitopologiqeskoe (v smysle Kelli) predstavlenie, on ØvlØetsØ ob¨ektom bitopologiqeskoæ v smysle Kelli teorii i ego moßno izuqat~ v ramkah fftoæ teorii.

Drugim principom primeneniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ØvlØetsØ zamena odnoæ struktury dvumØ bolee prostymi. Rassmotrim, naprimer, topologizaci¸ mnoßestva P X, v kotoroæ mnoßestvo {P G, QG|G ∈ τ }, gde τ – fiksirovanaØ na X topologiqeskaØ struktura, obrazuet ee predbazu �tu topologiqesku¸ strukturu na P X my moßem zamenit~ dvumØ strukturami – τ_1 i τ_2, iz kotoryh odna imeet predbazoæ sovokupnost~ mnoßestv vida P G, a drugaØ – vida QG. �ti topologiqeskie struktury izuqa¸tsØ prowe, qem ishodnaØ. Ih sovmestnoe izuqenie est~ izuqenie sootvetstvu¸wego bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2).

Drugim primerom primeneniØ togo ße principa ØvlØetsØ zamena shodimosti ξ_n −→ ξ vewestvennyh sluqaænyh veliqin, opredelØemoæ usloviem shodimosti k nul¸ veroØtnosti P (|ξ_n −

ξ| ⩾ ϵ) dlØ l¸bogo ϵ > 0, na dve shodimosti, odna iz ko-

toryh opredelØetsØ usloviem shodimosti k nul¸ veroØtnosti

P (ξ_n − ξ ⩾ ϵ), a drugaØ opredelØetsØ usloviem shodimosti k nu-

l¸ veroØtnosti P (ξ − ξ_n ⩾ ϵ) dlØ l¸bogo ϵ > 0.

Struktura bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva sostoit iz dvuh samostoØtel~nyh qasteæ i v fftom ego principial~naØ osobennost~. Sovmestnoe izuqenie fftih qasteæ – osobennost~ teorii bitopologiqeskih prostranstv. V l¸boæ matematiqeskoæ teorii, v kotoroæ ob¨ekty mogut opisyvat~sØ parami bolee prostyh ob¨ektov est~ vozmoßnost~ primeneniØ teorii bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv.

174 A. A. IVANOV

Glava VI

ObwaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv

§1. Klassiqeskie konstrukcii

HotØ obwaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv suwestvenno otliqaetsØ ot klassiqeskoæ naliqiem original~nyh ideæ i konstrukciæ, v neæ vse ße naxlos~ mesto i dlØ klassiki. Takie ponØtiØ, kak podprostranstvo, faktorprostranstvo, prØmoe proizvedenie, svobodnoe ob¨edinenie, oslablenie, ime¸wie kategornyæ harakter, estestvenno vhodØt i v obwu¸ teori¸. 1. KategoriØ bitopologiqeskih prostranstv. Strukturnoe opisanie kategorii bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ pozvolØet vvesti strukturnye opredeleniØ mnogih klassiqeskih ponØtiæ.

Opredelenie. Budem govorit~, qto na mnoßestve X opredelena

bitopologiqeskaØ struktura β, esli β – topologiqeskaØ struktura na X × X.

Inaqe govorØ (X, β) – bitopologiqeskoe prostranstvo, esli (X × X, β) – topologiqeskoe prostranstvo.

Nekotorye bitopologiqeskie prostranstva v fftom ponimanii uße izuqalis~ – ffto ravnomernye prostranstva okrußeniæ. TakaØ struktura na mnoßestve X ØvlØetsØ mnoßestvom okrußeniæ diagonali, to est~ nekotoroæ sovokupnost~¸ podmnoßestv kvadrata X × X, soderßawih diagonal~ Δ = {(x, x)|x ∈ X}. TrebovaniØ, pred¨ØvlØemye k takoæ sovokupnosti, dela¸t ee topologiqeskoæ strukturoæ na X × X, esli prisoedinit~ k neæ pustoe mnoßestvo. Naxlis~ i razliqnye primeneniØ bitopologiqeskih struktur, naprimer v kusoqno lineænoæ topologii.

Estestvenno opredelØ¸tsØ (bi)nepreryvnye otobraßeniØ bitopologiqeqkih prostranstv.

Opredelenie. Budem govorit~, qto otobraßenie f : X −→ X^′

ØvlØetsØ (bi)nepreryvnym otobraßeniem f : (X, β) −→ (X^′, β^′), esli f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′), (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)), – nepreryvnoe otobraßenie.

Netrudno proverit~, qto klass bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ obrazuet kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez BTop ili qerez BT.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 175 Bitopologiqeskoe prostranstvo bylo opredeleno vyxe, kak mnoßestvo, rassmatrivaemoe vmeste s nekotoroæ topologiqeskoæ strukturoæ na ego kvadrate. Vozmoßno i drugoe ponimanie, bitopologiqeskogo prostranstva, pri kotorom beretsØ za osnovu ne mnoßestvo X a mnoßestvo X × X. Bitopologiqeskim prostranstvom budet togda topologiqeskoe prostranstvo (Y, β) s dopolnitel~noæ strukturoæ predstavleniØ Y v vide kvadrata X × X kakogo-nibud~ mnoßestva X. Tak kak v obwem sluqae takoe predstavlenie ne edinstvenno, to ono deæstvitel~no ØvlØetsØ dopolnitel~noæ strukturoæ na Y .

Bitopologiqeskoe prostranstvo v fftom ponimanii budet dovol~no sloßnym ob¨ektom, a imenno (Y, β, X, j), gde j – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie X × X na Y .

Meßdu rassmotrennymi variantami ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva net, po-suwestvu, osoboæ raznicy. V oboih sluqaØh my imeem delo s topologiqeskimi strukturami na mnoßestve X × X. Moßno, odnako, vvesti ewe odnu interpretaci¸ ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva, v kotorom mnoßestvo

X × X v Øvnom vide ne figuriruet.

Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe prostranstvo,

(x_λ|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema toqek v X,

(x_λ ∈ X dlØ kaßdogo λ ∈ Λ)). RassmatrivaØ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) vmeste s nekotoroæ toqkoæ x ∈ X, my budem govorit~ o prisoedinenii (x_λ|λ ∈ Λ) k toqke x, zapisyvaØ ffto prisoedinenie v vide (x_λ|λ ∈ Λ) → x (o shodimosti k toqke x zdes~ ne moßet byt~ i

reqi, tak kak topologiqeskaØ struktura na X ne opredelena). Opredelenie. Pust~ (xλ|λ ∈ Λ) → x, (yλ|λ ∈ Λ) → y. Budem go-

vorit~, qto sistema (y_λ|λ ∈ Λ) → y est~ rezul~tat perenosa sistemy (x_λ|λ ∈ Λ) → x iz toqki x v toqku y, esli ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). V fftom sluqae budem pisat~ (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ). Drugimi slovami ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ ((x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ)). Zameqanie. V obwem sluqae, opredelennoe zdes~ otnoxenie perenosa ne tranzitivno, ne simmetriqno i daße ne refleksivno.

176 A. A. IVANOV

V kaqestve bitopologiqeskogo prostranstva my moßem teper~ rassmatrivat~ proizvol~noe mnoßestvo X vmeste s nekotorym, opredelenym na nem, perenosom napravlennyh sistem toqek. �to sloßnoe po forme opredelenie obladaet nekotorym preimuwestvom naglØdnosti.

Suwestvovanie razliqnyh podhodov k ponØti¸ bitopologiqeskogo prostranstva pozvolØet var~irovat~ ih, vybiraØ naibolee podhodØwiæ, v toæ ili inoæ situacii, variant.

Kaßdomu variantu ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva sootvetstvuet svoe ponØtie binepreryvnogo otobraßeniØ.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva v smysle Kelli, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Otobraßenie f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli otobraßeniØ

f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2)

nepreryvny.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, β) sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Otobraßenie f : (X, β) −→ (X^′, β^′) nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli otobraßenie f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′) nepreryvno, (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)).

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (Y, β), gde (Y, β) – topologiqeskoe prostranstvo i Y = X × X, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Nepreryvnoe otobraßenie f : (Y, β) −→ (Y^′, β^′) s ukazannymi na Y i Y^′ predstavleniØmi Y = X × X, Y^′ = X^′ × X^′ nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli f = g × g, g : X −→ X^′.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak mnoßestva X s fiksirovannymi na nem perenosami (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) napravlennyh sistem toqek, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 177 Otobraßenie f : X −→ X^′ s ukazannymi na X i X^′ perenosami napravlennyh sistem toqek nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli iz (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) sleduet (f(x_λ)|λ ∈ Λ) →_{f(x),f(y)} (f(y_λ )|λ ∈ Λ). Netrudno dokazat~, qto vse ffti opredeleniØ binepreryvnosti otobraßeniæ perehodØt drug v druga pri zamene odnoæ formulirovki ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva na drugu¸. 2. Bitopologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva.

Opredelenie. Pust~ (X, β) – bitopologiqeskoe prostranstvo i

X^′ ⊂ X. Togda X^′ × X^′ ⊂ X × X i pofftomu topologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X ×X, induciruet na X^′ ×X^′ topologiqesku¸ strukturu β^′ = β|X^′ × X^′ = {G ∩ (X^′ × X^′)|G ∈ β}. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) budem nazyvat~ podprostranstvom bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto esli β = τ1 × τ2, – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura, to i β^′ = τ^′_1 × τ^′_2, gde

τ^′_1 = τ_1|X^′, τ^′_2 = τ_2|X^′ – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura.

Esli, krome togo, τ_1 = τ_2 = τ , to i τ^′_1 = τ^′_2 = τ^′. Deæstvitel~no,

τ_1 × τ_2|X^′ × X^′ = τ_1|X^′ × τ_2|X^′ = τ^′_1 × τ^′_2, τ × τ |X^′ × X^′ = τ |X^′ × τ |X^′.

Takim obrazom perehod k bitopologiqeskim podprostranstvam ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T . Opredelenie. Pust~ (X, β) – bitopologiqeskoe prostranstvo i

p-otobraßenie mnoßestva X na kakoe-to mnoßestvo X^{′′}. Togda p×p : X ×X −→ X^{′′} ×X^{′′}. �to otobraßenie pozvolØet opredelit~ na X^{′′} × X^{′′} topologiqesku¸ strukturu β^{′′} = (p × p)β = {G|(p × p)^{−1}(G) ∈ β}. Topologiqeskoe prostranstvo (X^{′′} × X^{′′}, β^{′′}) budet faktorprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), opredelennym otobraßeniem p × p. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^{′′}, β^{′′}) budem nazyvat~ faktorprostranstvom bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), opredelennym otobraßeniem p.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto esli β = τ1 × τ2 – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura, to i β^{′′} = τ^{′′}_1 × τ^{′′}_2 , gde

178 A. A. IVANOV

τ^{′′}_1 = pτ_1, τ^{′′}_2 = pτ_2, – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura.

Esli, krome togo, τ_1 = τ_2 = τ , to i τ^{′′}_1 = τ^{′′}_2 = τ^{′′}. Deæstvitel~no,

(p × p)(τ_1 × τ_2) = pτ_1 × pτ_2 = τ^{′′}_1 × τ^{′′}_2 , (p × p)(τ × τ ) = pτ × pτ = τ^{′′} × τ^{′′}.

Takim obrazom, perehod k bitopologiqeskim faktorprostranstvam ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T . 3. Bitopologiqeskie prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨- edineniØ.

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, βλ)|λ ∈ Λ) – sistema bitopologiqe-

skih prostranstv, X = ∏ X_λ|λ ∈ Λ – proizvedenie mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ, pr_λ : X −→ X_λ – proekciØ proizvedeniØ X na mnoßestvo X_λ,gde pr_λ(x) = x_λ dlØ kaßdogo x = (x_μ|μ ∈ Λ) ∈ X. Togda pr_λ × pr_λ otobraßaet X × X na X_λ × X_λ, (pr_λ × pr_λ)(x, y) = (x_λ, y_λ). Mnoßestva (pr_λ × pr_λ)^{−1}(U ), vzØtye po vsem λ ∈ Λ i vsem U ∈ β_λ, poroßda¸t na mnoßestve X × X topologiqesku¸ strukturu β. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyva¸t prØmym proizvedeniem bitopologiqeskih prostranstv semeæstva ((X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ). (X, β) = ∏ (X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. Pri izuqenii proizvedeniæ bitopologiqeskih prostranstv inogda okazyva¸tsØ poleznymi sledu¸wie soobraßeniØ.

Rassmotrim topologiqeskie prostranstva (X × X, β) i ∏ (X_λ × X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. Mnoßestva toqek fftih prostranstv ne sovpada¸t,

tak kak toqkami topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) i toqkami topologiqeskogo prostranstva ∏ (X_λ × X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ, budut,

sootvetstvenno, toqki ((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ)) i ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ).

Odnako meßdu fftimi toqkami imeetsØ kanoniqeskoe sootvetstvie ((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ)) ←→ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ). Pri fftom sootvetstvii mnoßestva {((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ))|(x_μ, y_μ) ∈ G ∈ β_μ)} i {((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ)|(x_μ, y_μ) ∈ G ∈ β_μ}, gde x_μ = pr_μ(x_λ|λ ∈ Λ), y_μ = pr_μ(y_λ|λ ∈ Λ), vzaimno perehodØt drug v druga dlØ l¸bogo fiksirovannogo μ ∈ Λ i l¸bogo fiksirovannogo G ∈ β_μ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 179 Ots¸da sleduet,qto ukazannoe sootvetstvie opredelØet gomeomorfizm meßdu topologiqeskimi prostranstvami (X × X, β) i ∏ (X_λ × X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. TopologiqeskaØ struktura vtorogo pro-

stranstva ØvlØetsØ proizvedeniem ∏ β_λ|λ ∈ Λ, topologiqeskaØ

struktura β pervogo prostranstva qerez β_λ v Øvnoæ forme v obwem sluqae ne vypisyvaetsØ.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto esli vse βλ ØvlØ¸tsØ razloßimymi bitopologiqeskimi strukturami, to i β budet razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Deæstvitel~no, pust~

β_λ = τ_λ × τ^′_λ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ. Togda v kaqestve poroßda¸-

wih topologiqesku¸ strukturu β na X × X moßno budet brat~ sovokupnost~ mnoßestv vida (pr_λ ×pr_λ)^{−1}(U ), ograniqivaØs~ sluqaem U = G_λ × G^′_λ, gde G_λ ∈ τ_λ, G^′_λ ∈ τ^′_λ. No v fftom sluqae

(pr_λ × pr_λ)^{−1}(G_λ × G^′_λ) = pr^{−1}_λ (G_λ) × pr^{−1}_λ (G^′_λ). Zametim teper~, qto

mnoßestva vida pr^{−1}_λ (G_λ) poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu τ = ∏ τ_λ|λ ∈ Λ, a mnoßestva vida pr^{−1}_λ (G^′_λ) poroßda¸t topolo-

giqesku¸ strukturu τ^′ = ∏ τ^′_λ|λ ∈ Λ, pofftomu β = τ × τ^′. Esli

k tomu ße τ_λ = τ^′_λ dlØ vseh λ ∈ Λ, to i τ = τ^′. Takim obrazom perehod k bitopologiqeskim proizvedeniØm ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T .

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, βλ)|λ ∈ Λ) – sistema bitopologiqe-

skih prostranstv, priqem my budem predpolagat~, qto X_λ∩X_μ = ∅ dlØ vseh λ ≠ μ iz Λ. Pust~ X = ∪X_λ|λ ∈ Λ. Vvedem na mnoßestve X ×X topologiqesku¸ strukturu β, sostoØwu¸ iz vseh mnoßestv U ⊂ X × X, udovletvorØ¸wih uslovi¸ U ∩ (X_λ × X_λ) ∈ β_λ dlØ vseh λ ∈ Λ. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyva- ¸t svobodnym ob¨edineniem bitopologiqeskih prostranstv semeæstva ((X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ).

Zameqanie. Zametim, qto za iskl¸qeniem trivial~nogo sluqaØ, kogda Λ – odnotoqeqnoe mnoßestvo, ob¨edinenie ∪(X_λ ×X_λ)|λ ∈ Λ ne sovpadaet s X × X. Pofftomu v prostranstve (X × X, β) vsegda imeetsØ diskretnaØ qast~. �tot fakt pozvolØet legko stroit~ primery, v kotoryh iz razloßimosti vseh β_λ, λ ∈ Λ, ne sleduet razloßimost~ β. Bolee togo, daße v sluqae kogda β_λ = τ_λ × τ_λ dlØ vseh λ ∈ Λ, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) ØvlØ¸- weesØ svobodnym ob¨edineniem prostranstv (X_λ, τ_λ × τ_λ), budet,

180 A. A. IVANOV kak pravilo, nerazloßimym. Prosteæxim primerom takogo roda ØvlØetsØ svobodnoe ob¨edinenie (X, β) trivial~nogo dvuhtoqeqnogo bitopologiqeskogo prostranstva i odnotoqeqnogo bitopologiqeskogo prostranstva.

4. Prosteæxie konstrukcii. TeoriØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, stavxaØ nyne klassiqeskoæ, razvivalas~ kak nekotoroe obobwenie teorii topologiqeskih prostranstv. Avtory stateæ formulirovali opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k bitopologiqeskim prostranstvam, peredelyvaØ sootvetstvu¸wim obrazom te ili inye opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k topologiqeskim prostranstvam. Naprimer, usloviØ tipa “G ∈ τ ” dlØ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) zamenØlos~ na uslovie “G ∈ τ_1” ili “G ∈ τ_2” dlØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2). TakaØ zamena mogla osuwestvlØt~- sØ po-raznomu i potomu v KT -teorii my imeem razliqnye obobweniØ odnih i teh ße opredeleniæ i utverßdeniæ T -teorii. Ime¸tsØ i drugie priqiny neodnoznaqnosti obobweniæ, no tak ili inaqe imelo mesto rasweplenie formulirovok. Takoe rasweplenie voznikaet i pri perehode ot KT -teorii k BT -teorii. Process obobweniØ opredeleniæ i utverßdeniæ okazyvaetsØ zdes~ daße bolee variantnym, tak kak pri fftom mogut byt~ ispol~zovany raznoobraznye svØzi meßdu BT -prostranstvami, KT -prostranstvami i T -prostranstvami. S fftoæ toqki zreniØ predstavlØ¸t interes konstrukcii, ustanavliva¸wie takogo roda svØzi. My rassmotrim zdes~ nekotorye iz takih konstrukciæ, a imenno diagonal~nu¸, gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestv, pod¨ema, prØmougol~nyh oboloqek.

1. Diagonal~naØ konstrukciØ. Pust~ (X, β)-proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. BitopologiqeskaØ struktura β, ØvlØ- Øs~ topologiqeskoæ strukturoæ na mnoßestve X ×X, induciruet topologiqesku¸ strukturu β|Δ na diagonali Δ ⊂ X × X. Vloßenie i : X −→ X ×X, i(x) = (x, x), perenosit strukturu β|Δ na mnoßestvo X, rezul~tat perenosa oboznaqim qerez β|X. Takim obrazom bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β) stavitsØ v sootvetstvie topologiqeskoe prostranstvo (X, β|X). Takoe sootvetstvie imeet funktornyæ harakter, tak kak esli f : (X, β) −→ (X^′, β^′) – binepreryvnoe otobraßenie, to f : (X, β|X) −→ (X^′, β^′|X^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Sootvetstvu¸wiæ funktor P : BT −→ T ØvlØetsØ daße retrakcieæ, tak kak on toßdestvenen na T (my

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 181 uslovilis~ sqitat~, qto T ⊂ BT ).

2. Gorizontal~naØ i vertikal~naØ konstrukcii. Razliqnye konstrukcii svØzany s tak nazyvaemymi sledami bitopologiqeskih struktur na gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah. Pust~

(X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. Bitopo-

logiqeskaØ struktura β, ØvlØØs~ topologiqeskoæ strukturoæ na mnoßestve X × X, induciruet topologiqesku¸ strukturu na kaßdom gorizontal~nom mnoßestve X ×{y} i na kaßdom vertikal~- nom mnoßestve {x} × X. Budem oboznaqat~ ffti topologiqeskie struktury (sledy β) qerez β( , y) i β(x, ), sootvetstvenno. Vlo- ßeniØ j(y) : X −→ X × X, j(x) : X −→ X × X, j(y)(x) = (x, y), j(x)(y) = (x, y), pozvolØ¸t perenesti topologiqeskie struktury β( , y) i β(x, ) na X, rezul~taty perenosa budem takße oboznaqat~

qerez β( , y) i β(x, ). My poluqaem, takim obrazom, dve sistemy sledov struktury β, a imenno: gorizontal~nu¸ sistemu sledov

(β( , y)|y ∈ X) i vertikal~nu¸ sistemu sledov (β(x, )|x ∈ X).

Suwestvu¸t razliqnye sposoby postroeniØ topologiqeskoæ struktury po dannoæ sisteme topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve. V qastnosti, moßno postroit~ topologiqesku¸ strukturu τ_1 po gorizontal~noæ sisteme sledov i, vozmoßno drugim sposobom, postroit~ topologiqesku¸ strukturu τ_2 po vertikal~noæ sisteme sledov. Tem samym budet ustanovleno nekotoroe sootvetstvie meßdu bitopologiqeskimi prostranstvami i bitopologiqeskimi v smysle Kelli prostranstvami. PonØtno, qto takoe sootvetstvie opredeleno neodnoznaqno, ono zavisit ot vybrannyh sposobov postroeniØ topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2. Ono ne obØzatel~no budet funktornym sootvetstviem. Naprimer, esli τ_1 i τ_2 ØvlØ¸tsØ pereseqeniØmi gorizontal~nyh sledov i, sootvetstvenno, vertikal~nyh sledov, to poluqennoe takim sposobom sopostavlenie F : BT → KT budet funktornym. Esli, s drugoæ storony, τ_1 i τ_2 ØvlØ¸tsØ ob¨- edineniØmi sootvetstvu¸wih sledov, to sopostavlenie ne budet funktornym. Deæstvitel~no, esli f : (X, β) −→ (X^′, β^′) ØvlØetsØ binepreryvnym otobraßeniem, to kaßdoe vertikal~noe (gorizontal~noe) v X × X mnoßestvo otobraßaetsØ pri fftom nepreryvno v sootvetstvu¸wee vertikal~noe (gorizontal~noe) v

X^′ × X^′ mnoßestvo. Ots¸da sleduet, qto probraz sleda bitopo-

logiqeskoæ struktury β^′ na l¸bom vertikal~nom (gorizontal~- nom) v X^′ × X^′ mnoßestve soderßitsØ v slede bitopologiqeskoæ

182 A. A. IVANOV struktury β na sootvestvu¸wem vertikal~nom (gorizontal~nom) v X×X mnoßestve, esli takoe mnoßestvo suwestvuet. Esli f otobraßaet X na X^′, to v kaßdoe vertikal~noe (gorizontal~noe) v

X^′ × X^′ mnoßestvo otobraßaetsØ kakoe-nibud~ vertikal~noe (go-

rizontal~noe) v X × X mnoßestvo, pofftomu f-proobraz kak pereseqeniØ tak i ob¨edineniØ sledov struktury β^′, budet soderßat~sØ v pereseqenii ili, sootvetstvenno, v ob¨edinenii sledov struktury β. V fftom sluqae otobraßeniØ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′), budut nepreryvnymi. Esli ße f(X) ≠ X^′, to naædetsØ vertikal~noe (gorizontal~noe) v X^′ × X^′ mnoßestvo, ne soderßaweesØ v (f × f)(X × X). Binepreryvnost~ otobraßeniØ f ne zavisit ot sledov struktury β^′ na takih mnoßestvah, pofftomu moßno sqitat~ ih diskretnymi. Pri ob¨edinenii sootvetstvu¸wih sledov my poluqim diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, v to vremØ kak ob¨edinenie sledov struktury β moßet okazat~sØ i ne diskretnym. Qto ße kasaetsØ pereseqeniØ sledov to ono moßet tol~ko umen~xitsØ v svØzi s privleqeniem sledov struktury β^′ na vertikal~nyh (gorizontal~nyh) mnoßestvah, ne soderßawihsØ v (f × f)(X × X). Pofftomu otobraßeniØ f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) okaßutsØ nepreryvnymi.

3. Metod pod¨ema. Privedennye vyxe konstrukcii opredelØli sootvetstviØ toßdestvennye na topologiqeskih prostranstvah. Rassmotrim teper~ konstrukci¸, opredelØ¸wu¸ funktor

F : BT −→ T , ne toßdestvennyæ na T .

Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. Poloßim F (X, β) = (X × X, β), F (f) = f × f. Esli β = τ × τ , to

F (X, β) = (X × X, β) = (X, τ ) × (X, τ ) i, takim obrazom, funktor

F perevodit l¸boe topologiqeskoe prostranstvo v ego kvadrat. ZamenØØ prostranstva i otobraßeniØ, vhodØwie v opredeleniØ i utverßdeniØ kakoæ-nibud~ T -teorii, na ih F -proobrazy, my poluqaem, koneqno, opredeleniØ i utverßdeniØ nekotoroæ BT - teorii. Odnako my ne moßem utverßdat~, qto poluqili pri fftom sootvetstvu¸wee obobwenie ishodnoæ T -teorii. �to budet tak tol~ko i tom sluqae, kogda ffta T -teoriØ invariantna otnositel~no odnovremennogo perehoda k kvadratam topologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ. Naprimer, tak nel~zØ obobwat~ teori¸ razmernosti topologiqeskih prostranstv.

4. Krest konstrukciØ. Sledu¸waØ konstrukciØ moßet Øvit~sØ osnovoæ svoeobraznoæ bitopologiqeskoæ teorii.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 183 Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo.

DlØ l¸boæ toqki (x, y) ∈ X ×X odnoznaqno opredelena bitopologiqeskaØ struktura β(x, y) = β( , y)×β(x, ) ili, qto, po-suwestvu, to ße samoe, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β( , y), β(x, )). Pust~ P – nekotoroe svoæstvo KT -prostranstv. Togda v X × X odnoznaqno opredeleno mnoßestvo P(β) vseh toqek (x, y), dlØ kotoryh bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo

(X, β( , y), β(x, )) obladaet svoæstvom P. Voznika¸waØ na fftoæ

osnove teoriØ ØvlØetsØ obobweniem KT -teorii v tom smysle, qto dlØ kaßdogo KT -prostranstva (X, τ_1, τ_2) mnoßestvo P(β) libo sovpadaet s X × X libo pusto, v obwem ße sluqae vozmoßny i drugie varianty. Zdes~ predstavlØet interes izuqenie mnoßestva P(β) ⊂ X × X dlØ dannogo svoæstva P i dannoæ bitopologiqeskoæ struktury β, a takße izuqenie sootnoxeniæ meßdu

P(β) dlØ razliqnyh svoæstv P i razliqnyh bitopologiqeskih

struktur β.

5. Nepolnye konstrukcii. KaßdaØ iz rassmotrennyh nami konstrukciæ odnoznaqno opredelØet sootvetstvu¸wu¸ svØz~ meßdu bitopologiqeskimi prostranstvami i bitopologiqeskimi v smysle Kelli prostranstvami ili ße topologiqeskimi prostranstvami. �ti konstrukcii vpolne opredelØ¸t sootvetstvu- ¸wie BT -teorii i pofftomu ih moßno sqitat~, tak skazat~, polnymi konstrukciØmi. No est~ i nepolnye konstrukcii, ostavlØ- ¸wie vozmoßnost~ vybora variantov pri postroenii obobweniØ toæ ili inoæ KT -teorii ili T -teorii. Takie konstrukcii soderßat tol~ko ukazaniØ na harakter sootvetstvu¸wih obobweniæ. My moßem, naprimer, fiksirovat~ kakoæ-nibud~ funktor kategorii BT v sebØ i rassmatrivat~ ego kompozicii s razliqnymi funktorami, ustanavliva¸wimi te ili inye svØzi meßdu kategoriØmi BT , KT , T . Rassmotrim, naprimer, metod prØmougol~nyh oboloqek.

Pust~ β –proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struktura na X. PerehodØ ot mnoßestva A k ego prØmougol~noæ oboloqke [A], my poluqim mnoßestvo, ne prinadleßawee v obwem sluqae k β. Sovokupnost~ prØmougol~nyh oboloqek vseh mnoßestv prinadleßawih β poroßdaet nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez [β]. V obwem sluqae β ≠ [β].Moßet sluqit~sØ, qto [β] ⊂ β, naprimer dlØ

β = {∅, X × X, Δ} ego prØmougol~naØ oboloqka [β] = {∅, X × X}

184 A. A. IVANOV strogo soderßitsØ v β. Vozmoßen i sluqaæ β ⊂ [β], naprimer dlØ struktury β, sostoØweæ iz vseh podmnoßestv diagonali i

X × X. PostroennaØ takim sposobom operaciØ perehoda ot odno-

go bitopologiqeskogo prostranstva k drugomu toßdestvenna na razloßimyh bitopologiqeskih prostranstvah.

6. Ob¨edineniØ. Svobodnye ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi proizvol~nyh ob¨edineniæ. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – kakoe-nibud~ pokrytie mnoßestva X. Predpoloßim, qto na kaßdom mnoßestve X_ξ opredelena bitopologiqeskaØ struktura β_ξ , ξ ∈ Ξ i vse ffti bitopologiqeskie struktury soglasovany tak, qto dlØ kaßdyh ξ, η iz Ξ struktury β_ξ , β_η induciru¸t na X_ξ ∩ X_η odnu i tu ße bitopologiqesku¸ strukturu β_{ξη} , priqem (X_ξ × X_ξ ) ∩ (X_η × X_η ) prinadleßit kak β_ξ tak i β_η. BitopologiqeskaØ struktura β, induciru¸waØ na kaßdom mnoßestve X_ξ, bitopologiqesku¸ strukturu β_ξ , nazyvaetsØ ob¨- edineniem bitopologiqeskih struktur X_ξ , vzØtym po vsem ξ ∈ Ξ. ˚sno, qto svobodnoe ob¨edinenie ØvlØetsØ ego qastnym sluqaem. Estestvenno voznikaet problema suwestvovaniØ i problema edinstvennosti ob¨edineniØ pri teh ili inyh usloviØh.

�ta bitopologiqeskaØ problema svoditsØ, oqevidno, k sootvetstvu¸weæ topologiqeskoæ probleme. Kaßdomu mnoßestvu

X_ξ ⊂ X sootvetstvuet mnoßestvo X_ξ × X_ξ ⊂ X × X. K soßaleni¸

mnoßestva X_ξ × X_ξ ne obrazu¸t, kak pravilo, pokrytie mnoßestva X×X, hotØ oni pokryva¸t diagonal~ Δ. My moßem, odnako, popytat~sØ dopolnit~ sistemu (X_ξ × X_ξ |ξ ∈ Ξ) do kakoæ-nibud~ sistemy (H_μ|μ ∈ M ), Ξ ⊂ M , H_μ ⊂ X × X, obrazu¸weæ pokrytie mnoßestva X × X. Esli udastsØ vvesti na vseh mnoßestvah H_μ soglasovannye drug s drugom, v upomØnutom vyxe smysle, topologiqeskie struktury β_μ, sovpada¸wie s β_μ dlØ μ ∈ Ξ, to nam ostaetsØ tol~ko naæti na X × X topologiqesku¸ strukturu β, soglasovannu¸ so vsemi β_μ. �to i budet ob¨edineniem bitopologiqeskih struktur β_ξ, vzØtoe po vsem ξ ∈ Ξ.

Zametim, preßde vsego, qto takoe ob¨edinenie bitopologiqeskih struktur opredeleno neodnoznaqno. �ta neodnoznaqnost~ poroßdaetsØ razliqnymi priqinami, preßde vsego neodnoznaqnost~¸ vybora H_μ i β_μ. Netrudno pokazat~ sootvetstvu¸wimi primerami, qto i dlØ fiksirovannyh H_μ i β_μ ob¨edinenie opredeleno neodnoznaqno. Odnako posledn¸¸ priqinu neodnoznaqnosti moßno preodolet~, rassmatrivaØ maksimal~noe

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 185 ob¨edinenie, kotoroe vsegda suwestvuet. Ono sostoit iz vseh

U ⊂ X × X, dlØ kotoryh kaßdoe U ∩ H_μ ∈ β_μ, μ ∈ M . DlØ to-

go qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno zametit~, qto v naxih usloviØh β_{ξη} ⊂ (β_ξ ∩ β_η) dlØ l¸byh ξ i η iz M .

7. OslableniØ. Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe prostranstvo i A – kakaØ-nibud~ sistema podmnoßestv v X × X. Na kaßdom mnoßestve A ∈ A opredelena topologiqeskaØ struktura

β_A inducirovannaØ na A ⊂ X × X topologiqeskoæ strukturoæ β,

opredelennoæ na X × X. Rassmotrim strukturu β_A, sostoØwu¸ iz vseh teh podmnoßestv U mnoßestva X × X, dlØ kotoryh iz

A ∈ A sleduet U ∩ A ∈ β_A. Struktura β_A ØvlØetsØ, oqevidno,

topologiqeskoæ strukturoæ na X × X i β ⊂ β_A. V qastnosti, esli A sostoit tol~ko iz X × X, to β = β_A, esli ße A = ∅, to β_A – diskretnaØ bitopologiqeskaØ struktura. GovorØt, qto bitopologiqeskaØ struktura β_A poluqena oslableniem bitopologiqeskoæ struktury β po sisteme A.

Vozmoßen, odnako, i drugoæ sposob oslableniØ, kogda za osnovu berutsØ ne otkrytye, a zamknutye mnoßestva. V fftom variante rassmatrivaetsØ ne β, a Cβ – struktura zamknutyh mnoßestv i struktura (Cβ)_A, sostoØwaØ iz vseh teh podmnoßestv F mnoßestva X × X, dlØ kotoryh iz A ∈ A sleduet F ∩ A ∈ (Cβ)_A. Struktura (Cβ)_A ØvlØetsØ, oqevidno, strukturoæ zamknutyh mnoßestv na X × X i Cβ ⊂ (Cβ)_A. V qastnosti, esli A sostoit tol~ko iz

X × X, to Cβ = (Cβ)_A, esli ße A = ∅, to (Cβ)_A – diskretnaØ

struktura zamknutyh mnoßestv. I v fftom sluqae budem govorit~, qto struktura (Cβ)_A poluqena oslableniem struktury Cβ po sisteme A. V koneqnom sqete oba varianta oslableniØ ffkvivalentny, kak ffkvivalentna struktura otkrytyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva ego strukture zamknutyh mnoßestv. Zameqanie. Procedura oslableniØ, opisannaØ zdes~, imeet smysl dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), a ne tol~ko dlØ topologiqeskogo prostranstva (X ×X, β), to est~ dlØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

8. Nasledstvennost~ oslableniØ. Pust~ τ_A – oslablenie topologiqeskoæ struktury τ na X posredstvom nekotoroæ sistemy A podmnoßestv mnoßestva X, (X^′, τ^′) – podprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). My moßem rassmotret~ tri procedury oslableniØ struktury τ^′, a imenno proceduru da¸- wu¸ τ^′_A0 – oslablenie topologiqeskoæ struktury τ^′ po sisteme

186 A. A. IVANOV

A^′ = {A∩X^′|A ∈ A}, proceduru da¸wu¸ τ_A0 |X^′ – topologiqesku¸

strukturu, inducirovannu¸ na X^′ oslableniem topologiqeskoæ struktury τ po sisteme A^′ = {A ∩ X^′|A ∈ A} i proceduru da- ¸wu¸ τ_A|X^′ – topologiqesku¸ strukturu, inducirovannu¸ na

X^′ topologiqeskoæ strukturoæ τ_A zadannoæ na X. Netrudno do-

kazat~, qto meßdu fftimi strukturami ime¸t mesto sledu¸wie vkl¸qeniØ: τ_A|X^′ ⊂ τ_A0 |X^′ ⊂ τ^′_A0 Deæstvitel~no, pust~ U^′ ∈ τ_A|X^′, to est~ U^′ = U ∩ X^′ i U ∩ A ∈

τ |A dlØ kaßdogo A ∈ A. Togda U ∩ A^′ ∈ τ |A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′.

Tem samym dokazano pervoe vkl¸qenie.

Pust~, teper~, U^′ ∈ τ_A0 |X^′ to est~ U^′ = U ∩ X^′ i U ∩ A^′ ∈ τ |A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′. Togda (U ∩ A) ∩ X^′ ∈ τ |A^′, to est~ U^′ ∩ A^′ ∈

τ^′|A^′, otkuda sleduet, qto U^′ ∈ τ^′_A0 . Tem samym dokazano i vtoroe

vkl¸qenie.

Vtoroe iz fftih vkl¸qeniæ obratimo, tak kak U^′ ∈ τ_A0 |X^′ ⇐⇒

U^′ = U ∩ X^′, gde U ∈ τ_A0 , to est~ U ∩ A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′ ⇐⇒ U^′ ∩ A^′ ∈ τ^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′ ⇐⇒ U^′ ∈ τ^′|X^′.

K soßaleni¸, pervoe iz dokazannyh vyxe vkl¸qeniæ neobratimo, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {a0, a1, a2}, τ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X, X^′ = {a_1, a_2}, (X^′, τ^′) – podprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), sistema A sostoit iz dvuh mnoßestv, a imenno iz mnoßestva A_1 = {a_0, a_1} i mnoßestva

A_2 = {a_0, a_2}. Togda sistema A^′ budet sostoØt~ iz dvuh odno-

toqeqnyh mnoßestv A^′_1 = {a_1} i X^′ = {a_2}, isqerpyva¸wih X^′. V fftom sluqae struktura τ_A|X^′ budet trivial~noæ. Deæstvitel~- no, pust~ U ∈ τ_A, to est~ U ∩ A_1 ∈ τ |A_1 i U ∩ A_2 ∈ τ |A_2 no togda

U ∩ A_1 = A_1 i U ∩ A_2 = A_2 i potomu U = X. Ots¸da sleduet,

qto τ_A – takße trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X i pofftomu τ_A|X^′ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X^′. S drugoæ storony, hotØ τ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X, no A^′ sostoit iz odnotoqeqnyh mnoßestv i pofftomu τ_A0 – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura. Ots¸da sleduet, qto topologiqeskie struktury τ_A|X^′ i τ_A0 |X^′ razliqny.

Iz rassmotrennogo primera sleduet takße, qto topologiqeskie struktury τ_A|X^′ i τ^′_A0 voobwe govorØ razliqny. Moßno,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 187 odnako, dokazat~, qto v nekotoryh sluqaØh imeet mesto ih sovpadenie. My rassmotrim zdes~ sledu¸wie sluqai:

1) X^′ – τ_A-otkrytoe mnoßestvo, 2) X^′ – τ_A-zamknutoe mnoßestvo, 3) A sostoit iz podmnoßestv mnoßestva X^′. Vo vseh fftih sluqaØh nam dostatoqno dokazat~ vkl¸qenie τ^′_A0 ⊂ τ_A|X^′, tak kak obratnoe vkl¸qenie vsegda imeet mesto.

Sluqaæ 1). Pust~ mnoßestvo G^′ ØvlØetsØ τ^′_A0 -otkrytym mnoßestvom, to est~ G^′ ∩A^′ ∈ τ^′|A^′. Tak kak τ^′|A^′ = τ |A^′ i G^′ ∩A^′ = G^′ ∩A to G^′ ∩ A ∈ τ |A^′. Zametim, teper~, qto dlØ l¸bogo A ∈ A my imeem vkl¸qenie τ |A^′ ⊂ τ |A. Deæstvitel~no, v sluqae 1) trebuetsØ, qtoby X^′ ∩ A ∈ τ |A ili, qto to ße samoe, A^′ ∈ τ |A otkuda trebuemoe vkl¸qenie i sleduet. Takim obrazom, dlØ l¸bogo A ∈ A my imeem G^′ ∩ A ∈ τ |A, to est~ G^′ ∈ τ_A.

Sluqaæ 2) rassmatrivaetsØ analogiqno.

Sluqaæ 3). V fftom sluqae A = A^′, pofftomu uslovie G^′ ∩ A^′ ∈

τ^′|A^′ sovpadaet s usloviem G^′ ∩ A ∈ τ^′|A. S drugoæ storony (τ |X^′)|A^′ = τ |A^′ i, tak kak A = A^′, to τ^′|A = τ |A i pofftomu G^′ ∩ A^′ ∈ τ^′|A^′ vleqet G^′ ∩ A ∈ τ |A. Ots¸da sleduet vkl¸qenie τ^′_A0 ⊂ τ_A|X^′.

§2. Refleksivnye, simmetriqnye i tranzitivnye bitopologiqeskie struktury

Nekotorye bitopologiqeskie struktury ime¸t te ili inye osobennosti, pozvolØ¸wie ob¨edinit~ ih v sootvetstvu¸wie klassy. Zdes~ budut predstavleny nekotorye iz takih klassov. 1. Refleksivnye struktury.

Opredelenie. Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura

β, opredelennaØ na mnoßestve X, refleksivna, esli refleksivno sootvetstvu¸wee eæ otnoxenie perenosa (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), to est~ dlØ l¸boæ napravlennoæ sistemy toqek (x_λ|λ ∈ Λ) v X i l¸boæ toqki x ∈ X imeem (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,x} (x_λ|λ ∈ Λ).

188 A. A. IVANOV

Zameqanie. Refleksivnost~ bitopologiqeskoæ struktury β ffkvivalentna uslovi¸ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), gde toqka x ∈ X i sistema (x_λ|λ ∈ Λ) proizvol~ny.

Teorema. BitopologiqeskaØ struktura β refleksivna togda i

tol~ko togda, kogda l¸boe otkrytoe v (X × X, β) mnoßestvo G libo ne imeet obwih toqek s diagonal~¸ libo ee soderßit, to est~ G ∈ β, G ∩ Δ ≠ ∅ =⇒ Δ ⊂ G. Dokazatel~stvo. Pust~ β – nekotoraØ refleksivnaØ bitopologiqeskaØ struktura na X, G ∈ β, (x, x) ∈ G ∩ Δ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku (y, y) ∈ Δ, odnotoqeqnoe napravlennoe mnoßestvo Λ i napravlennu¸ sistemu ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ), v kotoroæ x_λ = y. V silu refleksivnosti β imeet mesto shodimost~ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x). Togda (x_λ, x_λ) = (y, y) ∈ G, tak kak G ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, x) v (X × X, β). No ffto oznaqaet, qto l¸baØ toqka (y, y) diagonali prinadleßit mnoßestvu G. Tem samym dokazano, qto Δ ⊂ G. Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ G ∈ β, G ∩ Δ ≠

∅ =⇒ Δ ⊂ G. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku (x, x) ∈ Δ.

Pust~ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema. Esli (x, x) ∈ G ∈ β, to Δ ⊂ G, pofftomu (x_λ, x_λ) ∈ G dlØ vseh

λ ∈ Λ. No ffto oznaqaet, qto ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x), to est~ β – refleksivnaØ bitopologiqeskaØ struktura.

Rassmotrim proizvol~nu¸, ne obØzatel~no refleksivnu¸, bitopologiqesku¸ strukturu β. Po neæ moßno postroit~ strukturu refβ, sostoØwu¸ iz vseh fflementov struktury β, libo ne pereseka¸wihsØ s diagonal~¸ (mnoßestva pervogo tipa), libo ee soderßawih (mnoßestva vtorogo tipa). Struktura refβ budet takße bitopologiqeskoæ strukturoæ na X, to est~ topologiqeskoæ strukturoæ na X × X. Deæstvitel~no, zametim, preßde vsego, qto ∅ ∈ refβ, tak kak ∅ ∩ Δ = ∅, X × X ∈ refβ, tak kak

Δ ⊂ X × X. Zametim, dalee, qto esli sovokupnost~ fflementov

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 189 struktury refβ sostoit tol~ko iz mnoßestv pervogo (vtorogo) tipa, to ob¨edinenie i pereseqenie fflementov fftoæ sovokupnosti prinadleßit pervomu (vtoromu) tipu. Esli v fftu sovokupnost~ vhodØt kak mnoßestva pervogo, tak i mnoßestva vtorogo tipa, to ih ob¨edinenie budet mnoßestvom vtorogo, a pereseqenie – pervogo tipa. Itak, refβ est~ bitopologiqeskaØ struktura. Bolee togo, po postroeni¸ ona refleksivna. Opredelenie. Defektom refleksivnosti struktury β budem na-

zyvat~ strukturu derβ = β \ refβ.

DlØ proizvol~noæ bitopologiqeskoæ struktury β celesoobrazno rassmatrivat~ takße sledu¸wie struktury: strukturu Δβ sostoØwu¸ iz okrußeniæ diagonali, to est~ iz mnoßestv

G ∈ β, Δ ⊂ G, i pustogo mnoßestva, a takße strukturu ∇β so-

stoØwu¸ iz β-sputnikov diagonali, to est~ iz mnoßestv G ∈ β,

Δ ∩ G = ∅, i vsego mnoßestva X × X. ˚sno, qto Δβ ∪ ∇β = refβ.

2. Simmetriqnye struktury.

Opredelenie. Budem govorØt, qto bitopologiqeskaØ struktura

β na X simmetriqna, esli sotvetstvu¸wee eæ otnoxenie perenosa (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), simmetriqno, to est~ (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) ⇐⇒ (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,x} (x_λ|λ ∈ Λ). Zameqanie. Uslovie simmetriqnosti struktury β ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ ((y_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, x). Netrudno zametit~,qto bitopologiqeskaØ struktura β na X ØvlØetsØ simmetriqnoæ togda i tol~ko togda, kogda β, kak topologiqeskaØ struktura na X × X, simmetriqna otnositel~no diagonali, to est~ otobraßenie φ : (X × X, β) −→ (X × X, β),

φ(x, y) = (y, x) ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

Kaßdomu bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β) moßno sopostavit~ bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β^{−1}), gde β^{−1} = {G^{−1}|G ∈ β}, G^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ G},

190 A. A. IVANOV inaqe govorØ, β^{−1} = φ(β).

Esli bitopologiqeskaØ struktura β simmetriqna, to niqego novogo my pri fftom ne poluqaem. V protivnom sluqae my moßem rassmatrivat~ odnovremenno prostranstva (X, β) i

(X, β^{−1}) obrazovav k primeru bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) × (X, β^{−1}) kanoniqeski gomeomorfnoe prostranstvu (X × X, β × β^{−1}) (v literature rassmatrivalos~ ranee prostranstvo (X × X, β, β^{−1}). DlØ proizvol~noæ bitopologiqeskoæ struktury β moßno postroit~ ee verhn¸¸ simmetrizaci¸ (symβ) i nißn¸¸ simmetrizaci¸ (symβ). Pod verhneæ simmetrizacieæ my budem ponimat~ naimen~xu¸ simmetriqnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na X soderßawu¸ β, pod nißneæ simmetrizacieæ my budem ponimat~ naibol~xu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na X soderßawu¸sØ v β. Moßno vvesti takße verhniæ (desβ) i nißniæ (desβ) defekty struktury β, poloßiv

desβ = symβ \ β,

desβ = β \ symβ.

3. Tranzitivnye struktury.

Opredelenie. Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura

tranzitivna, esli tranzitivno sootvetstvu¸wee eæ otnoxenie perenosa, to est~ esli (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) i (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,z} (z_λ|λ ∈ Λ), to (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,z} (z_λ|λ ∈ Λ), Zameqanie. Uslovie tranzitivnosti ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸, esli ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z), to ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 191 Sformulirovannoe takim obrazom uslovie tranzitivnosti dano zdes~ ne v terminah samoæ bitopologiqeskoæ struktury. Moßno, odnako, vvesti dopolnitel~nye usloviØ, dela¸wie takoe opisanie vozmoßnym.

Teorema. L¸baØ razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura tran-

zitivna.

Dokazatel~stvo. Esli β = τ1 × τ2, to ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z) ⇐⇒ { (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} y (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z. Pofftomu, iz ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z) sleduet { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y i { (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} y (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z pofftomu { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z i, nakonec ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Odnako razloßimye bitopologiqeskie struktury ne isqerpyva¸t klass tranzitivnyh, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X = R, β0 – topologiqeskaØ struktura na R× R, v kotoroæ kaßdoe zamknutoe mnoßestvo, za iskl¸qeniem samogo mnoßestva X × X, ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla

192 A. A. IVANOV kakih-to podmnoßestv gorizontal~nyh i koneqnogo qisla podmnoßestv vertikal~nyh v X × X mnoßestv. TakaØ bitopologiqeskaØ struktura nerazloßima, tak kak ona induciruet diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu na kaßdom gorizontal~nom i na kaßdom vertikal~nom mnoßestve, no sama ne ØvlØetsØ diskretnoæ topologiqeskoæ strukturoæ. Dokaßem teper~, qto (R, β_0) – tranzitivnoe bitopologiqeskoe prostranstvo.

Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z), no ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z). Togda dlØ mnoßestva U ∈ β_0, (x, z) ∈ U , naædetsØ takaØ konfinal~naØ qast~ Λ_1 napravlennogo mnoßestva Λ, qto (x_λ, z_λ) /∈ U dlØ vseh λ ∈ Λ_1, inaqe govorØ, mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_1} soderßitsØ v ob¨edinenii koneqnogo qisla kakih-to vertikal~nyh i kakih-to gorizontal~nyh v X × X mnoßestv. No togda naædetsØ takaØ konfinal~naØ qast~ Λ_2 napravlennogo mnoßestva Λ_1, qto mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2} soderßitsØ v kakom-nibud~ vertikal~nom ili ße gorizontal~nom mnoßestve. Budem, dlØ opredelennosti, sqitat~, qto mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2} soderßitsØ v vertikal~nom mnoßestve {x^′} × R, to est~ x_λ = x^′ dlØ vseh

λ ∈ Λ_2. Tak kak po predpoloßeni¸ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2) −→_{β2} (x, z),

to x_λ = x = x^′ dlØ vseh λ ∈ Λ_2. My dokazali,takim obrazom, qto

((x, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z), i pofftomu z_λ ≠ z dlØ λ ∈ Λ_3, gde Λ_3

– nekotoraØ konfinal~naØ qast~ napravlennogo mnoßestva Λ_2. Tak kak ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y), to y_λ = y dlØ λ ∈ Λ_4, gde Λ_4 soderßit poqti vse fflementy iz Λ_3 i uß vo vsØkom sluqae ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ Λ_3. Rassmotrim teper~ napravlennu¸ sistemu ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_4) Tak kak Λ_4 – konfinal~naØ qast~ napravlennogo mnoßestva Λ, to ((y, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z). S drugoæ storony, ((y, z_λ)|λ ∈ Λ_4) −̸→_{β0} (y, z),

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 193 tak kak z_λ ≠ z dlØ vseh λ ∈ Λ_4. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet tranzitivnost~ rassmatrivaemoæ nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β_0.

4. Kriteriæ tranzitivnosti. Razloßimye bitopologiqeskie struktury da¸t nam horoxo opisyvaemyæ klass, sostoØwiæ iz tranzitivnyh struktur, no ne iz vseh takih struktur. Seæqas my rassmotrim drugoæ horoxo opisyvaemyæ klass, takße sostoØwiæ iz tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. OpredeleniØ. Pust~ A i B–proizvol~nye podmnoßestva mno-

ßestva X × X, ih kompozicieæ budem nazyvat~ mnoßestvo A ∘ B = {(x, z)|∃y|(x, y) ∈ A, (y, z) ∈ B} . Bitopologiqesku¸ strukturu β na mnoßestve X budem nazyvat~ kompozicionno nepreryvnoæ, esli dlØ l¸byh toqek x, y, z iz X i l¸boæ okrestnosti W toqki (x, z) v (X × X, β) naædutsØ takie okrestnosti U i V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, qto U ∘ V ⊂ W . Teorema. L¸baØ razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura obla-

daet svoæstvom kompozicionnoæ nepreryvnosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ W – okrestnost~ toqki (x, z) v (X ×

X, τ_1×τ_2). My imeem pravo sqitat~, qto W = G_x×G_z, gde x ∈ G_x ∈ τ_1, z ∈ G_z ∈ τ_2. Poloßim G_y = X, U = G_x×G_y, V = G_y ×G_z. Legko

zametit~, qto U ∘ V = W , qto i dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~ vsØkoæ razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury.

S drugoæ storony spravedlivo sledu¸wee utverßdenie. Teorema. L¸baØ kompozicionno nepreryvnaØ bitopologiqeskaØ

struktura tranzitivna.

Dokazatel~stvo. Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z). Rassmotrim napravlennu¸ sistemu ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) i dokaßem, qto ona shoditsØ v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) k toqke (x, z). Pust~ W – proizvol~naØ okrestnost~ toqki (x, z) v

(X × X, β). V silu kompozicionoæ nepreryvnosti struktury β

194 A. A. IVANOV naædutsØ takie okrestnosti U i V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, qto U ∘ V ⊂ W . V silu predpoloßeniæ o shodimosti, naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y_λ) ∈ U i (y_λ, z_λ) ∈ V dlØ vseh

λ ⩾ λ_0, λ ∈ Λ. No togda (x_λ, z_λ) ∈ U ∘ V ⊂ W dlØ vseh λ ⩾ λ_0 i,

takim obrazom, ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Tem samym dokazano,qto bitopologiqeskaØ struktura β tranzitivna.

My poluqili horoxo opisyvaemyæ klass, vse fflementy kotorogo ØvlØ¸tsØ tranzitivnymi bitopologiqeskimi strukturami. �tot klass suwestvenno xire, qem klass razloßimyh bitopologiqeskih struktur. Deæstvitel~no, prodolßim rassmotrenie primera predyduwego punkta i pokaßem,qto vvedennaØ tam bitopologiqeskaØ struktura β_0 kompozicionno nepreryvna.

Pust~, kak i vyxe, W – okrestnost~ toqki (x, z) v (X×X, β). Po opredeleni¸ struktury β_0 naædutsØ takie koneqnye mnoßestva A ⊂ X, C ⊂ X, qto x /∈ A, z /∈ C i (X × X) \ ((A × X) ∪ (X × C)) ⊂ W. ˚sno, qto dlØ okrestnosteæ U = (X ×X)\(A×X) i V = (X ×X)\

(X × C) toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, verno sootnoxenie U ∘ V ⊂ W , qto i dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~

struktury β_0.

Zametim,qto my poluqili dopolnitel~no drugoe (i bolee prostoe) dokazatel~stvo tranzitivnosti bitopologiqeskoæ struktury β_0. My moßem poluqit~ teper~ horoxee opisanie tranzitivnyh struktur.

Teorema. Klass kompozicionno nepreryvnyh bitopologiqeskih

struktur sovpadaet s klassom tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur.

Dokazatel~stvo. V predyduweæ teoreme bylo dokazano, qto kaßdaØ kompozicionno nepreryvnaØ bitopologiqeskaØ struktura tranzitivna, pofftomu dostatoqno dokazat~, qto klass kompozicionno nepreryvnyh bitopologiqeskih struktur isqerpyvaet klass tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur.

Pust~ β – nekotoraØ tranzitivnaØ bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X. Predpoloßim, qto ona ne ØvlØetsØ kompozicionno nepreryvnoæ. Togda v X suwestvu¸t takie toqki x, y, z

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 195 i takaØ okrestnost~ W toqki (x, z) v (X × X, β), qto dlØ l¸byh okrestnosteæ U , V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, U ∘V ⊄ W .

Rassmotrim v kaqestve Λ napravlennoe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo par (U, V ), oblada¸wih ukazannym svoæstvom, (U, V ) >

(U^′, V^′) ⇐⇒ U ⊂ U^′, V ⊂ V^′. Togda dlØ kaßdogo λ ∈ Λ, to

est~ dlØ kaßdoæ pary (U, V ), naædutsØ takie toqki x, y, z, qto

(x_λ, y_λ) ∈ U , (y_λ, z_λ) ∈ V no (x_λ, z_λ) /∈ W . V fftoæ situacii ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z), no ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~ struktury β.

5. Vpolne tranzitivnye struktury. V dal~neæxem nam ponadobitsØ usilenie ponØtiØ tranzitivnoæ struktury.

Opredelenie. Tranzitivnoe bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, β) my budem nazyvat~ vpolne tranzitivnym, esli dlØ l¸byh toqek x, y, z iz X i l¸boæ shodimosti ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z). Zameqanie. Vpolne tranzitivnost~ oznaqaet vozmoßnost~ perenosa napravlennyh sistem iz odnoæ toqki v drugu¸ qerez l¸- bu¸ tret~¸ toqku. Strukturu vpolne tranzitivnogo prostranstva budem takße nazyvat~ vpolne tranzitivnoæ.

DlØ vpolne tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

196 A. A. IVANOV

Teorema. Pust~ (X, β) – vpolne tranzitivnoe bitopologiqeskoe

prostranstvo, U i V – proizvol~nye okrestnosti proizvol~no fiksirovannyh toqek (x, y) i (y, z) v (X × X, β). Togda W = U ∘ V budet okrestnost~¸ toqki (x, z) v (X × X, β).

Dokazatel~stvo. Pust~ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Togda, v silu vpolne tranzitivnosti (X, β), suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z). Tak kak U i V – okrestnosti toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, to naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y_λ) ∈ U i (y_λ, z_λ) ∈ V dlØ vseh λ ⩾ λ_0, λ ∈ Λ. No togda (x_λ, z_λ) ∈ W dlØ vseh λ ⩾ λ_0, λ ∈ Λ, a ffto i oznaqaet, qto W ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, z) v (X × X, β). Iz fftogo utverßdeniØ moßno vyvesti vaßnoe sledstvie.

Teorema. Esli (X, β) – vpolne tranzitivnoe bitopologiqeskoe

prostranstvo, i ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), to dlØ l¸boæ toqki y ∈ X suwestvuet takaØ napravlennaØ sistema (y_λ|λ ∈ Λ) toqek, qto ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) inaqe govorØ, napravlennu¸ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) moßno perenesti v l¸bu¸ toqku mnoßestva X.

Dokazatel~stvo. Esli ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x) i y ∈ X, to v silu vpolne tranzitivnosti bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y),

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 197 i ((y_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, x). PervaØ iz fftih shodimosteæ daet nam perenos (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), vtoraØ ße iz fftih shodimosteæ daet nam obratnyæ perenos (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,x} (x_λ|λ ∈ Λ). 7. Tranzitivnye ob¨edineniØ. RassmatrivaØ problemu postroeniØ ob¨edineniØ bitopologiqeskih struktur, my otmetili, qto v obwem sluqae ob¨edinenie opredeleno ne odnoznaqno. Lix~ v dvuh sluqaØh ob¨edinenie opredeleno odnoznaqno – ffto ob¨edinenie v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv i ob¨edinenie v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv.

1. Tranzitivnye ob¨edineniØ. Rassmotrim problemu postroeniØ tranzitivnogo ob¨edineniØ β tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. Zdes~ vse ishodnye bitopologiqeskie struktury

β_ξ , opredelennye na X_ξ dolßny byt~ tranzitivnymi i trebuetsØ

postroit~ ih ob¨edinenie, takße ØvlØ¸weesØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Pri postroenii tranzitivnyh ob¨- edineniæ my budem predpolagat~, qto vypolnØ¸tsØ vse usloviØ, nakladyvaemye na (X_ξ , β_ξ) pri postroenii ob¨edineniæ i naloßim ewe uslovie tak nazyvaemoæ cepnoæ svØznosti. Opredelenie. Budem govorit~, qto sistema (Xξ , βξ) bitopologi-

qeskih prostranstv, obrazu¸wih pokrytie mnoßestva X, cepno svØzana na X, esli dlØ l¸byh toqek x, y iz X naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ toqek x = x_0, x_1, . . . , x_n = y, qto kaßdaØ para x_i, x_{i+1} ee toqek prinadleßit kakomu-nibud~ X_ξ, gde ξ ∈ Ξ. Samu fftu posledovatel~nost~ my budem nazyvat~ cep~¸, soedinØ¸weæ toqki x i y.

Pri postroenii tranzitivnyh ob¨edineniæ mogut byt~ ispol~zovany dva metoda, a imenno metod perenosa napravlennyh sistem toqek v X vdol~ cepeæ i metod cepnyh kompoziciæ.

Metod perenosa sostoit v sledu¸wem. My rassmatrivaem vse pary x, y toqek mnoßestva X i dlØ kaßdoæ takoæ pary sqitaem, qto ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y)

198 A. A. IVANOV esli naædetsØ kakaØ-nibud~ cep~, soedinØ¸waØ toqku x s toqkoæ y, posledovatel~nyæ perenos vdol~ toqek kotoroæ perevodit napravlennu¸ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) v napravlennu¸ sistemu

(y_λ|λ ∈ Λ). Zametim, qto pri takom perenose ispol~zuetsØ to,

qto kaßdaØ para x_i, x_{i+1} toqek cepi x = x_0, x_1, . . . , x_n = y prinadleßit kakomu-nibud~ X_ξ dlØ ξ ∈ Ξ. My poluqaem v koneqnom sqete nekotoru¸ sistemu shodimosteæ napravlennyh sistem toqek v X. �ta sistema opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve X × X, ØvlØ¸wu¸sØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X.

DlØ opisaniØ metoda cepnyh kompoziciæ neobhodimo predvaritel~no vvesti ponØtie n-qlennoæ kompozicii. Opredelenie. Pust~ A1, A2, . . . , An – mnoßestva v X × X. Kom-

pozicieæ fftih mnoßestv budem nazyvat~ mnoßestvo

A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n =

= {(x_0, x_n)|(x_0, x_1) ∈ A_1, (x_1, x_2) ∈ A_2, . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n}.

OperaciØ n-qlennoæ kompozicii obladaet sledu¸wim svoæstvom.

(A_1 ∘ . . . ∘ A_k) ∘ (A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n) = A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n.

Deæstvitel~no,

A_1 ∘ . . . ∘ A_k = {(x_0, x_k)|(x_0, x_1) ∈ A_1, . . . , (x_{k−1}.x_k) ∈ A_k}, A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n = {(x_k, x_n)|(x_k, x_{k+1}), . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} Ots¸da sleduet, qto

(A_1 ∘ . . . ∘ A_k) ∘ (A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n) =

= {(x_0, x_k))|(x_0, x_1) ∈ A_1, . . . , (x_{k−1}, x_k) ∈ A_k}∘ {(x_k, x_n)|(x_k, x_{k+1}), . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} = {(x_0, x_n)|(x_0, x_1) ∈ A_1, (x_1, x_2) ∈ A_2, . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} = A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n. Tem samym my dokazali, qto n-qlennye kompozicii ØvlØ¸tsØ kombinaciØmi dvuhfflementnyh kompoziciæ, vvedennyh v p. 3.4.

My moßem, teper~, pereæti k ponØti¸ cepnoæ kompozicii. Pod fftim my budem ponimat~ sledu¸wee.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 199

Opredelenie. FiksiruetsØ kakaØ-nibud~ cep~ x = x0, x1, . . . , xn =

y, soedinØ¸waØ toqki x i y, i okrestnosti U_i toqek (x_{i−1}, x_i), i = 1, 2, . . ., n v soderßawih ffti toqki prostranstvah (X_ξ , β_ξ). Kompozici¸ U_1 ∘ U_2 ∘ . . . ∘ U_n my budem nazyvat~ cepnoæ kompozicieæ.

L¸bu¸ taku¸ cepnu¸ kompozici¸ budem rassmatrivat~ kak okrestnost~ toqki (x, y). Takie cepnye kompozicii, obrazovannye po vsem vozmoßnym cepØm i okrestnostØm U_i toqek (x_{i−1}, x_i) fftih cepeæ, dadut nam sistemu okrestnosteæ poroßda¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu β na X × X, ØvlØ¸wu¸sØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X.

2. Qastnyæ sluqaæ tranzitivnogo ob¨edineniØ. Metod perenosa, kak i metod cepnyh kompoziciæ, daet nam tranzitivnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu, odnako neobhodimo ewe dokazat~, qto ffta struktura induciruet na vseh X_ξ imenno bitopologiqeskie struktury β_ξ. V obwem sluqae dokazatel~stvo fftogo ne predstavlØetsØ vozmoßnym i my ograniqimsØ zdes~ dokazatel~stvom pri sootvetstvu¸wih dovol~no sil~nyh ograniqeniØh.

Vo-pervyh, vmesto mnoßestva X my budem rassmatrivat~ svØznoe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), a sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ) dolßna budet sostoØt~ iz otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv, na kaßdom iz kotoryh opredelena topologiqeskaØ struktura τ_ξ =

τ |X_ξ i bitopologiqeskaØ struktura β_ξ , soglasovannaØ s τ_ξ , pri-

qem β_ξ|Δ_ξ = τ × τ |Δ_ξ, inaqe govorØ, imeet mesto shodimost~

((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_{βξ} (x, x), esli (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τξ} x. Vse ffti bito-

pologiqeskie struktury β_ξ , kak obyqno, poparno soglasovany. Vo-vtoryh, i ffto suwestvenno, problema tranzitivnogo ob¨edineniØ budet rexat~sØ v klasse vpolne tranzitivnyh, soglasovannyh s τ , bitopologiqeskih prostranstv.

Pri postroenii tranzitivnogo ob¨edineniØ v fftoæ situacii my, kak v punkte 1, moßem rassmatrivat~ cepi.

Dokaßem, preßde vsego, qto sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ), budet cepno svØzana. Deæstvitel~no, esli my dopustim, qto ffto ne tak, to fiksirovav nekotoru¸ toqku x, my smoßem obrazovat~ dva mnoßestva, skaßem A i B, pervoe iz kotoryh sostoit iz toqek y soedinimyh s x kakoæ-nibud~ cep~¸, a vtoroe iz toqek fftim svoæstvom ne oblada¸wih. Pervoe iz fftih mnoßestv budet otkryto v (X, τ ), tak kak esli y ∈ A, y ∈ X_ξ to X_ξ ⊂ A. S drugoæ

200 A. A. IVANOV storony, i mnoßestvo B budet otkryto v (X, τ ). Deæstvitel~no, pust~ y ∈ B, togda naædetsØ takoe ξ ∈ Ξ, qto y ∈ X_ξ. Zametim teper~, qto esli nekotoraØ toqka z iz X_ξ prinadleßit A, to est~ soedinena s x kakoæ-nibud~ cep~¸, to i toqka y budet soedinena s toqkoæ x cep~¸, qto neverno. Takim obrazom, esli y ∈ B ∩ X_ξ , to X_ξ ⊂ B i potomu B otkryto v (X, τ ). No A ∪ B = X i potomu, v silu svØznosti (X, τ ), odno iz fftih mnoßestv dolßno byt~ pustym. Tak kak A ≠ ∅ to B = ∅, to est~ sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – cepno svØzana.

Pereædem teper~ k postroeni¸ tranzitivnogo ob¨edineniØ bitopologiqeskih struktur β_ξ. My naqnem, kak v punkte 1, s perenosa napravlennyh sistem toqek po cepØm. Pri fftom, v silu soglasovannosti vseh β_ξ s τ , rassmatrivaemye napravlennye sistemy S_1, S_2, . . . , S_n shodØtsØ k sootvetstvu¸wim toqkam prostranstva (X, τ ). Takim obrazom my polagaem ((x_ν, y_ν )|ν ∈ N ) −→_β (x, y), esli suwestvuet nekotoraØ cep~ soedinØ¸waØ toqku x s toqkoæ y i perenosØwaØ napravlennu¸ sistemu (x_ν |ν ∈ N ), shodØwu¸sØ k x v napravlennu¸ sistemu (y_ν |ν ∈ N ), shodØwu¸sØ k y.

Dokaßem teper~ qto tak opredelennye shodimosti ne tol~- ko opredelØ¸t β, kak ffto bylo v predyduwem punkte, no daße isqerpyva¸t vse β-shodimosti. Inaqe govorØ sovokupnost~ tak opredelennyh shodimosteæ udovletvorØet vsem aksiomam shodimosti. My ograniqimsØ zdes~ edinstvennym netrivial~nym dokazatel~stvom, a imenno dokazatel~stvom vypolneniØ aksiomy kompozicii. Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x_ν , y_ν)|ν ∈ N_λ) −→_β (x_λ, y_λ). My dolßny dokazat~, qto ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y), gde M ØvlØetsØ kompozicieæ Λ i vseh N_λ, to est~ dokazat~ suwestvovanie cepi, perenosØweæ (x_μ|μ ∈ M ) v (y_μ|μ ∈ M ). Trudnost~ sostoit zdes~ v tom, qto cepi, vdol~ kotoryh osuwestvlØ¸tsØ perenosy napravlennyh sistem (x_ν|ν ∈ N_λ) v napravlennye sistemy (y_ν |ν ∈ N_λ), v principe zavisØt ot λ. V kaqestve osnovnoæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 201 cepi my voz~mem cep~, soedinØ¸wu¸ toqku x s toqkoæ y vdol~ kotoroæ (x_λ|λ ∈ Λ) perenositsØ v (y_λ|λ ∈ Λ). My moßem rassmatrivat~ sledu¸wie perenosy: (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), priqem perenos osuwestvlØetsØ po osnovnoæ cepi, (x_ν|ν ∈ N_λ) →_{xλ,yλ} (y_ν |ν ∈ N_λ), priqem perenos osuwestvlØetsØ po neizvestnym nam cepØm, zavisØwim ot λ ∈ Λ (x_ν |ν ∈ N_λ) →_{xλ,yλ} (y^′_ν |ν ∈ N_ξ ), priqem perenos osuwestvlØetsØ ne po osnovnoæ cepi, a po cepØm zavisØwim ot λ ∈ Λ, no blizkim k osnovnoæ v sledu¸wem smysle.

OsnovnaØ cep~ sostoit iz toqek x = x_0, x_1, . . . , x_n = y, priqem kaßdaØ para x_{i−1}, x_i sosednih toqek fftoæ cepi soderßitsØ v nekotorom mnoßestve X_{ξi} , ξ_i ∈ Ξ. My fiksiruem sistemu X_{ξi} ,

i = 0, 1, 2, . . ., n i l¸bu¸ cep~

x^′ = x^′_0, x^′_1, . . . , x^′_n = y^′,

dlØ kotoroæ

x^′_0 ∈ X_{ξ0} , x^′_1 ∈ X_{ξ0} , x^′_1 ∈ X_{ξ1} , . . ., x^′_n ∈ X_{ξn}

budem nazyvat~ blizkoæ k osnovnoæ. Zametim pri fftom, qto vse napravlennye sistemy figuriru¸wie v naxih rassußdeniØh moßno zamenit~ napravlennymi sistemami, sostoØwimi iz toqek fiksirovannoæ nami sistemy mnoßestv X_{ξi} , i = 0, 1, . . ., n. (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y^′_μ|μ ∈ M ), priqem perenos osuwestvlØetsØ po osnovnoæ cepi.

K soßaleni¸, ne vidno kak ffti perenosy obespeqiva¸t vypolnenie aksiomy kompozicii shodimosteæ, odnako poloßenie menØetsØ, esli my dobavim ewe odno uslovie, a imenno uslovie nezavisimosti perenosa ot cepi. �to uslovie nosit global~nyæ harakter, tak kak ono imeet v vidu svoæstvo sistemy ((X_ξ , β_ξ)|ξ ∈ Ξ v celom. Ego moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

202 A. A. IVANOV

Esli (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,x} (x^′_λ|λ ∈ Λ), (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), (x^′_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y^′_λ|λ ∈ Λ), priqem poslednie dva perenosa mogut osuwestvlØt~sØ po raznym cepØm, to (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,y} (y^′_λ|λ ∈ Λ). Pri fftom dopolnitel~nom uslovii my budem imet~ perenosy (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y^′_μ|μ ∈ M ), (y^′_μ|μ ∈ M ) →_{y,y} (y_μ|μ ∈ M ), i, sledovatel~no, v silu tranzitivnosti β, (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y_μ|μ ∈ M ), to est~ ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y). Po samomu postroeni¸, my poluqaem tranzitivnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β, bolee togo, v silu polnoæ tranzitivnosti vseh (X_ξ, β_ξ ) struktura β takße budet vpolne tranzitivnoæ. Ostalos~ dokazat~, qto postroennaØ nami bitopologiqeskaØ struktura β induciruet na kaßdom mnoßestve X_ξ ishodnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_ξ , no ffto sleduet neposredstvenno iz dopolnitel~nogo usloviØ.

§3. Lokal~no razloßimye struktury.

PonØtie lokal~noæ razloßimosti ØvlØetsØ estestvennym oslableniem ponØtiØ razloßimosti bitopologiqeskoæ struktury. 1. Razloßenie shodimosteæ.

Opredelenie. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) budem na-

zyvat~ lokal~no razloßimym, esli shodimost~ napravlennyh sistem toqek v (X × X, β) obladaet sledu¸wim svoæstvom: ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ { ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) .

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 203 V fftom sluqae budem nazyvat~ lokal~no razloßimoæ i bitopologiqesku¸ strukturu β.

Zameqanie. Zametim, qto uslovie lokal~noæ razloßimosti daet vozmoßnost~ zamenit~ l¸bu¸ shodimost~ v (X, β) k nekotoroæ toqke (x, y) na dve shodimosti, a imenno na sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ k fftoæ toqke v gorizontal~nom mnoßestve X × {y} i sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ k neæ v vertikal~nom mnoßestve

{x} × X. Moßno sqitat~ pri fftom, qto ffti dve shodimosti ras-

smatriva¸tsØ ne kak shodimosti v topologiqeskom prostranstve

(X × X, β), a kak shodimosti v topologiqeskih prostranstvah (X ×{y}, β( , y)) i ({x}×X, β(x, )). Zdes~ topologiqeskie struktu-

ry β( , y) i β(x, ) na gorizontal~nom i vertikal~nom mnoßestvah, sootvetstvenno, inducirovany topologiqeskoæ strukturoæ β. Teorema. L¸boe razloßimoe bitopologiqeskoe prostranstvo Øv-

lØetsØ lokal~no razloßimym prostranstvom.

Dokazatel~stvo. Tak kak ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y, a, s drugoæ storony, ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y. to ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ { ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y), Takim obrazom i dlØ lokal~no razloßimogo prostranstva i dlØ razloßimogo, shodimosti napravlennyh sistem toqek ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) dlØ proizvol~no fiksirovannoæ toqki (x, y) razlaga¸tsØ v shodimosti k fftoæ toqke napravlennyh sistem ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_{β( ,y)} (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β(x, )} (x, y)

204 A. A. IVANOV po gorizontal~nomu mnoßestvu X × {y} i vertikal~nomu mnoßestvu {x} × X, sootvetstvenno. Raznica sostoit v tom, qto dlØ lokal~no razloßiyh prostranstv ffti shodimosti mogut suwestvenno zaviset~ ot toqki (x, y).

Zameqanie. Zametim teper~, qto l¸baØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura β odnoznaqno opredelena topologiqeskimi strukturami β( , y) i β(x, ), kotorye β induciruet na gorizontal~nyh mnoßestvah X × {y} i na vertikal~nyh mnoße- stvah {x} × X. Opredelenie. Topologiqeskie struktury β( , y) i β(x, ), opre-

delennye dlØ vseh toqek (x, y) mnoßestva X × Y , budem nazyvat~ sledami struktury β na sootvetstvu¸wih gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah. Sistemu (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) vseh takih topologiqeskih struktur budem nazyvat~ sistemoæ sledov struktury β na ztih mnoßestvah.

Zameqanie. �ta sistema sledov moßet sovpadat~, voobwe govorØ, dlØ razliqnyh bitopologiqeskih struktur, no sistemy sledov nesovpada¸wih lokal~no razloßimyh struktur razliqny.

2. Kriteriæ lokal~noæ razloßimosti. PonØtie lokal~noæ razloßimosti bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) moßno sformulirovat~ v terminah prØmougol~nyh okrestnosteæ toqek topologiqeskogo prostranstva (X × X, β).

Teorema. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) lokal~no razlo-

ßimo togda i tol~ko togda, kogda kaßdaØ toqka topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv.

Dokazatel~stvo. Pust~ β ØvlØetsØ lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku

(x, y) ∈ X×X, ee okrestnosti U ×{y} i {x}×V v podprostranstvah

na X × {y} i {x} × X topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), sootvetstvenno, i prØmougol~noe mnoßestvo U × V . Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y),

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 205 togda, v silu lokal~noæ razloßimosti, ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). No togda naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y) ∈ U × {y}, (x, y_λ) ∈

{x} × V , a potomu (x_λ, y_λ) ∈ U × V dlØ vseh λ ⩾ λ_0. Tem samym

dokazano, qto U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y) v (X × X, β). Dokaßem teper~, qto sovokupnost~ vseh takih okrestnosteæ toqki (x, y) ØvlØetsØ bazoæ vseh okrestnosteæ fftoæ toqki v (X ×

X, β). Rassmotrim v kaqestve Λ mnoßestvo U × V , uporØdoqen-

noe po vkl¸qeni¸. Predpoloßim,qto suwestvuet okrestnost~ W toqki (x, y) v (X×X, β), dlØ kotoroæ U ×V ∈ Λ =⇒ (U ×V )\W ≠ ∅. V fftom sluqae dlØ kaßdogo U × V = λ ∈ Λ naædetsØ toqka

(x_λ, y_λ) ∈ (U × V ) \ W i moßno rassmotret~ napravlennu¸ si-

stemu ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) toqek v (X × X, β). Sistema ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) ne shoditsØ k toqke (x, y), tak kak okrestnost~ W fftoæ toqki voobwe ne soderßit toqek rassmatrivaemoæ zdes~ sistemy.

S drugoæ storony, tak kak toqki (x_λ, y) i (x, y_λ) vybiralis~ v okrestnostØh U ×{y} i {x}× V sootvetstvu¸wih podprostranstv na mnoßestvah X × {y} i {x} × X, to ime¸t mesto shodimosti ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). No togda, v silu lokal~noæ razloßimosti β, dolßna budet imet~ mesto i shodimost~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. Tem samym dokazano, qto sistema (U × V ) obrazuet bazu okrestnosteæ toqki (x, y) v prostranstve (X × X, β).

Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ prØmougol~nye okrestnosti U × V kaßdoæ toqki v (X × X, β) obrazu¸t bazu ee okrestnosteæ. Netrudno zametit~, preßde vsego, qto ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoe prØmougol~noe mnoßestvo U × V , dlØ kotorogo U × {y} i {x} × V budut okrestnostØmi toqki (x, y) v podprostranstvah topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) na mnoßestvah X × {y} i {x} × X (gorizontal~nom i vertikal~nom mnoßestvah).

206 A. A. IVANOV

Deæstvitel~no, naædetsØ W ∈ β takoe, qto W ∩ (X ×{y}) ⊂ U i

W ∩ ({x} × X) ⊂ V . Ots¸da ne sleduet, koneqno, qto W ⊂ U × V ,

no po naxemu predpoloßeni¸ naædetsØ okrestnost~ U_1 ×V_1 toqki

(x, y), soderßawaØsØ v W . Tak kak U_1 ⊂ U i V_1 ⊂ V , to U_1 × V_1 ⊂ U × V i, sledovatel~no U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y) v (X × X, β). Pust~, teper~, ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema toqek v X × X i U × V – proizvol~naØ prØmougol~naØ okrestnost~ toqki (x, y) v (X × X, β). Togda ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ (x_λ, y_λ) ∈ U × V |λ ⩾ λ_0(U, V ) ⇐⇒ (x_λ, y) ∈ U × {y}, (x, y_λ) ∈ {x} × V |λ ⩾ λ_0(U, V ) ⇐⇒ ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). Tem samym dokazano,qto β – lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura na X.

3. Otkrytye prØmougol~nye okrestnosti. PrØmougol~nye okrestnosti, figuriru¸wie v al~ternativnom opredelenii lokal~noæ razloßimosti, nel~zØ zamenit~, v obwem sluqae, na prØmougol~nye otkrytye mnoßestva, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = [0, 1] – ediniqnyæ otrezok, β – topologiqeskaØ struktura na ediniqnom kvadrate X × X, sostoØwaØ iz vseh otkrytyh mnoßestv G ediniqnogo kvadrata, udovletvorØ¸wih sledu¸wemu uslovi¸: (∗) { (^1_{n+2} ,^1_n ) /∈ G =⇒ (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) /∈ G

(^1_n ,^1_{n+2} ) /∈ G =⇒ (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) /∈ G.

Dokaßem, preßde vsego, qto kaßdaØ toqka (x, y) topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv, to est~ (X, β) ØvlØetsØ lokal~no razloßimym bitopologiqeskim prostranstvom.

V obyqnoæ topologii ediniqnogo kvadrata l¸boe otkrytoe mnoßestvo, soderßawee toqku (0, 0), soderßit nekotoroe mnoßestvo G = [0, ϵ) × [0, ϵ). Suwestvuet tol~ko koneqnoe qislo toqek vida (^1_{n+2} ,^1_n ) i toqek vida (^1_n ,^1_{n+2} ), ne prinadleßawih G. Udaliv

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 207 iz G vse toqki vida (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) i vida (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) dlØ sootvetstvu- ¸wih n (na samom dele budut udaleny tol~ko dve toqki) my poluqim otkrytoe v obyqnoæ topologii ediniqnogo kvadrata mnoßestvo, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (∗), to est~ β-otkrytoe mnoßestvo. Takim obrazom mnoßestvo [0, ϵ)×[0, ϵ), budet prØmougol~- noæ okrestnost~¸ toqki (0, 0) v (X × X, β). �to znaqit, qto toqka

(0, 0) imeet v (X × X, β) bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmo-

ugol~nyh mnoßestv. KaßdaØ toqka vida (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) budet imet~ prØmougol~nu¸ okrestnost~, sostoØwu¸ iz dvuh skol~ ugodno malyh kvadratov s centrami v toqkah (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) i (^1_{n+2} ,^1_n ). Takie prØougol~nye mnoßestva obrazu¸t bazu okrestnosteæ toqki

(^1_{n+2} ,^1_{n+1} ), tak kak l¸boe otkrytoe v (X×X, β), soderßawee toqku (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) soderßit, v silu usloviØ (∗) i toqku (^1_{n+2} ,^1_n ). Analo-

giqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ toqek vida (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ). Vse ostal~nye toqki topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) budut imet~ bazy okrestnosteæ, sostoØwie iz skol~ ugodno malyh¨ prØmougol~nyh mnoßestv (kvadratov s centrami v fftih toqkah).

Tem samym dokazano, qto (X, β) ØvlØetsØ lokal~no razloßimym bitopologiqeskim prostranstvom. Dokaßem teper~, qto toqka (0, 0), imeØ skol~ ugodno malye prØmougol~nye okrestnosti, ne ieet skol~ ugodno malyh otkrytyh prØmougol~nyh okrestnosteæ v (X × X, β).

Deæstvitel~no, pust~ G = A×B – otkrytaØ okrestnost~ toqki

(0, 0) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β). Pri fftom moßno

sqitat~,qto (1, 1) /∈ G. Togda dlØ dostatoqno malogo ϵ > 0 mnoßestvo [0, ϵ) × [0, ϵ) soderßitsØ v G. Pust~^1_{n+1} < ϵ ⩽^1_n i potomu imeet mesto vkl¸qenie {^1_{n+2} ,^1_{n+1} } ⊂ A ∩ B. Ots¸da sleduet,qto toqki (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) i (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) prinadleßat G. No togda,v silu usloviØ (∗), i toqki (^1_n ,^1_{n+2} ), (^1_{n+2} ,^1_n ) prinadleßat G, a potomu imeet mesto vkl¸qenie {^1_{n+2} ,^1_{n+1} ,^1_n } ⊂ A ∩ B. PovtorØØ ffto rassußdenie dostatoqno mnogo raz my pridem v koneqnom sqete k vl¸qeni¸ {^1_{n+2} ,^1_{n+1} , . . . , 1} ⊂ A ∩ B. No togda (1, 1) ∈ G, qto protivoreqit prinØtomu vyxe uslovi¸. Tem samym dokazano, qto toqka (0, 0) ne imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh otkrytyh mnoßestv.

4. Sledy bitopologiqeskoæ struktury. L¸baØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X, odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po svoeæ sisteme sledov

208 A. A. IVANOV

(β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) na vseh gorizontal~nyh i na vseh ver-

tikal~nyh v (X × X, β) mnoßestvah. Inogda suwestvu¸t, krome togo i drugie bitopologiqeskie struktury na X (ne lokal~no razloßimye) s toæ ße sistemoæ sledov.

S drugoæ storony, esli my opredelim proizvol~no kakie-to topologiqeskie struktury na vseh gorizontal~nyh i na vseh vertikal~nyh mnoßestvah, to moßet sluqit~sØ tak, qto bitopologiqeskoæ struktury s takoæ sistemoæ sledov voobwe net ili ße ona est~, no net lokal~no razloßimoæ. Sledu¸wie primery pokazyva¸t, qto vse ffti sluqai vozmoßny.

Primer 1. Pust~ X = {0, 1}, τ (0, ) i τ (1, ) trivial~ny, τ ( , 0) i τ ( , 1) soderßat krome trivial~nyh mnoßestv ∅ i X tol~ko mnoßestva {(0, 0)} i {(1, 1)}, sootvetstvenno.

Dopustim, qto bitopologiqeskaØ struktura β s takoæ sistemoæ sledov suwestvuet. Togda dolßno suwestvovat~ takoe mnoßestvo G ∈ β, qto G ∩ (X × {0}) = {(0, 0)}, tak kak τ ( , 0) soderßit mnoßestvo {(0, 0)}. No v fftom sluqae i toqka (0, 1) prinadleßit G, tak kak topologiqeskaØ struktura τ (0, ) trivial~na, i toqka

(1, 1) prinadleßit G, tak kak mnoßestvo {(0, 1)} /∈ τ ( , 1), i toqka (1, 0) prinadleßit G, tak kak topologiqeskaØ struktura τ (1, )

trivial~na. Takim obrazom G = X × X, qto protivoreqit vyboru G. Tem samym dokazano, qto bitopologiqeskaØ struktura s ukazannoæ sistemoæ sledov ne suwestvuet.

Primer 2. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura na X, sostoØwaØ iz ∅, X × X, {(1, 0)}, {(0, 1)}, {(0, 0), (1, 1)}.

Na kaßdom gorizontal~nom i na kaßdom vertikal~nom v X ×X mnoßestve struktura β induciruet diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, hotØ sama ona, kak topologiqeskaØ struktura na

X × X, ne diskretna. S drugoæ storony, tu ße sistemu sledov

opredelØet i diskretnaØ na X × X topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØsØ lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Primer 3. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura na X, sostoØwaØ iz mnoßestv ∅, X × X, {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}.

�ta bitopologiqeskaØ struktura ne ØvlØetsØ lokal~no razloßimoæ, tak kak X ×X – edinstvennaØ prØmougol~naØ okrestnost~ toqki (0, 0), a ona ne soderßitsØ v okrestnosti {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 209 fftoæ toqki. Drugoæ bitopologiqeskoæ struktury β^′ na X × X, ime¸weæ odinakovu¸ s β sistemu sledov, net.

Deæstvitel~no, esli G ∈ β^′ i G ∩ ({0} × X) = {(0, 0)}, to i toqka (1, 0) prinadleßit G, tak kak β( , 0)–trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, i toqka (1, 1) prinadleßit G, tak kak

β(1, )–trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, sledovatel~no G = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}. Analogiqno rassmatriva¸tsØ sluqai G ∩ ({1} × X) = {(1, 0), (1, 1)}, G ∩ (X × {0}) = {(0, 0), (1, 0)} i G ∩ (X × {1}) = {(1, 1)}. V kaßdom iz ffti sluqaev dokazyvaetsØ,

qto G = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ili ße G = X × X. Tem samym dokazano, qto suwestvuet edinstvennaØ bitopologiqeskaØ struktura s rassmotrennoæ v fftom primere sistemoæ sledov, priqem ffta struktura ne lokal~no razloßima.

Primer 4. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØsØ trivial~noæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × X. �ta struktura lokal~no razloßima, a drugoæ bitopologiqeskoæ struktury s toæ ße sistemoæ sledov net. 5. Nepreryvnost~ sistemy sledov.

OpredeleniØ. Budem govorit~, qto sistema (β( , y), β(x, )|x ∈

X, y ∈ X) vertikal~no nepreryvna, esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β( ,yξ)} (x_ξ , y_ξ), ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_{β(x, )} (x, y), ((x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→_{β( ,y)} (x, y), sleduet shodimost~ ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→_{β( ,y)} (x, y), gde M – kompoziciØ uporØdoqennogo mnoßestva Ξ i vseh Λ_ξ.

Analogiqno formuliruetsØ uslovie gorizontal~noæ nepreryvno- sti sistemy (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Budem govorit~, qto sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna, esli ona i vertikal~no i gorizontal~no nepreryvna.

Teorema. Pust~ (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) – sistema topologi-

qeskih struktur, zadannyh na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh

210 A. A. IVANOV v X × X mnoßestvah. �ta sistema (odnoznaqno) opredelØet sootvetstvu¸wu¸ lokal~no razloßimu¸ strukturu na X togda i tol~ko togda, kogda ona nepreryvna.

Dokazatel~stvo. PredpolagaØ suwestvovanie lokal~no razloßimoæ struktury β, soglasovannoæ s sistemoæ (β( , y), β(x, )|x ∈

X, y ∈ X), dokaßem nepreryvnost~ fftoæ sistemy. Pust~

((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β( ,yξ)} (x_ξ, y_ξ), (1) ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_{β(x, )} (x, y), (2) (x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→_{β( ,y)} (x, y). (3) Togda, v silu lokal~noæ razloßimosti β iz (2) i (3) sleduet ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_β (x, y). (4) Iz (1) i (4) sleduet, v silu izvestnogo svoæstva shodimosti, ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y), gde μ = (ξ, η), i potomu, v silu lokal~noæ razloßimosti, ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→_{β( ,y)} (x, y), qto dokazyvaet vertikal~nu¸ nepreryvnost~ sistemy (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Analogiqno dokazyvaetsØ gorizontal~naØ nepreryvnost~ fftoæ sistemy. Takim obrazom sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna. Predpoloßim teper~, qto sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna. Vvedem na X × X shodimost~, poloßiv ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y), togda i tol~ko togda, kogda ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) (x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y). TakaØ shodimost~ budet opredelØt~ nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X, esli dlØ nee vypolnØ¸tsØ vse aksiomy shodimosti. Edinstvennym bolee ili menee netrivial~nym rassußdeniem ØvlØetsØ zdes~ proverka vypolneniØ aksiomy kompozicii shodØwihsØ napravlennyh sistem.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 211 Pust~ ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) (5) ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→ (x_ξ, y_ξ), (6)

dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Rassmotrim napravlennu¸ sistemu ((x_μ, y_μ)|μ

∈ M ), gde x_μ = x_λ, dlØ μ = (ξ, η), λ = η(ξ). Po opredeleni¸

shodimosti v X × X iz (6) sleduet

((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→ (x_ξ, y_ξ), (7)

((x_ξ , y_λ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x_ξ, y_ξ) (8)

i v silu (5) ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y), (9) ((x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y). (10) Iz (7), (9), (10) v silu vertikal~noæ nepreryvnosti poluqaem ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→ (x, y), analogiqno, pol~zuØs~ gorizontal~noæ nepreryvnost~¸, poluqa- em ((x, y_μ)|μ ∈ M ) −→ (x, y) i, nakonec, v sootvetstvii s opredeleniem shodimosti v X × X, imeem ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→ (x, y). Teorema dokazana.

6. Kriteriæ nepreryvnosti sistemy sledov. V predyduwem punkte byl opisan metod postroeniØ lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β na X po zadannoæ sisteme (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) ee sledov, osnovannyæ na shodimosti napravlennyh sistem toqek. Rassmotrim teper~ drugoæ podhod, osnovannyæ ne na shodimostØh, a na okrestnostØh toqek.

Pust~ na X opredelena kakaØ-to nepreryvnaØ sistema sledov lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β, kotoru¸ predstoit opisat~ i terminah okrestnosteæ toqek. DlØ kaßdoæ toqki (x, y) ∈ X ×X opredelena sistema (U ×V |x ∈ U ∈ β( , y), y ∈

212 A. A. IVANOV

V ∈ β(x, )) prØmougol~nyh mnoßestv. �ta sistema obrazuet

bazu okrestnosteæ toqki (x, y) v topologiqeskom prostranstve

(X × X, β). Deæstvitel~no, l¸baØ lokal~no razloßimaØ bito-

pologiqeskaØ struktura imeet, kak izvestno, bazu prØmougol~- nyh okrestnosteæ toqek. No esli A × B ØvlØetsØ prØmougol~noæ okrestnost~¸ nekotoroæ toqki (x, y), to A budet okrestnost~¸ toqki x v topologiqeskom prostranstve (X, β( , y)), a B budet okrestnost~¸ toqki y v topologiqeskom prostranstve (X, β(x, )) – ffto sleduet neposredstvenno iz shodimostnyh usloviæ lokal~- noæ razloßimosti. S drugoæ storony, uslovie nepreryvnosti rassmatrivaemoæ sistemy sledov moßet byt~ sformulirovano na Øzyke okrestnosteæ sledu¸wim obrazom.

Teorema. Sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) topologiqeskih

struktur na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v X × X mnoßestvah nepreryvna togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdyh x ∈ U ∈ β( , y), y ∈ V ∈ β(x, ) naædutsØ takie U^′, V^′, x ∈ U^′ ∈ β( , y), y ∈ V^′ ∈ β(x, )), qto U ∈ β( , y^′), V ∈ β(x^′, ) dlØ vseh x^′ ∈ U^′, y^′ ∈ V^′.

Dokazatel~stvo. �to uslovie neposredstvenno sleduet iz sootvetstvu¸weæ aksiomy dlØ okrestnosteæ toqek topologiqeskogo prostranstva i usloviØ lokal~noæ razloßimosti v terminah okrestnosteæ. Deæstvitel~no, pust~ x ∈ U ∈ β( , y), y ∈ V ∈

β(x, ), togda mnoßestvo U ×V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y)

v (X ×X, β). Iz sootvetstvu¸weæ aksiomy dlØ okrestnosteæ sleduet suwestvovanie takoæ okrestnosti G toqki (x, y), qto U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoæ toqki (x^′, y^′) iz G. S drugoæ storony, tak kak prØmougol~nye okrestnosti obrazu¸t bazu okrestnosteæ v lokal~no razloßimom bitopologiqeskom prostranstve, naædetsØ okrestnost~ U^′ × V^′ toqki (x, y), soderßawaØsØ v G, pofftomu U ∈ β( , y^′), V ∈ β(x^′, ) dlØ vseh x^′ ∈ U^′, y^′ ∈ V^′.

7. Struktury s odinakovoæ sistemoæ sledov. Pust~ (τ ( , y),

τ (x, )|x ∈ X, y ∈ X) proizvol~no fiksirovannaØ sistema topo-

logiqeskih struktur na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v

X × X mnoßestvah. Rassmotrim mnoßestvo vseh bitopologiqe-

skih struktur na X, dlØ kotoryh ffta sistema ØvlØetsØ sistemoæ sledov. �to mnoßestvo moßet okazat~sØ i pustym, kak pokazyvaet primer 1 punkta 4. Pust~ ffto mnoßestvo ne pusto, togda ego moßno uporØdoqit~ po vkl¸qeni¸. Netrudno zametit~, qto

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 213 naibol~xaØ iz takih struktur vsegda suwestvuet. �ta struktura sostoit iz vseh mnoßestv G ⊂ X × X, udovletvorØ¸wih uslovi¸ G ∩ (X × {y}) ∈ τ ( , y), G ∩ ({x} × X) ∈ τ (x, ) dlØ vseh x ∈ X, y ∈ X. S drugoæ storony, naimen~xeæ sredi takih struktur moßet i ne suwestvovat~, kak pokazyvaet sledu- ¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = R, topologiqeskie struktury τ ( , y) i τ (x, ) na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v R^2 mnoßestvah diskretny, β_1 imeet bazu, sostoØwu¸ iz mnoßestv toqek prØmyh

y − x = b, b ∈ R, β_2 imeet bazu, sostoØwu¸ mnoßestv toqek prØ-

myh y + x = b, b ∈ R. Sledy fftih bitopologiqeskih struktur diskretny. V to ße vremØ β_1 ∩ β_2 = {∅, R^2} imeet sovsem drugie sledy (trivial~nye) i, takim obrazom, sredi vseh bitopologiqeskih struktur na R s diskretnymi sledami net naimen~xeæ.

§4. Lokal~nye bitopologiqeskie struktury

Diagonal~ Δ ⊂ X × X igraet zametnu¸ rol~ v teorii bitopologiqeskih prostranstv. �to ob¨ØsnØetsØ, preßde vsego, tem, qto sredi vseh vloßeniæ X v X × X estestvenno vydelØetsØ vloßenie j : X −→ X × X, j(x) = (x, x), j(X) = Δ. �to estestvenno opredelennoe vloßenie pozvolØet vvesti kanoniqeskoe sootvetstvie β → τ , sopostavlØ¸wee kaßdoæ bitopologiqeskoæ strukture β na X, to est~ topologiqeskoæ strukture na

X × X, topologiqesku¸ strukturu β|X = j^{−1}(β) = {j^{−1}(G)|G ∈

β} na X. Otobraßenie j ØvlØetsØ kanoniqeskim gomeomorfizmom topologiqeskogo prostranstva (X, β|X) na topologiqeskoe prostranstvo(Δ, β|Δ). S diagonal~¸ svØzan rØd bitopologiqeskih ponØtiæ. Vot nekotorye iz takogo roda ponØtiæ.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-normal~- nym, esli diagonal~ Δ imeet zamknutyæ bazis okrestnosteæ v (X × X, β). Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-delimym, esli proizvol~naØ okrestnost~ U diagonali Δ v (X × X, β) soderßit okrestnost~ diagonali V taku¸, qto V^2 ⊂ U ., Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-tranzi-tivnym, esli proizvol~naØ okrestnost~ U diagonali Δ v (X × X, β) soderßit okrestnost~ diagonali V taku¸, qto V^2 = V .

214 A. A. IVANOV

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ lokal~no tranzitivnym, esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), sleduet shodimost~ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x). Vse ffti ponØtiØ tak ili inaqe svØzany s diagonal~¸. S diagonal~¸ svØzano i ponØtie lokal~nogo bitopologiqeskogo prostranstva.

1. LokalizaciØ.

Opredelenie. Budem govorit~, qto bitopologiqeskoe prostran-

stvo (X, β) lokal~no, esli G ∩ Δ = ∅ =⇒ G ∈ β. Lokal~noæ nazyva¸t v fftom sluqae i bitopologiqesku¸ strukturu β.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura odnoznaqno opredelØetsØ shodimostØmi k toqkam diagonali. L¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno lokalizovat~, to est~ ostavit~ tol~ko shodimosti k toqkam diagonali i trivial~nye shodimosti.

Opredelenie. Pust~ β – proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struk-

tura. Lokalizacieæ β nazyva¸t bitopologiqesku¸ strukturu locβ = β ∨ P ((X × X) \ Δ) – naimen~xu¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X, soderßawu¸ β i P ((X × X) \ Δ) = {G|G ∩ Δ = ∅}. Proceduru perehoda ot β k locβ budem nazyvat~ takße lokalizacieæ struktury β.

Tak kak pri lokalizacii k β prisoedinØ¸tsØ tol~ko mnoßestva, ne soderßawie toqek diagonali, to sovokupnost~ okrestnosteæ l¸boæ toqki diagonali ne menØetsØ, v to vremØ kak l¸boe mnoßestvo G ⊂ X × X, soderßawee kaku¸-nibud~ toqku vne diagonali, stanovitsØ ee okrestnost~¸. Ots¸da sleduet, kak bylo otmeqeno vyxe, qto pri lokalizacii vse shodimosti k toqkam diagonali sohranØ¸tsØ, a iz shodimosteæ k toqkam vne diagonali osta¸tsØ tol~ko trivial~nye (shodimosti stacionarnyh napravlennyh sistem toqek).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 215 Netrudno zametit~ takße, qto l¸boe lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo Δ-normal~no. KaßdaØ okrestnost~ diagonali ØvlØetsØ v fftom sluqae zamknutym mnoßestvom. 2. Nelokal~nost~ prØmyh proizvedeniæ.

Teorema. Klass lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv za-

mknut otnositel~no perehoda k podprostranstvam, faktorprostranstvam i svobodnym ob¨edineniØm.

Dokazatel~stvo. Esli (X, β) – lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura, to est~ P ((X × X) \ Δ) ⊂ β i X′ ⊂ X, to P ((X^′ ×

X^′) \ Δ^′) ⊂ P ((X × X) \ Δ) i potomu P ((X^′ × X^′) \ Δ^′) ⊂ β|X′ = β^′, to est~ (X^′, β^′) – lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo.

Esli, teper~, (X^{′′}, β^{′′}) – faktorprostranstvo lokal~nogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), poroßdennogo otobraßeniem

p : X −→ X^{′′}, to dlØ l¸boæ toqki (x^{′′}, y^{′′}), iz X^{′′} × X^{′′}, ne pri-

nadleßaweæ Δ^{′′}, ee (p × p)-proobraz ne imeet obwih toqek s Δ i potomu ØvlØetsØ otkrytym v (X, β) mnoßestvom. Ots¸da sleduet, qto odnotoqeqnoe mnoßestvo {(x^{′′}, y^{′′})} ØvlØetsØ otkrytym v

(X^{′′} × X^{′′}, β^{′′}) mnoßestvom, a ffto oznaqaet, qto (X^{′′}, β^{′′}) – lokal~-

noe bitopologiqeskoe prostranstvo. Analogiqno dokazyvaetsØ lokal~nost~ svobodnogo ob¨edineniØ lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv.

Sovsem drugaØ situaciØ imeet mesto dlØ proizvedeniæ bitopologiqeskih prostranstv.

Teorema. Pust~ (X1, β1) i (X2, β2) – neodnotoqeqnye lokal~nye

bitopologiqeskie prostranstva s trivial~nymi topologiqeskimi strukturami na diagonalØh Δ_1 i Δ_2, togda proizvedenie fftih bitopologiqeskih prostranstv ne ØvlØetsØ lokal~nym bitopologiqeskim prostranstvom.

Dokazatel~stvo. Pust~ (X, β) – proizvedenie bitopologiqeskih prostranstv s ukazannymi v uslovii teoremy svoæstvami, X =

X_1 × X_2, toqka ((x_1, x_2), (y_1, y_2)) – proizvol~naØ toqka iz X × X, (x_1, y_1) ∈ X_1 × X_1, (x_2, y_2) ∈ X_2 × X_2. Toqka ((x_1, x_2), (y_1, y_2)) pri-

nadleßit diagonali Δ ⊂ X × X togda i tol~ko togda, kogda

x_1 = y_1, x_2 = y_2. Pofftomu toqka ((x_1, x_2), (x_1, y_2)), x_2 ≠ y_2 ne

prinadleßit Δ. Tem ne menee {((x_1, x_2), (x_1, y_2))} /∈ β, tak kak

{(x_1, x_1)} /∈ β_1. Tem samym dokazano, qto (X, β) ne ØvlØetsØ lo-

kal~nym bitopologiqeskim prostranstvom.

216 A. A. IVANOV

3. Lokal~nye ob¨edineniØ. Lokal~nye bitopologiqeskie prostranstva estestvenno voznika¸t pri postroenii ob¨edineniæ bitopologiqeskih struktur. My uße otmeqali, qto ob¨edineniØ bitopologiqeskih prostranstv v obwem sluqae opredeleny neodnoznaqno. Odnako v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv odnoznaqnost~ ob¨edineniØ imela mesto pri sootvetstvu¸wih usloviØh. AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv.

Pust~ X–nekotoroe mnoßestvo, (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – kakoe-nibud~ pokrytie mnoßestva X. Predpoloßim, qto na kaßdom mnoßestve X_ξ opredelena lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura X_ξ ,

ξ ∈ Ξ i vse ffti bitopologiqeskie struktury soglasovany tak,

qto dlØ kaßdyh ξ, η iz Ξ struktury β_ξ , β_η induciru¸t na

X_ξ ∩ X_η odnu i tu ße bitopologiqesku¸ strukturu β_{ξη}, priqem (X_ξ ×X_ξ )∩(X_η ×X_η ) prinadleßit kak β_ξ tak i β_η . Pri postroenii

ob¨edineniØ vseh fftih bitopologiqeskih struktur v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv my dopolnØem sistemu

(X_ξ × X_ξ |ξ ∈ Ξ) odnotoqeqnymi mnoßestvami {(x, y)}, vzØtymi po

vsem x ≠ y iz X. Tem samym my poluqaem pokrytie mnoßestva

X ×X, na kaßdom fflemente pokrytiØ opredelena topologiqeskaØ

struktura, priqem ffti struktury sovpada¸t na pereseqeniØh.

§5. Δ-ravnomernye bitopologiqeskie struktury

1. KategoriØ ΔUnif.

Opredelenie. Sistemu U okrußeniæ diagonali v X × X budem

nazyvat~ Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

R1. Esli U ∈ U i U ⊂ U^′, to U^′ ∈ U, R2. Esli U_1 ∈ U i U_2 ∈ U, to U_1 ∩ U_2 ∈ U.

Paru (X, U), gde U-nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na X, budem nazyvat~ Δ-ravnomernym prostranstvom.

Zameqanie. Inaqe govorØ, Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X nazyvaetsØ l¸boæ fil~tr, sostoØwiæ iz okrußeniæ diagonali Δ ⊂ X × X. Opredelenie. Otobraßenie f : (X, U) −→ (X^′, U^′) dvuh Δ-

ravnomernyh prostranstv budem nazyvat~ Δ-ravnomernym ili

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 217 prosto ravnomernym otobraßeniem, esli f^{−1}(U^′) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U^′ ∈ U^′.

Opredelenie. Kategori¸ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih

ravnomernyh otobraßeniæ budem oboznaqat~ qerez ΔUnif ili prosto qerez ΔU .

2. VloßeniØ ΔU v BT .

Opredelenie. Pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura

na mnoßestve X. Prisoedinim k U ewe odin fflement, a imenno pustoe mnoßestvo ∅. PoluqennaØ takim obrazom struktura β_0U = U ∪ {∅} budet, oqevidno, bitopologiqeskoæ strukturoæ na X. Budem nazyvat~ fftu strukturu Δ-ravnomernoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Zameqanie. Tak kak razliqie meßdu U i β0U nesuwestvenno, to my budem nazyvat~ β_0U prosto Δ-ravnomernoæ strukturoæ, kak i U, a paru (X, β_0U) budem nazyvat~ Δ-ravnomernym (bitopologiqeskim) prostranstvom. Poloßim β_0(X, U) = (X, β_0U).

Esli f : (X, U) −→ (X^′, U^′) – ravnomernoe otobraßenie, to

β_0f : (X, β_0U) −→ (X^′, β_0U^′) – binepreryvnoe otobraßenie. Tem

samym opredelen kovariantnyæ funktor β_0 : ΔU −→ BT , perevodØwiæ kategori¸ ΔU v polnu¸ podkategori¸ kategorii BT . KategoriØ ΔU okazyvaetsØ kanoniqeski izomorfnoæ sootvetstvu¸- weæ podkategorii kategorii BT , qto pozvolØet rassmatrivat~ teori¸ Δ-ravnomernyh prostranstv, kak special~nu¸ qast~ obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv.

Vozmoßno i drugoe vloßenie kategorii ΔU v kategori¸ BT , osuwestvlØemoe lokalizacieæ struktury. �to vloßenie perevodit Δ-ravnomernu¸ strukturu U v lokal~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_1U = U ∨ P ((X × X) \ Δ). Netrudno dokazat~, qto i zdes~ Δ-ravnomernaØ struktura U odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po bitopologiqeskoæ strukture β_1U, a otobraßenie

f : (X, U) −→ (X^′, U^′)

ravnomerno togda i tol~ko togda, kogda

β_1f : (X, β_1U) −→ (X^′, β_1U^′)

ØvlØetsØ binepreryvnym otobraßeniem.

218 A. A. IVANOV

3. ProekciØ BT na ΔU .

Opredelenie. Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe pro-

stranstvo i U – struktura, sostoØwaØ iz vseh okrestnosteæ diagonali Δ v topologiqeskom prostranstve (X × X, β). �ta struktura ØvlØetsØ Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X. Budem oboznaqat~ ee qerez Δβ i govorit~, qto β i Δβ soglasovany (bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) i Δ-ravnomernoe prostranstvo (X, Δβ) soglasovany). L¸bomu binepreryvnomu otobraßeni¸ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) budet sotvetstvovat~ ravnomernoe otobraßenie Δf : (X, Δβ) −→ (X^′, Δβ^′). Tem samym opredelen kovariantnyæ funktor Δ : BT −→ ΔU. Funktor Δβ_0 ØvlØetsØ, oqevidno, toßdestvennym funktorom, opredelennym na kategorii ΔU . Esli my uslovimsØ otoßdestvlØt~ kaßdu¸ Δ-ravnomernu¸ strukturu U s bitopologiqeskoæ strukturoæ β_0U, to kategoriØ ΔU okaßetsØ retraktom kategorii BT .

Funktory Δ i β_0 ØvlØ¸tsØ estestvennoæ osnovoæ sovmestnogo izuqeniØ bitopologiqeskih i Δ-ravnomernyh struktur, funktor

β_1 ØvlØetsØ prosto lokalizacieæ funktora β_0, β_1U = loc(β_0U).

4. Δ-rassloenie kategorii BT . Na mnoßestve vseh bitopologiqeskih prostranstv, soglasovannyh s nekotorym fiksirovanym Δ-ravnomernym prostranstvom, moßno vvesti otnoxenie porØdka, poloßiv (X, β^′) ⩽ (X, β), esli i : (X, β) −→ (X, β^′)- binepreryvnoe otobraßenie ili, qto to ße samoe, β^′ ⊂ β (β^′ ⩽ β).

DlØ kaßdogo Δ-ravnomernogo prostranstva ffto mnoßestvo nepusto i, v obwem sluqae, v nem net ni naibol~xego ni naimen~- xego fflementa.

Deæstvitel~no, pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na mnoßestve X. Togda β_0U = U ∪ {∅} – bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X, (X, β_0)-bitopologiqeskoe prostranstvo, soglasovannoe s (X, U). Zametim teper~, qto dlØ l¸boæ toq- ki x ∈ X × X struktura β_x = U ∪ {G|G ∩ Δ ⊂ {x}, G ⊂ X × X} takße ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ, soglasovannoæ s U. Pust~ β – nekotoraØ bitopologiqeskaØ struktura na X, soderßawaØ β_x dlØ vseh x ∈ X × X. Togda dlØ proizvol~nogo mnoßestva G ⊂ X ×X budet imet~ mesto sootnoxenie G = ∪G_x|x ∈ G,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 219 gde G_x = (G \ Δ) ∪ (G ∩ {x}) ∈ β_x ⊂ β i potomu G ∈ β. No ffto oznaqaet, qto β = P (X × X) – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura na X × X i Δβ sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva X × X, soderßawih Δ.

Rassmotrim teper~ proizvol~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β soderßawu¸sØ v β_0U = U ∪ {∅} i soglasovannu¸ s U. Struktura β dolßna sostoØt~ iz pustogo mnoßestva i nekotoryh, ne obØzatel~no vseh, mnoßestv vhodØwih v U. �ti mnoßestva budut obrazovyvat~ bazu Δ-ravnomernoæ struktury U v tom smysle, qto kaßdoe okrußenie diagonali, vhodØwee v U, soderßit nekotoroe okrußenie, vhodØwee v Δβ, to est~ ØvlØ¸weesØ okrestnost~¸ diagonali v (X × X, β). Pust~ β soderßit kakie-to dva mnoßestva G_1, G_2, priqem X × X ≠ G_2 ⊄ G_1 ≠ ∅. Obrazuem bitopologiqesku¸ strukturu β^′ = (β ∧ G_1) ∪ {X × X} ⊂ β. Tak kak

G_2 ≠ X × X i G_2 /∈ β ∧ G_1, to G_2 /∈ β^′ i potomu β^′ strogo so-

derßitsØ v β. Ots¸da sleduet to, qto minimal~naØ bitopologiqeskaØ struktura, soglasovannaØ s U, dolßna sostoØt~ tol~ko iz treh fflementov,a imenno ∅, G, X × X i potomu G dolßno byt~ naimen~xim fflementom Δ-ravnomernoæ struktury U, vozmoßno sovpada¸wim s X × X. Zametim, qto, esli fftot naimen~xiæ fflement Δ-ravnomernoæ struktury U sovpadaet s diagonal~¸, to U sostoit iz vseh okrußeniæ diagonali, a naimen~xaØ bitopologiqeskaØ struktura, soglasovannaØ s U est~ {∅, Δ, X ×X}. �to edinstvennyæ sluqaæ, kogda sredi vseh bitopologiqeskih struktur, soglasovannyh s U est~ i naibol~xiæ i naimen~xiæ fflementy. 5. Qastiqnye vloßeniØ. My rassmotreli dva varianta kanoniqeskogo postroeniØ bitopologiqeskih struktur po Δ-rav-nomernym strukturam. �to operacii β_0 i β_1. Oni primenimy k l¸boæ Δ-ravnomernoæ strukture U i da¸t β_0(U) = U ∪ {∅},

β_1(U) = U ∪ P ((X × X) \ Δ), β_1(U) = locβ_0(U). Vvedem teper~ ewe

dve operacii β_l i β_d, sopostavlØ¸wie nekotorym (ne vsem!) Δravnomernym strukturam U bitopologiqeskie struktury β_l(U) i

β_d(U) sootvetstvenno. Naqnem s operacii β_l.

Pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na X. Rassmotrim bitopologiqesku¸ strukturu β_1(U) i ee sistemu sledov (β_1( , y), β_1(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Esli ffta sistema sledov okaßetsØ nepreryvnoæ, to ona opredelØet lokal~no razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu, koto-

220 A. A. IVANOV ru¸ my budem oboznaqat~ qerez β_l. Takim obrazom l¸boæ Δravnomernoæ strukture U, dlØ kotoroæ sistema sledov struktury β_1(U) nepreryvna, my moßem sopostavit~ lokal~no razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_l, ØvlØ¸wu¸sØ, k tomu ße, i lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Pust~,teper~, β – proizvol~naØ lokal~naØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Ee sistema sledov budet, nepreryvnoæ (sm. 2.5). Rassmotrim Δ-ravnomernu¸ strukturu U = Δβ, sostoØwu¸, po opredeleni¸, iz vseh okrestnosteæ diagonali v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) i bitopologiqesku¸ strukturu β_1(Δβ). Voznikaet estestvennyæ vopros o sovpadenii sistem sledov bitopologiqeskih struktur β i β_1(Δβ). Esli ffti sistemy sledov sovpada¸t, to β = β_l (Δβ). K soßaleni¸, takoe sovpadenie ne imeet, v obwem sluqae, mesta, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {0, 1}, τ_1 = {∅, {0}, X}, τ_2 = {∅, {1}, X}, β =

(τ_1 × τ_2) ∪ {(0, 0)} ∪ {(1, 0)}.

TopologiqeskaØ struktura β imeet bazu, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv, pofftomu ona lokal~no razloßima. ΔravnomernaØ struktura U = Δβ sostoit iz mnoßestv {(0, 0),

(0, 1), (1, 1)} i X × X. BitopologiqeskaØ struktura β_1(U) polu-

qaetsØ prisoedineniem k U vseh podmnoßestv mnoßestva X × X, ime¸wih pustoe pereseqenie s diagonal~¸, a imenno mnoßestv ∅, {(0, 1)}, {(1, 0)}, {(0, 1), (1, 0)}.

Netrudno teper~ zametit~, qto β(0, ) ne sovpadaet s β_1(0, ), to est~ sistemy sledov bitopologiqeskih struktur β i β_1(Δβ) ne sovpada¸t.

Moßno, odnako, sformulirovat~ uslovie, pri kotorom sistema sledov lokal~noæ, lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β i sistema sledov bitopologiqeskoæ struktury

β_1(Δβ) sovpada¸t i, sledovatel~no, β = β_l(Δβ).

Opredelenie. Bitopologiqesku¸ strukturu β na X budem nazy-

vat~ Δ-otdelimoæ, esli dlØ l¸byh nesovpada¸wih toqek x, y iz X naædetsØ takoe okrußenie diagonali U ∈ Δβ, qto (x, y) /∈ U , inaqe govorØ, esli Δ = ∩U |U ∈ Δβ.

Teorema. DlØ l¸boæ Δ-otdelimoæ, lokal~noæ, lokal~no razloßi-

moæ bitopologiqeskoæ struktury β, sistemy sledov β i β_1(Δβ) sovpada¸t i pofftomu β = β_l(Δβ).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 221

Dokazatel~stvo. Pust~ β – lokal~naØ, lokal~no razloßimaØ, Δ-otdelimaØ bitopologiqeskaØ struktura na X i β_1 = β_1(Δβ). Dostatoqno dokazat~, qto β(x, ) = β_1(x, ) dlØ l¸boæ toqki x ∈ X, tak kak vse usloviØ teoremy simmetriqny otnositel~no x i y. Bolee togo, dostatoqno dokazat~, qto β(x, ) ⊂ β_1(x, ) dlØ l¸- boæ toqki x ∈ X, tak kak obratnoe vkl¸qenie imeet mesto vsegda, po postroeni¸ bitopologiqeskoæ struktury β_1. Nam nado dokazat~, qto iz G ∈ β(x, ) sleduet G ∈ β_1(x, ). Pri fftom, v silu lokal~nosti β i β_1, dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ (x, x) ∈ G ⊂ {x} × X. Itak, fiksiruem nekotoru¸ toqku x_0 ∈ X, β(x_0, )-okrestnost~ G_0 toqki (x, x_0) i dokaßem, qto G_0 ØvlØetsØ takße i

β_1(x_0, )-okrestnost~¸ toqki (x, x_0). DlØ fftogo dostatoqno do-

kazat~ suwestvovanie takogo okrußeniØ U ∈ β diagonali, qto

U ∩({x_0}×X) ⊂ G_0. Deæstvitel~no, U ∩({x_0}×X) ⊂ G_0 budet togda β_1(x_0, )-okrestnost~¸ toqki (x_0, x_0), a potomu i G_0 budet β_1(x_0, )-

okrestnost~¸ fftoæ toqki. Takoe okrußenie diagonali budet suwestvovat~, esli dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X naædetsØ okrestnost~

U_x toqki (x, x) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β), dlØ

kotoroæ U_x ∩ ({x} × X) ⊂ G_0. V fftom sluqae moßno budet vzØt~ v kaqestve U mnoßestvo ∪U_x|x ∈ X.

Predpoloßim teper~, qto takoe okrußenie U ∈ β diagonali ne suwestvuet i, sledovatel~no, naædetsØ toqka x_1 ∈ X takaØ, qto U_{x1} ∩ ({x_0} × X) ⊄ G_0 dlØ l¸boæ okrestnosti U_{x1} toqki

(x_1, x_1) v (X × X, β). DlØ nas suwestvenno zdes~ tol~ko to, qto U_{x1} ∩ ({x_0} × X) ≠ ∅, i potomu suwestvuet takaØ napravlennaØ

sistema toqek ((x_0, y_λ)|λ ∈ Λ), qto ((x_0, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x_1, x_1). Togda, v silu lokal~noæ razloßimosti bitopologiqeskoæ struktury β, my budem imet~ shodimost~ (x_0, x_1) −→_{β( ,x1)} (x_1, x_1) Poslednee oznaqaet, qto (x_0, x_1) ∈ U_{x1} dlØ l¸boæ okrestnosti U_{x1} toqki (x_1, x_1) v (X × X, β) v qastnosti (x_0, x_1) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U ∈ β diagonali. No poslednee protivoreqit uslovi¸ Δ -otdelimosti bitopologiqeskoæ struktury β i potomu neverno naxe predpoloßenie o nesuwestvovaniØ sootvetstvu¸- wego okrußeniØ diagonali.

Zameqanie. V predyduwem primere bitopologiqeskaØ struktura β ne byla Δ-otdelimoæ, pofftomu uslovie Δ-otdelimosti v tol~ko qto dokazannoæ teoreme suwestvenno.

222 A. A. IVANOV

6. Dostatoqnoe uslovie Δ-otdelimosti.

Teorema. Pust~ τ1 i τ2 – nekotorye topologiqeskie struktury

na mnoßestve X, β – topologiqeskaØ struktura na X × X, baza kotoroæ sostoit iz vseh odnotoqeqnyh mnoßestv, ne soderßawihsØ v diagonali Δ ⊂ X × X i prØmougol~nyh mnoßestv G_1 × G_2, vzØtyh po vsem G_1 ∈ τ_1 i vsem G_2 ∈ τ_2. Esli, krome togo, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ parno T_0-prostranstvom, to β, budet Δ-otdelimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ (x, y) ∈ (X × X) \ Δ. Togda dlØ l¸boæ toqki (z, z) ∈ Δ libo z ≠ x libo z ≠ y, tak kak x ≠ y. V pervom sluqae, v silu parnoæ T_0-otdelimosti (X, τ_1, τ_2), naædetsØ

G_1 ∈ τ_1 takoe, qto z ∈ G_1, x /∈ G_1 i pofftomu (x, y) /∈ G_1 × G_2

dlØ l¸bogo G_2 ∈ τ_2, vo vtorom sluqae, opØt~ v silu parnoæ T_0- otdelimosti (X, τ_1, τ_2), naædetsØ G_2 ∈ τ_2 takoe, qto z ∈ G_2, y /∈ G_2 i pofftomu (x, y) /∈ G_1 × G_2 dlØ l¸bogo G_1 ∈ τ_1. V oboih sluqa- Øh naædetsØ otkrytoe v (X × X, β) mnoßestvo U_z, dlØ kotorogo (z, z) ∈ U_z, (x, y) /∈ U_z. Togda (x, y) /∈ ∪U_z|z ∈ X = U ∈ Δβ, qto i do- kazyvaet Δ-otdelimost~ bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

§6. Bitopologiqeskie predstavleniØ

Pravil~noe opisanie razliqnyh klassov ob¨ektov – tipiqnaØ matematiqeskaØ problema, s kotoroæ naqinaetsØ l¸boe issledovanie. Delo v tom, qto vozmoßny razliqnye opisaniØ dlØ kaßdogo iz rassmatrivaemyh klassov i ot vybora naibolee podhodØwih zavisit, podqas, uspeh issledovaniØ. Nas budut interesovat~ zdes~ tak nazyvaemye bitopologiqeskie predstavleniØ klassov nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv, to est~ ih opisaniØ sootvetstvu¸wimi klassami bitopologiqeskih prostranstv.

Opredelenie. Budem govorit~, qto nekotoryæ klass F nepre-

ryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv imeet bitopologiqeskoe predstavlenie klassom B bitopologiqeskih prostranstv, esli F sovpadaet s klassom vseh binepreryvnyh otobraßeniæ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) dlØ vsevozmoßnyh β i β^′ iz B.

Tak kak l¸baØ bitopologiqeskaØ struktura ØvlØetsØ odnovremenno topologiqeskoæ strukturoæ na sootvetstvu¸wem mnoßestve, to bitopologiqeskoe predstavlenie klassa F ØvlØetsØ, v

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 223 koneqnom sqete, svoeobraznym topologiqeskim opisaniem fftogo klassa. Inogda, vproqem, prihoditsØ rassmatrivat~ ne proizvol~nye nepreryvnye otobraßeniØ topologiqeskih prostranstv, a nepreryvnye otobraßeniØ prinadleßawie horoxo opisannomu klassu A, naprimer klassu vzaimno odnoznaqnyh otobraßeniæ (monomorfizmov) ili klassu otobraßeniæ na vse prostranstvo (ffpimorfizmov).

1. Uslovie perestanovoqnosti. Rassmotrim kakoe-nibud~ mnoßestvo Φ nepreryvnyh otobraßeniæ nekotorogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v sebØ.

Opredelenie. Budem govorit~, qto otobraßenie ψ perestano-

voqno s Φ, esli ψφψ^{−1} ∈ Φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ.

Teorema. Pust~ (X, τ ) – svØznoe topologiqeskoe prostranstvo i

φ : (X, τ ) −→ (X, τ ) – nepreryvnoe otobraßenie bez nepodvißnoæ toqki. Togda mnoßestvo vseh perestanovoqnyh s φ nepreryvnyh otobraßeniæ (X, τ ) v sebØ imeet bitopologiqeskoe predstavlenie v klasse vseh vzaimno odnoznaqnyh otobraßeniæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ Γφ = {(x, φ(x))|x ∈ X}, βφ – topologiqeskaØ struktura na X ×X, opredelØemaØ sledu¸wimi usloviØmi: esli G ∩ Γ_φ = ∅, to G ∈ β_φ ∩ Cβ_φ,

β|Γ_φ = (τ × τ )|Γ_φ.

Pust~ f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) – vzaimno odnoznaqnoe binepreryvnoe otobraßenie. Togda f × f : (X × X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) – nepreryvnoe otobraßenie. Tak kak Γ_φ = {(x, φ(x))|x ∈ X}, to

Γ_φ = (1 × φ)(X). S drugoæ storony, otobraßenie 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, τ × τ ) nepreryvno, a β|Γ_φ = (τ × τ )|Γ_φ, pofftomu oto-

braßenie 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, β_φ) takße nepreryvno i, v silu svØznosti topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), mnoßestvo

Γ_φ ØvlØetsØ svØznym podmnoßestvom topologiqeskogo prostran-

stva (X × X, β_φ). Zametim teper~, qto X i, sledovatel~no, Γ_φ soderßit bolee qem odnu toqku, tak kak otobraßenie φ ne imeet nepodvißnoæ toqki. Pofftomu Γ_φ ØvlØetsØ edinstvennoæ neodnotoqeqnoæ komponentoæ svØznosti v topologiqeskom prostranstve

(X × X, β_φ). Ots¸da sleduet, qto libo (f × f)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ libo (f × f)(Γ_φ ) – odnotoqeqnoe mnoßestvo. No posledniæ variant ot-

padaet, tak kak f – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie, a X soderßit bolee odnoæ toqki. Takim obrazom, esli x ∈ X, to (f × f)

224 A. A. IVANOV

(x, φ(x)) = (f(x), fφ(x)) ∈ Γ_φ i potomu fφ(x) = φf(x), to est~ oto-

braßenie f perestanovoqno s otobraßeniem φ. Tem samym dokazano,qto iz binepreryvnosti vzaimno odnoznaqnogo otobraßeniØ

f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) sleduet perestanovoqnost~ otobraßeniØ f

s otobraßenim φ.

Rassmotrim teper~ proizvol~noe vzaimno odnoznaqnoe nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X, τ ) perestanovoqnoe s φ. Togda (f × f)(x, φ(x)) = (f(x), fφ(x)) = (f(x), φf(x)) ∈ Γ_φ dlØ vseh

x ∈ X, to est~ (f × f)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ.

Tak kak f : (X, τ ) −→ (X, τ ) – nepreryvnoe otobraßenie, to

(f ×f) : (X ×X, τ ×τ ) −→ (X ×X, τ ×τ ) – nepreryvnoe otobraßenie.

Zametim teper~, qto po opredeleni¸ struktury β_φ imeet mesto sootnoxenie τ × τ |Γ_φ = β_φ|Γ_φ i potomu otobraßenie

(f × f)|Γ_φ : (Γ_φ, β_φ|Γ_φ) −→ (Γ_φ, β_φ|Γ_φ)

ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

My dokazali, qto ograniqenie otobraßeniØ f × f : (X ×

X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) na Γ_φ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraße-

niem. S drugoæ storony, i ograniqenie fftogo otobraßeniØ na

(X × X) \ Γ_φ takße ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, tak

kak topologiqeskaØ struktura β_φ induciruet na fftom mnoßestve diskretnu¸ topologi¸. No oba fftih mnoßestva otkryty v

(X × X, β_φ), pofftomu f × f : (X × X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) – nepreryv-

noe otobraßenie, to est~ f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) – binepreryvnoe otobraßenie. Tem samym dokazano, qto rassmatrivaemoe mnoßestvo otobraßeniæ imeet bitopologiqeskoe predstavlenie odnim bitopologiqeskim prostranstvom.

Opredelenie. Pust~ Φ – nekotoroe mnoßestvo nepreryvnyh

otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v sebØ. Rassmotrim sistemu (Γ_φ|φ ∈ Φ) grafikov otobraßeniæ φ ∈ Φ. Na kaßdom Γ_φ fiksiruem topologiqesku¸ strukturu β_φ = τ × τ |Γ_φ. Vvedem topologiqesku¸ strukturu β_Φ na X × X, poloßiv G ∈ β_Φ togda i tol~ko togda, kogda G ∩ Γ_φ ∈ β_φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ. Nepreryvnoe otobraßenie ψ : (X, τ ) −→ (X, τ ) budem nazyvat~ Φotobraßeniem, esli otobraßenie 1 × ψ : (X, τ ) −→ (X × X, β_Φ) nepreryvno.

Lemma. L¸boe otobraßenie φ ∈ Φ ØvlØetsØ Φ-otobraßeniem. Dokazatel~stvo. Tak kak (1 × φ)(x) = (x, φ(x)) ∈ Γφ dlØ kaßdogo

x ∈ X, to (1 × φ)(X) ⊂ Γ_φ. S drugoæ storony, β_φ = (τ × τ )|Γ_φ i

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 225 potomu iz nepreryvnosti otobraßeniØ 1×φ : (X, τ ) −→ (X ×X, τ × τ ) sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ 1 × φ : (X, τ ) −→ (Γ_φ, β_φ) i, v silu togo,qto β_Φ|Γ_φ = β_φ, nepreryvnost~ otobraßeniØ 1×φ :

(X, τ ) −→ (X × X, β_Φ). Lemma dokazana.

Opredelenie. Mnoßestvo Φ nepreryvnyh otobraßeniæ (X, τ )

v sebØ budem nazyvat~ bitopologiqeski polnym, esli l¸boe Φotobraßenie prinadleßit Φ.

Teorema. Esli Φ – bitopologiqeski polnaØ sistema nepreryvnyh

otobraßeniæ φ : (X, τ ) −→ (X, τ ), to gomeomorfizm ψ : (X, τ ) −→ (X, τ ) budet binepreryvnym otobraßeniem (X, β_Φ) na sebØ togda i tol~ko togda, kogda ψφψ^{−1} ∈ Φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ψ – gomeomorfizm (X, τ ) na sebØ i

ψφψ^{−1} ∈ Φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ. Dokaßem, qto v fftom slu-

qae ψ : (X, β_Φ) −→ (X, β_Φ) – binepreryvnoe otobraßenie. Esli

(x, y) ∈ Γ_φ, to est~ y = φ(x), togda (ψ × ψ)(x, y) = = (ψ(x), ψ(y)) = (ψ(x), ψφ(x)) = (ψ(x), φ^′ψ(x)) ∈ Γ_φ0 , gde φ^′ = ψφψ^{−1} ∈ Φ. Ta-

kim obrazom (ψ × ψ)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ0 . Tak kak β_φ = (τ × τ )|Γ_φ i

β_φ0 = (τ ×τ )|Γ_φ0 , to otobraßenie ψ ×ψ : (X ×X, β_Φ) −→ (X ×X, β_Φ)

– nepreryvno na kaßdom mnoßestve Γ_φ, φ ∈ Φ i, sledovatel~- no, v silu opredeleniØ β_Φ, ono nepreryvno na vsem prostranstve (X × X, β_Φ), to est~ ψ : (X, β_Φ) −→ (X, β_Φ) – nepreryvnoe otobraßenie. Pust~ teper~ ψ – gomeomorfizm (X, τ ) na sebØ, ØvlØ¸wiæsØ binepreryvnym otobraßeniem (X, β_Φ) na sebØ. Otobraßenie ψ^{−1} budet nepreryvnym otobraßeniem (X, τ ) na sebØ. Pust~ φ ∈ Φ, togda 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, β_Φ) – nepreryvnoe otobraßenie, v silu predyduweæ lemmy. No togda kompoziciØ

(ψ×ψ)(1×φ)ψ^{−1} = (1×ψφψ^{−1}), takße budet nepreryvnym otobra-

ßeniem (X, τ ) v (X ×X, β_Φ), to est~ ψφψ^{−1} budet Φ-otobraßeniem. Ots¸da, v silu bitopologiqeskoæ polnoty Φ,sleduet ψφψ^{−1} ∈ Φ. Sledstvie. Esli Φ – bitopologiqeski polnaØ sistema nepreryv-

nyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v sebØ, to mnoßestvo gomeomorfizmov (X, τ ) v sebØ perestanovoqnyh s Φ imeet bitopologiqeskoe predstavlenie.

Dokazatel~stvo. Perestanovoqnost~ ψ s Φ (ψΦ = Φψ) oznaqaet, qto dlØ l¸bogo φ ∈ Φ imeet mesto sootnoxenie ψφ = φ^′ψ, gde

φ^′ ∈ Φ i potomu ψφψ^{−1} ∈ Φ. Bitopologiqeskim predstavleni-

em rassmatrivaemogo mnoßestva gomeomorfizmov (X, τ ) na sebØ budet bitopologiqeskaØ struktura β_Φ.

226 A. A. IVANOV

Ivanov A. A. Space structures, their theory and application. The paper is the first part of a book ”Space structures, their theory and application”. This part can be considered as an introduction in general topology. It consists of six chapters: structures and categories, metric type structures, structures of continuity, extension stuctures, classic bitopological structures, general theory of bitopological structures.

Postupilo 7 fevralØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN