Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

O. M. Fomenko

O QISLAH KLASSOV NEOPREDELENNYH BINARNYH KVADRATIQNYH FORM I VYQETNYH INDEKSAH CELYH QISEL PO PROSTOMU MODULı p §0 V fftom paragrafe my vvedem neobhodimye opredeleniØ i sformuliruem nekotorye iz poluqennyh v rabote rezul~tatov.

Pust~ a ¿ 2 – celoe qislo, p – prostoe qislo; esli p ∤ a, to

o(a, p) oznaqaet naimen~xee celoe d > 0 takoe, qto a^d ≡ 1(mod p); o(a, p) nazyvaetsØ porØdkom qisla a po modul¸ p. Oqevidno, o(a, p) | (p − 1); otnoxenie r(a, p) = p − 1 o(a, p) nazyvaetsØ vyqetnym indeksom qisla a po modul¸ p.

Pust~ ε_0 =^{1+√5}_2 ; {F_m} – posledovatel~nost~ qisel Fibonaqqi, gde F_0 = 0, F_1 = 1, F_m = F_{m−2} + F_{m−1}. Izvestno, qto

ε^m_0 = F_{m−1} + ε_0F_m.

Pust~

(_5 p ) = 1. o(ε_0 , p) opredelØetsØ kak naimen~xee d > 0 takoe, qto v sootnoxenii ε^d_0 = F_{d−1} + ε_0F_d imeem F_{d−1} ≡ 1(mod p), F_d ≡ 0(mod p). Izvestno, qto pri p > 2, p ≠ 5 i

(_5 p ) = 1 imeet mesto delimost~ o(ε_0 , p) | (p − 1). V fftom sluqae opredelØem vyqetnyæ indeks qisla ε_0 po modul¸ p sledu¸wim obrazom:

r(ε_0, p) = p − 1 o(ε_0 , p) . Interes k izuqeni¸ r(ε_0, p) vyzvan, v qastnosti, tem, qto

h(5p^2) = 2^γ r(ε_0, p),

gde γ – odno iz qisel 0, 1, 2, 3; h(d) – qislo klassov sobstvenno ffkvivalentnyh primitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form 179

180 O. M. FOMENKO

ax^2 + bxy + cy^2 diskriminanta d = b^2 − 4ac; sm. [1]. r(a, p) i r(ε_0, p)

oblada¸t shodnymi svoæstvami i mogut izuqat~sØ parallel~no shodnymi metodami.

AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto dlØ

(_5 p ) = −1, priqem teper~ o(ε_0, p) | 2(p+1). Niße pri rassmotrenii r(ε_0, p) i h(5p^2) vsegda predpolagaetsØ, qto

(_5 p ) = 1, krome neskol~kih special~no otmeqennyh sluqaev.

Pust~ K_n = Q(a^{1/n}, ζ_n), gde ζ_n – primitivnyæ koren~ stepeni n iz 1; RGR(a) – rasxirennaØ gipoteza Rimana dlØ dzeta-funkciæ Dedekinda poleæ vida K_n, n = 1, 2, 3, . . .. Pervyæ znaqitel~nyæ rezul~tat o raspredelenii znaqeniæ r(a, p) prinadleßit Holi [2], kotoryæ v predpoloßenii spravedlivosti RGR(a) dokazal gipotezu Artina:

#{p 6 x | r(a, p) = 1} = A(a, 1) li x + O^{(x log log x}_{log2 x}^);

A(a, 1) > 0; a ≠ ±1, a^2_1.

Zatem Stefens [3] poluqil shodnu¸ asimptotiku dlØ #{p 6 x | r(a, p) = w} (sm. takße [4]).

Po povodu problematiki, svØzannoæ s r(ε_0, p) i h(5p^2), sm. [1, 5–7].

Privedem gipotezy o povedenii r(a, p) i r(ε_0, p) v srednem (C_1(a), C_2(a), C_1, C_2 – poloßitel~nye konstanty; a ¿ 2 – beskvadratnoe celoe qislo).

Gipoteza 1(a)._∑ p6x^{r(a, p) ∼ C1(a)x.} Gipoteza 2(a)._∑ p6x^{log r(a, p) ∼ C2(a) li x.} Gipoteza 1(”0)._∑

p6x,^{( 5}_p^)=1 r(ε_0, p) ∼ C_1x.

O QISLAH KLASSOV 181

Gipoteza 2(”0)._∑

p6x,^{( 5}_p^)=1

log r(ε_0, p) ∼ C_2 li x.

Pereqislennye gipotezy vydvigalis~ v rabotah [1, 6–8]. Svidetel~stva v pol~zu ukazannyh gipotez moßno naæti v citirovannyh vyxe rabotah. Rezul~taty nastoØweæ stat~i takße v toæ ili inoæ mere podtverßda¸t ffti gipotezy.

Sformuliruem nekotorye iz rezul~tatov nastoØweæ raboty v terminah binarnyh kvadratiqnyh form. Pust~ K^′_n = Q(ε^{1/n}_0 , ζ_{2n}); RGR(ε_0) – rasxirennaØ gipoteza Rimana dlØ dzeta-funkciæ Dedekinda poleæ vida K^′_n, n = 1, 2, 3, . . ..

Teorema 2(”0). Pust~ vypolnØetsØ RGR(ε0). Pust~ pri x → ∞

poloßitel~naØ funkciØ α(x) monotonno vozrastaet i α(x) → ∞. Esli α(x) 6 (log x)(log log x)^{−3}, to # { p 6 x^|^{( 5}_p^) = 1, h(5p^2) > α(x)^} ≍^{π(x)}_{α(x)} .

Teorema 5(”0). DlØ beskoneqnogo mnoßestva p,^{( 5}_p^) = 1, imeem

h(5p^2) ¿ (log log p)(log_k p)^{−1},

gde log_k p – k raz iterirovannyæ logarifm, k – l¸boe postoØnnoe celoe qislo ¿ 3.

Teorema 2 (ε_0) govorit o tom, qto dlØ bol~xinstva diskriminantov vida 5p^2,

(_5 p ) = 1, qisla klassov h(5p^2) maly i qto v to ße vremØ mnoßestvo { p 6 x^|^{( 5}_p^) = 1^}, x ≫ 0, soderßit ne menee

(C > 0) C x(log log x)^3

log^2 x prostyh p s usloviem

h(5p^2) > (log p)(log log p)^{−3}.

182 O. M. FOMENKO

Teorema 5 (ε_0) pokazyvaet, qto oqen~ oslablennyæ variant poslednego fakta moßno dokazat~ bez ispol~zovaniØ kakih-libo gipotez. Nakonec, kak otmeqeno niße (sm. zameqanie 1 i §5), imeetsØ malo diskriminantov vida 5p^2,

(_5 p ) = ±1, s bol~xim qislom klassov. Deæstvitel~no, spravedlivo sootnoxenie # { p 6 x | h(5p^2) > x^{1−δ}} ≪ x^{2δ}, gde δ – l¸boe postoØnnoe qislo s usloviem 0 < δ < 1/2. Dokazatel~stvo fftogo fakta takße ØvlØetsØ bezuslovnym.

Niße v §§1–4 izuqa¸tsØ svoæstva r(a, p) (teoremy 1(a)–7(a)); v §5 izuqa¸tsØ svoæstva r(ε_0, p) (i h(5p^2)) (teoremy 1(ε_0), 3(ε_0) i 4(ε_0)); teoremy 2(ε_0) i 5(ε_0) privedeny vyxe.

OboznaqeniØ. 1) p i q oznaqa¸t prostye qisla; summirovanie ∑ p6x,^{( 5}_p^)=1 . . .

qawe zapisyvaetsØ v ffkvivalentnoæ forme ∑_′ p6x^{. . .} ; π(x) = ∑ p6x^{1; li x =} x∫ 2 dt log t

2) V k raz iterirovannom logarifme log_k x k ¿ 3 – proizvol~- noe postoØnnoe celoe qislo.

3) a ¿ 2 – beskvadratnoe natural~noe qislo, kotoroe sqitaetsØ postoØnnym vsegda, krome teoremy 5(a).

4) c, C, C_1, C(a), . . . – poloßitel~nye konstanty. 5) K_n, RGR(a) i K^′_n, RGR(ε_0) opredeleny vyxe; δ(n) = [K_n : Q];

δ^′(n) = [K^′_n : Q]. §1 Pust~ N (x, a, w) = #{p 6 x | r(a, p) = w}, w = 1, 2, 3, . . .. V na- stoØwem paragrafe budet vyvedena uslovnaØ asimptotiqeskaØ formula dlØ N (x, a, w), x → ∞, i poluqen analog dlØ r(a, p) teoremy 2(ε_0) iz §0.

O QISLAH KLASSOV 183

Teorema 1(a). Pust~ verna RGR(a). Pust~ w 6 log x. Togda N (x, a, w) = A(a, w) li x + O ( x log log x

φ(w) log^2 x ) , gde A(a, w) = ∞∑ k=1 μ(k) δ(kw) . Dokazatel~stvo. My sleduem rabote Stefensa [3] (kotoryæ, v

svo¸ oqered~, sledoval rabote Holi [2]), no bolee akkuratno sledim za zavisimost~¸ ostatoqnogo qlena ot w. �to vaßno dlØ dal~neæxih priloßeniæ.

Simvolom R(q, p, w) oboznaqim sovmestnye usloviØ:

q | (p − 1)/w; a ØvlØetsØ vyqetom stepeni wq po modul¸ p.

Neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie ravenstva o(a, p) =^{p−1}_w sostoit v tom, qto dlØ kaßdogo prostogo q R(q, p, w) ne vypolnØetsØ i a^{(p−1)/w} ≡ 1(mod p). Zametim, qto N (x, a, w) v toqnosti ravno qislu prostyh p 6 x s a^{(p−1)/w} ≡ 1(mod p), dlØ kotoryh

R(q, p, w) ne vypolnØetsØ dlØ l¸bogo prostogo q 6 (x − 1)/w.

Pust~ N (x, η, a, w) oznaqaet qislo prostyh p 6 x, dlØ kotoryh

a^{(p−1)/w} ≡ 1(mod p) i R(q, p, w) ne vypolnØetsØ dlØ l¸bogo pro-

stogo q 6 η. Togda N (x, a, w) = N (x, (x − 1)/w, a, w). Qerez P (x, k, a, w), gde k – l¸boe beskvadratnoe qislo, oboznaqim qislo prostyh p 6 x, dlØ kotoryh R(q, p, w) verno dlØ kaßdogo prostogo delitelØ q|k; a^{(p−1)/w} ≡ 1(mod p) ØvlØetsØ edinstvennym podrazumevaemym usloviem, esli k = 1. Nakonec, M (x, η_1, η_2, a, w) oznaqaet qislo prostyh p 6 x, dlØ kotoryh R(q, p, w) verno, po kraæneæ mere, dlØ odnogo prostogo q s η_1 < q 6 η_2. Vvodim veliqiny

ξ_1 = 1 6 log x, ξ_2 = x^{1/2}/ log^5 x i ξ_3 = x^{1/2} log x.

Kak pokazano v [3], N (x, a, w) = N (x, ξ_1, a, w) + O { M (x, ξ_1, ξ_2, a, w) } + +O { M (x, ξ_2, ξ_3, a, w) } + O { M (x, ξ_3, (x − 1)/w, a, w) } . (1)

184 O. M. FOMENKO

Pust~ l^′ oznaqaet libo 1, libo poloßitel~noe beskvadratnoe qislo, celikom sostoØwee iz prostyh mnoßiteleæ q 6 ξ_1; imeem N (x, ξ_1, a, w) = ∑ l0 μ(l^′)P (x, l^′, a, w). (2) VerhnØØ granica dlØ l^′ daetsØ neravenstvom

l^′ 6 ∏ q6ξ1^q 6 e^{2ξ1} 6 x^{1/3}. (3)

Nam neobhodima

Lemma 1. Esli verna RGR(a), to P (x, k, a, w) = li x δ(kw) + O ( x^{1/2} log(kwx) ) . Lemma – qastnyæ sluqaæ plotnostnoæ teoremy Qebotareva (uslovnyæ variant), tak kak prostye qisla p, podsqityvaemye v P (x, k, a, w), v toqnosti udovletvorØ¸t sovmestnym usloviØm:

p 6 x; p ∤ kwa; p vpolne razloßimo v Kn na razliqnye lineænye

prostye idealy. Sm. [9].

Ispol~zuØ (2), lemmu 1 i (3), imeem N (x, ξ_1, a, w) = ∑ l0 μ(l^′) {( li x/δ(l^′w) ) + O ( x^{1/2} log(l^′wx) )} = = li x ∑ l0 ( μ(l^′)/δ(l^′w) ) + O ( x^{5/6} log x ) . Toqnoe znaqenie δ(n) vyqislil Stefens [3]; nam dostatoqno neravenstv kwφ(kw) ¿ δ(kw) ¿ 1 2 kwφ(kw). V dal~neæxem nam takße potrebuetsØ izvestnaØ ocenka ∑ n>α 1 nφ(n) ≪ 1 α , gde α ¿ 1.

Tak kak vse beskvadratnye qisla k 6 ξ_1 ime¸t tip l^′, my poluqaem s uqetom vyxeprivedennyh neravenstv: N (x, ξ_1, a, w) = li x ∞∑ k=1 μ(k) δ(kw) + O { li x ∑ k>ξ1 1 kwφ(kw) } + O ( x^{5/6} log x ) ;

O QISLAH KLASSOV 185 ∑ k>ξ1 1 kwφ(kw) ≪ 1 wφ(w) ∑ k>ξ1 1 kφ(k) ≪ 1 wφ(w) · 1 ξ_1 . Sledovatel~no, N (x, ξ_1, a, w) = li x ∞∑ k=1 μ(k) δ(kw) + O ( x wφ(w) log^2 x ) + +O ( x^{5/6} log x ) . (4) Qlen M (x, ξ_1, ξ_2, a, w) ocenivaetsØ s pomow~¸ lemmy 1.

Imeem M (x, ξ_1, ξ_2, a, w) 6 ∑ ξ1<q6ξ2 P (x, q, a, w) ≪

≪ x wφ(w)ξ_1 log x + ξ_2x^{1/2} log x log ξ_2 ≪ x wφ(w) log^2 x + x log^5 x

. (5)

DlØ ocenki M (x, ξ_2, ξ_3, a, w) trebu¸tsØ teorema Bruna–Titqmarxa i formula Mertensa. Imeem M (x, ξ_2, ξ_3, a, w) ≪ x log log x φ(w) log^2 x

. (6)

Nakonec, M (x, ξ_3, (x − 1)/w, a, w) ≪ x w^2 log^2 x

. (7)

PodstavlØØ v (1) sootnoxeniØ (4)–(7), poluqaem utverßdenie teoremy.

Teorema 2(a). Pust~ vypolnØetsØ RGR(a). Pust~ pri x → ∞ po-

loßitel~naØ funkciØ α(x) monotonno vozrastaet i α(x) → ∞. Togda

1) esli α(x) ¿ (log x)(log log x)^{−2}, to # { p 6 x | r(a, p) < α(x)^} ≪^{π(x)} (log x)(log log x)^{−2} ; 2) esli α(x) 6 (log x)(log log x)^{−2}, to # { p 6 x | r(a, p) < α(x)^} ≪^{π(x)}_{α(x)};

186 O. M. FOMENKO

priqem 3) esli α(x) = o { (log x)(log log x)^{−2} } , to # { p 6 x | r(a, p) < α(x)^} ≍^{π(x)}_{α(x)}. Dokazatel~stvo. Plotnost~ A(a, w), a ¿ 2 beskvadratno i w ∈ N,

iz teoremy 1(a) vyqislil Murata [4]. Pust~ C = ∞∑ w=1 μ(w) wφ(w) = 0.37395 . . . (konstanta Artina),

(a, w) = n.o.d. a i w, E(w) = 1 w^2 ∏ p|w p^2 − 1 p^2 − p − 1 ,

A = a (a, w) , B(a, w) = ∏ p|A −1 p^2 − p − 1 . Privedem tablicu znaqeniæ A(a, w): a ≡ 1(mod4), 2|w, a|w A(a, w) = 2E(w)C a ≡ 1(mod4), 2|w, a ∤ w A(a, w) = (1 + B(a, w))E(w)C a ≡ 1(mod4), 2 ∤ w, a|w A(a, w) = 0 a ≡ 1(mod4), 2 ∤ w, a ∤ w A(a, w) = (1 − B(a, w))E(w)C a ≡ 2(mod4), 4 ∤ w A(a, w) = E(w)C a ≡ 2(mod4), 2^2‖w A(a, w) = ( 1 − 1 3 B(a, w) ) E(w)C a ≡ 2(mod4), 8|w A(a, w) = (1 + B(a, w))E(w)C a ≡ 3(mod4), 2 ∤ w A(w) = E(w)C

a ≡ 3(mod4), 2‖w A(w) = ( 1 − 1 3 B(a, w) ) E(w)C a ≡ 3(mod4), 4|w A(w) = (1 + B(a, w))E(w)C. Iz privedennyh vyxe vyraßeniæ dlØ A(a, w) sleduet, qto v sluqae A(a, w) ≠ 0 imeem 1 w^2 ≪ A(a, w) ≪ 1 wφ(w) . (8)

O QISLAH KLASSOV 187

Kak pokazal Vagstaf [10], ∞∑ u=1 A(a, w) = 1. V silu (8), spravedlivo sootnoxenie ∑ w>α A(a, w) ≍ 1 α . (9)

Imeem # { p 6 x | r(a, p) > α(x)^} = π(x) − #^{p 6 x | r(a, p) 6 α(x)^}. Moßno sqitat~, qto α(x) 6 log x, togda, po teoreme 1(a), imeem # { p 6 x | r(a, p) 6 α(x)^} =^∑_{16w6α(x)}^{A(a, w) li x + O^{( x log log x}_{φ(w) log2 x}^{)}}.

Ispol~zuØ ravenstvo Vagstafa i (9), imeem # { p 6 x | r(a, p) > α(x)^} ≍^{li x}_{α(x)} + O^{( x(log log x) log α(x)}_{log2 x}^).

Ots¸da neposredstvenno sleduet utverßdenie teoremy.

Zameqanie 1. Punkt 1) teoremy 2(a) dlØ funkciæ α(x) ≫ x^{1/2+δ}

moßno uluqxit~, priqem rezul~tat budet bezuslovnym. Toqnee, spravedlivo utverßdenie:

dlØ l¸byh postoØnnyh c > 0 i 0 < δ <^1_2 i funkcii α(x) ¿

x^{1/2+δ} log^{−c} x imeem # { x log^{−c} x < p 6 x | r(a, p) > α(x) } ≪ x^{1−2δ}. Utverßdenie srazu vytekaet iz sledu¸wego legko dokazyvaemogo fakta:

I = # { p 6 x | o(a, p) 6 x^{1/2−δ}} ≪ x^{1−2δ}. V samom dele, imeem

I 6^∑_{e6x1/2�δ} #^{p | p | (a^e − 1)^} ≪ ≪ ∑ e6x^{1/2}�^δ

log(a^e − 1) ≪ ∑ e6x^{1/2}�^δ e ≪ x^{1−2δ}.

188 O. M. FOMENKO §2 NastoØwiæ paragraf posvØwen ocenkam srednih znaqeniæ vyqetnogo indeksa r(a, p).

Teorema 3(a). Ime¸t mesto sootnoxeniØ

x log log x

log x ≪ ∑ p6x^{r(a, p) ≪} x^{3/2} log x , priqem dokazatel~stvo ocenki snizu trebuet predpoloßeniØ o spravedlivosti RGR(a).

Dokazatel~stvo. 1) Poluqim ocenku sverhu ∑ p6x^{r(a, p) ≪} x^{3/2} log x

. (10)

Pust~ G_n = a^n − 1, gde n = 1, 2, 3, . . .. Togda naimen~xee n > 0 so svoæstvom p | G_n ravno n = o(a, p). Ispol~zuem metod raboty [1]. Pust~ S(x) = ∑ p6x^{r(a, p) log p.} Togda S(x) = ∑ p6x o(a,p)6x1^/2 r(a, p) log p + ∑ p6x o(a,p)>x1^/2 r(a, p) log p = ∑ 1 + ∑ 2 .

Summa ∑ 2 ocenivaetsØ trivial~no: ∑ 2 < x^{1/2} ∑ p6x^{log p ∼ x} 3/2. Ocenim summu ∑ 1, prinimaØ vo vnimanie, qto pri α > 1 2[α] ¿ α.

Imeem ∑ 1 ≪ x^{1/2} ∑ p6x o(a,p)6x1^/2

[ x^{1/2} o(a, p) ] log p ≪

≪ x^{1/2} ∑ o(a,p)6x1^/2 [ x^{1/2} o(a, p) ] log p ≪ x^{1/2} log ∏ l6x^{1/2} G_l ≪ x^{3/2}.

O QISLAH KLASSOV 189

Sledovatel~no, S(x) ≪ x^{3/2}, i ocenka (10) dokazana.

2) V predpoloßenii vernosti RGR(a) dokaßem sootnoxenie ∑ p6x r(a,p)6(log x)(log log x)�1 r(a, p) ≍ x log log x

log x

. (11)

Pust~ α(x) = log x log log x , togda, po teoreme 1 s ispol~zovaniem (8), imeem ∑ p6x r(a,p)6α(x) r(a, p) = ∑ w6α(x) w { A(a, w) li x + O ( x log log x φ(w) log^2 x )} ≍

≍ li x ∑ w6α(x) 1 φ(w) + O ( x log log x

log^2 x ∑ w6α(x) w φ(w) ) ≍

≍ ( li x) log α(x) + O ( x log log x

log^2 x α(x) ) ≍ x log log x log x , i sootnoxenie (11) dokazano. Tem samym, teorema 3(a) dokazana.

Teorema 4(a). Pust~ verna RGR(a). Togda ∑ p6x r(a,p)6x1^/4 r(a, p) ≪ x log^2 x.

Dokazatel~stvo. Pust~ ξ1 =^1_2 log log x, l^′ oznaqaet libo 1, li-

bo poloßitel~noe beskvadratnoe qislo, celikom sostoØwee iz prostyh mnoßiteleæ q 6 ξ_1; togda

l^′ 6 e^{2ξ1} = log x.

Imeem (sr. §1) N (x, a, w) 6 N (x, ξ_1, a, w) 6 ∑ l0 P (x, l^′, a, w). Ots¸da, po lemme 1, poluqaem N (x, a, w) 6 ∑ l0 { ( li x)/δ(l^′w) + O ( x^{1/2} log(l^′wx) )} ≪

190 O. M. FOMENKO

≪ ( li x) 1 wφ(w) + x^{1/2}(log(wx)) log x.

Sledovatel~no, ∑ p6x r(a,p)6x1^/4 r(a, p) = ∑ w6x^{1/4} wN (x, a, w) ≪

≪ li x ∑ w6x^{1/4} 1 φ(w) + ∑ w6x^{1/4} ( wx^{1/2}(log(wx)) log x ) ≪

≪ ( li x) log x + x log^2 x ≪ x log^2 x,

i teorema dokazana.

Rassmotrim teper~ usrednenie summy ∑ x<p62x^{r(a, p)} po a. Poluqennu¸ ocenku moßno sravnit~ s gipotezoæ 1(a). Bolee tonkoe usrednenie, svØannoe s gipotezoæ 1(ε_0), rassmatrivaetsØ v [7].

Teorema 5(a)._∑ 26a6x ∑ x<p62x^{r(a, p) ≪ x} 2. (12)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim levu¸ qast~ neravenstva (12) qe-

rez S. Napomnim, qto o(a, p) | (p − 1) i qto pri fiksirovannyh p i m = o(a, p) sravnenie a^m ≡ 1(mod p) imeet ne bolee m rexeniæ. Pofftomu S = ∑ 26a6x ∑ x<p62x p − 1 o(a, p) ≪ x ∑ x<p62x ∑ 26a6x 1 o(a, p) ≪

≪ x ∑ x<p62x ∑ m|(p−1) 1 m m ≪ x ∑ x<p62x^{d(p − 1) ≪ x} 2, i teorema dokazana.

O QISLAH KLASSOV 191

Zameqanie 2. �lementarno poluqaemaØ ocenka (10) ØvlØetsØ

ves~ma sil~noæ. Qtoby v fftom ubedit~sØ, sravnim (10) so sledu¸weæ ocenkoæ, poluqennoæ s pomow~¸ teoremy Bomb~eri– Vinogradova, ∑ p6x^{o(a, p) ≫ x} 3/2/ log x (13)

(sm. [11]). Iz (13) srazu vytekaet ocenka ∑ p6x o(a, p) p − 1 ≫ x^{1/2} log x

. (14)

S drugoæ storony, esli vzØt~ neravenstvo Koxi

π^2(x) 6 ( ∑ p6x^{r(a, p)} )( ∑ p6x 1 r(a, p) )

i primenit~ (10), to snova poluqim (14). §3 V nastoØwem paragrafe pri nekotoryh predpoloßeniØh budet dokazana gipoteza 2(a). Ranee Pappalardi [12] poluqil neravenstva (Λ – funkciØ Mangol~dta)

li x ∞∑ n=1 Λ(n) δ(n) <_∼ ∑ p6x^{log r(a, p) ≪} x log log x log x

; (15)

dokazatel~stvo ocenki sverhu trebuet privleqeniØ RGR(a), ocenka snizu ØvlØetsØ bezuslovnoæ. Avtor [6] dokazal: esli

N > exp{c_1(log x)^{1/2}} i konstanta c_1 dostatoqno velika, to N^{−1} ∑ a6N ∑ p6x^{log r(a, p)} 6 C li x + O^(x/(log x)^{D)}, gde C =^{∞∑}_{n=2}^{log n}_{nφ(n)} ,

D – proizvol~naØ konstanta > 1.

Teorema 6(a). Pust~ vypolnØ¸tsØ RGR(a) i gipoteza A Holi

[13, s. 121]. Togda ∑ p6x^{log r(a, p) = li x} ∞∑ n=1 Λ(n) δ(n) + O ( x log log x log^2 x ) .

192 O. M. FOMENKO

Dokazatel~stvo. Vvedem funkci¸ π(x, n) = # { p 6 x | n | r(a, p)^}. Po lemme 1 (v predpoloßenii vernosti RGR(a)), imeem π(x, n) = 1 δ(n) li x + O ( x^{1/2} log(xn) ) . (16)

Vospol~zuemsØ ravenstvom ∑ p6x^{log r(a, p) =} ∑ n6x^{Λ(n)π(x, n).} Imeem ∑

p6x^{log r(a, p) =} ∑ n6^√x/ log^4 x Λ(n)π(x, n)+

+ ∑ √ x/ log4 x<n6x Λ(n)π(x, n) = ∑ 1 + ∑ 2 . K summe ∑ 1 primenim (16): ∑ 1 = ∑ n6^√x/ log^4 x

Λ(n) { 1 δ(n) li x + O ( x^{1/2} log(xn) )} =

= li x ∑ n6^√x/ log^4 x

Λ(n) δ(n) + O ( x/ log^3 x ) =

= li x ∞∑ n=1 Λ(n) δ(n) − li x ∑ n> √ x/ log4 x Λ(n) δ(n) + O ( x/ log^3 x ) =

= li x ∞∑ n=1 Λ(n) δ(n) + O ( x/ log^3 x ) . Summu ∑ 2 razbivaem na dve: ∑ 2 = ∑ q> √ x/ log4 x (log q)π(x, q) + ∑ q^α> √ x/ log4 x,α>1 (log q)π(x, q^α) =

= ∑ 2,1 + ∑ 2,2.

O QISLAH KLASSOV 193

Ocenivaem summu ∑ 2,2: ∑ 2,2 ≪ x ∑ q> √ x/ log4 x log q

q^2 ≪ x^{1/2+ε}. Summu ∑ 2,1 razbivaem na dve: ∑ 2,1 = ∑ √ x/ log4 x<q6 √ x log2 x

(log q)π(x, q) + ∑ q> √ x log2 x

(log q)π(x, q) =

= ∑ 2,1,1 + ∑ 2,1,2 . Summa ∑ 2,1,2 ograniqena sverhu veliqinoæ # { p | p delit ∏ m6^√x/ log^2 x

(a^m − 1) } log x;

poskol~ku #{. . . } < ∑ m6^√x/ log^2 x m ≪ x log^4 x , imeem ∑ 2,1,2 ≪ x log^3 x . Rassmotrim summu ∑ 2,1,2. Veliqina π(x, q) pri √ x/ log^4 x < q 6 √ x log^2 x ocenivaetsØ, po gipoteze A Holi, sledu¸wim obrazom: π(x.q) ≪ x q log^2 x

. (17)

Pofftomu, primenØØ (17) i formulu Mertensa, poluqaem ∑ 2,1,1 ≪ x log^2 x ∑ √ x/ log4 x<q6 √ x log2 x

log q q ≪ x log log x

log^2 x , i teorema dokazana.

194 O. M. FOMENKO §4 Dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy ne zavisit ot kakih-libo gipotez.

Teorema 7(a). DlØ beskoneqnogo mnoßestva p imeem

r(a, p) ¿ (log log p)(log_k p)^{−1}.

Dokazatel~stvo. Pust~ ξ1 = (1/15) log log x, togda

l^′ 6 e^{2ξ1} 6 (log x)^{2/15}

(sr. §1). Imeem (w 6 log x) N (x, a, w) 6 N (x, ξ_1, a, w) = ∑ l0 μ(l^′)P (x, l^′, a, w). (18) Imeet mesto sledu¸waØ

Lemma 2. Spravedlivo sootnoxenie P (x, l^′, a, w) = li x δ(l^′w) + O { x exp ( −A √ log x l^′w )} , gde A > 0 – nekotoraØ konstanta, pri uslovii, qto l^′w 6 (log x)^{1/7}.

Lemma – qastnyæ sluqaæ plotnostnoæ teoremy Qebotareva (bezuslovnyæ variant); sm. [9]. Pust~ w 6 (log x)^{1/105}; po skazannomu vyxe, l^′ 6 (log x)^{2/15}. Napomnim, qto vse beskvadratnye qisla k 6 ξ_1 ime¸t tip l^′. PrimenØØ (18) i lemmu 2, poluqaem N (x, ξ_1, a, w) = ∑ l0 μ(l^′) { li x δ(l^′w) + O ( x exp ( −A √ log x l^′w ))} =

= li x ∑ l0 (μ(l^′)/δ(l^′w)) + O { (log x)^{215} x exp ( −A √ log x (log x)^{1/7} )} . Imeem N (x, ξ_1, a, w) = li x ∞∑ k=1 μ(k) δ(kw) + O ( ( li x) 1 wφ(w) 1 ξ_1 ) +

+O { (log x)^{2/15}x exp ( − A(log x)^{5/14} )} . (19)

O QISLAH KLASSOV 195

Pust~ pri vseh x ≫ 0 i vseh p 6 x r(a, p) < log log x log_k x = C(x). Togda ∑ w<C(x) N (x, a, w) = li x + O ( x log^2 x ) . (20)

V silu (18) i (19), ∑ w<C(x) N (x, a, w) 6 li x ∑ 16w6C(x) A(a, w) + O ( ( li x) 1 ξ_1 ) +

+O { log log x log_k x

(log x)^{2/15}x exp ( − A(log x)^{5/14} )} . (21)

Kak i vyxe, imeem (x ≫ 0) ∑ 16w6C(x)^{A(a, w) = 1 − B} log_k x log log x , gde C_2 < B < C_1.

Iz (20) i (21) pofftomu sleduet neravenstvo

B( li x) log_k x log log x + O ( x log^2 x ) 6 6 O^{( li x}_{ξ1}^) + O^{{ log log x}_{logk x} (log x)^{2/15}x exp^( − A(log x)^{5/14)}},

i my prihodim k protivoreqi¸. Teorema dokazana. §5 V nastoØwem paragrafe izuqa¸tsØ svoæstva r(ε_0, p) (i, sledovatel~no, h(5p^2)). Iz pØti teorem, otnosØwihsØ k dannoæ teme, zdes~ my privodim tri, ostal~nye dve pereneseny v §0. Dokazatel~stva povtorØ¸t dokazatel~stva analogiqnyh rezul~tatov dlØ r(a, p) i zdes~ ne privodØtsØ.

196 O. M. FOMENKO

Osnovnu¸ rol~ v priloßeniØh igraet (uslovnaØ) asimptotiqeskaØ formula dlØ

N (x, ε_0, w) = # { p 6 x^{|( 5}_p^) = 1, r(ε0, p) = w^}. Ranee v [6] my uße dokazali taku¸ formulu, no niße v teoreme 1(ε_0) budet poluqena asimptotika s luqxim ostatoqnym qlenom.

Sdelaem neskol~ko predvaritel~nyh zameqaniæ. Pust~ K = Q( √ 5), ε_0 =^{1+√5}_2 – osnovnaØ edinica fftogo polØ. Poskol~ku, po predpoloßeni¸, (5/p) = 1, p razlagaetsØ v proizvedenie razliqnyh prostyh idealov polØ K:

p = p_1p_2.

Qerez R^′(q, p, w) oboznaqim sovmestnye usloviØ:

qw | (p − 1); sravneniØ t^{qw}_i ≡ ε_0(modp_i) (i = 1, 2) razreximy.

DlØ beskvadratnogo k i w ∈ N P (x, k, ε_0, w) oznaqaet qislo prostyh p 6 x, (5/p) = 1, dlØ kotoryh R^′(q, p, w) verno dlØ kaßdogo prostogo delitelØ q|k.

Prostye qisla, podsqityvaemye v P (x, k, ε_0, w), v toqnosti udovletvorØ¸t sovmestnym usloviØm: p 6 x, (5/p) = 1; p ∤ 5kw; p vpolne razloßimo v K^′_n na razliqnye lineænye prostye idealy. Analogi lemm 1 i 2 verny dlØ P (x, k, ε_0, w) i svodØtsØ k plotnostnoæ teoreme Qebotareva (uslovnyæ i bezuslovnyæ varianty); sm. [9].

Teorema 1(”0). Pust~ verna RGR(ε0). Pust~ w 6 log x. Togda

N (x, ε_0, w) = A(ε_0, w) li x + O ( x log log x

φ(w) log^2 x ) , gde A(ε_0 , w) = ∞∑ k=1 μ(k) δ^′(kw) ; konstanta, vhodØwaØ v O, absol¸tnaØ.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1(a). Otmetim, qto rexetnu¸ qast~ shemy Holi–Stefensa na sluqaæ

r(ε_0, p) perenes Antoniadis [5]. On ße vyqislil δ^′(n). Privedem

lix~ neravenstva nφ(n) 6 δ^′(n) 6 4nφ(n).

O QISLAH KLASSOV 197

Plotnost~ A(ε_0 , w) vyqislil avtor [6]. Iz fftogo vyqisleniØ sleduet, qto

A(ε_0 , w) ≠ 0 (w ∈ N)

i qto 1 w^2 ≪ A(ε_0, w) ≪ 1 wφ(w) . V [6] bylo pokazano, qto ∞∑ w=1 A(ε_0 .w) = 1 2 i ∑ w>α A(ε_0 .w) ≍ 1 α . Iz teoremy 1 (ε_0) i tol~ko qto privedennyh rezul~tatov sleduet teorema 2(ε_0). Teorema 2(ε_0), kotoraØ v §0 privodilas~ v uprowennoæ forme, na samom dele moßet byt~ sformulirovana v bolee toqnom vide, analogiqnom teoreme 2(a). Moßno dokazat~ takße sledu¸wiæ analog utverßdeniØ iz zameqaniØ 1:

dlØ l¸byh postoØnnyh c > 0 i 0 < δ < 1/2 i funkcii α(x) ¿

x^{1/2+δ} log^{−c} x imeem ((5/p) = ±1) #{x log^{−c} x < p < x | h(5p^2) > α(x)} ≪ x^{1−2δ}. Otmetim, qto sluqaæ, kogda v teoreme 2 (ε_0) vmesto α(x) beretsØ proizvol~naØ dostatoqno bol~xaØ poloßitel~naØ konstanta, rassmatrivalsØ v [6].

Otmetim takße, qto analog ocenki sverhu (10) dlØ h(5p^2) uße byl dokazana E. P. Golubevoæ [1], priqem srazu dlØ vseh diskriminantov 5p^2.

Ob¨edinim teper~ analogi sootnoxeniØ (11) i teoremy 4(a) v odnu teoremu 3 (ε_0).

Teorema 3(”0). Pust~ verna RGR(ε0). Togda 1) ∑_′ p6x h(5p2 )6(log x)(log log x)�1

h(5p^2) ≍ x log log x log x ;

198 O. M. FOMENKO

2) ∑_′ p6x h(5p2 )6x1/4 h(5p^2) 6 x log^2 x.

Teorema 5(a) vprØmu¸ na sluqaæ r(ε_0, p) ne perenositsØ, sm. po fftomu povodu rabotu [7].

Perehodim k teoreme 4 (ε_0). Otmetim, qto analog rezul~tata (15) dlØ r(ε_0, p) dokazan v [6]. Otmetim takße, qto, po gipoteze A Holi (toqnee, po nekotoromu eœ obobweni¸), veliqina

π^′(x, q) = # { p 6 x |^{( 5}_p^) = 1, q | r(ε0, p)^}

ocenivaetsØ pri √ x/ log^4 x < q 6 √ x log^2 x

sledu¸wim obrazom: π^′(x, q) ≪ x q log^2 x . Teorema 4(”0). Pust~ vypolnØ¸tsØ RGR(ε0) i (obobwennaØ) gi-

poteza A Holi. Togda ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) = li x ∞∑ n=1 Λ(n) δ^′(n) + O ( x log log x log^2 x ) . Teorema 5 (ε_0) sformulirovana v §0.

Literatura

1. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. I; II, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 72–81; 168 (1988), 11–22.

2. C. Hooley, On Artin’s conjecture, J. reine und angew. Math. 225 (1967), 209–220. 3. P. J. Stephens, Prime divisors of second-order linear recurrences. I; II, J. Number Theory 8, No. 3 (1976), 313–332; 333–345.

4. L. Murata, A problem analogous to Artin’s conjecture for primitive roots and its applications, Arch. Math. 57 (1991), 555–565.

5. J. A. Antoniadis, Über die Periodenlänge mod p einer Klasse rekursiver Folgen, Arch. Math. 42, No. 3 (1984), 242–252.

O QISLAH KLASSOV 199 6. O. M. Fomenko, Qisla klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 312–333.

7. E. P. Golubeva, O qislah klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form diskriminanta dp^2, Zap. nauqn. semin. POMI 286 (2002), 40–47.

8. E. Bach, R. Lukes, J. Shallit, and H. C. Williams, Results and estimates on pseudopowers, Math. Comp. 65 (1996), 1737–1747.

9. J. C. Lagarias and A. M. Odlyzko, Effective versions of the Chebotarev density theorem, Algebraic Number Fields (Ed. A. Fröhlich), New York, 1977, 409–464.

10. S. S. Wagstaff Jr., Pseudoprimes and a generalization of Artin’s conjecture, Acta Arithm. 41 (1982), 141–150.

11. M. Goldfeld, On the number of primes p for which p + a has a large prime factor, Mathematika 16, No. 1 (1969), 23–27.

12. F. Pappalardi, On Hooley’s theorem with weights, Rendiconti Sem. Mat. Univ.

Pol. Torino 53, No. 4 (1995), 375–388.

13. K. Hooli, PrimeneniØ metodov rexeta v teorii qisel,. M., 1987.

Postupilo 26 i¸nØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru