Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

.G. V. Kuz~mina

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII RIMANOVO` SFERY. II

�kstremal~nye konfiguracii mnogih zadaq ob ffkstremal~nom razbienii so svobodnymi parametrami oblada¸t toæ ili inoæ simmetrieæ. RexeniØ ukazannyh zadaq opredelØ¸tsØ v terminah associirovannyh kvadratiqnyh differencialov, pol¸sami fftih differencialov slußat svobodnye parametry rassmatrivaemyh zadaq. Pri dostatoqno bol~xom qisle svobodnyh parametrov vyØvlenie simmetrii ffkstremal~nyh konfiguraciæ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii ili, qto ravnosil~no, simmetrii v raspoloßenii pol¸sov associirovannyh kvadratiqnyh differencialov predstavlØet soboæ osnovnu¸ trudnost~ pri rexenii takih zadaq.

Horoxo izvestna svØz~ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii s ffkstremal~no-metriqeskimi problemami dlØ semeæstv klassov krivyh i rol~ fftih zadaq v rexenii razliqnyh voprosov geometriqeskoæ teorii funkciæ [1]. RØd zadaq ob ffkstremal~nom razbienii byl rexen pri pomowi metoda simmetrizacii [2]. NarØdu s simmetrizacionnymi podhodami k rØdu novyh rezul~tatov v teorii ukazannyh zadaq privela vpervye ustanovlennaØ v [3] svØz~ meßdu razliqnymi zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii.

DannaØ rabota prodolßaet issledovaniØ v [4]. Kak i v [4], v neæ razrabatyvaetsØ ffkstremal~no-metriqeskiæ podhod, pozvolØ¸wiæ obnarußivat~ simmetri¸ v raspoloßenii svobodnyh pol¸sov associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii C . �tot podhod osnovyvaetsØ na konstruirovanii dopustimoæ metriki v rassmatrivaemoæ probleme modulØ iz ffkstremal~nyh metrik bolee prostyh problem modulØ dlØ semeæstv klassov krivyh, opredelennyh na special~nyh oblastØh na C . V ideænom plane fftot podhod voshodit

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 00-01-00118) 126

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 127

k rabote Dß. Dßenkinsa [5] i rezul~tatu v [3]. V kaqestve priloßeniæ my poluqaem novye rezul~taty v izvestnom kruge zadaq o maksimume vzvexennoæ summy n∑ k=1 α^2_kM (D_k, a_k)

(zdes~ M (D_k, a_k) – privedennyæ modul~ oblasti D_k otnositel~- no toqki a_k) v semeæstve D(a) vseh sistem D = {D_k}^n_{k=1} nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na C , a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n, gde sistema toqek a = {a_k} i sistema poloßitel~nyh qisel

ff = {α1, . . . , αn} udovletvorØ¸t predpisannym geometriqeskim

usloviØm. RassmatrivaetsØ takße zadaqa o maksimume konformnogo invarianta, svØzannaØ s predyduweæ zadaqeæ.

Maksimum summy (1) v semeæstve D(a) budem oboznaqat~ qerez M(a_1, . . . , a_n; α_1, . . . , α_n). M(a_1, . . . , a_n; 1, . . . , 1) oboznaqaem qerez M(a_1, . . . , a_n). §1 1.1. V dal~neæxem U = {z : |z| < 1|}, U^∗ = {z : |z| > 1}, C = {z : |z| = 1}. Sledu¸waØ teorema dopolnØet rezul~taty v [6, 4], otnosØwiesØ k zadaqe o maksimume summy (1) v sluqae, kogda sistemoæ toqek {a_k} slußat toqki okrußnosti C i toqki 0, ∞.

Teorema 1. Pust~ a1, . . . , an – razliqnye toqki okrußnosti C,

raspoloßennye v porØdke vozrastaniØ arg a_k, n ¿ 2, a_0 ∈ U .

Pust~ a_0 = 0. PolagaØ arg a_{k+1} a_k = 2πλ_k, k = 1, . . . , n (zdes~ a_{n+1} = a_1), 0 < λ_k < 1, n∑ k=1 λ_k = 1,

imeem neravenstvo 2πM(0, a_1, . . . , a_n, ∞) 6 n∑ k=1 { 2πM(1, 0, ∞; 1, λ_k, λ_k) + log λ_k } . (2)

Pust~ a_0 ≠ 0 i pust~

f_0(z) = z − a_0 1 − a_0z

, ȧ_k = f_0(a_k).

128 G. V. KUZ^MINA Predpolagaem, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ: arg a_{k+1} a_k = 2πλ_k, arg ȧ_{k+1} ȧ_k = 2πλ̇_k, gde 0 < λ_k, λ̇_k 6 1/2, n∑ k=1 λ_k = n∑ k=1 λ̇_k = 1.

Togda spravedlivo neravenstvo 2πM(0, a_1, . . . , a_n, ∞) 6 6^{n∑}_{k=1}^{π^[M(1, 0, ∞; 1, λk, λk) + M(1, 0, ∞; 1,^˙λk,^˙λk)^]+ = 1 2 ( log λ_k + log λ̇_k )} − ( n 2 − 1 ) log(1 − |a_0|^2) + n∑ k=1 log |a_k − a_0|. (3)

Zameqanie. Pust~ a1, . . . , an – toqki okrußnosti C. Qerez

K_0(a_1, . . . , a_n) oboznaqaem zamknutu¸ vypuklu¸ oboloqku mno-

ßestva {a_1, . . . , a_n}, qerez K^{(h)}_0 (a_1, . . . , a_n) – giperboliqesku¸ zamknutu¸ vypuklu¸ oboloqku ukazannogo toqeqnogo mnoßestva po otnoxeni¸ k krugu U . V sluqae a_0 ≠ 0 usloviØ teoremy 1 oznaqa¸t, qto

0 ∈ K_0(a_1, . . . , a_n), a_0 ∈ K^{(h)}_0 (a_1, . . . , a_n).

1.2. Pri dokazatel~stve teoremy 1 suwestvenno ispol~zu¸tsØ

fakty o strukture traektoriæ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala zadaqi o M(1, 0, ∞; 1, λ, λ), kotorye my privodim v sledu¸weæ lemme.

Qerez Π(a, b; α, β) oboznaqaem dvuugol~nik s verxinami a, b i vnutrennimi uglami v fftih verxinah sootvetstvenno α i β. Π(a, b; α, β) oboznaqaem korotko takße qerez Π(a, b).

Lemma 1. Pust~ 0 < λ < 1. �kstremal~noæ metrikoæ pro-

blemy modulØ, opredelØ¸weæ M(1, 0, ∞; 1, λ, λ), slußit metrika ρ^∗(z)|dz| = |Q(z, λ)|^{1/2}|dz|, gde Q(z, λ)dz^2 – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial dannoæ zadaqi: Q(z, λ)dz^2 = − λ^2 4π^2

(z + –)(z + 1/–) z^2(z − 1)^2 dz^2, – + 1/– = 1/λ^2 − 2. (4)

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 129 �kstremal~naØ sistema oblasteæ zadaqi o M(1, 0, ∞; 1, λ, λ) sostoit iz krugovyh oblasteæ D^∗_1 , D^∗_2 , D^∗_3 differenciala (4), soderßawih sootvetstvenno toqki 1, 0, ∞. V strukture traektoriæ differenciala −Q(z, λ)dz^2 prisutstvu¸t tri (pri λ ≠ 1/2) ili dve (pri λ = 1/2) polosoobraznye oblasti. V sluqae λ 6 1/2 fftimi oblastØmi ØvlØ¸tsØ dvuugol~niki

Π_1 = Π_1(0, 1; 2π, 2πλ), Π_2 = Π_2(1, ∞; 2πλ, 2π),

Π_3 = Π_3(1, 1; π(1 − 2λ), π(1 − 2λ)), v sluqae λ ¿ 1/2 – dvuugol~niki

Π_1 = Π_1(0, 1; 2π, 2πλ), Π_2 = Π_2(1, ∞; 2πλ, 2π),

Π_3 = Π_3(0, ∞; π(2 − 1/λ), π(2 − 1/λ)).

Oblasti Π_1(0, 1 i Π_2(1, ∞) leßat sootvetstvenno vnutri i vne kruga U i simmetriqny drug s drugom otnositel~no okrußnosti C, pri λ < 1/2 ffti oblasti razdelØ¸tsØ dvuugol~nikom Π_3(1, 1), pri λ = 1/2 Π_1(0, 1) = U \ [−1, 0), Π_2(1, ∞) = U^∗ \ [−∞, −1], pri λ > 1/2 oblasti Π_1(0, 1) i Π_2(1, ∞) ime¸t dugu okrußnosti C svoeæ obweæ graniqnoæ dugoæ. Pri λ < 1/2 dvuugol~nik Π_3 = Π_3(1, 1) simmetriqen otnositel~no okrußnosti C i ego zamykanie soderßit fftu okrußnost~, pri λ > 1/2 dvuugol~nik Π_3 = Π_3(0, ∞) soderßit dugu okrußnosti C i simmetriqen otnositel~no fftoæ okrußnosti. Pri λ = 1/2 oblasti Π_3(1, 1) i Π_3(0, ∞) vyroßda¸t- sØ. �ta lemma vytekaet iz izvestnyh rezul~tatov metoda ffkstremal~noæ metriki (sm. [7, 8]). Dannoe v lemme opisanie svoæstv polosoobraznyh oblasteæ differenciala −Q(z, λ)dz^2 opiraetsØ na obwie fakty o strukture traektoriæ kvadratiqnyh differencialov i faktiqeski ne ispol~zuet analitiqeskogo vyraßeniØ (4) dlØ differenciala Q(z, λ)dz^2.

Struktura ortogonal~nyh traektoriæ kvadratiqnogo differenciala Q(z, λ)dz^2 sootvetstvenno v sluqaØh 0 < λ < 1/2, λ = 1/2 i 1/2 < λ < 1 shematiqno izobraßena na ris. 1, 2 i 3.

Lemma 2. Pust~ 0 < λ < 1. Spravedlivo ravenstvo 2πM(1, 0, ∞; 1, λ, λ) = −2 {( 1 2 − λ )_2 log | | | 1 2 − λ | | |+ + ( 1 2 + λ )_2 log ( 1 2 + λ ) − 2λ^2 log λ − 1 2 log 2 } .

130 G. V. KUZ^MINA

Ris. 1 Ris. 2.

Ris. 3.

1.3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ snaqala a0 = 0. Rassmo-

trim razbienie oblasti C^′ = C \ {0, a_1, . . . , a_n, ∞} na n uglov

S_k = {z : arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}.

Pust~

w_k = f_k(z) = (z/a_k)^{1/λk} (5)

– otobraßenie ugla S_k na w_k-ploskost~ s razrezom po luqu [0, ∞]. Na w_k-sfere rassmotrim zadaqu o M(1, 0, ∞; 1, λ_k, λ_k). Pust~ Q(w_k, λ_k)dw^2_k – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial fftoæ zadaqi, opredelennyæ v lemme 1. Poloßim ρ_k(z)|dz| = |Q(f_k(z), λ_k)|^{1/2}|f^′_k(z)| |dz|.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 131

Pokaßem, qto metrika ρ(z)|dz|, opredelennaØ usloviem ρ(z)|dz| = ρ_k(z)|dz| pri z ∈ S_k, k = 1, . . . , n, ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(1, 0, ∞; 1, λ_k, λ_k). DlØ fftogo obratimsØ k faktam o strukture ortogonal~nyh traektoriæ differenciala Q(w_k, λ_k)dw^2_k, opisannym v lemme 1. Oboznaqim qerez Π^+_k (0, 1) i Π^+_k (1, ∞) pereseqeniØ polosoobraznyh oblasteæ Π_k(0, 1) i Π_k(1, ∞) differenciala −Q(w_k, λ_k)dw^2_k s verhneæ poluploskost~¸ Im w_k > 0, qerez Π^−_k (0, 1) i Π^−_k (1, ∞) – pereseqeniØ ukazannyh oblasteæ s nißneæ poluploskost~¸ Im w_k < 0. V sluqae λ_k 6 1/2 ugol S_k zapolnen obrazami oblasteæ

Π^+_k (0, 1), Π^−_k (0, 1), Π^+_k (1, ∞), Π^−_k (1, ∞) i Π_k(1, 1)

pri otobraßenii z = f^{−1}_k (w_k), obratnom k otobraßeni¸ (5); vid fftih oblasteæ opredelØetsØ lemmoæ 1 i harakterom otobraßeniØ (5). V sluqae λ_k > 1/2 ugol S_k zapolnen obrazami dvuugol~nikov

Π^+_k (0, 1), Π^−_k (0, 1), Π^+_k (1, ∞), Π^−_k (1, ∞) i Π_k(0, ∞)

pri ukazannom otobraßenii.

Pust~ γ – zamknutaØ krivaØ na C^′, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v toqke z = 0 ili z = ∞. Togda krivaØ γ soderßit dugi γ_k,

k = 1, . . . , n, gde γ_k soedinØet storony L_k = {z : arg z = arg a_k} i L_{k+1} ugla S_k i polnost~¸ leßit vnutri fftogo ugla. Oqevidno,

ρ-dlina γ_k, t.e. dlina dugi γ_k v metrike ρ(z)|dz|, udovletvorØet neravenstvu ρ-dlina γ_k ¿ λ_k i potomu ρ-dlina γ ¿ nλ_k = 1. Pust~ teper~ γ – krivaØ na C^′, gomotopnaØ toqeqnomu konturu v toqke a_k. Togda krivaØ γ peresekaet otrezok l_k = (0, a_k), dugu c_{k−1} = C ∩ S_{k−1}, luq l^∗_k = (a_k, ∞), ØvlØ¸wiæsØ prodolßeniem otrezka [0, a_k], i dugu c_k = C ∩ S_k. Pust~ γ^{(1)} (sootvetstvenno,

γ^{(2)}) – duga γ, ime¸waØ koncy na otrezke (0, a_k) i luqe l^∗_k i pe-

reseka¸waØ dugu c_{k−1} (sootvetstvenno, dugu c_k). Esli γ^{(1)} polnost~¸ leßit v ugle S_{k−1}, to γ^{(1)} peresekaet protivopoloßnye storony kaßdogo iz dvuugol~nikov, leßawih v ugle S_{k−1} i ime- ¸wih toqku a_k obweæ verxinoæ, i potomu ρ-dlina γ^{(1)} ¿ 1/2. Legko videt~, qto ffto neravenstvo spravedlivo i v tom sluqae, kogda γ^{(1)} peresekaetsØ s luqom L_{k−1}. Analogiqno, ρ-dlina

γ^{(2)} ¿ 1/2 i potomu ρ-dlina γ ¿ 1. Sledovatel~no, metrika

132 G. V. KUZ^MINA

ρ(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ v probleme modulØ, opre-

delØ¸weæ M(0, a_1, . . . , a_n, ∞).

Pust~ ρ^∗(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(0, a_1, . . . , a_n, ∞). Pust~ C (ε) poluqaetsØ iz C udaleniem ε-okrestnosteæ toqek 0, a_1, . . . , a_n, ∞, i pust~ S_k(ε) =

S_k ∩ C (ε). Togda M(0, a_1, . . . , a_n, ∞) = lim_{ε→0} { plow._{ρ�} C (ε) + 12π (n + 2) log ε } = = lim_{ε→0} {^n∑ k=1 plow._{ρ�} S_k(ε) + 12π (n + 2) log ε } . Tak kak metrika ρ(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ, to, uqityvaØ izmenenie ε-okrestnosteæ toqek 0, a_1, . . . , a_n, ∞ pri otobraßeniØh (5), prihodim k neravenstvu (2) teoremy 1.

Pust~ teper~ a_0 ≠ 0. Rassmotrim razbienie oblasti C^′ = C \ {a_0, a_1, . . . , a_n, ∞} na n uglovyh oblasteæ S_k, k = 1, . . . , n, gde oblast~ S_k ograniqena geodeziqeskimi l^{(h)}_k i l^{(h)}_{k+1} v kruge U , ime- ¸wimi svoimi koncami sootvetstvenno toqki a_0, a_k i a_0, a_{k+1}, i prØmolineænymi luqami l^∗_k, l^∗_{k+1}, vyhodØwimi sootvetstvenno iz toqek a_k, a_{k+1} i soderßawih naqalo koordinat na svoih prodolßeniØh. Pust~ S^{(1)}_k i S^{(2)}_k – podoblasti S_k, leßawie sootvetstvenno v kruge U i v oblasti U^∗ i ime¸wie obweæ graniceæ dugu c_k = C ∩ S_k okrußnosti C.

Pri otobraßenii ż = f_0(z) oblast~ S^{(1)}_k perehodit v krugovoæ sektor Ṡ_k = { ż : |ż| < 1, arg ȧ_k < arg z < arg ȧ_{k+1} } . Dalee, pri otobraßenii

w_k = ḟ_k(ż) = ( ż ȧ_k )_{1/λk} (5^′)

sektoru Ṡ^{(1)}_k sootvetstvuet krug U s razrezom po otrezku [0, 1]. Pust~ Q(w_k, λ̇_k)dw^2_k – kvadratiqnyæ differencial, opredelennyæ v lemme 1. V silu usloviØ 0 < λ̇_k 6 1/2, okrußnost~ C ØvlØetsØ zamykaniem ortogonal~noæ traektorii (pri λ̇_k < 1/2) ili ob¨edineniem zamykaniæ dvuh ortogonal~nyh traektoriæ (pri λ̇_k = 1/2) ukazannogo differenciala. Oboznaqim qerez Π^+_k (0, 1),

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 133

Π^−_k (0, 1), Π^′_k(1, 1) podoblasti polosoobraznyh oblasteæ differenciala −Q(w_k, λ̇_k)dw^2_k, zapolnØ¸wie oblast~ U \ [0, 1], i pust~

Ṗ^{(1)}_k = Ṗ^{(1)}_k (0, a_k; πλ̇_k, πλ̇_k), Ṗ^{(2)}_k = Ṗ^{(2)}_k (0, a_{k+1}; πλ̇_k, πλ̇_k),

Ṗ^{(3)}_k = Ṗ^{(3)}_k (a_k, a_{k+1}; π(1/2 − λ̇_k), π(1/2 − λ̇_k))

– proobrazy ukazannyh dvuugol~nikov pri otobraßenii (5^′) (pri λ̇_k = 1/2 oblasti Ṗ^{(1)}_k i Ṗ^{(2)}_k ØvlØ¸tsØ krugovymi sektorami kru-

ga U , a Ṗ^{(3)}_k vyroßdaetsØ).

Pri otobraßenii

w_k = f_k(z) = (z/a_k)^{1/λk} (5)

oblasti S^{(2)}_k sootvetstvuet vnexnost~ U^∗ kruga U s razrezom po luqu [1, ∞]. Pust~ Q(w_k, λ_k)dw^2 – kvadratiqnyæ differencial lemmy 1. Oboznaqim qerez Π^+_k (1, ∞), Π^−_k (1, ∞), Π^{′′}_k (1, 1) podoblasti polosoobraznyh oblasteæ differenciala −Q(w_k, λ_k)dw^2_k, zapolnØ¸wie oblast~ U^∗ \ [1, ∞], i pust~

P^{(1)}_k = P^{(1)}_k ( a_k, ∞; πλ_k, πλ_k ) , P^{(2)}_k = P^{(2)}_k ( a_{k+1}, ∞; πλ_k, πλ_k ) , P^{(3)}_k = P^{(3)}_k ( a_k, a_{k+1}; π(1/2 − λ_k), π(1/2 − λ_k) ) – proobrazy ukazannyh oblasteæ pri otobraßenii (5) (pri λ_k = 1/2 dvuugol~nik P^{(3)}_k vyroßdaetsØ).

Pust~ ρ_k(z)|dz| = | |Q(f_k(z)) | |^{1/2}|f^′_k(z)| |dz|, ρ̇_k(z)|dz| = | |Q(ḟ_k(f_0(z))) | |^{1/2}|ḟ^′_k(f_0(z))f^′_0 (z)| |dz|.

Metrika ρ(z)|dz|, opredelennaØ v kaßdoæ iz oblasteæ S_k, k = 1, . . . , n, usloviem ρ(z)|dz| = { ρ̇_k(z)|dz| pri z ∈ S^{(1)}_k , ρ_k(z)|dz| pri z ∈ S^{(2)}_k ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸- weæ M(a_0, a_1, . . . , a_n, ∞). Deæstvitel~no, iz vida dvuugol~nikov Ṗ^{(1)}_k (0, a_k), Ṗ^{(2)}_k (0, a_{k+1}), Ṗ^{(3)}_k (a_k, a_{k+1}) i P^{(1)}_k (a_k, ∞), P^{(2)}_k (a_{k+1}, ∞),

P^{(3)}_k (a_k, a_{k+1}), obrazu¸wih razbienie oblasteæ S_k v sluqae 0 <

134 G. V. KUZ^MINA λ_k, λ̇_k 6 1/2, k = 1, . . . , n, neposredstvenno sleduet, qto kaßdaØ

krivaØ na C^′, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v kakoæ-libo iz toqek

a_k, k = 1, . . . , n, imeet v ρ-metrike dlinu, bol~xu¸ ili ravnu¸

1, i kaßdaØ krivaØ, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v odnoæ iz toqek a_0 ili ∞, imeet v ρ-metrike dlinu, udovletvorØ¸wu¸ tomu ße uslovi¸.

Pust~ C (ε) – oblast~, poluqaemaØ iz z-sfery udaleniem εokrestnosteæ toqek a_0, a_1, . . . , a_n, ∞. Pust~ U (ε) = U ∩C (ε), U^∗(ε) =

U^∗ ∩ C (ε) i pust~ S^{(1)}_k (ε) = S^{(1)}_k ∩ U (ε), S^{(2)}_k (ε) = S^{(2)}_k ∩ U^∗(ε). Pust~ ρ^∗(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika zadaqi o M(a_0, a_1, . . . , a_n, ∞):

M(a_0, a_1, . . . , a_n, ∞) = lim_{ε→0} { plow._{ρ�} C (ε) + 12π (n + 1) log ε } = = lim_{ε→0} { plow._{ρ�} U (ε) + 14π (n + 1) log ε } + + lim_{ε→0} { plow._{ρ�} U^∗(ε) + 14π (n + 1) log ε } . (6)

PrinimaØ vo vnimanie, qto ρ-metrika dopustima v probleme modulØ, opredelØ¸weæ M(a_0, a_1, . . . , a_n, ∞), i uqityvaØ izmenenie ε-okrestnosteæ toqek a_0, a_1, . . . , a_n, ∞ pri rassmatrivaemyh otobraßeniØh, poluqaem plow._{ρ�} U (ε) =

= plow._{ρ�} f_0 ( U (ε) ) − 1 2π { log |f^′_0(a_0)| + 1 2 n∑ k=1 log |f^′_0(a_k)| } + O(ε) 6

6^{n∑}_{k=1} plow._ρ^˙fk^[f0(S^{(1)}_k (ε))^]− − 1 2π { log |f^′_0(a_0)| + 1 2 n∑ k=1 log |f^′_0(a_k)| } + O(ε) =

= plow._ρ U (ε)− − 1 2π { log |f^′_0(a_0)| + 1 2 n∑ k=1 log |f^′_0(a_k)| + 1 2 n∑ k=1 log(2λ̇_k) } + O(ε), otkuda

plow._{ρ�} U (ε) + 14π (n + 1) log(ε) 6 14 n∑ k=1 M ( − 1, 1, 0, ∞; 1, 1, 2λ̇_k, 2λ̇_k ) −

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 135 − 1 2π { log |f^′_0(a_0)| + 1 2 n∑ k=1 log |f^′_0(a_k)| + 1 2 n∑ k=1 log(2λ̇_k) } + O(ε). (7)

Analogiqno, poluqaem neravenstvo

plow._{ρ�} U^∗(ε) + 14π (n + 1) log(ε) 6

6^1_4^{n∑}_{k=1} M^( − 1, 1, 0, ∞; 1, 1, 2λk, 2λk^)−^1_{2π} ·^1_2^{n∑}_{k=1} log(2λk) + O(ε). (8)

Iz (6)–(8) poluqaem 2πM(a_0, a_1, . . . , a_n, ∞) 6 n∑ k=1 { π 2 [ M ( − 1, 1, 0, ∞; 1, 1, 2λ_k, 2λ_k ) + +M ( − 1, 1, 0, ∞; 1, 1, 2λ̇_k, 2λ̇_k )] + 1 2 ( log(2λ_k) + log(2λ̇_k) )} − − log |f^′_0(a_0)| − 1 2 n∑ k=1 log |f^′_0(a_k)|.

Ispol~zuØ oqevidnoe ravenstvo πM ( − 1, 1, 0, ∞; 1, 1, 2λ_k, 2λ_k ) = 2πM ( 1, 0, ∞; 1, λ_k, λ_k ) − log 2 (9) i vyraßenie dlØ funkcii f_0(z), prihodim k neravenstvu (3).

V sluqae a_0 = 0 kratkoe dokazatel~stvo teoremy 1 dlØ l¸- bogo n ¿ 2 bylo ukazano v [4]. Pri n ¿ 3 v [4] pokazano, qto maksimum summy M(0, a_1, . . . , a_n, ∞), gde a_1, . . . , a_n – l¸bye toqki okrußnosti C, realizuetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda a_1, . . . , a_n – ravnootstoØwie toqki na C.

1.4. Pust~ b = {b1, . . . , bm} – sistema razliqnyh toqek C . S za-

daqeæ o maksimume summy M(b_1, . . . , b_m) v semeæstve D(b) neposredstvenno svØzana zadaqa o maksimume veliqiny

log J(b_1, . . . , b_m) = = 2πM(b_1, . . . , b_m) − 2 m − 1 log ∑ 16k<l6m^{|bk − bm|} (10)

otnositel~no vseh sistem toqek b_1, . . . , b_m. Veliqina (10) – invariant otnositel~no gruppy Γ drobno-lineænyh avtomorfizmov

136 G. V. KUZ^MINA C . Pri m = 4 rexeniØ obeih ukazannyh zadaq izvestny. OstanovimsØ na zadaqe o maksimume invarianta (10) pri m = 5. �tot maksimum budem oboznaqat~ qerez J_5.

Pust~ funkciØ H(λ), 0 < λ < 1, opredelØetsØ ravenstvom 2πM(1, 0, ∞; 1, λ, λ) + log λ − 1 2 log(2 sin πλ) = −2H(λ). (11)

Togda, po lemme 2, H(λ) = ( 1 2 − λ )_2 log | | | 1 2 − λ | | | + (1 2 + λ )_2 log ( 1 2 + λ ) − − (1 2 + 2λ^2 ) log λ + 1 4 log(2 sin πλ) − 1 2 log 2. (12)

PereformuliruØ teoremu 1 v qastnom sluqae n = 3, v rezul~tate nesloßnyh vyqisleniæ poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat v zadaqe o maksimume invarianta (10) pri m = 5.

Sledstvie 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1. Togda v slu-

qae a_0 = 0 imeem neravenstvo

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 −2 3∑ k=1 H(λ_k), (13)

v sluqae a_0 ≠ 0

log J(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 − 3∑ k=1 ( H(λ_k)+H(λ̇_k ) ) + 1 4 log(1−|a_0|^2). (14)

�ti rezul~taty byli poluqeny v [9] bolee sloßnym putem: v [9] ispol~zovalas~ teorema v [3] o svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, qto potrebovalo podsqeta privedennyh moduleæ rassmatrivaemyh dvuugol~nikov. Na osnovanii neravenstv (13), (14) i issledovaniØ svoæstv funkcii H(λ_1, λ_2, λ_3) =

∑_3

k=1 H(λ_k) pri sootvetstvu¸wih usloviØh na λ_1, λ_2, λ_3 v [9]

bylo pokazano, qto dlØ l¸byh sistem toqek b_1, . . . , b_5, simmetriqnyh otnositel~no nekotoroæ okrußnosti ili prØmoæ, spravedlivo toqnoe neravenstvo

log J(b_1, b_2, b_3, b_4, b_5) 6 log J(0, 1, e^{2πi/3}, e^{−2πi/3}, ∞), (15)

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 137

i ravenstvo v (15) imeet mesto tol~ko dlØ sistem toqek, sootvetstvu¸wih ukazannoæ simmetriqnoæ sisteme pri preobrazovani- Øh iz gruppy Γ. �tot ße rezul~tat byl poluqen v [10] metodom simmetrizacii.

Budem rassmatrivat~ zadaqu o J_5 neskol~ko v drugoæ normirovke. Oqevidno, moßno sqitat~, qto rassmatrivaemymi sistemami toqek slußat sistemy vida −1, 1, a, ∞, b. Budem sqitat~, qto Im a > 0 i toqka b leßit vnutri okrußnosti, prohodØweæ qerez toqki −1, 1, a. Deæstvitel~no, kaßdyæ iz ostal~nyh sluqaev libo svoditsØ k ukazannomu posredstvom nadleßawego preobrazovaniØ iz gruppy Γ, libo ne ØvlØetsØ ffkstremal~nym [4, 9]. V dal~neæxem qerez C(a) oboznaqaem okrußnost~, prohodØwu¸ qerez toqki −1, 1, a, U (a) = Int C(a), c(a) – centr okrußnosti

C(a). Qerez K(−1, 1, a) oboznaqaem zamknutu¸ vypuklu¸ oboloq-

ku mnoßestva {−1, 1, a}, qerez K^{(h)} (−1, 1, a) – giperboliqesku¸ zamknutu¸ vypuklu¸ oboloqku fftogo mnoßestva po otnoxeni¸ k krugu U (a).

Rezul~taty o maksimume veliqiny J(−1, 1, a, b, ∞), poluqennye v [4, 9], moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema A. Pust~ Im a > 0, a1 = 1, a2 = a, a3 = −1, b ∈ U (a).

Pust~ vypolneno odno iz usloviæ:

1) b = c(a); 2) c(a) ∈ K(−1, 1, a), b ∈ K^{(h)}(−1, 1, a), b ≠ c(a).

V pervom iz fftih sluqaev spravedlivo neravenstvo log J(−1, 1, a, b, ∞) 6 log J(−1, 1, i √ 3, i √ 3/3, ∞), (16)

i ravenstvo v (16) dostigaetsØ tol~ko dlØ ukazannoæ sistemy toqek. Vo vtorom sluqae v (16) imeet mesto strogoe neravenstvo.

V [4] annonsirovana teorema, utverßda¸waØ, qto neravenstvo (16) spravedlivo dlØ vseh sistem (−1, 1, a, b, ∞). Odnako privedennoe v [4] dokazatel~stvo fftoæ teoremy imeet probel. Tem samym vopros o spravedlivosti neravenstva (16) v obwem sluqae ostaetsØ otkrytym.

My vernemsØ k zadaqe o maksimume veliqiny J(−1, 1, a, b, ∞) v sledu¸wem paragrafe.

138 G. V. KUZ^MINA §2 2.1. Geometriqeskiæ podhod, ispol~zovannyæ pri dokazatel~-

stve teoremy 1, privodit k sledu¸wemu prostomu rezul~tatu.

Teorema 2. Pust~ 0 6 a < 1, α > 0. Spravedlivo neravenstvo M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) 6 6M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) +^δ_{2π} log(1 − a^2), (17) gde δ = α^2 pri 0 6 α 6 1, δ = 1 pri α > 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala 0 < α 6 1. Pust~ ρ1(z)|dz| – ffks-

tremal~naØ metrika zadaqi o M(−1, 1, a, 1/a; 1, 1, α, α), ρ_2(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika zadaqi o M(−1, 1, 0, ∞; −1, 1, α, α). Pokaßem, qto metrika ρ(z)|dz| = { ρ_1(z)|dz| pri z ∈ U = {z : |z| < 1}, ρ_2(z)|dz| pri z ∈ U^∗ = {z : |z| > 1} ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α). Deæstvitel~no, imeem ravenstva ρ_1(z)|dz| = |Q_1(z)^{1/2}|dz|, ρ_2(z)|dz| = |Q_2(z)^{1/2}|dz|, gde Q_1(z)dz^2 i Q_2(z)dz^2 – associirovannye kvadratiqnye differencialy sootvetstvenno v zadaqe o M(−1, 1, a, 1/a; 1, 1, α, α) i v zadaqe o M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α). Differencialy Q_1(z)dz^2 i

Q_2(z)dz^2 oblada¸t simmetriqnoæ strukturoæ traektoriæ i v

sluqae 0 < α 6 1 okrußnost~ C predstavlØet soboæ ob¨edinenie zamykaniæ ortogonal~nyh traektoriæ kaßdogo iz fftih differencialov. Krug U zapolnen dvuugol~nikami

Π^{(1)}_1 = Π^{(1)}_1 ( a, 1; π, πα ) , Π^{(1)}_2 = Π^{(1)}_2 ( a, −1; π, πα ) , Π^{(1)}_3 = Π^{(1)}_3 ( − 1, 1; π 2 (1 − α), π 2 (1 − α) ) , Π^{(1)}_4 = { z : z ∈ Π^{(1)}_3 } , gde Π^{(1)}_1 i Π^{(1)}_2 – polosoobraznye oblasti differenciala −Q_1(z)dz^2, Π^{(1)}_3 i Π^{(1)}_4 – podoblasti polosoobraznyh oblasteæ fftogo differenciala, odnoæ iz storon dvuugol~nika Π^{(1)}_3 slußit poluokrußnost~ C_+ = {z : z ∈ C, Imz > 0}, a odnoæ iz storon

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 139

dvuugol~nika Π^{(1)}_4 – poluokrußnost~ C_− = {z : z ∈ C, Imz < 0}. Analogiqno, oblast~ U^∗ zapolnena dvuugol~nikami

Π^{(2)}_1 = Π^{(2)}_1 ( 1, ∞; π, πα ) , Π^{(2)}_2 = Π^{(2)}_2 ( − z : z ∈ Π^{(2)}_1 ) , Π^{(2)}_3 = Π^{(2)}_3 ( − 1, 1; π 2 (1 − α), π 2 (1 − α) ) , Π^{(2)}_4 = { z : z ∈ Π^{(2)}_3 } , gde Π^{(2)}_1 i Π^{(2)}_2 – polosoobraznye oblasti differenciala −Q_2(z)dz^2, Π^{(2)}_3 i Π^{(2)}_4 – podoblasti polosoobraznyh oblasteæ fftogo differenciala, odnoæ iz storon dvuugol~nika Π^{(2)}_3 ØvlØetsØ poluokrußnost~ C_+ , dvuugol~nika Π^{(2)}_4 – poluokrußnost~ C_−. Pri α = 1 oblasti Π^{(1)}_3 , Π^{(1)}_4 i Π^{(2)}_3 , Π^{(2)}_4 vyroßda¸tsØ. Struktura ortogonal~nyh traektoriæ differencialov Q_1(z)dz^2 i Q_2(z, dz^2) sootvetstvenno v kruge U i v oblasti U^∗ v sluqae 0 < α < 1 izobraßena na ris. 4, v sluqae α = 1 – na ris. 5.

Ris. 4 Ris. 5.

Iz struktury polosoobraznyh oblasteæ ukazannyh differencialov v sluqae 0 < α 6 1 neposredstvenno sleduet, qto kaßdaØ krivaØ na C^′ = C \{−1, 1, a}, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v odnoæ iz toqek 1, −1, peresekaet protivopoloßnye storony kaßdogo iz dvuugol~nikov, ime¸wih ukazannu¸ toqku svoeæ obweæ verxinoæ (fftimi dvuugol~nikami ØvlØ¸tsØ oblasti Π^{(1)}_1 , Π^{(1)}_3 , Π^{(1)}_4 i

140 G. V. KUZ^MINA

Π^{(2)}_1 , Π^{(2)}_3 , Π^{(2)}_4 v pervom sluqae i Π^{(1)}_2 , Π^{(1)}_3 , Π^{(1)}_4 i Π^{(2)}_2 , Π^{(2)}_3 , Π^{(2)}_4 – vo vtorom), i potomu upomØnutaØ krivaØ imeet v ρ-metrike dlinu, bol~xu¸ ili ravnu¸ 1. Po analogiqnoæ priqine kaßdaØ krivaØ, gomotopnaØ toqeqnoæ krivoæ v odnoæ iz toqek a, ∞, imeet v ρ-metrike dlinu, bol~xu¸ ili ravnu¸ α. Itak, v ukazannom sluqae metrika ρ(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ.

Pust~ C (ε) – oblast~, poluqaemaØ iz z-sfery udaleniem εokrestnosteæ toqek −1, 1, a, ∞, i pust~ U (ε) = U ∩ C (ε), U^∗(ε) =

U^∗ ∩ C (ε). Pust~ ρ^∗(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika zadaqi o M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α): M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) = lim_{ε→0} { plow._{ρ�} C (ε) + 1 4π (1 + α^2) log ε } . Pust~ D^{(j)}_1 , D^{(j)}_2 , D^{(j)}_3 , D^{(j)}_4 – krugovye oblasti differencialov

Q_j(z)dz^2, j = 1, 2, soderßawie sootvetstvenno toqki −1, 1, a, ∞

i toqki −1, 1, 0, ∞. BlagodarØ dopustimosti metriki ρ(z)|dz| v zadaqe o M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) spravedlivo neravenstvo M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) 6 M_1 + M_2, gde M_1 = lim_{ε→0} { plow._{ρ1} U (ε) + 12π (1 + α^2) log ε } =

= 1 2π { 1 2 [ log R(D^{(1)}_1 , −1) + log R(D^{(1)}_2 , 1) ] + α^2 log R(D^{(1)}_3 , a) } ,

M_2 = lim_{ε→0} { plow._{ρ2} U^∗(ε) + 12π (1 + α^2) log ε } =

= 1 2π { 1 2 [ log R(D^{(2)}_1 , −1) + log R(D^{(2)}_2 , 1) ] − α^2 log R(D^{(2)}_4 , ∞) } , Imeem 1/R(D^{(2)}_4 , ∞) = R(D^{(2)}_3 , 0) i legko videt~, qto

M_2 = 1 2 M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) Pri otobraßenii z → z − a 1 − az

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 141

kruga U v sebØ oblastØm D^{(1)}_1 , D^{(1)}_2 i D^{(1)}_3 sootvetstvu¸t oblasti

D^{(2)}_1 , D^{(2)}_2 i D^{(2)}_3 , priqem

R(D^{(2)}_1 , −1) = 1 − a 1 + a

R(D^{(1)}_1 , −1), R(D^{(2)}_2 , 1) =

1 + a 1 − a R(D^{(1)}_2 , 1),

R(D^{(2)}_3 , 0) = 1 1 − a^2

R(D^{(1)}_3 , a).

Ots¸da M_1 = 1 2π · 1 2 [ log R(D^{(2)}_1 , −1) + log R(D^{(2)}_2 , 1) ] + + α^2 2π [ R(D^{(2)}_3 , 0) + log(1 − a^2) ] = = 1 2 M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) + α^2 2π log(1 − a^2).

�to dokazyvaet teoremu v sluqae 0 < α 6 1.

Pust~ teper~ α > 1. �tot sluqaæ legko svoditsØ k predyduwemu. Pust~ Q^∗(z)dz^2 – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial zadaqi o M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α), D^∗_1 , D^∗_2 , D^∗_3 , D^∗_4 – krugovye oblasti fftogo differenciala, soderßawie sootvetstvenno toqki −1, 1, a, ∞. PolagaØ β = 1/α, imeem M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) = 1 2π { log R(D^∗_1 , −1) + log R(D^∗_2 , 1)+

+α^2 [ log R(D^∗_3 , a) − log R(D^∗_4 , ∞) ]} = = α^2 2π { β^2 [ log R(D^∗_1 , −1) + log R(D^∗_2 , 1) ] + + log R(D^∗_3 , a) − log R(D^∗_4 , ∞) } . (18) Pri otobraßenii

w = f_1(z) = z + 1 − 2a z − 1 , toqki −1, 1, a, ∞ perehodØt sootvetstvenno v a, ∞, −1, 1. Pust~ ~D_k – obraz oblasti D^∗_k pri ukazannom otobraßenii, k = 1, 2, 3, 4. Imeem ravenstva

R( ~D_1, a) = 1 − a 2 R(D^∗_1 , −1), 1 R( ~D_2, ∞) = 1 2(1 − a)

R(D^∗_2 , 1),

142 G. V. KUZ^MINA

R( ~D_3, −1) = 2 1 − a R(D^∗_3 , a), R( ~D_4, 1) = 2(1 − a) 1 (D^∗_4 , ∞) . Iz (18) teper~ poluqaem M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) == α^2 2π { log R( ~D_3, −1) + log R( ~D_4, 1)+

+β^2 [ log R( ~D_1, a) − log R( ~D_2, ∞) ]} + 1 2π (1 − α^2) log 4.

Legko videt~, qto oblasti ~D_1, . . . , ~D_4 predstavlØ¸t soboæ ffktremal~nu¸ sistemu oblasteæ zadaqi o M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, 1/α, 1/α). Sledovatel~no, M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) = = α^2M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, 1/α, 1/α) + 1 2π (1 − α^2) log 4. (19)

Pri a = 0 iz (19) poluqaem M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) = = α^2M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, 1/α, 1/α) + 1 2π (1 − α^2) log 4.

Pofftomu (19) moßem zapisat~ v simmetriqnom vide: M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) − M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) = = α^2 { M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, 1/α, 1/α) − M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, 1/α, 1/α) } . Ots¸da i iz neravenstva (17), ustanovlennogo v predyduwem sluqae, poluqaem neravenstvo M(−1, 1, a, ∞; 1, 1, α, α) 6 M(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α, α) + 1 2π log(1 − a^2).

2.2. Kak i v §1.4, pri Im a > 0 qerez C(a) oboznaqaem okrußnost~,

soderßawu¸ toqki −1, 1, a, i pust~ U (a) = Int C(a). Qerez H(λ) po-preßnemu oboznaqaem funkci¸ (12).

Teorema 2 privodit k neravenstvu dlØ veliqiny J(−1, 1, a, b, ∞), ustanavlivaemomu sledu¸weæ teoremoæ.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 143

Teorema 3. Pust~ Im a > 0, a1 = 1, a2 = a, a3 = −1 – toqki

okrußnosti C(a), b ∈ U (a). Pust~ poloßitel~nye qisla r_k i α_k, k = 1, 2, 3, α_1 + α_2 + α_3 = 2, opredelØ¸tsØ usloviØmi |a_k − b| = r_k, arg a_{k+1} − b a_k − b = πα_k (zdes~ a_4 = a_1).

Togda spravedlivo neravenstvo log J(−1, 1, a, b, ∞) 6 6 −2^{3∑}_{k=1} H(αk/2) −^1_4^{3∑}_{k=1} log^{G(rk+1/rk) − cos παk}

1 − cos πα_k +

+ 3∑_′ k=1 (1 − α^2_k) log G [( r_{k+1}/r_k )_{1/(2αk)}] , (20)

gde G(t) =^1_2 (t + 1/t) – funkciØ ȷukovskogo, i xtrih u posledneæ summy v pravoæ qasti (20) oznaqaet, qto v fftoæ summe summirovanie proizvoditsØ tol~ko po tem znaqeniØm k = 1, 2, 3, dlØ kotoryh α_k < 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ Sk – ugol, obrazovannyæ luqami, vyho-

dØwimi iz toqki b i prohodØwimi sootvetstvenno qerez toqki

a_k i a_{k+1}:

S_k = { z : arg(a_k − b) < arg(z − b) < arg(a_{k+1} − b) } , k = 1, 2, 3. Pri otobraßenii

v_k = F_k(z) =

2w_k + r^{1/αk}_{k+1} − r^{1/αk}_k

r^{1/αk}_{k+1} + r^{1/αk}_k , gde w_k = f_k(z) = { (z − b)e^{−i arg(ak−b)} }_{1/αk} , (21)

uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im v_k > 0, toqkam

a_{k+1}, a_k, ∞ sootvetstvu¸t toqki −1, 1, ∞, a toqke b – toqka

b_k = ( r^{1/αk}_{k+1} − r^{1/αk}_k )/( r^{1/αk}_{k+1} + r^{1/αk}_k ) . Rassmotrim zadaqu o M(−1, 1, b_k, ∞; 1, 1, α_k, α_k) i pust~ ρ_k(v_k)|dv_k| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ ukazannu¸ veliqinu: ρ_k(v_k)|dv_k| = |Q_k(v_k)|^{1/2}|dv_k|,

144 G. V. KUZ^MINA

gde Q_k(v_k)dv^2_k – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial zadaqi o M(−1, 1, b_k, ∞; 1, 1, α_k, α_k). Traektorii i ortogonal~nye traektorii differenciala Q_k(v_k)dv^2_k oblada¸t simmetrieæ otnositel~no vewestvennoæ osi v_k-ploskosti i ukazannaØ os~ ØvlØetsØ ob¨edineniem zamykaniæ ortogonal~nyh traektoriæ fftogo differencala. Struktura polosoobraznyh oblasteæ differenciala −Q_k(v_k)dv^2_k obladaet prostymi svoæstvami i rassußdaØ takße, kak i pri dokazatel~stve teorem 1 i 2, ubeßdaemsØ, qto metrika ρ(z)|dz|, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ ρ(z)|dz| = ρ_k(F_k(z))|F^′_k(z)| |dz| pri z ∈ S_k, k = 1, 2, 3, ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(−1, 1, a, b, ∞). PrinimaØ vo vnimanie, qto pri otobraßenii (21) ε-okrestnostØm toqek a_k i a_{k+1} sootvetstvu¸t okrestnosti toqek 1 i −1 sootvetstvenno radiusov |F^′_k(a_k)|ε i |F^′_k(a_{k+1})|ε, prihodim k neravenstvu 2πM(−1, 1, a, b, ∞) 6 1 2 3∑ k=1 2πM(−1, 1, b_k, ∞; 1, 1, α_k, α_k)−

− 1 2 3∑ k=1 log | |F^′_k(a_k)F^′_k(a_{k+1} | |. (22)

V rezul~tate nesloßnyh vyqisleniæ iz (22) poluqaem 2πM(−1, 1, a, b, ∞) 6 3∑ k=1 { πM(−1, 1, b_k, ∞; 1, 1, α_k, α_k) + log α_k } +

+ 3∑ k=1 log G [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] +log(r_1r_2r_3). (23)

Pust~ α_k 6 1, k = 1, 2, 3. Ispol~zuØ neravenstvo (17) teoremy 2 pri α 6 1 i ravenstvo

1 − b^2_k = 1/G^2 [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] , (24)

iz (23) poluqaem 2πM(−1, 1, a, b, ∞) 6 3∑ k=1 { πM(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α_k, α_k) + log α_k } +

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 145 + 3∑ k=1 (1 − α^2_k) log G [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] + log(r_1r_2r_3). (25)

UqityvaØ ravenstvo (9), (25) moßem zapisat~ v vide 2πM(−1, a, 1, b, ∞) 6 3∑ k=1 { 2πM(1, 0, ∞; 1, α_k/2, α_k/2) + log(α_k/2) } +

+ 3∑ k=1 (1 − α^2_k) log G [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] + log(r_1r_2r_3).

Dalee imeem 1 2 ∑ 16k<l63^{log |ak − al| +} 1 2 3∑ k=1 log |a_k − b| =

= 1 2 log(r_1r_2r_3) + 1 4 3∑ k=1 log ( r^2_{k+1} + r^2_k − 2r_{k+1}r_k cos πα_k ) = (26)

= log(r_1r_2r_3) + 1 2 3∑ k=1 log ( 2 sin πα_k 2 ) + 1 4 3∑ k=1 log G(r_{k+1}/r_k) − cos πα_k 1 − cos πα_k . Itak, v sluqae α_k 6 1, k = 1, 2, 3, log J(−1, 1, a, b, ∞) 6 6^{3∑}_{k=1}^{2πM(1, 0, ∞; 1, αk/2, αk/2) + log(αk/2) −^1_2 log^(2 sin^{παk}_2^{)}}+ + 3∑ k=1 (1 − α^2_k) log G [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] − 1 4 3∑ k=1 log G(r_{k+1}/r_k) − cos πα_k 1 − cos πα_k . V silu vyraßeniØ (12) dlØ funkcii H(λ) my poluqili neravenstvo (20).

Pust~ teper~ α_j > 1, naprimer, α_3 > 1. Oboznaqim pravu¸ qast~ neravenstva (23) qerez 3∑ k=1 X_k + log(r_1r_2r_3).

146 G. V. KUZ^MINA

Ispol~zuØ neravenstvo (17) teoremy 2 v sluqae α > 1, a takße neravenstvo (24) dlØ 1 − b^2_3 i (26), poluqaem ocenku

X_3 = πM(−1, 1, b_3, ∞; 1, 1, α_3, α_3) + log α_3 + log G [ (r_1/r_3)^{1/(2α3)} ] 6 6 πM(−1, 1, 0, ∞; 1, 1, α3, α3) + log α3 =

= 2πM(1, 0, ∞; 1, α_3/2, α_3/2) + log(α_3/2).

UqityvaØ vyraßenie (26), teper~ iz (23) poluqaem log J(−1, 1, a, b, ∞) 6 6^{3∑}_{k=1}^{2πM(1, 0, ∞; 1, αk/2, αk/2) + log(α3/2) −^1_2 log^(2 sin^{παk}_2^{)}}+ + 2∑ k=1 (1 − α^2_k) log G [ (r_{k+1}/r_k)^{1/(2αk)} ] − 1 4 3∑ k=1 log G(r_{k+1}/r_k) − cos πα_k 1 − cos πα_k , qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

2.3. OstanovimsØ korotko na dokazatel~stve teoremy o maksi-

mume invarianta J(−1, 1, a, b, ∞) v obwem sluqae. Kak pokazyvaet teorema A, ostaetsØ rassmotret~ dva sluqaØ:

1) c(a) ∈ K(−1, 1, a) i pri fftom b∈K^{(h)} (−1, 1, a); 2) c(a)∈K(−1, 1, a), b – l¸baØ toqka kruga U (a), b ≠ c(a). Pust~ imeet mesto sluqaæ 1). Mnoßestvo U (a) \ K^{(h)} (−1, 1, a) sostoit iz treh oblasteæ Δ_{−1}, Δ_1 i Δ_a, gde 1, a ∈ ∂Δ_{−1}, −1, a ∈

∂Δ_1 i −1, 1 ∈ ∂Δ_a. RassmatrivaØ otobraßeniØ

F_1(z) = z + 1 − 2a z − 1 , F_2(z) =

2a + 1 − z z + 1

, F_3(z) = az − 1 z − a , perevodØwie qetverku (−1, 1, a, ∞) v tu ße qetverku toqek, i drugie otobraßeniØ iz gruppy Γ, moßem iskl¸qit~ iz rassmotreniØ nekotorye mnoßestva znaqeniæ b. Naprimer, esli b ∈ Δ_a, to zameqaØ, qto nepodvißnaØ okrußnost~ preobrazovaniØ z → F_3(z) razdelØet oblast~ Δ_a ∩ {z : Im z < 0} na dve podoblasti, sootvetstvu¸wie drug drugu pri ukazannom preobrazovanii, moßem sqitat~, qto toqka b prinadleßit tol~ko odnoæ iz nih. Dalee, ispol~zovanie izvestnyh neravenstv, ustanovlennyh G. M. Goluzinym i M. A. Lavrent~evym dlØ invarianta J(b_1, . . . , b_m) v sluqaØh m = 3 i m = 2, pokazyvaet, qto dlØ toqek b, dostatoqno

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 147

blizkih k kakoæ-libo iz toqek −1, 1, a, veliqina J(−1, 1, a, b, ∞) ne dostigaet svoego maksimuma. V teh sluqaØh, kogda rassto- ØniØ toqki b do toqek −1, 1, a dostatoqno blizki drug k drugu, okazyvaetsØ dostatoqnym primenenie teoremy 3. Sluqaæ 2) rassmatrivaetsØ pri pomowi analogiqnyh soobraßeniæ.

Podrobnoe izloßenie dokazatel~stva teoremy o maksimume veliqiny J(−1, 1, a, b, ∞) my predpolagaem privesti v odnoæ iz sledu¸wih publikaciæ.

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

2. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

3. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

4. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 253–275.

5. J. A. Jenkins, On certain problems of minimal capacity, Ill. J. Math 10, No. 3 (1966), 460–465.

6. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

7. J. A. Jenkins, Univalent functions and conformal mappings, Ergeb. Math. Grenzgeb. (N.F.), Bd. 18, Springer-Verlag, Berlin etc., 1958; 2nd ed. corrected, 1965.

Per. na rus. Øz. 1-go izd., Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

8. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Matem. in-ta SSSR 139 (1980), 1–240.

9. G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 72–95.

10. V. N. Dubinin, O maksimume odnogo konformnogo invarianta, Preprint DVO AN SSSR. In-t priklad. mat., Vladivostok, 1990.

Postupilo 25 dekabrØ 2002 g.,

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta v dopolnennom vide im. V. A. Steklova RAN 25 marta 2002 g.

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru