Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

I. N. Demxin, V. A. Xlyk

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV DL˚ VESOVYH PROSTRANSTV GARMONIQESKIH FUNKCI`

V rabote izuqa¸tsØ toqnye funkcional~nye, emkostnye, metriqeskie harakteristiki nul~-mnoßestv dlØ vesovyh prostranstv garmoniqeskih funkciæ F D^{p,ω} s vesom ω, udovletvorØ¸wim A_p-uslovi¸ Makenhaupta. V ideænom plane dannaØ stat~Ø sleduet rabote L. Hedberga [1] i prodolßaet issledovaniØ po teorii ustranimyh mnoßestv v [2–5]. Osnovnye rezul~taty byli anonsirovany v [6].

1. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: G – ograniqennoe otkrytoe

mnoßestvo v n-mernom evklidovom prostranstve R^n, n ¿ 2; H_k,

L_k – sootvetstvenno k-mernye mery Hausdorfa i Lebega; A_p, p ∈ (1, ∞), – klass lokal~no integriruemyh funkciæ ω : R^n → (0, ∞), udovletvorØ¸wih uslovi¸ Makenhaupta [7] sup 1 L_n(Q) ∫ Q ω dx 1 L_n(Q) ∫ Q ω^{11}�^p dx p−1 < ∞, (1) gde sup beretsØ po vsem koordinatnym kubam Q ⊂ R^n. Zamykanie mnoßestva F v R^n budem oboznaqat~ F . Rassmotrim prostranstvo L^1_{p,ω}(G) funkciæ u : G → (−∞, ∞), lokal~no integriruemyh v G, ime¸wih obobwennye qastnye proizvodnye i takih, qto ∫ G | grad u|^pω dx < ∞. V L^1_{p,ω}(G) vvedem polunormu ‖u‖_L1_{p,ω} = ‖u‖ = (∫ G | grad u|^pω dx ) 1_p . Qerez F D^{p,ω}(G) oboznaqim klass vseh garmoniqeskih funkciæ

u ∈ L^1_{p,ω} (G) takih, qto ∫ σ ∂u ∂n dS = 0 dlØ vseh (n−1)-mernyh ciklov σ ⊂ G. Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01-00028) i programmy “Universitety Rossii” (grant UR.04.01.016). 62

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 63 Poloßim dlØ kompakta E ⊂ G

C^∞_E (G)={u ∈ C^∞_0 (G) : grad u =0 v nekotoroæ okrestnosti

kompakta E},

C^∞_E (R^n) = C^∞_E .

Pust~^∘L^1_{p,ω}(G)^{def}= cl (C^∞_0 (G)) v L^1_{p,ω}(G). Qerez L^p_k(G) oboznaqim klass vseh vektor-funkciæ u = (u_1, . . . u_k), dlØ kotoryh ‖u‖_Lp_{k(G)} = (∫

G (_k∑ i=1 u^2_i (x)

)^p_2 dx ) 1_p < ∞. Pust~ T : f → K ∗f – singulØrnyæ integral~nyæ operator svertki s Ødrom K, udovletvorØ¸wim standartnym usloviØm ‖ ^K‖_∞ 6 C, |K(x)| 6 C |x|^n , |K(x) − K(x − y)| 6 C|y| |x|^{n+1} dlØ |y| <^{|x|}_2 . Izvesten rezul~tat R. Koæfmana i K. Feffermana [8] dlØ ω ∈ A_p i fω^1n ∈ L^p_1(R^n): ∫ R^n |T f(x)|^pω dx 6 C_p ∫ R^n |f(x)|^pω dx, (2) gde C_p – poloßitel~naØ postoØnnaØ, vybor kotoroæ zavisit tol~ko ot p, n, ω.

Pod kondensatorom budem ponimat~ nabor (F_0, F_1, G/F ) =

(G/F ), gde F_0, F_1 ⊂ G – nepustye nepereseka¸wiesØ kompakty, F – kompakt v G. Opredelim p-emkost~ s vesom ω ∈ A_p kondensatora (G/F ) kak veliqinu C_{p,ω}(G/F ) = C_{p,ω}(F_0, F_1, G/F ) = inf ∫ G | grad u|^pω dx, gde inf beretsØ po vsem funkciØm u takim, qto u|_G ∈ C^∞(G) ∩

L^1_{p,ω}(G), u = j v nekotoroæ okrestnosti kompakta F_j, j = 0, 1, u = const = c(u, α) v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ komponenty

α mnoßestva F . Klass takih funkciæ oboznaqim

Adm_{p,ω}(G/F ) = Adm_{p,ω}(F_0, F_1, G/F ).

64 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK Pust~ u_0 = lim_{n→∞} u_k v L^1_{p,ω}(G), gde u_k ∈ Adm_{p,ω}(G) i ∫ G | grad u_0|^pω dx = C_{p,ω}(G/F ). Togda u_0 nazovem ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ C_{p,ω}(G/F ).

Kompakt E ⊂ R^n nazovem gladkim, esli on ograniqen koneqnym qislom nepereseka¸wihsØ gladkih (n −1)-mernyh mnogoobraziæ.

Pust~ τ = τ (a, b) ⊂ R^n – kontinuum, soedinØ¸wiæ dve razliqnye toqki a, b ∈ R^n i neprivodimyæ meßdu nimi [9], i pust~ suwestvu¸t posledovatel~nosti {a(k), b(k)}, izvleqennye iz τ \ E i takie, qto lim_{k→∞} a(k) = a, lim_{k→∞} b(k) = b. Togda mnoßestvo

γ = γ(a, b) = (τ \E)\{a, b} nazovem sostavnoæ krivoæ, soedinØ¸weæ

toqki a, b. Sovokupnost~ vseh sostavnyh krivyh, kaßdaØ iz kotoryh soedinØet v ukazannom smysle kakie-nibud~ dve razliqnye toqki iz R^n, oboznaqim qerez Γ(E). Esli pri fftom τ \ {a, b} ⊂ G,

a ∈ F_0, b ∈ F_1, F_0, F_1 ⊂ G, F_0 ∩ F_1 = ?, to budem takße govo-

rit~, qto krivaØ γ = (τ \ E) \ {a, b} soedinØet v G mnoßestva F_0 i F_1. Semeæstvo vseh takih sostavnyh krivyh oboznaqim qerez

Γ(F_0, F_1, G/E) = Γ(G/E). Opredelim p-modul~ s vesom ω (inaqe, (p, ω)-modul~) semeæstva Γ ⊂ Γ(E) kak veliqinu

m_{p,ω} (Γ)^{def}= = inf ∫ R^n ρ^pω dx, gde ω ∈ A_p i inf beretsØ po vsem borelevskim funkciØm ρ: R^n →

[0, ∞] takim, qto ∫ R^n ρ pω dx < ∞ i ∫ γ ρ dH_1 ¿ 1 dlØ vseh γ ∈ Γ.

Klass vseh takih dopustimyh metrik ρ budem oboznaqat~ qerez

adm_{p,ω}(Γ). DlØ semeæstva Γ(G/E) poloßim

adm_{p,ω}(Γ(G/E)) = adm_{p,ω}(G/E) = adm_{p,ω}(F_0, F_1, G/E).

Predloßenie 1. Esli Ln(E) = 0, to (p, ω)-modul~ semeæstva Γ

vseh sprØmlØemyh krivyh γ, dlØ kotoryh H_1(γ ∩ E) > 0, raven 0.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ ρ = { ∞ na E;

0 vne E.

Togda ρ ∈ adm_{p,ω}(Γ) i ∫ R^n ρ pω dx = 0. Sledovatel~no, m_{p,ω}(Γ) = 0.

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 65 Mnoßestvo E ⊂ E nazovem (p, ω)-iskl¸qitel~nym, esli raven nul¸ (p, ω)-modul~ vseh sprØmlØemyh krivyh γ takih, qto H_1(γ ∩

E) > 0, i (p, ω)-modul~ semeæstva vseh sostavnyh krivyh γ takih,

qto γ ∩ E ≠ ?.

Pust~ G – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo i kompakt E soderßitsØ v G. Togda E nazovem N H_{pω}-kompaktom, esli 1)

L_n(E) = 0; 2) dlØ l¸boæ pary gladkih nepereseka¸wihsØ kom-

paktov F_0, F_1 ⊂ G takih,qto E ∩ (F_0 ∪ F_1) = ?, imeem m_{p,ω}(F_0, F_1, G/E) = m_{p,ω}(F_0, F_1, G/?). Sostavnu¸ krivu¸ γ nazovem sprØmlØemoæ, esli H_1(γ) < ∞.

DlØ sostavnoæ sprØmlØemoæ krivoæ γ i koordinatnoæ osi x_i poloßim

H^1(pr_{xi} , γ)^{def}= ∞∫ −∞ N (x_i, γ) dH_1(x_i), gde N (x_i, γ) – qislo toqek x ∈ γ, i-Ø koordinata kaßdoæ iz kotoryh ravna x_i. Pri fftom integral rassmatrivaetsØ v smysle Lebega i N (x_i, γ) = 0, esli takih toqek x na γ net. Analogiqno, opredelim veliqiny H^1(pr_{xi} , τ ) i N (x_i, τ ) dlØ proizvol~nogo borelevskogo mnoßestva τ ⊂ R^n.

2. Kompakt E nazovem ustranimym dlØ prostranstva F D^{p,ω},

esli dlØ l¸bogo otkrytogo ograniqennogo mnoßestva G ⊂ R^n,

E ⊂ G, kaßdaØ funkciØ f ∈ F D^{p,ω}(G \ E) prodolßaetsØ do funk-

cii iz F D^{p,ω}(G). Pereædem k opisani¸ ustranimyh mnoßestv dlØ F D^{p,ω}. Poloßim q =^p_{p−1} , ω^{11}�^p = ~ω.

Teorema 1. DlØ togo qtoby kompakt E byl ustranimym mnoße-

stvom dlØ prostranstva F D^{p,ω}, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo ograniqennogo otkrytogo mnoßestva G ⊃ E vypolnØlos~ ravenstvo_∘

L^1_{q,}e_ω (G) = cl (C^∞_E (G))

v L^1_{q,}e_ω (G).

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Pust~ C^∞_E (G) plotno v^∘L^1_{q,eω}(G).

RassmatrivaØ funkci¸ f(x_1, . . . , x_n) ∈^∘L^1_{q,eω}(G), dlØ kotoroæ

| grad f| ≠ 0 na E (naprimer, f(x) = x_i v okrestnosti E i f(x) = 0

66 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK v okrestnosti ∂G), legko ustanovim, qto L_n(E) = 0. Esli teper~ funkciØ u ∈ F D^{p,ω}(G \ E), to ee obobwennye qastnye proizvodnye opredeleny poqti vezde v G i ω^{1p} grad f ∈ L^p_n(G). Pokaßem, qto suwestvuet obobwennaØ funkciØ T v G, q~i qastnye proizvodnye D_iT , ponimaemye v smysle teorii raspredeleniæ, ravny

u_i. Po teoreme L. Xvarca [10], dlØ fftogo neobhodimo i dosta-

toqno proverit~ usloviØ D_ju_i = D_iu_j dlØ vseh i, j ili, drugimi slovami, ustanovit~ ravenstva ∫ G u_iD_jφ dx = ∫ G u_jD_iφ dx dlØ vseh φ ∈ C^∞_0 (G), i, j = 1, n. S drugoæ storony, dlØ vseh φ ∈

C^∞_E (G) ∫ G u_iD_j φ dx = ∫ G\E u_iD_j φ dx = − ∫ G\E uD_iD_j φ dx =

= − ∫ G\E uD_j D_iφ dx = ∫ G u_jD_iφ dx. UqityvaØ plotnost~ C^∞_E (G) v C^∞_0 (G), s pomow~¸ neravenstva Gel~dera ustanovim ravenstvo ∫ G u_iD_jφ dx = ∫ G u_jD_iφ dx dlØ vseh φ ∈ C^∞_0 (G). Takim obrazom, suwestvuet raspredelenie T v G, kotoroe sovpadaet s u v G \ E. Po drugoæ teoreme L. Xvarca, T est~ funkciØ v L^1_{p,ω}(G), t.e. u imeet rasxirenie do funkcii iz L^1_{p,ω}(G).

Pust~ φ ∈ C^∞_E (G). Nositel~ grad φ est~ kompakt v G \ E. Dopolnenie Ω k nemu imeet tol~ko koneqnoe qislo komponent Ω_i,

i = 1, m, pereseka¸wih E. Na kaßdoæ komponente Ω_i funkciØ φ

ravna postoØnnoæ a_i. Pust~ σ – (n − 1)-mernyæ cikl v (G \ E) ∩ Ω, kotoryæ gomologiqen 0 v G. Poloßim σ ∩ Ω_i = σ_i. Po formule Grina, ∫ G\E uΔφ dx = ∫ G\E grad u grad φ dx ∫ G\E Δuφ dx − ∫ σ φ ∂u ∂n dS =

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 67 = − ∑ a_i ∫ σ_i ∂u ∂n dS. Kak i vyxe, ispol~zuØ neravenstvo Gel~dera i plotnost~ C^∞_E (G) v C^∞_0 (G), poluqim, qto ∫ G\E uΔφ dx = 0 dlØ vseh φ ∈ C^∞_0 (G).

Po lemme VeælØ [10], funkciØ u ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v G. Drugimi slovami, u ∈ F D^{p,ω}(G).

Neobhodimost~. Pust~ C^∞_E (G) ne ØvlØetsØ plotnym v^∘L^1_{q,}e_ω(G). Togda naædetsØ nenulevoe raspredelenie (obobwennaØ funkciØ) T s nositelem v E i nepreryvnoe na^∘L^1_{q,eω} (G). Oqevidno, qto S =

T ∗ K, gde funkciØ K = { |x|^{2−n}, n > 2; − log |x|, n = 2, ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v G \ E. Pokaßem qto S ∈ F D^{p,ω}(G \ E). Raspredelenie T , kak lineænyæ funkcional na L^q_n(G), dlØ

φ ∈ C^∞_0 (G) imeet vid (T, φ) = ∫ ∑ i u_iD_iφ dx, gde u_iω^{1p} ∈ L^p_1(G), i = 1, n, i (T, φ) = 0 dlØ φ ∈ C^∞_E (G). Togda (S, φ) = (S, φ ∗ K) = ∫ ∑ i u_iD_iφ dx. Ots¸da (D_j S, φ) = −(S, D_j φ) = − ∫ ∑ i u_iD_j D_i(φ ∗ K) dx. Soglasno (2), ‖D_jD_i(φ ∗ K)~ω^{1q} ‖_Lq_1 6 C‖φ~ω^{1q} ‖_Lq_1 , gde vybor postoØnnoæ C zavisit ot G, ω, p, n. Pofftomu |(D_jS, φ)| 6 C ∑ ‖u_iω^{1p} ‖_Lp_1 ‖φ~ω^{1q} ‖_Lq_1 .

Znaqit, D_j Sω^{1p} ∈ L^p_1(G), t.e. S ∈ L^1_{p,ω}(G) Pokaßem, qto S ne imeet fl¸ksiæ, t.e. S ∈ F D^p(G \ E). Pust~ φ ∈ C^∞_E (G) i pust~ (n − 1)- mernyæ cikl σ vybiraetsØ v (G \ E) ∩ Ω tem ße sposobom, qto i vyxe. Togda (S, Δφ) = (S, K ∗ Δφ) = C(T, φ) = 0 i, po formule Grina, 0 = ∫ G SΔφ dx = − ∫ G grad S grad φ dx − ∫ σ φ ∂S ∂n dσ =

= − ∑ i a_i ∫ σ_i ∂S ∂n dσ.

68 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK Poskol~ku vybor a_i proizvolen, to ∫ σ_i ∂S ∂n dσ = 0 dlØ vseh i. Sle-

dovatel~no, ∫ σ ∂S ∂n dσ = 0 dlØ vseh (n − 1)-mernyh ciklov v (G \ E).

Teorema dokazana.

Zameqanie. Esli kaßdaØ funkciØ f ∈ F D^{p,ω}(G\E) prodolßaetsØ

do funkcii ~f ∈ F D^{p,ω}(G) dlØ nekotorogo ograniqennogo otkrytogo mnoßestva G ⊃ E, to ffto budet spravedlivo i dlØ l¸bogo drugogo otkrytogo ograniqennogo mnoßestva ~G ⊃ E.

Teorema 2. Esli kompakt E ØvlØetsØ ustranimym dlØ F D^{p,ω},

to on budet ustranimym i dlØ L^1_{p,ω}.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ustanovit~, qto kaßdaØ funkciØ

f ∈ L^1_{p,ω}(G \ E) prodolßaetsØ do funkcii ~f ∈ L^1_{p,ω}(G), ‖f‖_L1_{p,ω (G\E)}

= ‖ ~f‖_L1_{p,ω (G)}, dlØ nekotorogo ograniqennogo otkrytogo mnoßestva G ⊃ E. Deæstvitel~no, po teoreme 1, L_n(E) = 0 i klass C^∞_E plo-

ten v^∘L^1_{q,eω}(G). Pust~ u – nekotoraØ funkciØ iz L^1_p(G \ E). Togda ee qastnye proizvodnye u_i =^{∂u}_{∂xi} , i = 1, n, opredeleny L_n-poqti vs¸du v G i u_iω^{1p} ∈ L^p_1(G). Pokaßem, qto suwestvuet obobwennaØ funkciØ T v G, q~i qastnye proizvodnye D_iT , ponimaemye v smysle teorii raspredeleniØ, ravny u_i. Po teoreme L. Xvarca [10], dlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno proverit~ vypolnenie usloviØ D_j u_i = D_iu_j , gde i, j = 1, n, ili, drugimi slovami, ustanovit~ ravenstvo ∫ G u_iD_jφ dx = ∫ G u_jD_iφ dx dlØ vseh φ ∈ C^∞_0 (G), i, j = 1, n. Zametim, qto dlØ φ ∈ C^∞_E (G) proizvodnaØ D_iφ ∈ C^∞_0 (G \ E). Pofftomu ∫ G u_iD_j φ dx = ∫ G\E u_iD_j φ dx = − ∫ G\E uD_iD_j φ dx =

= − ∫ G\E uD_j D_iφ dx = ∫ G u_jD_iφ dx.

UqityvaØ plotnost~ C^∞_E (G) v^∘L^1_{q,eω}(G), s pomow~¸ neravenstva Gel~dera ustanovim spravedlivost~ poslednego sootnoxeniØ

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 69 dlØ funkcii u ∈ C^∞_0 (G). Tem samym dokaßem suwestvovanie iskomoæ funkcii T . Po postroeni¸, funkciØ T sovpadaet, s toqnost~¸ do postoØnnoæ, s funkcieæ u v G \ E. Pofftomu T – funkciØ iz L^1_{p,ω}(G). Teorema dokazana.

Oboznaqim qerez pr_l ortogonal~nu¸ proekci¸ na prØmu¸ l ⊂

R^n.

Teorema 3. DlØ togo qtoby kompakt E byl ustranimym mno-

ßestvom dlØ F D^{p,ω}, neobhodimo i dostatoqno, qtoby 1) suwestvovalo (q, ~ω)-iskl¸qitel~noe mnoßestvo E ⊂ E takoe, qto dlØ kaßdoæ nevyroßdennoæ komponenty α kompakta E mnoßestvo α \ E libo pusto, libo sostoit iz edinstvennoæ toq- ki; 2) dlØ l¸bogo zadannogo ε > 0 ocenka

H_1(pr_l(τ \ E)) ¿ H_1(pr_lτ ) (3)

vypolnØlas~ dlØ vseh prØmyh l ⊂ R^n i dlØ m_{q,}e_ω-poqti kaßdoæ sostavnoæ krivoæ γ = (τ (a, b) \ E) \ {a, b} ∈ Γ(E), diam τ (a, b) < ε.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Pust~ Π ⊃ E – koordinat-

nyæ prØmougol~nik. Ego grani, parallel~nye koordinatnoæ giperploskosti x_i = 0, oboznaqim qerez σ_{0i}, σ_{1i}. Vyberem otkrytoe ograniqennoe mnoßestvo G takim, qto Π ⊂ G. Pust~

φ_0 ∈ C^∞_0 (G) i φ_0 ≡ 1 v okrestnosti Π. Poloßim x_i |_{σ0i} = a_i, x_i |_{σ1i} = b_i. Izvestno (sm. [1, 5]), qto u_0 =^{xi−ai}_{bi−ai} – ffkstremal~-

naØ funkciØ v probleme emkosti C_q(σ_{0i}, σ_{1i}, Π/?). V naxem sluqae, po teoreme 1, naædetsØ posledovatel~nost~ u_k ∈ C^∞_0 (G) takaØ, qto ∫ G | grad (u_k − φ_0u_0)|^q ~ω dx → 0 pri k → ∞. Tem bolee, ∫ Π | grad (u_k − φ_0u_0)|^q ~ω dx → 0 pri k → ∞. Ots¸da (sm. [5, 11]) dlØ m_{q,}e_ω -poqti vseh sostavnyh krivyh γ ⊂ G ∫ γ | grad (u_k − u_0)| dH_1 → 0 (4)

pri k → ∞. Integral v (4) ne zavisit ot ω i (4) ukazyvaet na tot fakt, qto funkci¸ u_0 moßno approksimirovat~ v srednem gladkimi funkciØmi, modul~ gradienta kotoryh raven 0 v nekotoroæ okrestnosti E. PrimenØØ doslovno rassußdeniØ iz [5, teoremy 2.1–2.6], pri ω ≡ 1 poluqim, qto ocenka

H^1(pr_{xi} (τ \ E)) ¿ H_1(pr_{xi} (τ \ E)) ¿ |pr_{xi} b − pr_{xi} a|

70 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK vypolnØetsØ dlØ m_{q,eω} -poqti kaßdoæ sostavnoæ krivoæ γ =

(τ (a, b) \ E) \ {a, b} ∈ Γ(E), gde τ = τ (a, b) – kontinuum diametra, men~xego ε. Ots¸da, po teoreme 3.3 iz [5], m_{q,eω} -poqti kaßdaØ sostavnaØ krivaØ γ = (τ (a, b) \ E) \ {a, b} poroßdaetsØ prostoæ sprØmlØemoæ krivoæ τ , diamτ < ε, takoæ, qto

H_1(τ ∩ E) = 0. (5)

Neobhodimost~ dokazana.

Dostatoqnost~. Zametim, qto L_n(E) = 0. Deæstvitel~no, dopustim, qto L_n(E) > 0 i pust~ Π, E ⊂ Π, – koordinatnyæ (n − 1)- mernyæ prØmougol~nik, σ_{0i}, σ_{1i} – ego grani, parallel~nye giperploskosti x_i = 0. Rassmotrim te otrezki τ , soedinØ¸wie

σ_{0i}, σ_{1i}, dlØ kotoryh H_1(τ ∩ E) > 0 i τ ⊥ σ_{0i}. Pust~ Γ_1 – se-

meæstvo vseh takih otrezkov, a Γ_2 – semeæstvo sostavnyh krivyh

γ = (τ \E)\(σ_{0i} ∪σ_{1i}), τ ∈ Γ_1. Togda (sm. [12]) m_{q,}e_ω (Γ_2) ¿ m_{q,}e_ω(Γ_1) > 0. S drugoæ storony, v silu (3), m_{q,}e_ω (Γ_2) = 0. Sledovatel~no, L_n(E) = 0.

Pokaßem, qto kaßdu¸ funkci¸ f ∈ C^∞_0 (G) v L^1_{q,eω} (G) moßno approksimirovat~ skol~ ugodno toqno funkciØmi iz C^∞_E (G). Po teoreme 2 iz [12], kaßdu¸ funkci¸ f ∈ C^∞_0 (G) v L^1_{q,eω}(G) moßno approksimirovat~ skol~ ugodno toqno lineænymi kombinaciØmi s∑ i=1 a_iu_i, (6)

gde u_i – ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_{q,eω}(F_{0i}, F_{1i}, G/?), F_{0i}, F_{1i} – gladkie kompakty v G. Dalee sqitaem bez ograniqeniØ obwnosti, qto kaßdyæ iz kompaktov F_{ji}, j = 0, 1, est~ zamykanie otkrytogo mnoßestva G_{ji} ⊂ G. Pokroem kompakt E koneqnym qislom m(k) xarov B_{jk} s radiusami, men~ximi^1_k i takimi, qto ∑_{m(k)} j=1 L_n(B_{jk}) <^1_k , i pust~ F^k_{0i} = F_{0i}\∪^{m(k)}_{j=1} B_{jk}, F^k_{1i} = F_{1i}\∪^{m(k)}_{j=1} B_{jk}.

Vybor xarov podqinim takße dopolnitel~nomu uslovi¸ F^k_{0i} ⊂

F^{k+1}_{0i} , F^k_{1i} ⊂ F^{k+1}_{1i} dlØ kaßdogo k , ∩_k¿_1(∪^{m(k)}_{j=1} B_{jk}) = E. Poskol~ku F^k_{0i} ⊂ F_{0i}, F^k_{1i} ⊂ F_{1i}, to

m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) ≤ m_{q,}e_ω (F^{k+1}_{0i} , F^{k+1}_{1i} , G/?) 6 6 mq,eω(F0i, F1i, G/?). (7)

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 71 S drugoæ storony, vyberem ρ_k ∈ adm_{q,eω}(F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) tak, qto

ρ_k = 0 na F^k_{0i} ∪ F^k_{1i} i

m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) 6 ∫ G ρ^q_k ~ω dx 6 m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) + 1 k . V silu vypuklosti prostranstva L^q_1(G), naædetsØ funkciØ ρ_0,

ρ_0 ~ω^{1q} ∈ L^q_1(G), dlØ kotoroæ ∫ G |ρ_k − ρ_0|^q ~ω dx → 0 (8) pri k → ∞ i ∫ γ |ρ_k − ρ_0|^q dH_1 → 0 (9)

pri k → ∞ dlØ m_{q,eω}-poqti vseh sprØmlØemyh krivyh γ ⊂ G. Voz~mem sprØmlØemu¸ krivu¸ γ ∈ Γ(F_{0i}, F_{1i}, G/?), udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ (9) i soedinØ¸wu¸ toqki a_0 ∈ F_{0i}, a_1 ∈ F_{1i}. Poskol~ku F_{0i}, F_{1i} – gladkie kompakty, to suwestvuet gladkiæ gomeomorfizm g otnositel~noæ okrestnosti U(a_0) (okrestnosti

U(a_1)) toqki a_0 v F_{0i} (toqki a_1 v F_{1i}) na poluprostranstvo H.

ProizvodØ sootvetstvu¸wu¸ zamenu v (8) i rassmatrivaØ lineænye integraly po luqam, ishodØwim iz toqki g(a_0) (toqki

g(a_1)), ubedimsØ v suwestvovanii prostoæ sprØmlØemoæ krivoæ γ_j , soedinØ¸weæ toqku a_j s c_j ∈ F_{ji}, ∫ γ_j ρ0 dH1 < ∞, i udovletvo-

rØ¸weæ usloviØm (9) i H_1(γ_j ∩ E) = 0. V silu vybora, krivaØ

~γ = γ ∪ γ_1 ∪ γ_2 ∪ {a_0, a_1} soedinØet F^k_{0i} i F^k_{1i} pri k ¿ k_0, znaqit, ∫ eγ ρ^0 dH^1 ¿ 1. Vyberem na γ^j posledovatel~nost~ dug γ^{jl}, soedi-

nØ¸wih toqku a_j s toqkoæ c_{jl} ∈ F_{ji} \ E i stØgiva¸wihsØ k toqke

a_j pri l → ∞, j = 0, 1. Togda krivaØ ~γ_l = γ ∪γ_{1l} ∪γ_{2l} ∪{a_0, a_1} obla-

daet temi ße svoæstvami, kak i ~γ, i ∫ γ_{jl} ρ0 dH1 → 0 pri l → ∞. Ots¸da ∫ γ ρ_0 dH_1 ¿ 1. Drugimi slovami, ρ_0 – obobwennaØ dopu-

stimaØ metrika (sm. [13]) v probleme modulØ m_{q,eω} (F_{0i}, F_{1i}, G/?). Pofftomu lim_{k→∞} m_{q,eω}(F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) = lim_{k→∞} ∫ G ρ^q_k ~ω dx = ∫ G ρ^q_0 ~ω dx ¿ m_{q,}e_ω (F_{0i}, F_{1i}, G/?). Iz sravneniØ fftih sootnoxeniæ s (7) sleduet, qto m_{q,}e_ω(F_{0i}, F_{1i}, G/?) = lim_{k→∞} m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?).

72 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK V silu ocenki (5),

m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/?) = m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/E).

Izvestno (sm. [5]), qto m_{q,}e_ω (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/E) = C_{q,}e_ω(F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/E). Pust~ funkciØ φ_0 ∈ C^∞_0 (G) i ravna 1 v okrestnosti E i v okrestnosti mnoßestva, na kotorom f ≠ 0. Togda fφ_0 = f i dlØ lineænyh kombinaciæ iz (6) funkciØ s∑ i=1 a_iu_iφ_0 (10)

priblißaet v L_{q,eω} (G) funkci¸ f.

Poskol~ku ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_{q,eω}(F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/E), po opredeleni¸ emkosti v L^1_{q,eω}(G), approksimiruetsØ funkciØmi u iz C^∞(G), | grad u| = 0 v okrestnosti E, to uφ_0 ∈ C^∞_E (G). ZamenØØ

u_iφ_0 v (10) ukazannymi funkciØmi, poluqim trebuemu¸ approk-

simaci¸ f funkciØmi iz C^∞_E (G). Tem samym teorema dokazana.

Zameqanie. Kompakty F0i, F1i dlØ kondensatora (F^k_{0i}, F^k_{1i}, G/E),

rassmatrivaemogo pri dokazatel~stve neobhodimosti usloviØ v teoreme 3, moßno vybrat~ gladkimi.

�to zameqanie pozvolØet dat~ sledu¸wiæ kriteriæ ustranimogo mnoßestva dlØ F D^{p,ω}.

Sledstvie 1. DlØ togo qtoby kompakt E ⊂ G byl ustranimym

mnoßestvom dlØ prostranstva F D^{p,ω}(G \ E), neobhodimo i dostatoqno, qtoby E bylo N H_{q,}e_ω-mnoßestvom v G.

V sluqae, kogda E – nul~mernyæ kompakt, dlØ krivoæ γ iz dokazatel~stva usloviØ neobhodimosti v teoreme 3 mnoßestvo γ∩E ØvlØetsØ nul~mernym, sledovatel~no, suwestvuet duga γ_{jl} ⊂ γ, soedinØ¸waØ toqku a_j s toqkoæ c_{jl} ∈ F_{ji} \ E i stØgiva¸waØsØ k a_j pri l → ∞. Pofftomu uslovie L_n(E) = 0 dlØ nul~mernogo kompakta E v opredelenii N H_{q,eω}-mnoßestva ØvlØetsØ izlixnim.

Nakonec, zamenØØ uslovie 2) v teoreme 3 na ocenku (5), poluqim ewe odin kriteriæ ustranimogo mnoßestva dlØ prostranstva F D^{p,ω}.

KRITERII USTRANIMYH MNOȷESTV 73

Sledstvie 2. DlØ togo qtoby kompakt E byl ustranimym mno-

ßestvom dlØ prostranstva F D^{p,ω}, neobhodimo i dostatoqno, qtoby

1) suwestvovalo (q, ~ω)-iskl¸qitel~noe mnoßestvo E ⊂ E takoe, qto dlØ kaßdoæ nevyroßdennoæ komponenty α kompakta E mnoßestvo α \ E ili pusto, ili sostoit iz edinstvennoæ toqki;

2) dlØ l¸bogo zadannogo ε > 0 m_{q,eω} -poqti kaßdaØ sostavnaØ krivaØ γ = (τ (a, b) \ E) \ {a, b} ∈ Γ(E), diam τ < ε, poroßdaetsØ prostoæ sprØmlØemoæ krivoæ τ takoæ, qto H_1(τ ∩ E) = 0.

Literatura

1. L. I. Hedberg, Removable singularities and condenser capacities, Arkiv Math. 12, No. 1 (1974).

2. J. Väisäla, On the null-sets for extremal distances, Ser A. I. Math., No. 322 (1962), 1–12.

3. V. V. Aseev, A. V. Syqev, O mnoßestvah, ustranimyh dlØ prostranstvennyh kvazikonformnyh otobraßeniæ, Sib. mat. ßurn. 15, No. 6 (1974), 1213–1227.

4. S. K. Vodop~Ønov, V. M. Gol~dxteæn, Kriteriæ ustranimosti mnoßestv dlØ prostranstv L^1_p, kvazikonformnyh i kvaziizometriqeskih otobraßeniæ, Sib. mat. ßurn. 18, No.1 (1977), 48–68.

5. V. A. Xlyk, Normal~nye oblasti i ustranimye osobennosti, Izv. RAN.

Ser. mat. 57, No. 4 (1993), 93–112.

6. I. N. Demxin, V. A. Xlyk, Kriterii ustranimyh mnoßestv dlØ vesovyh prostranstv L^1_{p,ω} , F D^{p,ω} , Dokl. RAN 343, No. 5 (1995), 590–592.

7. B. B. Muckenhoupt, The equivalence of two conditions for weight functions, Studia Math. 49 (1974), 101–106.

8. R. R. Coifman and C. Fefferman,, Weighted norm inequalities integrals, Studia Math. 51 (1974).

9. K. Kuratovskiæ, TopologiØ.. T. 2. M., 1969.

10. L. Schwartz, Theorie des distributions, Paris, 1957.

11. B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 98 (1957), 171–219.

12. I. N. Demxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk, Kriterii nul~-mnoßestv dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 52–82.

13. V.A. Xlyk, Vesovye emkosti, moduli kondensatorov i iskl¸qitel~nye mnoßestva po F¸glede, Dokl. RAN 332, No. 4 (1993), 428–431.

Postupilo 26 aprelØ 2002 g. Dal~nevostoqnyæ gosudarstvennyæ universitet