Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

I. O. Rasskazov

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA “O RASPADE RAZRYVA” DL˚ SISTEMY DVUH URAVNENI`

Postanovka zadaqi

Rassmotrim strogo giperboliqesku¸ sistemu dvuh kvazilineænyh uravneniæ s malym parametrom, kotoru¸ my budem zapisyvat~ v invariantah Rimana: { u_t + λ(u, v)u_x = εf(u, v), v_t + μ(u, v)v_x = εg(u, v). (1) Zdes~ 0 < ε ≪ 1 – malyæ parametr. �ta ße sistema moßet byt~ zapisana v forme zakonov sohraneniØ v vide: { ∂_tΦ^1(u, v) + ∂_xΨ^1(u, v) = εF^1(u, v),

∂_tΦ^2(u, v) + ∂_xΨ^2(u, v) = εF^2(u, v).

(1^′)

Izvestno [1], qto sistema (1) dopuskaet, voobwe govorØ, nekotoroe semeæstvo zakonov sohraneniØ vida (1^′). Vyberem kakienibud~ konkretnye zakony sohraneniØ sistemy uravneniæ (1). FiksaciØ zakonov sohraneniØ obespeqivaet edinstvennost~ rexeniØ v klasse razryvnyh funkciæ. Vse izvestnye funkcii, kak v (1), tak i v (1^′), predpolaga¸tsØ gladkimi, beskoneqno differenciruemymi po svoim argumentam.

UravneniØ (1) dopolnØ¸tsØ naqal~nymi usloviØmi: u(0, x, ε) =^∘u(x, ε), v(0, x, ε) =^∘v(x, ε). (2) Sqitaem, qto funkcii^∘u(x, ε) i^∘v(x, ε) razlaga¸tsØ v asimptotiqeskie rØdy pri ε → 0. Kofffficienty fftih rØdov ime¸t razryv pervogo roda v toqke x = 0 i ih moßno predstavit~ v vide sle-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda grantov RFFI˝ 01-01-06136, 00-01-00663, 00-15-96038 i INTAS ˝ 1068. 194

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 195 du¸wih rØdov: ∘ u(x, ε) = {_∘ u^−_0 + ε^∘u^−_1 (x) + . . . , x < 0, ∘ u^+_0 + ε^∘u^+_1 (x) + . . . , x > 0, ∘ v(x, ε) = {_∘ v^−_0 + ε^∘v^−_1 (x) + . . . , x < 0, ∘ v^+_0 + ε^∘v^+_1 (x) + . . . , x > 0,

gde^∘u^±_0 ,^∘v^±_0 – postoØnnye, a ostal~nye kofffficienty – skol~ ugodno gladkie.

Predel~naØ nevozmuwennaØ zadaqa (pri ε = 0) sovpadaet s izvestnoæ [1] zadaqeæ “o raspade razryva”. PredpolagaetsØ, qto konfiguraciØ rexeniØ predel~noæ zadaqi soderßit dve udarnye volny.

StavitsØ vopros ob asimptotike pri ε → 0 rexeniØ vozmuwennoæ zadaqi i ob asimptotike poloßeniØ udarnyh voln.

Vvedenie

Kak izvestno [1, 2], giperboliqeskie sistemy kvazilineænyh uravneniæ opisyva¸t razliqnye fiziqeskie processy. V qastnosti, sistemy takogo tipa obrazu¸t uravneniØ gazovoæ dinamiki, uravneniØ teorii “melkoæ vody”, uravneniØ magnitnoæ gidrodinamiki. Zadaqi v postanovke, pohoßeæ na naxu, voznikali v rØde rabot [3], gde rassmatrivalis~ sistemy uravneniæ (1) i (1^′) konkretnogo vida v priloßenii k teorii “melkoæ vody”.

K naxeæ zadaqe takße svoditsØ problema opisaniØ asimptotiki rexeniØ zadaqi Koxi dlØ giperboliqeskoæ sistemy dvuh kvazilineænyh uravneniæ pri t → 0 vblizi naqal~noæ toqki razryva, v sluqae proizvol~nyh naqal~nyh dannyh. �to dostigaetsØ vvedeniem malogo parametra 0 < ε ≪ 1 i rastØßeniem nezavisimyh peremennyh v okrestnosti naqala koordinat τ = t/ε, χ = x/ε. Osnovnye rezul~taty raboty baziru¸tsØ na rexenii predel~noæ nevozmuwennoæ zadaqi. Izvestno [1], qto v obwem sluqae rexenie zadaqi “o raspade razryva” sostoit iz kombinacii udarnyh voln i voln razreßeniØ. Vsego vozmoßny qetyre razliqnyh varianta takih kombinaciæ. Odin iz nih my rassmatrivaem v nastoØweæ rabote. Faktiqeski, ffto predpoloßenie vydelØet nekotoryæ klass naqal~nyh dannyh dlØ fiksirovannoæ sistemy uravneniæ (1).

196 I. O. RASSKAZOV

Asimptotiqeskoe rexenie v glavnom sovpadaet s rexeniem predel~noæ zadaqi vs¸du, krome uzkih okrestnosteæ liniæ udarnogo perehoda. V pervom punkte raboty opisyvaetsØ rexenie nevozmuwennoæ zadaqi s cel~¸ vvesti neobhodimye oboznaqeniØ i ukazat~, kak pravil~no ponimat~ glavnye qleny asimptotik i v qem ih otliqie ot rexeniØ predel~noæ zadaqi. Dalee stroØtsØ pervye popravki k asimptotike, dlØ qego prihoditsØ rexat~ funkcional~nye uravneniØ special~nogo vida. V konce raboty dokazany teoremy o razreximosti takih uravneniæ.

Osnovnye rezul~taty

Linii udarnogo perehoda na ploskosti (x, t) my budem, sleduØ [1], zapisyvat~ v vide x = s^±(t, ε). Napomnim, qto funkcii s^±(t, ε) ØvlØ¸tsØ neot¨emlemoæ qast~¸ rexeniØ zadaqi (1), (2) i podleßat opredeleni¸. Skorost~ rasprostraneniØ udarnoæ volny my budem oboznaqat~ qerez D^±(t, ε) := s^′_t(t, ε).

Asimptotiqeskoe rexenie budem stroit~ v vide: s^±(t, ε) = ∞∑ i=0 ε^is^±_i (t), ε → 0. (3)

u(x, t, ε) = ∞∑ i=0 ε^iu_i(x, t), v(x, t, ε) = ∞∑ i=0 ε^iv_i(x, t), ε → 0. (4) V naxem sluqae avtomodel~noe rexenie nevozmuwennoæ zadaqi “o raspade razryva” imeet vid u_d(x, t) = ∘ u^+_0 , x > D^+_d t, ~u_0, D^+_d t > x > D^−_d t, ∘ u^−_0 , x < D^−_d t, v_d(x, t) = ∘ v^+_0 , x > D^+_d t, ~v_0, D^+_d t > x > D^−_d t, ∘ v^−_0 , x < D^−_d t, Zdes~^∘u^±_0 ,^∘v^±_0 – konstanty iz naqal~nyh dannyh, a ~u_0, ~v_0 i D^±_d – konstanty, vyqislØemye iz usloviæ G¸gonio^1:

D^±_d (Φ^i(^∘u^±_0 ,^∘u^±_0 ) − Φ^i(~u_0, ~u_0)) = Ψ^i(^∘u^±_0 ,^∘u^±_0 ) − Ψ^i(~u_0, ~u_0), i = 1, 2.

1Podrobnee pro zakony sohraneniØ i usloviØ G¸gonio sm. [1] ili [2].

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 197 Linii udarnogo perehoda predel~noæ zadaqi x = s^±_d (t) pri fftom ØvlØ¸tsØ prosto prØmymi s^±_d (t) ≡ D^±_d t.

Vvedem postoØnnye k i I sledu¸wim obrazom: k = (~λ_0 − D^−_d )(~μ_0 − D^+_d )

(~μ_0 − D^−_d )(~λ_0 − D^+_d )

, gde ~λ_0 = λ(~u_0, ~v_0), ~μ_0 = μ(~u_0, ~v_0).

I = (ΔΦ^{2+} ~Φ^1_v − ΔΦ^{1+} ~Φ^2_v)(ΔΦ^{2−} ~Φ^1_u − ΔΦ^{1−} ~Φ^2_u)

(ΔΦ^{2+} ~Φ^1_u − ΔΦ^{1+} ~Φ^2_u)(ΔΦ^{2−} ~Φ^1_v − ΔΦ^{1−} ~Φ^2_v) , gde ~Φ^i_u = Φ^i_u(~u_0, ~v_0), ~Φ^i_v = Φ(~u_0, ~v_0), ΔΦ^{i±} = Φ^i_v(^∘u^±_0 ,^∘v^±_0 ) − Φ^i(~u_0, ~v_0).

Teorema 1. Pust~ odnovremenno vypolneny libo neravenstva

|k| < 1 i |kI| < 1, libo neravenstva |k| > 1 i |kI| > 1. Togda vse kofffficienty rØdov (3), (4) mogut byt~ postroeny odnoznaqno.

Spravedlivo sledu¸wee prostoe utverßdenie, iz kotorogo sleduet, qto Teorema 1 primenima k uravneniØm odnomernoæ gazovoæ dinamiki i, v qastnosti, k uravneniØm teorii “melkoæ vody”.

Utverßdenie 1. Esli |Φ^2| ≡ |Ψ^1| ili |Φ^1| ≡ |Ψ^2|, to |k| = |I|.

Rexenie predel~noæ zadaqi. Postroenie glavnogo qlena asimptotiki

Osnovnoæ vopros fftogo punkta sostoit v sledu¸wem: kak pravil~no ponimat~ glavnye qleny asimptotiqeskih rexeniæ i v qem ih otliqie ot rexeniØ predel~noæ zadaqi?

VyroßdennaØ zadaqa (pri ε = 0) vyglØdit sledu¸wim obrazom: { u_{0t} + λ(u_0, v_0)u_{0x} = 0, u_0 | |_{t=0} =^∘u_0(x)

v_{0t} + μ(u_0, v_0)v_{0x} = 0, v_0 | |_{t=0} =^∘v_0(x)

. (5)

Rexenie ee bylo privedeno v naqale raboty. DlØ otveta na postavlennyæ vopros vspomnim, kak nahoditsØ obobwennoe rexenie takoæ zadaqi. Snaqala stroitsØ gladkaØ qast~ rexeniØ. Gladkoe rexenie opredeleno v toæ qasti poluploskosti (x, t), t > 0, kotoraØ celikom zapolnena harakteristikami zadaqi Koxi (5).

198 I. O. RASSKAZOV

Ris. 1. Oblasti suwestvovaniØ gladkogo rexeniØ.

Oblasti suwestvovaniØ gladkogo rexeniØ oboznaqim sootvetstvenno qerez D^±, gde (sm. ris. 1)^2

D^− : = {(x, t) | t > 0, x < μ(^∘u^−_0 ,^∘v^−_0 )t},

D^+ : = {(x, t) | t > 0, x > λ(^∘u^+_0 ,^∘v^+_0 )t}. (6) Voobwe govorØ, oblasti D^− i D^+ mogut peresekat~sØ, no dlØ dal~neæxih postroeniæ ffto ØvlØetsØ nesuwestvennym^3. V naxem sluqae gladkoe, klassiqeskoe rexenie zadaqi (5) v oblastØh D^± vyglØdit sledu¸wim obrazom:

(u, v) = (^∘u^+_0 ,^∘v^+_0 ), (x, t) ∈ D^+, (u, v) = (^∘u^−_0 ,^∘v^−_0 ), (x, t) ∈ D^−.

Qtoby postroit~ obobwennoe rexenie vo vseæ poluploskosti, nußno rassmatrivat~ uravneniØ (5) kak differencial~nye sledstviØ integral~nyh zakonov sohraneniØ. Obobwennoe rexenie stroitsØ v klasse kusoqno nepreryvnyh, s koneqnym qislom razryvov funkciæ. Iz zakonov sohraneniØ vyteka¸t usloviØ na razryvah rexeniØ zadaqi (5). Poloßenie liniæ razryva rexeniØ na ploskosti (x, t) i veliqina skaqka rexeniØ svØzany usloviØmi, kotorye v literature prinØto nazyvat~ usloviØmi G¸gonio ili Renkina–G¸gonio.

2D� – ffto oblasti suwestvovaniØ rexeniØ zadaqi Koxi (5) s naqal~- nymi dannymi, vzØtymi otdel~no, snaqala pri x > 0, zatem pri x < 0 sootvetstvenno.

3V qastnosti, ffto odna iz priqin neprigodnosti klassiqeskogo rexeniØ, i zdes~ moßno provesti polnu¸ analogi¸ so sluqaem uravneniØ Hopfa, sm. [2].

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 199 Izvestno [1], qto v sluqae dvuh ustoæqivyh razryvov vypolneny neravenstva: s^+_0 (t) > λ(^∘u^+_0 ,^∘v^+_0 ) i s^−_0 (t) < μ(^∘u^−_0 ,^∘v^−_0 ). �to oznaqaet, qto linii udarnogo perehoda raspoloßeny kaßdaØ strogo vnutri sootvetstvu¸weæ oblasti D^+ ili D^− (sm. ris. 2).

Ris. 2. Raspoloßenie udarnyh voln v oblastØh D�.

Teper~ rassmotrim zadaqu Koxi dlØ uravneniæ (5) s naqal~- nymi dannymi, kotorye postavim na liniØh udarnogo perehoda sledu¸wim obrazom: u | |_{x=s}+ 0^{(t)} = ~u_0, v | |_{x=s}� 0^{(t)}

= ~v_0. (7)

Zadaqa Koxi (5), (7) korrektna, v silu togo, qto linii udarnyh voln ne ØvlØ¸tsØ harakteristikami sistemy uravneniæ (5). Gladkoe rexenie zadaqi (5), (7) pri fftom suwestvuet vs¸du, gde prohodØt harakteristiki sistemy (5), pereseka¸wiesØ s lini- Ømi udarnyh voln. Oboznaqim oblast~ suwestvovaniØ gladkogo rexeniØ zadaqi (5), (7) qerez ~D. ~D := {(x, t) | μ(~u_0, ~v_0)t < x < λ(~u_0, ~v_0)t}. V silu strogoæ giperboliqnosti sistemy (5) i usloviæ ustoæqivosti razryvov pereseqenie oblasteæ D^± ne pusto:

~D ∩ D^+ ≠ ?, ~D ∩ D^− ≠ ?,

i linii udarnogo perehoda prohodØt v oblastØh ih perekrytiØ (sm. ris. 3):

{(x, t) | x = s^−_0 (t)} ⊂ ~D ∩ D^−, {(x, t) | x = s^+_0 (t)} ⊂ ~D ∩ D^+.

200 I. O. RASSKAZOV

Ris. 3. Vzaimnoe raspoloßenie oblasteæ D�, eD i liniæ udarnogo perehoda.

Teper~ moßno poØsnit~, kak pravil~no nußno ponimat~ glavnye qleny asimptotiki v razloßeniØh (3), (4).

Glavnyæ qlen asimptotiki dlØ liniæ udarnogo perehoda berem iz rexeniØ predel~noæ zadaqi: s^±_0 (t) = s^±_d (t). V kaqestve glavnogo qlena v razloßeniØh (4) my budem brat~ libo rexenie Koxi (5), libo rexenie zadaqi zadaqi Koxi (5), (7), v zavisimosti ot togo, gde budet raspolagat~sØ oqerednoe priblißenie k linii udarnogo perehoda. Qerez S^±_N (x, ε) oboznaqim qastiqnu¸ summu rØdov (3). Glavnye qleny asimptotiqeskogo rexeniØ stroim v vide:

u^±_0 (x, t) = ∘ u^+_0 , x > S^+_N (t, ε), ~u_0, S^+_N (t, ε) > x > S^−_N (t, ε), ∘ u^−_0 , x < S^−_N (t, ε) v^±_0 (x, t) = ∘ v^+_0 , x > S^+_N (t, ε), ~v_0, S^+_N (t, ε) > x > S^−_N (t, ε), ∘ v^−_0 , x < S^−_N (t, ε). Takim obrazom, glavnyæ qlen v asimptotiqeskom rexenii (4) zavisit ot koliqestva postroennyh popravok k liniØm razryva rexeniØ.

Postroenie pervoæ popravki

OgraniqimsØ postroeniem pervyh popravok. Vse ostal~nye popravki mogut byt~ postroeny analogiqnym obrazom. Kak i

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 201 glavnyæ qlen, my budem stroit~ popravki otdel~no v perekryva¸wihsØ oblastØh ~D i D^±. PodstavlØØ formal~nye rØdy (4) v sistemu (1), poluqaem uravneniØ dlØ opredeleniØ pervoæ popravki: { u_{1t} + λ(u_0, v_0)u_{1x} = f(u_0, v_0),

v_{1t} + μ(u_0, v_0)v_{1x} = g(u_0, v_0). (8) Zdes~ uße uqteno to, qto glavnye qleny asimptotiqeskih rexeniæ zadaq (5) i (5), (7) – ffto prosto konstanty.

DlØ sistemy (8) stavØtsØ naqal~nye dannye, v oblasti D^+:

u_1 | |_{t=0} =^∘u_1(x), v_1 | |_{t=0}^∘v_1(x), x > 0, (9)

i v oblasti D^−:

u_1 | |_{t=0} =^∘u_1(x), v_1 | |_{t=0} =^∘v_1(x), x < 0. (10)

Zadaqi Koxi (8), (9) i (8), (10) lineænye i rexa¸tsØ obyqnym metodom harakteristik.

Itak, ostalos~ opredelit~ popravki k rexeni¸ v oblasti ~D i popravki k poloßeni¸ udarnyh voln. PredlagaetsØ sledu¸wiæ sposob postroeniØ: ispol~zuØ usloviØ G¸gonio, postavit~ zadaqi Koxi dlØ sistemy uravneniæ (8) s naqal~nymi dannymi na liniØh udarnogo perehoda x = s^±_0 (t) predel~noæ nevozmuwennoæ zadaqi.

Zapixem usloviØ G¸gonio v vide:

D^±{Φ^i(u^±, v^±) − Φ^i(~u^±, ~v^±)} = Ψ^i(u^±, v^±) − Ψ^i(~u^±, ~v^±), i = 1, 2. (11) Zdes~ napisany dva uravneniØ na kaßdoæ linii udarnogo perehoda, i vvedeny sledu¸wie oboznaqeniØ: u^±(t, ε) = u(s^±(t, ε) ± 0, t, ε), v^±(t, ε) = v(s^±(t, ε) ± 0, t, ε), ~u^±(t, ε) = u(s^±(t, ε) ∓ 0, t, ε), ~v^±(t, ε) = v(s^±(t, ε) ∓ 0, t, ε) UsloviØ G¸gonio v glavnom porØdke my uße ispol~zovali pri opredelenii glavnyh qlenov asimptotik (3) i (4). Seæqas nam nußno poluqit~ uravneniØ dlØ pervoæ popravki. PodstavlØØ razloßeniØ (3), (4) v (11) i uqityvaØ to, qto glavnye qleny ØvlØ¸tsØ konstantami, pri ε^1 poluqaem

D^±_1 (Φ^{i±} − ~Φ^i) + D^±_0 [Φ^{i±}_u u^±_1 + Φ^{i±}_v v^±_1 ] − D^±_0 [ ~Φ^i_u~u^±_1 + ~Φ^i_v~v^±_1 ] =

= Ψ^{i±}_u u^±_1 + Ψ^{i±}_v v^±_1 − ~Ψ^i_u ~u^±_1 − ~Ψ^i_v~v^±_1 , i = 1, 2. (12)

202 I. O. RASSKAZOV

Zdes~ vse funkcii zavisØt ot (u^±_0 , v^±_0 ) = (u_0(s^±_0 (t), t), v_0(s^±_0 (t), t)) sootvetstvenno. Takim obrazom, v uravnenii uqastvuet tol~ko odna nezavisimaØ peremennaØ t. Neizvestnymi veliqinami ØvlØ- ¸tsØ vse funkcii so znakom volny, a takße veliqiny D^±_1 (t). VvedØ oboznaqeniØ ~F^{i±}_u = ~Ψ^i_u − D^±_0 ~Φ^i_u, ~F^{i±}_v = ~Ψ^i_v − D^±_0 ~Ψ^i_v,

ΔΦ^{i±} = Φ^i(u^±_0 , v^±_0 ) − Φ(~u_0, ~v_0), i = 1, 2 i gruppiruØ kofffficienty pri neizvestnyh, uravneniØ (12) moßno perepisat~ v vide:

D^±_1 (t)ΔΦ^{i±} + ~u^±_1 (t) ~F^{i±}_u + ~v^±_1 (t) ~F^{i±}_v = F^{i±}_1 (t), i = 1, 2. (13) Tut napisano po dva uravneniØ na kaßdoæ linii x = s^±_0 (t) dlØ xesti neizvestnyh funkciæ. Paru neizvestnyh moßno iskl¸qit~, tak kak uravneniØ (13) – lineænye. Iskl¸qaØ D^±_1 (t) iz uravneniæ (13), my v oblasti ~D poluqaem sledu¸wu¸ zadaqu dlØ opredeleniØ pervoæ popravki: { ~u_{1t} + λ(~u_0, ~v_0)~u_{1x} = f(~u_0, ~v_0), ~v_{1t} + μ(~u_0, ~v_0)~v_{1x} = g(~u_0, ~v_0),

(14)

s naqal~nymi dannymi v vide lineænoæ kombinacii neizvestnyh funkciæ na liniØh udarnogo perehoda predel~noæ zadaqi (5): ~u_1(s^±_0 (t), t)G^±_u + ~v_1(s^±_0 (t), t)G^±_v = G^±(t). (15)

G^±_u = ~F 1±_u ΔΦ^{1±} − ~F 2±_u ΔΦ^{2±}

, G^±_v = ~F 1±_v ΔΦ^{1±} − ~F 2±_v ΔΦ^{2±} , G^± =

~F^{1±}_1 ΔΦ^{1±} − ~F^{2±}_1 ΔΦ^{2±} . Qtoby postroit~ pervye popravki k asimptotike, neobhodimo pokazat~, qto zadaqa (14), (15) postavlena korrektno. Svedem fftu zadaqu k bolee prostoæ, opredeliv naqal~nye dannye v obyqnom dlØ zadaqi Koxi vide. DlØ fftogo vvedem v rassmotrenie sledu¸wie parametry:

ξ(t) := ~u^−_1 (t) = ~u_1(s^−_0 (t), t), η(t) := ~v^−_1 (t) = ~v_1(s^−_0 (t), t), i prointegriruem uravneniØ (14) vdol~ harakteristik, vplot~ do linii x = s^+_0 (t). �to sdelat~ moßno vsegda, tak kak uravneniØ (14) vdol~ harakteristiqeskih liniæ x = λ(~u_0, ~v_0)t i

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 203 x = μ(~u_0, ~v_0)t – ffto obyknovennye neodnorodnye lineænye differencial~nye uravneniØ pervogo porØdka. Tak kak semeæstva harakteristik sistemy uravneniæ (14) – ffto nekollinearnye prØmye, to, vyhodØ iz odnoæ toqki na linii x = s^+_0 (t) oni prihodØt na lini¸ x = s^−_0 (t) s razliqnym smeweniem. A imenno, iz geometriqeskih soobraßeniæ vidno, qto v toqku s koordinatami (s^+_0 (t^∗), t^∗) prihodØt harakteristiki, prohodØwie qerez toqki s koordinatami (s^−_0 (k_1t^∗), k_1t^∗) i (s^−_0 (k_2t^∗), k_2t^∗) sootvetstvenno, gde

k_1 =

~λ_0 − D^+_0

~λ_0 − D^−_0

, k_2 =

~μ_0 − D^+_0 ~μ_0 − D^−_0

, ~λ_0 = λ(~u_0, ~v_0), ~μ_0 = μ(~u_0, ~v_0).

IntegriruØ, poluqaem uravneniØ:

~u^+_1 (t) = ~u_1(s^+_0 (y), t) = ξ(k_1t) + f(~u_0, ~v_0)(1 − k_1)t,

~v^+_1 (t) = ~v_1(s^+_0 (y), t) = η(k_1t) + g(~u_0, ~v_0)(1 − k_2)t.

(16)

Dalee, ispol~zuØ (15), poluqaem sistemu funkcional~nyh uravneniæ dlØ opredeleniØ neizvestnyh parametrov ξ(t) i η(t): { ξ(t)G^−_u + η(t)G^−_v = G^−(t), ξ(k_1t)G^+_u + η(k_2t)G^+_v = G^+(t).

(17)

Otkuda netrudno poluqit~ sledu¸wee uravnenie na parametr η(t): G^+_v G^−_u η(kt) + G^+_u G^−_v η(t) = C(t), gde k = k_2 k_1

, (18)

ili analogiqnoe uravnenie na parametr ξ(t).

Ime¸t mesto sledu¸wie dva utverßdeniØ:

Utverßdenie 2. Spravedlivy sledu¸wie neravenstva k > 0,

k ≠ 1.

Utverßdenie 3. Qisla G^±_u i G^±_v takovy, qto sistema uravne-

niæ (17) libo svoditsØ k nevyroßdennomu uravneni¸ (18) (situaciØ obwego poloßeniØ), libo rexaetsØ trivial~no (stanovitsØ treugol~noæ).

Dokazyva¸tsØ oba utverßdeniØ neposredstvennoæ proverkoæ, v silu usloviæ ustoæqivosti razryvov, kotorye ime¸t sledu¸- wiæ vid: ~μ_0 < D^−_0 < D^+_0 < ~λ_0, μ^+_0 < λ^+_0 < D^+_0 , D^−_0 < μ^−_0 < λ^−_0 (sm. [1]).

204 I. O. RASSKAZOV

DlØ zakonov sohraneniØ (1^′) sistemy uravneniæ (1) vypolneny sootnoxeniØ: λ(u, v) = Ψ^1_u(u, v) Φ^1_u(u, v) = Ψ^2_u(u, v) Φ^2_u(u, v) , μ(u, v) = Ψ^1_v(u, v) Φ^1_v(u, v) = Ψ^2_v(u, v) Φ^2_v (u, v)

(19)

Ispol~zuØ ih, poluqaem

~F^{i±}_u = ~Φ^i_u(~λ_0 − D^±_0 ), ~F^{i±}_v = ~Φ^i_v(~μ_0 − D^±_0 ), i = 1, 2.

Togda | | | | G^+_v G^−_u G^+_u G^−_v | | | | =

= | | | | (ΔΦ^{2+} ~F^{1+}_v − ΔΦ^{1+} ~F^{2+}_v )(ΔΦ^{2−} ~F^{1−}_u − ΔΦ^{1−} ~F^{2−}_u )

(ΔΦ^{2+} ~F^{1+}u − ΔΦ^{1+} ~F^{2+}u )(ΔΦ^{2−} ~F^{1−}v − ΔΦ^{1−} ~F^{2−}v ) | | | | = kI. UqityvaØ, qto D^±_0 =^{ΔΨ} �0 ΔΦ�0 i sootnoxeniØ (19), teper~ netrudno ubedit~sØ v tom, qto |k| = |I|, esli vypolneno hotØ by odno iz ravenstv |Ψ^i| ≡ |Φ^j | pri i ≠ j. Takim obrazom, Utverßdenie 1 dokazano.

DlØ korrektnogo postroeniØ pervogo priblißeniØ, a zatem i vseh posledu¸wih, neobhodimo i dostatoqno, qtoby rexenie uravneniØ (18) suwestvovalo i bylo edinstvennym v klasse nepreryvnyh sprava v toqke t = 0 funkciæ. Sledovatel~no, dokazatel~stvo Teoremy 1 svoditsØ k dokazatel~stvu razreximosti uravneniØ (18).

Razreximost~ funkcional~nogo uravneniØ

Rassmotrim uravnenie Au(kt) + Bu(t) = C(t), (20) gde A, B – konstanty, C(t) – izvestnaØ nepreryvnaØ funkciØ. V silu samogo uravneniØ moßno sqitat~, qto |k| < 1. Esli ffto ne tak, to zamenoæ x = kt uravnenie privoditsØ k trebuemomu vidu.

Teorema 2. Rexenie uravneniØ (20) suwestvuet i edinstvenno

v klasse nepreryvnyh funkciæ C (R), esli | |^A_B | | < 1. Spravedlivo

SLABO VOZMUWENNA˚ ZADAQA 205 sledu¸wee ego predstavlenie v vide ravnomerno shodØwegosØ rØda: u(t) = ∞∑ i=0 (−1)^i A^i B^{i+1} C(k^it). Dokazatel~stvo. RavnomernaØ shodimost~ rØda oqevidna. To,

qto rØd udovletvorØet uravneni¸ (20), legko proverit~ neposredstvennoæ podstanovkoæ. Dokaßem edinstvennost~. DlØ fftogo pokaßem, qto odnorodnoe uravnenie (20) imeet edinstvennoe rexenie, toßdestvenno ravnoe nul¸. Pust~ suwestvuet t_0, takoe, qto u_0(t_0) ≠ 0. Iz odnorodnogo uravneniØ (20) moßno poluqit~ sledu¸wu¸ formulu:

u_0(k^it_0) = (−1)^i ( B A )_i u_0(t_0),

otkuda srazu, pri i → ∞, poluqaem protivoreqie. Teorema dokazana. Tem samym dokazana i Teorema 1.

Teorema 3. Pust~ |A|/|B| > 1, i n – minimal~naØ stepen~ qisla

k, pri kotoroæ vypolneno uslovie: |Ak^n|/|B| < 1, funkciØ C(t) ∈ C^n(R). Togda rexenie uravneniØ (20) suwestvuet i edinstvenno v klasse n raz differenciruemyh funkciæ.

Dokazatel~stvo prØmo sleduet iz predyduweæ teoremy, esli formal~no prodifferencirovat~ n raz uravnenie (20) i uqest~ to, qto v toqke t = 0 izvestny znaqeniØ samoæ funkcii u(t) i vseh ee proizvodnyh. Esli pri fftom funkciØ C(t) ograniqena na vseæ osi, to rexenie takße moßno predstavit~ v vide ravnomerno shodØwegosØ, vmeste so svoimi n proizvodnymi, rØda: u(t) = ∞∑ i=0 (−1)^i B^i A^{i+1} C(k^{−i}t). Takoe predstavlenie moßno poluqit~ pri pomowi zameny x = kt. Teorema dokazana.

Primer needinstvennosti rexeniØ uravneniØ (20) legko poluqit~, esli iskat~ rexenie sootvetstvu¸wego odnorodnogo uravneniØ v vide u(t) = tff. Vidno, qto pri α = ln(−B/A)/lnk, A > 0, B < 0, |B/A| < 1 odnorodnoe uravnenie udovletvorØetsØ. Pri pomowi logarifmiqeskoæ zameny odnorodnoe uravnenie (20) svoditsØ k izvestnym uravneniØm so sdvigom. V qastnosti, ono svoditsØ k uravneni¸ obobwa¸wemu izvestnoe [4] funkcional~noe

206 I. O. RASSKAZOV uravnenie gamma-funkcii. Odnako, pri takoæ zamene toqka t = 0 ØvlØetsØ osoboæ, i fftot podhod ne goditsØ v naxem sluqae.

Literatura 1. B. L. ROßdestvenskiæ, N. N. ˚nenko, Sistemy kvazilineænyh uravneniæ. M., Nauka (1978), 688 s.

2. Dß. Uizem, Lineænye i nelineænye volny. M., Mir (1977), 622 s.

3. J. Yu and J. Kevorkian, The interaction of strong bore with small disturbances in shallow water. Appl. Math. 91 (1994), 247–273.

4. I. M. Gel~fand, M. I. Graev, V. S. Retah, Obwie gamma-funkcii, ffks-

ponenty i gipergeometriqeskie funkcii. Uspehi mat. nauk, 53, v. 1(319)

(1998), 1–60.

Rasskazov I. O. The Riemann problem for the weakly perturbed 2 × 2 hyperbolic systems.

The discontinuous initial value problem for a hyperbolic system of two quasilinear equations with small perturbation is considered. The asymptotics on a small parameter of an discontinuous solution is investigated. The full asymptotic expansions are constructed, when the solution of a nonperturbed problem contains two shock waves.

Postupilo 20 dekabrØ 2001 g.

Institut matematiki s VC Ufimskogo NC RAN

e-mail:rasskazov@imat.rb.ru