Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

L. A. Molotkov OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI TREWINOVATO` SREDY

IssleduetsØ ffffektivnaØ model~ odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ sredy, pererezannoæ tremØ sistemami parallel~nyh trewin. �ti trewiny rassmatriva¸tsØ kak ploskie granicy, na kotoryh naprØßeniØ ispytyva¸t skaqki, proporcional~nye smeweniØm. SmeweniØ ße predpolaga¸tsØ nepreryvnymi. �ta model~ ØvlØetsØ qastnym sluqaem sravnitel~no obweæ ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ odnorodnye anizotropnye uprugie sredy s razryvami kak smeweniæ, tak i naprØßeniæ na trewinah [1]. Razryvy v fftoæ rabote ØvlØ¸tsØ lineænymi funkciØmi srednih smeweniæ i naprØßeniæ na granicah i harakterizu¸tsØ matricami 6 × 6. Qastnyæ sluqaæ, kogda ffta matrica ØvlØetsØ diagonal~noæ i soderßit tri nulevyh fflementa i dva odinakovyh fflementa, sootvetstvuet rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli.

V fftoæ modeli otsutstvuet dissipaciØ, v to vremØ kak v upomØnutoæ obobwennoæ ffffektivnoæ modeli zatuhanie voln, kak pravilo, imeet mesto. RassmatrivaemaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØmi zakona Guka i sploxnoæ sredy, kotorye otliqa¸tsØ ot uravneniæ teorii uprugosti tol~ko tem, qto v uravneniØ sploxnoæ sredy dobavleny dopolnitel~nye qleny. �ffektivnaØ model~ ØvlØetsØ izotropnoæ, i dlØ opredeleniØ volnovogo polØ ispol~zu¸tsØ potencialy, udovletvorØ¸wie volnovym uravneniØm s dopolnitel~nymi qlenami. S fftimi dopolnitel~nymi qlenami svØzana dispersiØ prodol~nyh, popereqnyh i releevskih voln. DlØ fazovyh i gruppovyh skorosteæ fftih voln ustanavlivaetsØ zavisimost~ ot qastoty i volnovyh qisel. Fronty ot odinakovyh istoqnikov v ffffektivnoæ modeli i v uprugoæ srede sovpada¸t.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI), grant No. 02-05-65081. 150

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 151

§1. Zadanie uprugoæ sredy, pererezannoæ tremØ sistemami trewin, i vyvod ffffektivnoæ modeli Pust~ v dekartovoæ sisteme koordinat x, y, z zadana odnorodnaØ izotropnaØ uprugaØ sreda 0 6 x 6 H, 0 6 y 6 H, 0 6 z 6 H, kotoraØ pereseqena tremØ sistemami plosko-parallel~nyh granic. Vse tri sistemy granic perpendikulØrny odnoæ iz koordinatnyh oseæ i zada¸tsØ uravneniØmi x = ih, y = ih, z = ih (i = 1, 2, . . . , n − 1, h = H/n). (1.1) Na fftih granicah smeweniØ nepreryvny, a dlØ naprØßeniæ vypolnØ¸tsØ usloviØ

[t_{xx}] = hd_nu_x, [t_{xy}] = hd_tu_y , [t_{xz}] = hd_tu_z pri x = ih, [t_{xy}] = hd_tu_x , [t_{yy}] = hd_nu_y, [t_{xz}] = hd_tu_z pri y = ih, [t_{xx}] = hd_tu_x , [t_{yz}] = hd_tu_y , [t_{zz}] = hd_nu_z pri z = ih, (1.2)

v kotoryh simvol [ ], oboznaqaet veliqinu skaqka naprØßeniØ, stoØwego vnutri skobok, na ukazannoæ granice. Meßdu granicami uprugaØ sreda harakterizuetsØ postoØnnymi Lame λ, μ, plotnost~¸ ρ i opisyvaetsØ uravneniØmi zakona Guka

t_{xx} = (λ + 2μ) ∂u_x ∂x + λ ( ∂u_y ∂y + ∂u_z ∂z ) , t_{yy} = λ ∂u_x ∂x + (λ + 2μ) ∂u_y ∂y + λ ∂u_z ∂z , t_{zz} = λ ( ∂u_x ∂x + ∂u_y ∂y ) + (λ + 2μ) ∂u_z ∂z , t_{yz} = μ ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y ) , t_{xz} = μ ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) , t_{xy} = μ ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) ,

(1.3)

152 L. A. MOLOTKOV

i uravneniØmi sploxnoæ sredy ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z = ρ ∂^2 u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z = ρ ∂^2 u_y ∂t^2 , ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 . (1.4)

Na vnexnih granicah sredy vypolnØ¸tsØ nekotorye lineænye usloviØ. Sreda vozbußdaetsØ istoqnikom, raspoloßennym vnutri ili vne sredy. Vid fftih lineænyh usloviæ i harakteristiki ukazannogo istoqnika okazyva¸tsØ nesuwestvennymi pri vyvode ffffektivnoæ modeli zadannoæ sredy.

V volnovom pole, vozbußdaemom fftim istoqnikom, soverxaetsØ predel~nyæ perehod pri

n → ∞, h → 0, H = nh = const (1.5)

i vyvodØtsØ uravneniØ, kotorym udovletvorØet predel~noe volnovoe pole i kotorye opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ rassmatrivaemoæ sredy. DlØ ustanovleniØ fftih uravneniæ ispol~zuetsØ tot fakt, qto zadannaØ sreda ØvlØetsØ qastnym sluqaem drugoæ uprugoæ sredy, pereseqennoæ tremØ sistemami trewin i rassmotrennoæ v rabote [1]. V fftoæ rabote takße provoditsØ predel~nyæ perehod, analogiqnyæ predel~nomu perehodu (1.5), i ustanavliva¸tsØ sootvetstvu¸wie uravneniØ ffffektivnoæ modeli. Na osnovanii rezul~tatov raboty [1], prihodim k vyvodu, qto ffffektivnaØ model~ zadannoæ sredy po-preßnemu opisyvaetsØ uravneniem (1.3), a vmesto ravenstv (1.4) ustanavliva¸tsØ uravneniØ ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z − Au_x = ρ ∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z − Au_y = ρ ∂^2u_y ∂t^2 , ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z − Au_z = ρ ∂^2 u_z ∂t^2 , (1.6)

v kotoryh

A = d_n + 2d_t. (1.7)

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 153

UravneniØ sploxnoæ sredy (1.6) takße vyraßa¸t ravenstva sil, deæstvu¸wih vdol~ koordinatnyh oseæ, pri fftom dopolnitel~nye slagaemye uqityva¸t razryvy naprØßeniæ.

Na osnovanii uravneniæ (1.3) i (1.6) ustanavlivaetsØ formula dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii

W_p = λ + 2μ 2 [( ∂u_x ∂x )_2 + ( ∂u_y ∂y )_2 + ( ∂u_z ∂z )_2] + + λ ( ∂u_x ∂x ∂u_y ∂y + ∂u_x ∂x ∂u_z ∂z + ∂u_y ∂y ∂u_z ∂z ) + (1.8) + μ 2 [ + ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x )_2 + ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x )_2 + ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y )_2] + + A 2 (u^2_x + u^2_y + u^2_z)

v ffffektivnoæ modeli. Pervye tri qlena v sootnoxenii (1.8) obrazu¸t vyraßenie dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ sredy, a poslednee qetvertoe slagaemoe ØvlØetsØ dobavkoæ k plotnosti potencial~noæ ffnergii, svØzannoæ s razryvami naprØßeniæ. Iz fiziqeskih predstavleniæ sleduet, qto oba vyraßeniØ v formule (1.8) dolßny byt~ opredelenno poloßitel~nymi formami. Pofftomu vypolnØetsØ neravenstvo

A > 0 (1.9)

i v modeli otsutstvuet dissipaciØ ffnergii.

DlØ rexeniØ uravneniæ ffffektivnoæ modeli polezno predvaritel~no iskl¸qit~ naprØßeniØ iz ravenstv (1.3) i (1.6) i vyvesti uravnenie Lame. S fftoæ cel~¸ podstavim uravneniØ (1.3) v ravenstva (1.6) i posle rØda fflementarnyh preobrazovaniæ poluqim vektornoe uravnenie Lame μΔ⃗u + (λ + μ)grad div ⃗u − A⃗u = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 . (1.10) S ispol~zovaniem toßdestva

Δ⃗u = grad div ⃗u − rot rot ⃗u (1.11)

zamenim sootnoxenie (1.10) uravneniem

(λ + 2μ)grad div ⃗u − μrot rot ⃗u − A⃗u = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 . (1.12)

154 L. A. MOLOTKOV

Oba uravneniØ (1.10) i (1.12) otliqa¸tsØ ot uravneniØ Lame dlØ odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ sredy tol~ko naliqiem dopolnitel~nogo slagaemogo −A⃗u. Vsledstvie fftogo moßno utverßdat~, qto uravneniØ Lame (1.10) i (1.12) dlØ ffffektivnoæ modeli opisyava¸t izotropnu¸ sredu.

Rexenie uravneniæ (1.12) polezno predstavit~, kak i v sluqae uprugoæ sredy, po formule

⃗u = grad φ + rot ⃗ψ (1.13)

qerez potencialy φ i ⃗ψ. Ispol~zuØ neodnoznaqnost~ vektornogo potenciala ⃗ψ, postavim dopolnitel~noe uslovie

div ⃗ψ = 0. (1.14)

V rezul~tate uravnenie Lame (1.12) zamenitsØ uravneniØmi (λ + 2μ)Δφ − Aφ = ρ ∂^2φ ∂t^2 , μ ( Δ ⃗ψ − ⃗ψ r^2 ) + A ⃗ψ = ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 . (1.15)

�ti uravneniØ sovmestno s uravneniØmi (1.3) i formulami (1.13) polezno ispol~zovat~ pri postroenii volnovyh poleæ.

§2. Postroenie volnovogo polØ, vozbußdennogo toqeqnym istoqnikom

Rassmotrim poluprostranstvo z > 0, opisyvaemoe uravneniØmi (1.3), (1.13) i (1.15), i pust~ na ego granice s momenta t = 0 naqinaet deæstvovat~ toqeqnyæ istoqnik, zadannyæ graniqnymi usloviØmi t_{zz} | | z=0 = − f(t)δ(r) 2πr , t_{rz} | z=0 = 0. (2.1)

Obrazu¸wiesØ smeweniØ i naprØßeniØ dolßny takße udovletvorØt~ nulevym naqal~nym usloviØm u_z | t=0 = u_z | t=0 = 0 ∂u_z ∂t | | t=0 = ∂u_r ∂t | | t=0 = 0. (2.2)

PostavlennaØ smexannaØ zadaqa analogiqna zadaqe Lffmba dlØ uprugogo poluprostranstva i rexaetsØ temi ße metodami, kak i v rabote [2]. Tak kak volnovoe pole okazyvaetsØ osesimmetriqeskim, to udobno ispol~zovat~ cilindriqesku¸ sistemu koordinat r, θ, z. U vektornogo potenciala ⃗ψ polezno sohranit~ tol~ko

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 155

odnu sostavlØ¸wu¸ ψ_θ = ψ. �ta sostavlØ¸waØ i potencial φ udovletvorØ¸t uravneniØm μ ( ∂^2ψ ∂r^2 + 1 r ∂ψ ∂r − ψ r^2 + ∂^2ψ ∂z^2 ) − Aψ = ρ ∂^2 ψ ∂t^2 , (λ + 2μ) ( ∂^2φ ∂r^2 + 1 r ∂φ ∂r + ∂^2φ ∂z^2 ) − Aφ = ρ ∂^2φ ∂t^2 . (2.3)

Otliqnye ot nulØ sootvetstvu¸wie vektora smeweniæ u_r, u_z, a takße komponenty tenzora naprØßeniæ t_{rz}, t_{zz}, vhodØwie v usloviØ (2.1), vyraßa¸tsØ ravenstvami

u_r = ∂φ ∂r − ∂ψ ∂z , u_z = ∂φ ∂z + ∂ψ ∂r + ψ r , t_{tz} = 2μ ( ∂^2φ ∂r∂z − ∂^2ψ ∂z^2 ) + Aψ + ρ ∂^2ψ ∂t^2 , t_{zz} = ρ ∂^2φ ∂t^2 + Aφ − 2μ ( ∂^2φ ∂r^2 + 1 r ∂φ ∂r − ∂^2ψ? ∂r∂z − 1 r ∂ψ ∂z ) (2.4)

qerez potencialy φ i ψ.

RexeniØ uravneniæ (2.3), udovletvorØ¸wie nulevym naqal~- nym usloviØm i soderßawie volny, rasprostranØ¸wiesØ v napravlenii osi z, predstavlØ¸tsØ ravenstvami φ = 1_∫ 0 J_0(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1^{X(k, η)e} k(tη�zα)dη,

ψ = 1_∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1^{Y (k, η)e} k(tη�zβ)dη, (2.5)

v kotoryh α = √ 1 + η^2 v^2_p + A (λ + 2μ)k^2

, v_p = √ λ + 2μ ρ ,

β = √ 1 + η^2 v^2_S + A μk^2 , v_S = √ μ ρ . (2.6)

DlØ odnoznaqnosti radikalov α i β iz toqek vetvleniØ η = ±η_p = ±iv_p √ 1 + A (λ + 2μ)k^2 , η = ±η_s = ±iv_S √ 1 + A μk^2 (2.7)

156 L. A. MOLOTKOV

provodØtsØ razrezy v levu¸ poluploskost~ (ris. 1) i osnovnye vetvi fiksiru¸tsØ usloviØmi

α > 0, β > 0 pri η > 0. (2.8)

Ris. 1.

Funkcii X(k, η) i Y (k, η) opredelØ¸tsØ iz graniqnyh usloviæ (2.1). S fftoæ cel~¸, na osnovanii formul (2.4), zapisyva¸tsØ sootnoxeniØ t_{rz} | | z=0 = μ 1_∫ 0 k^2J_1(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1^{[2αX − gY ]e} kbηdη,

t_{zz} | | z=0 = μ 1_∫ 0 k^2J_0(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1^{[gX − 2βY ]e} kbηdη,

g = 2 + η^2 v^2_S + A μk^2 .

(2.9)

Qtoby predstavit~ pravu¸ qast~ pervogo ravenstva (2.1) v vide teh ße integralov, polezno funkci¸ δ(r)/r zamenit~ funkcieæ

F_n(r) = n^2 (1 + n^2r^2)^{3/2}

, (2.10)

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 157

opisyva¸weæ raspredelennoe vozdeæstvie. FunkciØ F_n(r) perehodit pri predel~nom perehode pri n → ∞ v δ(r)/r i vyraßaetsØ integralom Fur~e–BesselØ

F_n(r) =

1_∫ 0 kJ_0(kr)e� kn dk. (2.11)

Posle ukazannoæ zameny pravu¸ qast~ pervogo ravenstva (2.1) udaetsØ predstavit~ v vide shodØwihsØ integralov Fur~e– BesselØ i Mellina, a usloviØ (2.1) perehodØt v sistemu uravneniæ gX − 2βY = − F (kη)e�^{k/n} 2π , 2αX − gY =0, (2.12)

v kotoroæ F (kη) = 1_∫ 0 f(t)e�^{kηt}dt. (2.13) RexaØ sistemu uravneniæ (2.7) i perehodØ k predelu pri n → ∞, poluqaem sootnoxeniØ X = − gF (kη) 2π(g^2 − 4αβ) , Y = − 2αF (kη) 2π(g^2 − 4αβ) (2.14)

dlØ funkciæ X(k, η) i Y (k, η), opredelØ¸wih volnovoe pole. S uqetom formul (2.14) pole smeweniæ predstavlØetsØ ravenstva- mi u_r = 1 2π 1_∫ 0 kJ_1(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1 ge�kzα_{− 2αβe}�kzβ g^2 − 4αβ F (kη)e^{kηt}dη,

u_z = 1 2π 1_∫ 0 kJ_0(kr)dk 2πi σπi1_∫ σi1 ge�kzα_{− 2e}�kzβ g^2 − 4αβ F (kη)e^{kηt}dη. (2.15)

Formulami (2.15) moßet byt~ takße predstavleno rexenie zadaqi Lffmba v sluqae uprugoæ sredy i istoqnika (2.1) [2]. Razliqie meßdu volnovymi polØmi v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli i v uprugoæ srede sostoit v raznyh oboznaqeniØh dlØ

158 L. A. MOLOTKOV

veliqin α, β i g. Pri A = 0 ffti veliqiny, soglasno ravenstvam (2.6) i (2.9), ime¸t vyraßeniØ α = √ 1 + η^2 v^2_p , β = √ 1 + η^2 v^2_S

, g = 2 + η^2 v^2_S

, (2.16)

sootvetstvu¸wie sluqa¸ uprugoæ sredy. V sluqae A > 0 sleduet ispol~zovat~ oboznaqeniØ (2.6) i (2.9) i volnovoe pole okazyvaetsØ bolee sloßnym.

§3. Issledovanie volnovogo polØ

Osnovnye osobennosti volnovogo polØ v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli sostoØt v tom, qto fazovye i gruppovye skorosti voln okazyva¸tsØ funkciØmi qastoty i volnovyh qisel. Qtoby ubedit~sØ v fftom, otmetim, qto integraly v vyraßeni- Øh (2.15) predstavlØ¸t soboæ superpozici¸ koniqeskih voln. Uravnenie fronta popereqnoæ koniqeskoæ volny daetsØ, soglasno sootnoxeniØm (2.15), ravenstvom tτ − r − z √ t^2 v^2_S − 1 − A μk^2_S = 0, (3.1)

gde τ = Im η i η leßit v intervale Im η > Im η_0 mnimoæ osi i k_S – volnovoe qislo popereqnoæ volny. Tak kak sreda izotropnaØ, to fazovaØ skorost~ koniqeskoæ volny ne zavisit ot orientacii fronta. Fazovu¸ skorost~ fftogo fronta udobno vyrazit~ v sluqae, kogda front stanovitsØ cilindriqeskim i ego obrazu¸waØ parallel~na osi z. V fftom sluqae skorost~ fronta vdol~ osi z nulevaØ, a fazovaØ skorost~ vdol~ koordinaty r opredelØetsØ iz usloviæ v_{phS} = τ, τ^2 v^2_S − 1 − A μk^2_S = 0. (3.2)

Iz ravenstv (3.2) sleduet formula v_{phS} = v_S √ 1 + A μk^2_S , (3.3)

opredelØ¸waØ zavisimost~ fazovoæ skorosti ot volnovogo qisla k_S dlØ popereqnoæ volny. Iz formuly (3.3) sleduet, qto

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 159

Ris. 2. Ris. 3.

pri k_S = 0 fazovaØ skorost~ popereqnoæ volny beskoneqno bol~- xaØ, qto s rostom volnovogo qisla ffta skorost~ ubyvaet i pri

k_S = ∞ stanovitsØ ravnoæ popereqnoæ skorosti v_S (ris. 2).

Analogiqnym obrazom ustanavlivaetsØ sootnoxenie, opredelØ¸wee zavisimost~ fazovoæ skorosti prodol~noæ volny ot sootvetstvu¸wego volnovogo qisla. Uravnenie fronta koniqeskoæ volny predstavlØetsØ ravenstvom tτ − r − z √ t^2 v^2_P − 1 − A (λ + 2μ)k^2_P

= 0. (3.4)

Iz uravneniØ (3.4) sleduet sootnoxenie v_{phP} = v_P √ 1 + A (λ + 2μ)k^2_P

, (3.5)

kotoroe pokazyvaet ubyvanie fazovoæ skorosti ot beskoneqnyh znaqeniæ do v_P s rostom volnovogo qisla k_P (ris. 2).

V ravenstvah (3.3) i (3.5) polezno zamenit~ zavisimost~ ot volnovyh qisel na zavisimost~ ot qastoty ω. DlØ fftogo ispol~- zuem izvestnye formuly

ω = v_{phS} k_S = v_{phP} k_P (3.6)

160 L. A. MOLOTKOV

i poluqim sootnoxeniØ

k^2_S = ω^2 v^2_S − A μ , k^2_P = ω^2 v^2_P − A λ + 2μ . (3.7)

Posle podstanovki ravenstv (3.7) v formuly (3.3) i (3.5) prihodim k sootnoxeniØm v_{phS} = v_S √ 1 − A/(ρω^2 ) , v_{phP} = v_P √ 1 − A/(ρω^2) . (3.8)

Iz ravenstv (3.8) sleduet, qto s rostom qastoty obe fazovye skorosti ubyva¸t i pri ω → ∞ priblißa¸tsØ sootvetstvenno k skorostØm v_S i v_P (ris. 3). Osobennost~ qastotnoæ zavisimosti fazovyh skorosteæ sostoit v tom, qto ffta zavisimost~ naqinaetsØ s porogovoæ qastoty

ω_0 = √ A/ρ (3.9) i niße fftoæ qastoty fazovye skorosti ne opredeleny.

NarØdu s fazovymi skorostØmi vvedem takße i gruppovye skorosti po izvestnym formulam v_{grS} = dω dk_S , v_{grP} = dω dk_P . (3.10)

Posle podstanovki v ravenstva (3.6) sootnoxeniæ (3.3) i (3.5) i posle differencirovaniØ po volnovym qislam prihodim k formulam v_{grS} = v_S √ 1 + A/(μk_S) , v_{grP} = v_P √ 1 + A/[(λ + 2μ)k_P ]

. (3.11)

Ravenstva (3.11) pokazyva¸t, qto s rostom volnovyh qisel gruppovye skorosti vozrasta¸t ot nulØ do sootvetstvu¸wih znaqeniæ v_S i v_P (ris. 4). Qastotnye zavisimosti gruppovyh skorosteæ v_{grS} i v_{grP} da¸tsØ formulami v_{grS} = v_S √ 1 − A/(ρω^2 ), v_{grP} = v_P √ 1 − A/(ρω^2). (3.12)

Iz ravenstv (3.12) sleduet, qto gruppovye skorosti vozrasta¸t ot nulØ do sootvetstvu¸wih znaqeniæ v_S i v_P s rostom qastoty ot porogovoæ qastoty (3.9) do ∞.

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 161

Ris. 4. Ris. 5.

Ukaßem teper~ na osobennosti zavisimosteæ fazovyh i gruppovyh skorosteæ ot volnovyh qisel i qastoty. Pri fiksirovannoæ qastote spravedlivy ravenstva v_{phS} v_{phP} = v_{grS} v_{grP} = v_S v_P , (3.13)

pokazyva¸wie, qto otnoxenie dvuh fazovyh skorosteæ ravno otnoxeni¸ sootvetstvu¸wih gruppovyh skorosteæ i ffti otnoxeniØ ne zavisØt ot qastoty i ravny otnoxeni¸ popereqnoæ skorosti k prodol~noæ skorosti v uprugoæ srede. Iz drugih sootnoxeniæ

v_{phS} v_{grS} = v^2_S , v_{phP} v_{grP} = v^2_P (3.14)

sleduet, qto proizvedenie fazovoæ i gruppovoæ skorosteæ odnoæ volny v ffffektivnoæ modeli ravno kvadratu skorosti fftoæ volny v uprugoæ srede i ostaetsØ postoØnnym pri izmenenii qastoty ili volnovogo qisla.

Krome dvuh ob¨emnyh voln, v ffffektivnoæ modeli vdol~ svobodnoæ granicy rasprostranØetsØ volna ReleØ. �ta volna opisyvaetsØ vyqetami v pol¸sah η = ±iτ_{R0} na mnimoæ osi, i ffti pol¸sa ØvlØ¸tsØ kornØmi uravneniØ

g^2 − 4αβ = 0 (3.15)

162 L. A. MOLOTKOV ili ( 2 − τ^2 v^2_S + A μk^2 )_2 − 4 √ 1 − τ^2 v^2_P + A (λ + 2μ)k^2 √ 1 − τ^2 v^2_S + A μk^2 = 0.

(3.16) Posle zameny

τ^2_1 = τ^2 − A ρk^2 (3.17)

uravnenie (3.16) perehodit v uravnenie ReleØ ( 2 − τ^2_1 v^2_S

)_2 − 4 √ 1 − τ^2_1 v^2_P √ 1 − τ^2_1 v^2_S

= 0 (3.18)

dlØ uprugoæ sredy. Uravnenie (3.18) imeet vsegda v intervale

0 6 τ1 6 vS koren~ τ1 = vR. So skorost~¸ vR rasprostranØetsØ

poverhnostnaØ volna ReleØ vdol~ svobodnoæ granicy uprugoæ sredy. AnalogiqnaØ volna v sluqae rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli imeet, soglasno ravenstvam (3.17) i (3.18), fazovu¸ skorost~

v_{phR} = τ_{R0} = √ v^2_R + A ρk^2_R . (3.19)

UqityvaØ svØz~

ω = v_{phR}k_R (3.20)

meßdu volnovym qislom k_R i qastotoæ, prihodim k sootnoxeni¸ v_{phR} = v_R √ 1 − A/(ρω^2 )

. (3.21)

Ravenstva (3.19) i (3.21) pokazyva¸t, qto fazovaØ skorost~ volny ReleØ ubyvaet s rostom volnovogo qisla i qastoty i pri

k_R = ∞ ili ω = ∞ stanovitsØ ravnoæ skorosti volny ReleØ

v uprugoæ srede (Ris. 6, 7). GruppovaØ skorost~ volny ReleØ kak funkciØ qastoty ili volnovogo qisla predstavlØetsØ ravenstvami v_{grR} = v_R √ 1 − A/(ρω^2 ), v_{grR} = v_R √ 1 + A/(ρk^2_Rv^2_R)

, (3.22)

kotorye pokazyva¸t, qto gruppovaØ skorost~ vozrastaet s rostom qastoty ili volnovogo qisla (Ris. 6, 7). Sravnenie formul (3.19)–(3.22) s sootvetstvu¸wimi ravenstvami (3.3), (3.5),

OB ODNO` �FFEKTIVNO` MODELI 163

(3.6), (3.8), (3.11) i (3.12) privodit k vyvodu o polnoæ analogii v izmeneniØh fazovyh i gruppovyh skorosteæ vseh treh voln s rostom qastoty ili volnovyh qisel

Ris. 6. Ris. 7.

Ris. 8.

Fronty ot istoqnika (2.1) v ffffektivnoæ modeli i v sootvetstvu¸weæ uprugoæ srede odinakovo raspoloßeny (Ris. 8). �to

164 L. A. MOLOTKOV

utverßdenie dokazyvaetsØ tem, qto front opredelØetsØ tol~- ko starximi qlenami v uravneniØh. Esli iz uravneniæ Lame (1.10) iskl¸qit~ mladxie qleny, soderßawie kofffficient A, to pridem k sootvetstvu¸wim uravneniØm Lame dlØ uprugoæ sredy. Asimptotiqeskie predstavleniØ dlØ polØ smeweniæ vblizi fronta mogut byt~ poluqeny metodom perevala, pri fftom ispol~zuetsØ metodika, kotoraØ primenØetsØ v sluqae uprugoæ sredy [3].

Literatura

1. L. A. Molotkov, O rasprostranenii voln v uprugoæ srede, pererezannoæ sistemami parallel~nyh trewin. Zap. nauqn. semin. POMI 285 (2002).

2. K. I. Ogurcov, G. I. Petraxen~, Dinamiqeskie zadaqi dlØ uprugogo poluprostranstva v sluqae osevoæ simmetrii. Uqen. zap. LGU 149 (1951), 3–117.

3. G. I. Petraxen~, I. N. Uspenskiæ, O rasprostranenii voln v sloisto-izotropnyh uprugih sredah. I. Uqen. zap. LGU 208 (1956), 58–141.

Molotkov L. A. On one effective model of a fractured medium. The homogeneous isotropic elastic medium, interested by three systems of fractures on which jumps of stresses are proportional to displacements, is considered. The effective model of this medium is described by equations differing from the corresponding equations of the elastic medium by additional terms. On the basis of the equations of the effective model the wave field excited by some point source is established. The investigation of the integral representation of the wave field shows that the velocities of the longitudinal and transversal waves and of the Rayleigh wave are functions of frequency and wave numbers. The formulas for the phase and group velocities of these waves are derived.

Postupilo 7 fevralØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN