Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

N. ˚. Kirpiqnikova, L. A. Svirkina, V. B. Filippov

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN VERTIKAL^NO` POL˚RIZACII OT MALO` NEODNORODNOSTI V SLOE

Rassmotrena zadaqa difrakcii ploskih uprugih voln vertikal~noæ polØrizacii ot neodnorodnogo vkl¸qeniØ, ime¸wego vid krugovogo cilindra, radius a kotorogo mal otnositel~no dliny pada¸weæ volny λ: a ≪ λ.

Iz verhnego poluprostranstva Ω_0 s parametrami λ_0, μ_0, ρ_0 na uprugiæ sloæ Ω_1 s parametrami λ_1, μ_1, ρ_1 padaet ploskaØ volna vertikal~noæ polØrizacii prodol~naØ ili popereqnaØ. Uprugiæ sloæ Ω_1 leßit na uprugom poluprostranstve Ω_2 s parametrami λ_2, μ_2, ρ_2. Maloæ neodnorodnost~¸ Ω_3 ØvlØetsØ krugovoæ cilindr radiusa a, nahodØwiæsØ v uprugom sloe Ω_1, raspoloßennom meßdu dvumØ uprugimi poluprostranstvami Ω_0 i Ω_2.

Ploskost~ padeniØ zadannoæ volny perpendikulØrna osi cilindra. V fftom sluqae obwaØ zadaqa perehodit v plosku¸ zadaqu difrakcii ot maloæ neodnorodnosti Ω_3, ime¸weæ vid kruga radiusa a i pomewennoæ v sloæ Ω_1. Tolwina sloØ H = h + h_1 imeet porØdok dliny volny.

IssleduetsØ difrakciØ ploskih uprugih voln vertikal~noæ polØrizacii ot uprugogo vkl¸qeniØ, pomewennogo v sloæ, leßawiæ na uprugom poluprostranstve. Ploskost~ polØrizacii takih voln sovpadaet s ploskost~¸ padeniØ. Volny vertikal~no polØrizovannogo pada¸wego polØ rasseiva¸tsØ ot neodnorodnosti kak cilindriqeskie volny s prodol~noæ i popereqnoæ skorostØmi. Intensivnost~ rasseivaniØ proporcional~na skaqku parametrov LØme λ, μ, skaqku plotnosteæ ρ sred i neodnorodnosti, i plowadi neodnorodnosti.

AnalogiØ s fflektromagnitnym rasseØniem na neodnorodnosti prosmatrivaetsØ tol~ko v sluqae gorizontal~noæ polØrizacii (SH-volna) [1]. Kartina rasseØniØ vertikal~no polØrizovannoæ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 01-01-00255). 88

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 89 volny sloßnee. Sloßnost~ zadaqi dlØ vertikal~no polØrizovannogo polØ sostoit v tom, qto zadaqa vektornaØ i komponenty vektora smeweniæ predstavleny posredstvom skalØrnogo i vektornogo potencialov. �to privodit k dvum uravneniØm Gel~- mgol~ca dlØ potencialov i k sloßnym graniqnym usloviØm na granicah razdela.

1. Postanovka zadaqi difrakcii ot maloæ neodnorodnosti v sloe.

Zadaqa rasseØniØ voln vertikal~noæ polØrizaciæ ot poverhnosti uprugogo vkl¸qeniØ formuliruetsØ sledu¸wim obrazom.

Rassmotrim uprugiæ sloæ Ω_1, raspoloßennyæ meßdu dvumØ uprugimi poluprostranstvami: verhnim Ω_0 i nißnim Ω_2. Iz poluprostranstva Ω_0 na uprugiæ sloæ Ω_1 padaet stacionarnaØ ploskaØ uprugaØ volna (prodol~naØ ili popereqnaØ). V sloe tolwiny H = h + h_1, (H ∼ O(λ)) nahoditsØ neodnorodnoe vkl¸qenie Ω_3 v vide krugovogo cilindra radiusa r = a (a ≪ λ). Ploskost~ XOY padeniØ voln perpendikulØrna osi cilindra (osi OZ). Na vseh granicah razdela parallel~nyh ploskosti XOZ i na poverhnosti cilindra r = a vypolnØ¸tsØ usloviØ ßestkogo kontakta.

Faktiqeski v trehsloænoæ uprugoæ srede rexaetsØ kvazidvumernaØ zadaqa o difrakcii ploskoæ volny (prodol~noæ ili popereqnoæ) ot neodnorodnogo kruga, pomewennogo v uprugiæ sloæ meßdu dvumØ uprugimi poluprostranstvami.

Rexenie sformulirovannoæ zadaqi proizvoditsØ sledu¸wim metodom. Iz uravneniæ dvißeniØ dlØ odnorodnyh izotropnyh uprugih sred, principa izluqeniØ i graniqnyh usloviæ snaqala ustanavlivaetsØ obwiæ vid iskomyh potencialov.

Dinamiqeskie uravneniØ teorii uprugosti odnorodnoæ izotropnoæ sredy dlØ vektora smeweniæ u(x) s garmoniqeskoæ zavisimost~¸ ot vremeni perehodØt v sledu¸wie:

Lu = −ρω^2u. (1.1)

DlØ vektora smeweniæ u(x), udovletvorØ¸wego uravneni¸ (1.1), stavitsØ sledu¸waØ zadaqa.

Pust~ iz uprugogo poluprostranstva Ω_0 = {y > h} na uprugiæ sloæ Ω_1 = {−h_1 6 y 6 h} tolwiny H, kH ∼ O(1), padaet ploskaØ volna.

90 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV PloskaØ uprugaØ volna vpolne opredelena vektorom smeweniØ qastic u, vse komponenty kotorogo dolßny byt~ nepreryvny pri perehode qerez granicy razdela sred. Krome togo, na granicah dolßny byt~ nepreryvny komponenty tenzora naprØßeniæ. Takih granic tri: verhnØØ Γ_{01} = {y = h}, nißnØØ Γ_{12} = {y = −h_1} i vnutrennØØ granica Γ_{13} = {r = a}, (os~ cilindra nahoditsØ v centre dekartovoæ sistemy koordinat).

Sformuliruem usloviØ ßestkogo kontakta na granicah razdela. Na granice Γ_{01} = {y = h} [u] | y=h = 0, [σ_{yx}] | y=h = 0, [σ_{yy}] | y=h = 0, [σ_{yz}] | y=h = 0. (1.2)

Na poverhnosti cilindra Γ_{12} = {r = a}, obrazu¸waØ kotorogo parallel~na osi OZ, a radius cilindra a mal po sravneni¸ s dlinoæ volny, (ka ≪ 1) vypolneny sledu¸wie usloviØ [u] | r=a = 0, [σ_{rr}] | r=a = 0, [σ_{rφ}] | r=a = 0, [σ_{rz}] | r=a = 0. (1.3)

I, nakonec, na poverhnosti razdela Γ_{12} = {y = −h_1} vypolneny takße usloviØ ßestkogo kontakta [σ_{yx}] | y=−h1 = 0, [σyy] | y=−h1 = 0, [σyz] | y=−h1 = 0. (1.4)

Volny, otraßennye ot sloØ, dolßny udovletvorØt~ usloviØm izluqeniØ.

V obwem sluqae vektor smeweniæ u moßet byt~ vyraßen qerez skalØrnyæ Φ i vektornyæ Ψ potencialy formuloæ

u = grad Φ + rot Ψ. (1.5)

Moßno pokazat~, qto potencialy udovletvorØ¸t uravneniØm Gel~mgol~ca

(Δ + k^2)Φ = 0, (Δ + –^2)Ψ = 0, (1.6)

zdes~

k^2 = ω^2 a^2 , a = √ λ + 2μ ρ , –^2 =^{ω2}_{b2} , b = √ μ ρ , a prodol~naØ i b popereqnaØ skorosti rasprostraneniØ.

V formulah (1.5)–(1.6) “qast~ peremeweniØ, sootvetstvu¸waØ funkcii Φ, perenositsØ s prodol~noæ skorost~¸ a. Iz pervogo

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 91 uravneniØ (1.6) sleduet, qto rasxirenie ΔΦ = div u udovletvorØet volnovomu uravneni¸ s toæ ße skorost~¸. V seæsmologii ffta volna nazyvaetsØ perviqnoæ volnoæ ili prosto volnoæ P ; ffto volna uplotneniØ-razreßeniØ, obuslavliva¸waØ izmenenie ob¨ema. S drugoæ storony, vtoroe iz uravneniæ (1.6) pokazyvaet, qto qast~ peremeweniØ, sootvetstvu¸waØ funkcii Ψ, perenositsØ s men~xeæ skorost~¸ b < a. Iz usloviØ rot u = rot rot Ψ sleduet, qto vrawenie^1_2 rot u udovletvorØet volnovomu uravneni¸ s popereqnoæ skorost~¸ b. V seæsmologii ffta volna nazyvaetsØ vtoriqnoæ volnoæ ili volnoæ SH; ffto volna sdviga, obuslavliva¸waØ iskaßenie fflementa bez izmeneniØ ego ob¨ema. V tom sluqae, kogda modul~ sdviga μ = 0, b = 0. �to pokazyvaet, qto volny sdviga ne mogut rasprostranØt~sØ v srede s nulevoæ ßestkost~¸” (naprimer, v ßidkih sredah) [2]. V sluqae volny vertikal~noæ polØrizacii, potencial Ψ moßno vybrat~ tak, qtoby edinstvennoæ otliqnoæ ot nulØ byla komponenta Ψ_z ≡ Ψ. Togda soglasno (1.5) v dekartovoæ sisteme koordinat dlØ sostavlØ¸- wih kaßdogo iz potencialov vektora smeweniØ my poluqaem

u_x = u = ∂ ∂x Φ + ∂ ∂y Ψ; u_y = v = ∂ ∂y Φ − ∂ ∂x Ψ. (1.7)

V cilindriqeskoæ sisteme koordinat sostavlØ¸wie vektora smeweniæ vertikal~noæ polØrizacii ravny

u^r = u = ∂ ∂r Φ + 1 r ∂ ∂φ Ψ; u^φ = v = 1 r^2 ∂ ∂φ Φ − 1 r ∂ ∂r Ψ. (1.8)

V dannoæ stat~e issleduetsØ zadaqa rasseØniØ ot neodnorodnosti v sloe dlØ pada¸weæ volny vertikal~noæ polØrizacii.

My rassmatrivaem garmoniqeskie volny s zavisimost~¸ vseh veliqin ot vremeni t i koordinaty x v vide exp i(ξx − ωt), gde ξ est~ gorizontal~naØ komponenta volnovogo qisla, opredelØ- ¸waØsØ uglom padeniØ volny θ i sohranØ¸waØsØ pri perehode qerez ploskie granicy razdela sred. V dal~neæxem mnoßitel~ exp(−iωt) budem opuskat~, a ∂/∂x vs¸du zamenim na iξ. Otmetim, qto ξ = k_i sin θ_i, i = 0, 1, 2, 3 v sluqae padeniØ prodol~noæ ploskoæ volny i ξ = –_i sin θ_i, i = 0, 1, 2, 3 dlØ pada¸weæ volny, rasprostranØ¸weæsØ s popereqnoæ skorost~¸ [3].

V bezgraniqnoæ uprugoæ srede Ω_0 sostavlØ¸wie vektora sme-

92 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV weniæ u udovletvorØ¸t usloviØm izluqeniØ Zommerfel~da: lim_{r→∞} √ r ( ∂u(v) ∂r − iku(v) ) = 0, Im k > 0. (1.9)

Postavlennu¸ zadaqu rasseØniØ ploskoæ volny ot malogo vkl¸qeniØ v sloe budem rexat~ v neskol~ko fftapov [4]. Vopervyh, po pada¸weæ ploskoæ volne naædem pole, otraßennoe ot sloØ bez vkl¸qeniØ. Vo-vtoryh, postroim funkci¸ Grina dlØ zadaqi bez neodnorodnosti. V-tret~ih, vyvedem integral~- noe uravnenie, opredelØ¸wee rexenie dannoæ zadaqi s neodnorodnost~¸ v sloe. Nakonec, metodom posledovatel~nyh priblißeniæ naædem pervu¸ iteracionnu¸ dobavku k rexeni¸. Pole issleduem dlØ toqki nabl¸deniØ, raspoloßennoæ na rasstoØnii kr ≫ 1, v sluqae malogo (po sravneni¸ s dlinoæ volny) radiusa vkl¸qeniØ k a ≪ 1.

2. Rexenie zadaqi otraßeniØ vertikal~no polØrizovannoæ volny ot sloØ (bez vkl¸qeniØ Ω3).

Vyberem skalØrnye i vektornye potencialy (1.7) dlØ kaßdoæ iz rassmatrivaemyh sred v sledu¸wem vide

Φ^0 = Φ_0 = [A_0e^{−iα0y} + Ae^{iα0y}]e^{iξx};

Ψ^0 = Ψ_0 = [B_0e^{−iβ0y} + Be^{iβ0y}]e^{iξx};

(2.1)

Φ^0_1 = Φ_1 = [Ce^{iα1y} + De^{−iα1y}]e^{iξx};

Ψ^0_1 = Ψ_1 = [Ee^{iβ1y} + F e^{−iβ1y}]e^{iξx};

(2.2)

Φ^0_2 = Φ_2 = [Ge^{−iα2y}]e^{iξx}; Ψ^0_2 = Ψ_2 = [He^{−iβ2y}]e^{iξx}. (2.3)

Zdes~ α_i = √ k^2_i − ξ^2, β_i = √ –^2_i − ξ^2, i = 0, 1, 2, 3. V formulah (2.1)

pri padenii volny s prodol~noæ skorost~¸ rasprostraneniØ a kofffficienty A_0 = 1, B_0 = 0, v sluqae padeniØ na sloæ volny s popereqnoæ skorost~¸ b kofffficienty A_0 = 0, B_0 = 1. Krome togo, verhniæ indeks 0 u prodol~noæ i popereqnoæ sostavlØ¸wih Φ^0_i , Ψ^0_i , i = 0, 1, 2 oznaqaet rexenie zadaqi otraßeniØ pada¸weæ volny ot sloØ bez neodnorodnosti. Verhniæ indeks my opustim i vspomnim o nem v pØtom razdele fftoæ stat~i.

Na granicah razdela Γ_{01} = {y = h} i Γ_{12} = {y = −h_1} usloviØ ßestkogo kontakta dlØ komponent skalØrnogo i vektornogo potenciala Φ_i, Ψ_i, i = 0, 1, 2 perehodØt v sledu¸wu¸ sistemu vos~mi

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 93 ravenstv:

iξ(Φ_0 − Φ_1) + ∂ ∂y ( Ψ_0 − Ψ_1 )| | y=h = 0, (2.4) ∂ ∂y ( Φ_0 − Φ_1 ) − iξ ( Ψ_0 − Ψ_1 )| |_{y=h} = 0, (2.5)

μ_0 μ_1 ( ∂Ψ_0 ∂y + ip_0Φ_0 ) − ( ∂Ψ_1 ∂y + ip_1Φ_1 )| | y=h = 0, (2.6)

μ_0 μ_1 ( ∂Φ_0 ∂y − ip_0Ψ_0 ) − ( ∂Φ_1 ∂y − ip_1Ψ_1 )| | y=h = 0, (2.7)

iξ ( Φ_1 − Φ_2 ) + ∂ ∂y ( Ψ_1 − Ψ_2 )| |_{y=−h1} = 0, (2.8) ∂ ∂y ( Φ_1 − Φ_2 ) − iξ ( Ψ_1 − Ψ_2 )| |_{y=−h1} = 0, (2.9) ( ∂Ψ_1 ∂y + ip_1Φ_1 ) − μ_2 μ_1 ( ∂Ψ_2 ∂y + ip_2Φ_2 )| | y=−h1 = 0, (2.10) ( ∂Φ_1 ∂y − ip_1Ψ_1 ) − μ_2 μ_1 ( ∂Φ_2 ∂y − ip_2Ψ_2 )| | y=−h1 = 0. (2.11)

Oboznaqim qerez

^A = Ae^{iα}0^h, ^B = Be^{iβ}0^h, A^0 = A_0e^{−iα}0^h, B^0 = B_0e^{−iβ}0^h; (2.12) ^C = Ce^{iα}1^h, ^D = De^{−iα}1^h, ^E = Ee^{iβ}1^h, ^F = F e^{−iβ}1^h; (2.13) ^C = Ce_{−iα1h1} , ^D = De_{iα1h1} , ^E = Ee_{−iβ1h1} , ^F = F e_{iβ1h1} ; (2.14) ^G = Ge^{iα}2^h1 ; ^H = He^{iβ}2^h1 . (2.15)

DlØ fftih vos~mi neizvestnyh A, B, C, D, E, F , G, H poluqim iz graniqnyh usloviæ (2.4)–(2.11) sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ prigodnu¸ dlØ pada¸weæ volny, rasprostranØ¸weæsØ kak

94 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV s prodol~noæ tak i s popereqnoæ skorostØmi:

ξ ^A + β_0 ^B − ξ( ^C + ^D) − β_1( ^E − ^F ) = −ξA^0 [β_0B^0], α_0 ^A − ξ ^B − α_1( ^C − ^D) + ξ( ^E + ^F ) = α_0A^0 [ξB^0], μ_0 μ_1 (p_0 ^A+β_0 ^B)−p_1( ^C + ^D)−β_1( ^E− ^F ) = −p_0 μ_0 μ_1

A^0[β_0 μ_0 μ_1

B^0], μ_0 μ_1

(α_0 ^A−p_0 ^B)−α_1( ^C − ^D)+p_1( ^E + ^F ) = α_0 μ_0 μ_1

A^0[p_0 μ_0 μ_1

B^0], ξ(^C + ^D) + β_1(^E − ^F ) − ξ ^G + β_2 ^H = 0, α_1(^C − ^D) − ξ(^E + ^F ) + α_2 ^G + ξ ^H = 0, p_1(^C + ^D) + β_1(^E − ^F ) − μ_2 μ_1

[p_2 ^G − β_2 ^H] = 0, α_1(^C − ^D) − p_1(^E + ^F ) + μ_2 μ_1

[α_2 ^G + p_2 ^H] = 0.

(2.16)

PravaØ qast~ sistemy (2.16) soderßit izvestnye znaqeniØ s mnoßitelem A^0 v sluqae padeniØ na sloæ volny s prodol~noæ skorost~¸ i v kvadratnyh skobkah izvestnye veliqiny s mnoßitelem B^0 sostavlØ¸weæ vektornogo potenciala pada¸wego polØ. Veliqiny p_i ravny p_i = (ξ^2 − –^2_i /2)ξ^{−1}.

ProvedØ gromozdkie vyqisleniØ, my poluqim neobhodimye nam znaqeniØ dlØ skalØrnogo Φ i vektornogo Ψ potencialov v zadaqe otraßeniØ ot sloØ uprugoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ s prodol~noæ i popereqnoæ skorostØmi. Privedem ffti formuly v oboih sluqaØh

I. A_0 = 1, B_0 = 0:

^A = A^0 Δ^1 Δ , ^B = A^0 Δ_2 Δ , (2.17) ^C = 1 2α_1(p_1 −ξ) { (α_1T_2 −α_0T_1) ^A+

+(α_1β_0T_4 +ξT_3) ^B +(α_1T_2 +α_0T_1)A^0 } , (2.18) ^D = 1 2α_1(p_1 −ξ) { (α_1T_2 +α_0T_1) ^A+

+(α_1β_0T_4 −ξT_3) ^B +(α_1T_2 −α_0T_1)A^0 } , (2.19)

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 95 ^E = 1 2 [ ^ Ca_{12} − ^Db_{11} ] , ^F = 1 2 [ ^ Ca_{11} − ^Db_{12} ] . (2.20) II. A_0 = 0, B_0 = 1: ^A = B^0 Δ^{′1} Δ , ^B = B^0 Δ^′_2 Δ , (2.21) ^C = 1 2α_1(p_1 −ξ) { (α_1T_2 −α_0T_1) ^A+

+(α_1β_0T_4 +ξT_3) ^B −(α_1β_0T_4 −ξT_3)B^0 } , (2.22) ^D = 1 2α_1(p_1 −ξ) { (α_1T_2 +α_0T_1) ^A+

+(α_1β_0T_4 −ξT_3) ^B −(α_1β_0T_4 +ξT_3)B^0 } . (2.23) V formulah (2.17)–(2.23) vvedeny oboznaqeniØ:

a_{11} = e^{−i(α1+β1)H} [Aα^+ + A^+], a_{12} = e^{−i(α1−β1)H} [Aα^− − A^−], b_{11} = e^{i(α1+β1)H} [−Aα^+ + A^+], b_{12} = e^{i(α1−β1)H} [Aα^− + A^−], β_1(a_{11}b_{11} − a_{12}b_{12}) = 4α_1, A = ab − cd = (p_1 − ξ)(p_2 − ξ)J , A^+ = d^2 + α_2β_2b^2 + α_1β_1(a^2 + α_2β_2c^2);

A^− = d^2+α_2β_2b^2−α_1β_1(a^2+α_2β_2c^2), α^+ = α_2β_1+α_1β_2, α^− = α_2β_1−α_1β_2; veliqiny a, b, c, d ravny v svo¸ oqered~ J = μ_2 μ_1 α_2β_2 + p^2 α_2β_2 + ξ^2 , a = p_2 − J ξ, b = p_1 − J ξ, c = 1 − J , d = p_1p_2 − J ξ^2.

Osnovnye neizvestnye ^A, ^B, ^C, ^D, ^E i ^F vyraßeny qerez Δ, Δ_1, Δ_2, Δ^′_1, Δ^′_2, kotorye my privedem

Δ = 2α_1β_1{−8α_1(α_0β_0T_1T_4 +ξT_2T_3)+(α_0β_0T^2_1 +ξ^2T^2_3 )× ×[a_{11} +a_{12} +b_{11}+b_{12}]+α_1β_1(α_0β_0T^2_4 +T^2_2 )× ×[a_{11}−a_{12} +b_{11} −b_{12}]+α_0β_1(ξT_3T_4 −T_1T_2)[a_{11}−a_{12} −b_{11} +b_{12}] +α_1β_0(ξT_3T_4 −T_1T_2)[a_{11} +a_{12} −b_{11}−b_{12}]}; (2.24) Δ_1 = 2α_1β_1{8α_1(α_0β_0T_1T_4−ξT_2T_3)+(α_0β_0T^2_1 −ξ^2T^2_3 )[a_{11}+a_{12}+b_{11} +b_{12}]

96 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV +α_1β_1(α_0β_0T^2_4 −T^2_2 )[a_{11}−a_{12} +b_{11} −b_{12}]+α_0β_1(ξT_3T_4 −T_1T_2)× ×[a_{11}−a_{12}−b_{11}+b_{12}] + α_1β_0(T_1T_2−ξT_3T_4)[a_{11}+a_{12}−b_{11}−b_{12}]}; (2.25) Δ_2 = 4α_0α_1β_1{4α_1(T_1T_2 +ξT_3T_4)−ξT_1T_3[a_{11}+a_{12} +b_{11}+b_{12}] −α_1β_1T_4T_2[a_{11}−a_{12} +b_{11} −b_{12}]}; (2.26) Δ^′_1 = −4β_0α_1β_1{4α_1(T_1T_2 +ξT_3T_4)−ξT_1T_3[a_{11}+a_{12} +b_{11} +b_{12}] −α_1β_1T_4T_2[a_{11}−a_{12} +b_{11} −b_{12}]}; (2.27) Δ^′_2 = 2α_1β_1{8α_1(ξT_2T_3−α_0β_0T_1T_4)+(α_0β_0T^2_1 −ξ^2T^2_3 )[a_{11}+a_{12}+b_{11} +b_{12}] +α_1β_1(α_0β_0T^2_4 −T^2_2 )[a_{11}−a_{12} +b_{11} −b_{12}]+α_0β_1(T_1T_2 − ξT_3T_4)× ×[a_{11}−a_{12}−b_{11}+b_{12}]+α_1β_0(ξT_3T_4 −T_1T_2)[a_{11}+a_{12}−b_{11}−b_{12}]}. (2.28) V formulah (2.18)–(2.28) veliqiny T_1, T_2, T_3, T_4 ravny T_1 = μ_0 μ_1 ξ − p_1, T_2 = μ_0 μ_1 p_0 − ξ, T_3 = μ_0 μ_1 p_0 − p_1, T_4 = μ_0 μ_1 − 1. Okonqatel~no rexenie zadaqi otraßeniØ ot sloØ voln vertikal~noæ polØrizacii imeet sledu¸wiæ vid:

I. DlØ prodol~noæ pada¸weæ volny A_0 = 1, B_0 = 0: Φ_0 = [e^{−iα0y} + A^0

Δ_1 Δ e^{iα0(y−h)}] = A^0[e^{−iα0(y−h)} + Δ_1 Δ e^{iα0(y−h)}], (2.29)

Ψ_0 = A^0

Δ_2 Δ e^{iβ0(y−h)}], (2.30) Φ_1 = [ ^C_ae^{iα1(y−h)} + ^D_ae^{−iα1(y−h)}], (2.31) Ψ_1 = [ ^E_ae^{iβ1(y−h)} + ^F_ae^{−iβ1(y−h)}]. (2.32) Kofffficienty ^C = ^C_a, ^D = ^D_a, ^E = ^E_a, ^F = ^F_a opredelØ¸tsØ po formulam (2.18)–(2.20), ili ^C_a = A^0 2α_1(p_1 −ξ)Δ

[α_1T_2(Δ+Δ_1)+α_0T_1(Δ−Δ_1)+

+(α_1β_0T_4 +ξT_3)Δ_2], (2.18^′) ^D_a = A^0 2α_1(p_1 −ξ)Δ

[α_1T_2(Δ+Δ_1)−α_0T_1(Δ−Δ_1)+ +(α_1β_0T_4 −ξT_3)Δ_2]. (2.19^′)

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 97 II. DlØ pada¸weæ s popereqnoæ skorost~¸ volny A_0 = 0, B_0 = 1

Φ_0 = B^0 [ Δ^′_1 Δ e^{iα0(y−h)} ] , (2.33)

Ψ_0 = B^0 [ e^{−iβ0(y−h)} + Δ^′_2 Δ e^{iβ0(y−h)} ] , (2.34)

Φ_1 = [ ^C_be^{iα}1^{(y−h)} + ^D_be^{−iα}1^{(y−h)} ] , (2.35)

Ψ_1 = [ ^E_be^{iβ}1^{(y−h)} + ^F_be^{−iβ}1^{(y−h)} ] , (2.36)

gde veliqiny ^E = ^E_b, ^F = ^F_b naædutsØ iz (2.20), priqem ^C = ^C_b, ^D = ^D_b v nih opredelØ¸tsØ po formulam (2.22), (2.23) ili

^C_b = B^0 2α_1(p_1 − ξ)Δ

[(α_1T_2 − α_0T_1)Δ^′_1) −α_1β_0T_4(Δ−

−Δ^′_2) + ξT_3(Δ + Δ^′_2)], (2.22^′)

^D_b = B^0 2α_1(p_1 −ξ)Δ

[(α_1T_2 + α_0T_1)Δ^′_1)−

−α_1β_0T_4(Δ − Δ^′_2) − ξT_3(Δ + Δ^′_2)]. (2.23^′) Privedem okonqatel~no vyraßeniØ dlØ komponent vektora smeweniæ v sluqae padeniØ ploskoæ prodol~noæ volny na sloæ bez neodnorodnosti (A_0 = 1, B_0 = 0):

u^{0a}_0 = iA^0e^{iξx} { ξ [ e^{−iα0(y−h)} + Δ_1 Δ e^{iα0(y−h)} ] + β_0

Δ_2 Δ e^{iβ0(y−h)} } , (2.37)

v^{0a}_0 = −iA^0e^{iξx} { α_0 [ e^{−iα0(y−h)} − Δ_1 Δ e^{iα0(y−h)} ] +ξ Δ_2 Δ e^{iβ0(y−h)} } , (2.38) u^{0a}_1 = ie^{iξx} { ξ [ ^C_ae^{iα}1^{(y−h)} + ^D_ae^{−iα}1^{(y−h)} ] + +β_1 [ ^E_ae^{iβ}1^{(y−h)} − ^F_ae^{−iβ}1^{(y−h)} ] } , (2.39) v^{0a}_1 = ie^{iξx} { α_1 [ ^C_ae^{iα}1^{(y−h)} − ^D_ae^{−iα}1^{(y−h)} ] − −ξ [ ^E_ae^{iβ}1^{(y−h)} + ^F_ae^{−iβ}1^{(y−h)} ] } . (2.40)

98 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV V sluqae padeniØ ploskoæ popereqnoæ volny (A_0 = 0, B_0 = 1):

u^{0b}_0 = iB^0e^{iξx} { ξ Δ^′_1 Δ e^{iα0(y−h)} − β_0 [ e^{−iβ0(y−h)} − Δ^′_2 Δ e^{iβ0(y−h)} ] } , (2.41)

v^{0b}_0 = iB^0e^{iξx} { α_0

Δ^′_1 Δ e^{iα0(y−h)} − ξ [ e^{−iβ0(y−h)} + Δ_2 Δ e^{iβ0(y−h)} ] } , (2.42) u^{0b}_1 = ie^{iξx} { ξ [ ^C_be^{iα}1^{(y−h)} + ^D_be^{−iα}1^{(y−h)} ] + +β_1 [ ^E_be^{iβ}1^{(y−h)} − ^F_be^{−iβ}1^{(y−h)} ] } , (2.43) v^{0b}_1 = ie^{iξx} { α_1 [ ^C_be^{iα}1^{(y−h)} − ^D_be^{−iα}1^{(y−h)} ] − −ξ [ ^E_be^{iβ}1^{(y−h)} + ^F_be^{−iβ}1^{(y−h)} ] } . (2.44)

3. Postroenie funkcii Grina dlØ zadaqi otraßeniØ volny ot sloØ.

V konce pervogo punkta dannoæ stat~i govorilos~, qto neobhodimo postroit~ funkcii Grina, sootvetstvu¸wie zadaqe otraßeniØ ot sloØ volny, pada¸weæ s prodol~noæ ili s popereqnoæ skorostØmi (sm. formuly (2.17)–(2.23)). S pomow~¸ funkciæ Grina postroim integral~nye uravneniØ dlØ komponent skalØrnogo Φ_i, i = 0, 1, i vektornogo Ψ_i, i = 0, 1, 2 potencialov. Integral~nye uravneniØ razrexim metodom posledovatel~nyh priblißeniæ, naædØ pervu¸ iteraci¸ k rexeni¸ zadaqi difrakcii ot sloØ. �ta dobavka budet podobna cilindriqeskoæ volne, rasseiva¸weæsØ ot malogo seqeniØ neodnorodnosti v sloe. Mownost~ rasseiva¸weæsØ volny proporcional~na plowadi seqeniØ π(ka)^2, (π(–a)^2). Zatem po potencialam naædem komponenty vektora smeweniæ, ispol~zuØ formuly (1.7).

Postroim funkcii Grina, udovletvorØ¸wie uravneniØm Gel~mgol~ca (1.6), kraevym usloviØm (2.4)–(2.11) i usloviØm izluqeniØ Zommerfel~da, analogiqno postroeniØm raboty [4].

Privedem teper~ formulu dlØ funkcii Grina G(M, M_0) zadaqi otraßeniØ prodol~noæ volny ot sloØ Ω_1 v sluqae, kogda istoqnik nahoditsØ v verhnem poluprostranstve M_0 ∈ Ω_0

G_j(M, M_0) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{i(x−x0)ξ}G_j(y, y_0, ξ)dξ, j = 0, 1, 2. (3.1)

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 99

I. DlØ istoqnika prodol~noæ skorosti i nabl¸datelØ, nahodØwihsØ v oblasti Ω_0 funkciØ Grina G^a_0(y, y_0, ξ) prinimaet vid

G^a_0(M, M_0) = e^{iα0(y}¿^{−h)} 2iα_0 [ e^{−iα0(y}¡^{−h)} + Δ_1 Δ e^{iα0(y}¡^{−h)} ] . (3.2)

Zdes~ Δ, Δ_1 opredeleny vyraßeniØmi (2.24)–(2.25), v kotoryh peremennaØ ξ fftogo punkta v otliqii ot postoØnnogo znaqeniØ v p. 2 igraet rol~ peremennoæ integrirovaniØ (sm. (3.1)).

Nam ponadobitsØ kvazifunkciØ Grina G^a_{10}(y, y_0, ξ) v sluqae, kogda istoqnik nahoditsØ v verhnem poluprostranstve M_0 ∈ Ω_0, a nabl¸datel~ M ∈ Ω_1. Ona predstavlena formuloæ

G^a_{10}(y, y_0, ξ) = e^{iα0y0} 2iα_0 [ ^C_ae^{−iα}1^{(y−h)} + ^D_ae^{iα}1^{(y−h)} ] , (3.3)

gde veliqiny ^C_a, ^D_a opredeleny formulami (2.18^′)–(2.19^′). �ta funkciØ udovletvorØet sootvetstvu¸wemu uravneni¸ Gel~mgol~ca i kraevym usloviØm ßestkogo kontakta na poverhnostØh Γ_{01}, Γ_{12}. Krome fftogo kvazifunkciØ Grina G^a_{10}(y, y_0, ξ) zavisit, kak i funkciØ Grina, ot dvuh argumentov, a na Γ_{01} udovletvorØet graniqnym usloviØm odnovremenno s funkcieæ Grina G^a_0(y, y_0, ξ) dlØ Ω_0, na Γ_{12} ffta kvazifunkciØ udovletvorØet usloviØm ßestkogo kontakta odnovremenno s kvazifunkcieæ G^a_{21}(y, y_0, ξ), gde y ∈ Ω_2.

My budem ispol~zovat~ kvazifunkcii Grina G^b_{01}(y, y_0, ξ) dlØ y ∈ Ω_0 i G^b_{10}(y, y_0, ξ), y ∈ Ω_1, kotorye sootvetstvu¸t popereqnym sostavlØ¸wim Ψ_0 i Ψ_1. �ti funkcii podobny kvazifunkcii Grina G^a_{10}(y, y_0, ξ). Vmesto kvadratnoæ skobki formuly (3.3) v fftih kvazifunkciØh budet stoØt~ mnoßitelem ili Ψ_0 ili Ψ_1, pervyæ mnoßitel~ ostanetsØ tem ße. FunkciØ G^b_{21}(y, y_0, ξ) odnovremenno s G^b_{10}(y, y_0, ξ) udovletvorØ¸t graniqnym usloviØm na Γ_{12}.

II. DlØ istoqnika, nahodØwegosØ v oblasti Ω_0 i rasprostranØ¸wegosØ s popereqnoæ skorost~¸, funkciØ Grina G^b_0(y, y_0, ξ) prinimaet vid

G^b_0(M, M_0) = e^{iβ0(y}¿^{−h)} 2iβ_0 [ e^{−iβ0(y}¡^{−h)} + Δ^′_2 Δ e^{iβ0(y}¡^{−h)} ] . (3.4)

Zdes~ Δ, Δ^′_2 opredeleny vyraßeniØmi (2.24), (2.28), priqem opredelitel~ Δ odinakov dlØ volny, pada¸weæ kak s prodol~- noæ tak i s popereqnoæ skorostØmi. Zdes~ neobhodimo postroit~ kvazifunkci¸ Grina G^a_{01}(y, y_0, ξ).

100N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV V sluqae, kogda istoqnik popereqnoæ skorosti nahoditsØ v verhnem poluprostranstve M_0 ∈ Ω_0, a toqka nabl¸deniØ M ∈ Ω_1, kvazifunkciØ Grina G^b_{10}(y, y_0, ξ) predstavlena formuloæ

G^b_{10}(y, y_0, ξ) = e^{iβ0y0} 2iβ_0 [ ^E_be^{−iβ}1^{(y−h)} + ^F_be^{iβ}1^{(y−h)} ] , (3.5)

gde ^E_b, ^F_b naædutsØ iz ravenstv (2.20), a veliqiny ^C_b, ^D_b opredeleny (2.22^′)–(2.23^′). KvazifunkciØ Grina G^a_{10}(y, y_0, ξ) stroitsØ analogiqno.

My rexaem zadaqu o difrakcionnoæ dobavke ot maloæ neodnorodnosti k otraßennym ot sloØ prodol~noæ i popereqnoæ volnam. V svØzi s fftim naædem asimptotiku pri kr ≫ 1, r = √ (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 kvazifunkciæ Grina G^a_{10}(y, y_0, ξ), G^b_{10}(y, y_0, ξ). �tot put~ trebuet sloßnyh rassmotreniæ (sm. [5, 6]), svØzannyh s konturnymi integralami na ploskosti kompleksnogo peremennogo ξ s razrezami, sootvetstvu¸wimi razliqnym tipam voln, rasprostranØ¸wihsØ v uprugom sloe. Privedem okonqatel~nyæ vid asimptotiqeskih vyraßeniæ kvazifunkciæ

G^{a,b}_{10} (M, M_0) ∼ e^{i(k0(}–^{0)r−3/4π)} √ 2πk_0(–_0)r

T^{a,b}_{10} (φ), (3.6)

gde kofffficienty perehoda T^{a,b}_{10} (φ) iz sloØ Ω_1 v verhn¸¸ sredu Ω_0 ravny

T^a_{10}(φ) = [ ^C_a + ^D_a], T^b_{10}(φ) = [ ^E_b + ^F_b]. (3.7)

V formulah (3.7) kofffficienty ^C_a, ^D_a i ^E_b, ^F_b opredeleny vyraßeniØmi (2.18^′), (2.19^′) i (2.20), v kotoryh kofffficienty ^C_b, ^D_b naædutsØ iz (2.22^′), (2.23^′). Otmetim, qto v T^a_{10}(φ) pod ξ sleduet ponimat~ veliqinu ξ = k_0 cos φ, a v T^b_{10}(φ) veliqinu ξ = –_0 cos φ.

4. Integral~noe uravnenie zadaqi otraßeniØ voln ot neodnorodnosti v sloe.

Ispol~zuØ funkcii Grina G^{a,b}_0 , G^{a,b}_{10} , postroennye v p. 3, svedem rexenie sformulirovannoæ zadaqi (1.1)–(1.9) k rexeni¸ integral~nyh uravneniæ dlØ kaßdoæ sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ (1.5). Zatem, uqityvaØ asimptotiku funkciæ Grina pri k_0r ≫ 1 i malost~ oblasti integrirovaniØ k_3a ≪ 1, naædem rexenie integral~nyh uravneniæ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ.

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 101 Postroenie integral~nyh uravneniæ baziruetsØ na primenenii formuly Grina v oblastØh Ω_0, Ω_1, Ω_2 i Ω_3. Oboznaqim operator Gel~mgol~ca qerez L ≡ (Δ + k^2) i primenim formulu Grina k rexeniØm Φ_i, Ψ_i, i = 0, 1, 2, 3 naxeæ zadaqi (1.1)–(1.9), k funkciØm i kvazifunkciØm Grina G^{a,b}_{ij} v kaßdoæ iz oblasteæ Ω_j , j = 0, 1, 2, 3.

Otmetim, qto v otliqii ot rabot [1, 4], zdes~ my nahodimsØ v bolee sloßnoæ situacii: zadaqa vektornaØ, sostavlØ¸wie vektora smeweniæ predstavleny skalØrnym i vektornym potencialami. Sami potencialy udovletvorØ¸t uravneniØm Gel~mgol~- ca, odnako usloßnØ¸tsØ graniqnye usloviØ ßestkogo kontakta na treh granicah Γ_{01} = {y = h}, Γ_{12} = {y = −h_1}, Γ_{13} = {r = a}.

Ispol~zuØ usloviØ soglasovaniØ (2.4)–(2.11) na granicah Γ_{01}, Γ_{12}, graniqnye usloviØ ßestkogo kontakta na neodnorodnosti Γ_{13} : r = a [ u^r ≡ ∂ ∂r Φ + 1 r ∂ ∂φ Ψ ]| | r=a = 0; [ u^φ ≡ 1 r^2 ∂ ∂φ Φ − 1 r ∂ ∂r Ψ ]| | r=a = 0.

(4.1)

[ σ_{rr} ≡ μ (–^2 2 Φ + u^r + ∂ ∂φ u^φ )]| | r=a = 0, [ σ_{rφ} ≡ μ (–^2 2 Ψ − u^φ + 1 r ∂ ∂φ u^r )]| | r=a = 0.

(4.2)

i svoæstva funkciæ Grina, my poluqaem po qetyre integral~nyh uravneniØ dlØ kaßdoæ sostavlØ¸weæ Φ_i, Ψ_i, i = 0, 1, 2, 3, kotorye perehodØt v odno.

Rassmotrim oblast~ Ω^R_0 (ris. 1), ograniqennu¸ graniceæ raz-

102N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV dela Γ_{01} = {y = h} sred Ω_0 i Ω_1, poluokrußnost~¸ C^R_0 radiusa

Ris. 1.

R → ∞ i beskoneqno maloæ okrußnost~¸ radiusa ε → 0, opisannoæ vokrug proizvol~noæ toqki M . PrimenØØ v fftoæ oblasti formulu Grina k funkciØm G^a_0 (M, M_0), Φ_0 i Ψ_0, poluqim sledu- ¸wee sootnoxenie

Φ_0(M ) = = ∞∫ −∞ ( − ∂G^a_0 (M, M_0) ∂y_0 Φ_0(M_0) +

∂Φ_0(M_0) ∂y_0 G^a_0 (M, M_0) ) dx_0, (4.3)

gde integrirovanie proishodit po prØmoæ (y_0 = h).

Ris. 2.

Analogiqnu¸ formulu imeem i dlØ funkcii Ψ_0(M ). Primenim formulu Grina k zaxtrihovannoæ na ris. 2 oblasti Ω^R_1 , ograniqennoæ vnexnim prØmougol~nym i vnutrennim krugovym −C_3 = {r = a, −2π 6 φ 6 0} konturami. Oba zamknutyh kontura oboznaqeny odnim C^R_1 = ∂Ω^R_1 . Formula Grina v oblasti Ω^R_1

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 103 dast integral~noe uravnenie otnositel~no kvazifunkciæ G^{a,b}_{10} , i funkciæ Φ_1, Ψ_1 − ∫ Γ01 [ ∂Φ_1(M_1) ∂y_1 G_1(M, M_1) −

∂G_1(M, M_1) ∂y_1 Φ_1(M_1) ] dx_1 =

= ∫ Γ12 [ ∂Φ_1(M_1) ∂y_1 G_1(M, M_1) −

∂G_1(M, M_1) ∂y_1 Φ_1(M_1) ] dx_1+ (4.4) 2π∫ 0 r_1 [ ∂Φ_1(M, M_1) ∂r_1 G_1(M, M_1) −

∂G_1(M, M_1) ∂r_1 Φ_1(M, M_1) ] dφ_1, Pervyæ integral v (4.4) vzØt po granice Γ_{01} = {y_1 = h}, vtoroe integrirovanie proishodit po linii razdela Γ_{12} = {y_1 = −h_1} meßdu sredoæ Ω_1 i Ω_2, tretiæ integral beretsØ po okrußnosti radiusa a, proædennoæ po qasovoæ strelke.

ObratimsØ k oblastØm Ω^R_2 , Ω_3 (sm. ris.3 i 4), v kotoryh primenim formulu Grina k funkciØm Φ_{1(2,3)}, Ψ_{1(2,3)} i kvazifunkciØm G^{a,b}_{10} . Oblast~ integrirovaniØ Ω^R_2 sostoit iz poluokrußnosti C^R_2 radiusa R → ∞ i linii razdela Γ_{12} = {y = −h_1 − 0}.

Ris. 3.

Integral (4.3) po konturu Γ_{01}, ØvlØ¸wemusØ graniceæ razdela oblasteæ Ω_0 i Ω_1, pri y = h+0 vyrazitsØ qerez integral (4.4) po tomu ße konturu, no pri y = h − 0 v silu graniqnyh usloviæ (1.2)–(1.4). Integraly po konturu Γ_{12}, ØvlØ¸wemusØ graniceæ razdela oblasteæ Ω_1 i Ω_2, po nißneæ granice sloØ y_1 = −h_1 + 0

104N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV

Ris. 4.

i verhneæ granice y = −h_1 − 0 poluprostranstva Ω_2 propada¸t i formula (4.4) obrawaetsØ v sledu¸wu¸ (M ∈ Ω_1, peremennaØ integrirovaniØ x_1 v pervom integrale formuly (4.5) leßit na granice razdela Γ_{01}): − ∞∫ −∞ [ ∂Φ_1(M_1) ∂y_1 G_{10}(M ; M_1) −

∂G_{10}(M, M_1) ∂y^′ Φ_1(M_1) ] dx_1 =

a 2π∫ 0 [ ∂Φ_1(M_1) ∂r^′ G_{10}(M ; M_1) −

∂G_{10}(M ; M_1) ∂r^′ Φ_1(M_1) ] dφ^′, (4.5)

Primenim formulu Grina k funkciØm Φ_3, Ψ_3 i G_1 v oblasti Ω_3. OstanutsØ integraly poverhnostnyæ i ob¨emnyæ po oblasti Ω_3 (ris. 4), ØvlØ¸weæsØ krugom radiusa a:

a 2π∫ 0 [ ∂Φ_3 ∂r^′ G_{10}(r, φ; r^′ = a, φ^′) − ∂G_{10} ∂r^′ Φ_3(r^′ = a, φ^′) ] dφ^′ =

= (k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G_{10}(r, φ; r^′, φ^′)Φ_3(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (4.6)

Dalee tri integral~nyh uravneniØ (4.3), (4.5) i (4.6) v silu usloviæ ßestkogo kontakta na granicah razdela perehodØt v odno.

Okonqatel~no, v sluqae (I) padeniØ prodol~noæ volny poluqim dlØ iskomyh potencialov Φ i Ψ dva integral~nyh uravneniØ, rexenie kotoryh budem iskat~ metodom posledovatel~nyh

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 105 priblißeniæ. �to opravdannyæ xag vvidu malosti oblasti integrirovaniØ k_3a ≪ 1.

Φ_0(M ) = A_1 2π∫ 0 ∂Φ_3 ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_1(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_1 (r, φ; r^′, φ^′)Φ_3(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (4.7)

Ψ_0(M ) = A_2 2π∫ 0 ∂Ψ_3 ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_2(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_{10}(r, φ; r^′, φ^′)Ψ_3(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (4.8)

Zdes~ M ∈ Ω_0, a integrirovanie proishodit po okrußnosti r^′ = a i po krugu |r^′| 6 a. Veliqiny A_1, A_2, B_1, B_2 soderßat razliqnye kombinacii raznosteæ i summ parametrov Lame i plotnosteæ qetyreh rassmatrivaemyh sred. Vvidu gromozdkosti vyraßeniæ dlØ kofffficientov A_1, A_2, B_1, B_2, ih Øvnye vyraßeniØ my zdes~ ne privodim.

5. Metod posledovatel~nyh priblißeniæ rexeniØ integral~nyh uravneniæ (4.7)–(4.8) i difrakcionnaØ dobavka ot neodnorodnosti.

Rexat~ uravneniØ (4.7), (4.8) budem sledu¸wim obrazom. Predstavim funkcii Φ_j (M ), Ψ_j(M ) j = 0, 1, 3 v vide summy neizvestnyh slagaemyh ϕ_j(M ), ψ_j(M ) i izvestnyh funkciæ Φ^0_j , Ψ^0_j kotorye da¸t rexenie zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot sloØ bez neodnorodnosti (sm. formuly (2.29)–(2.36)). SleduØ §5 stat~i [1], my poluqim sledu¸wee. DlØ kaßdoæ iz sostavlØ¸wih ϕ_0(M ), ψ_0(M ), ØvlØ¸wihsØ dobavkami k iskomomu rexeni¸, imeem novye integral~nye uravneniØ:

ϕ_0(M ) = A_1 2π∫ 0 ∂[ϕ_3 + Φ^0_1] ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_1(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_1 (r, φ; r^′, φ^′)[ϕ_3 + Φ^0_1](r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (5.1)

106N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV

ψ_0(M ) = A_2 2π∫ 0 ∂[ψ_3 + Ψ^0_1] ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_2(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_{10}(r, φ; r^′, φ^′)[ψ_3 + Ψ^0_1](r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (5.2)

Integral~nye uravneniØ (5.1), (5.2) moßno rexat~ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ, esli v kaqestve nulevyh iteraciæ dlØ funkciæ ϕ_3, ψ_3 vybrat~ nulevye znaqeniØ. �to vozmoßno, tak kak iz fiziqeskih soobraßeniæ i po uslovi¸ zadaqi sostavlØ- ¸wie Φ, Ψ koneqny, a oblast~ integrirovaniØ mala (kr^′ ≪ 1).

Sledovatel~no, pervaØ iteraciØ k kaßdomu iz rexeniæ ϕ^{(1)}_0 , ψ^{(1)}_0 , ravna:

ϕ_0(M )^{(1)} = A_1 2π∫ 0 ∂[Φ^0_1] ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_1(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_1 (r, φ; r^′, φ^′)[Φ^0_1](r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (5.3)

ψ_0(M )^{(1)} = A_2 2π∫ 0 ∂[Ψ^0_1]] ∂r^′ G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′)r^′dφ^′+

+B_2(k^2_1 − k^2_3) ∫∫ |r^0 |6a G^a_{10}(r, φ; r^′, φ^′)[Ψ^0_1](r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (5.4)

Esli teper~ v integral~nyh uravneniØh (5.3), (5.4) podstavit~ vmesto funkcii Grina G^a_{10}(M ; r^′ = a, φ^′) ee asimptotiku (3.6)- (3.7) pri k_0r ≫ 1, i uqest~ tot fakt, qto oblast~ integrirovaniØ mala (k_3a ≪ 1), my poluqim dobavoqnoe slagaemoe ot neodnorodnosti k rexeni¸ zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot sloØ glubiny h + h_1. �ta dobavka predstavlØet soboæ cilindriqesku¸ volnu, rasseiva¸wu¸sØ ot neodnorodnosti s nekotoroæ diagrammoæ napravlennosti.

RasseØnie ot neodnorodnosti v sloe uprugoæ ploskoæ volny polØrizovannoæ vertikal~no daetsØ sloßnoæ formuloæ vida

ϕ(r, φ) = π(k_3a)^2A e^{i(k0r−3/4π)} √ 2πk_0r F (φ, φ_0), (5.5)

DIFRAKCI˚ PLOSKIH UPRUGIH VOLN 107 gde diagramma napravlennosti F (φ_0, φ) ravna

F (φ_0, φ) = T^{a,b}_{01} (φ_0)T^{a,b}_{10} (φ), (5.6)

a kofffficienty perehoda T^{a,b}_{10} (φ), T^{a,b}_{01} (φ_0) iz sloØ Ω_1 v verhn¸¸ sredu Ω_0 i obratno ravny

T^a_{10}(φ) = [ ^C_a + ^D_a], T^b_{10}(φ) = [ ^E_b + ^F_b]. (5.7)

V formulah (5.6) prosleßivaetsØ simmetriØ otnositel~no uglov padeniØ i otraßeniØ φ_0, φ. Veliqinu ξ v kofffficientah perehoda T^{a,b}_{10} (φ) sleduet zamenit~ na veliqiny

ξ_a = k_0 cos φ, ξ_b = –_0 cos φ,

a v kofffficietah perehoda T^{a,b}_{10} (φ_0) veliqina ξ_a ravna

ξ = k_0 cos φ_0 = k_1 cos φ_1, sin φ_1 = √ 1 − k^2_0 k^2_1 cos^2 φ_0.

DifrakcionnaØ dobavka (5.5) mala vvidu togo, qto ona soderßit dva malyh mnoßitelØ (k_2a)^2, (k_2a ≪ 1) i (k_0r)^{−1/2}, (k_0r ≫ 1).

Esli sravnivat~ rasseØnie ploskoæ uprugoæ volny vertikal~- noæ polØrizacii ot neodnorodnosti v sloe s rasseØniem volny gorizontal~noæ polØrizacii ot neodnorodnosti v sloe i rasse- Øniem fftoæ volny v neograniqennom prostranstve, to kaqestvennaØ kartina sohranitsØ.

Neodnorodnost~ budet izluqat~ kak toqeqnyæ istoqnik, intensivnost~ kotorogo proporcional~na plowadi seqeniØ fftoæ neodnorodnosti i skaqkam skorosteæ, plotnosteæ, parametrov Lame v sloe, v neodnorodnosti i na granicah razdelov.

Izmenilis~ koliqestvennye harakteristiki rasseivaemogo polØ. Prisutstvie sloØ privneset gromozdkost~ v okonqatel~nye formuly v sluqae voln vertikal~noæ polØrizacii i skaßetsØ v diagramme napravlennosti.

Literatura

1. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, L. A. Svirkina, RasseØnie ploskih uprugih voln ot maloæ neodnorodnosti, pomewennoæ v uprugiæ sloæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 275 (2001), 72–84.

2. I. N. Sneddon, D. S. Berri, KlassiqeskaØ teoriØ uprugosti. (FM) GIFML, M. (1961).

108N. ˚. KIRPIQNIKOVA, L. A. SVIRKINA, V. B. FILIPPOV 3. L. M. Brehovskih, Volny v sloistyh sredah. Izd-vo Nauka, M. (1973). 4. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov,, DifrakciØ ploskih fflektromagnitnyh voln ot maloæ neodnorodnosti, pomewennoæ v sloæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 275 (2001), 85–99.

5. V.A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh voln. Izd-vo Sovetskoe radio, M. (1970).

6. F. Frank, R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki. ONTI GROTL, L.–M. (1937).

Kirpichnikova N. Ya., Svirkina L. A., Philippov V. B. Diffraction of plane ellastic waves of the vertical polarization on a small inhomogeneity inside an ellastic layer.

The problem of diffraction of the ellastic plane wave of the vertical polarization on a small inhomogeneity lying in a layer is investigated. The layer is situated on the ellastic half-space. We consider three-layer model of isotropic ellastic theory. The inhomogeneity is a circular cylinder, radius a of which is small in comparision with the length of the falling wave. The insident wave is supposed to be polarized ortogonal to the axis of the cylinder.

Diffraction addition from the small inhomogeneity in the wave, reflected from the elastic layer, is proved to have the more order than the first with respect to parameter (ka)^2/ √ kr, kr ≫ 1, ka ≪ 1, where k is the wave number, r is distance between the inhomogeneity and observer point. The small inhomogeneity generates the cyliner wave, intensifity of which is proportional to the area of the inhomogeneity cross-section, to the jumps of the square velocities in the layer and in the inhomogeneity.

The diffraction coefficients, determining the radiation pattern of the scattering wave are obtained. The scattering of vertical polarised field by the inhomogeneity is behaved as scattering by a point source for kr ≫ 1. The power of the scattering is proportional to the area of the inhomogeneous cross-section, the jumps of the densities ρ_i, i = 0, 1, 2, 3 and the jumps of Lame parameters μ_i, λ_i of the media and the inhomogeneity.

Postupilo 4 marta 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN