Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

A. P. Kaqalov

GAUSSOVY PUQKI DL˚ URAVNENI` MAKSVELLA NA MNOGOOBRAZII

V fftoæ stat~e my issleduem svoæstva prostranstvenno-vre-mennyh gaussovyh puqkov tipa kvazifoton dlØ uravneniæ Maksvella na mnogoobrazii. Vpervye stacionarnyæ variant gaussovyh puqkov issledovalsØ v rabote [1]. V rabote [2] vpervye issledovalis~ prostranstvenno-vremennye gaussovy puqki tipa kvazifoton. Stat~Ø [3] posvØwena izuqeni¸ prostranstvennovremennyh gaussovyh puqkov dlØ uravneniæ Maksvella v sluqae odnokratnyh nenulevyh korneæ harakteristiqeskogo uravneniØ. DannaØ stat~Ø posvØwena izuqeni¸ fflektromagnitnyh gaussovyh puqkov v sluqae kratnyh korneæ harakteristiqeskogo uravneniØ. �tot sluqaæ naibolee blizok k klassiqeskim uravneniØm Maksvella v oblasti. Shema issledovaniØ gaussovyh puqkov vo mnogom analogiqna sheme, izloßennoæ v knige [4].

Formulirovka zadaqi.

Pust~ M – ffto C^∞-gladkoe differencial~noe mnogoobrazie razmernosti 3. Oboznaqim qerez Λ^l (~Λ^l), l = 0, 1, 2, 3, prostranstva C^∞-gladkih, kompleksnyh (vewestvennyh) differencial~- nyh l-form ili prosto l-form na fftom mnogoobrazii i kak Λ^l(x), (~Λ^l(x)), x ∈ M, prostranstva l-form v toqke x. Inogda my takße budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ Λ^l(U ) (~Λ^l(U )) dlØ sußeniæ prostranstv Λ^l ili ~Λ^l na l¸boe podmnoßestvo U ⊂ M.

Kak obyqno (sm., naprimer, [5]) fflektriqeskoe pole E i magnitnoe pole H zada¸tsØ 1-formami na mnogoobrazii, E, H ∈ Λ^1, v to vremØ kak fflektriqeskaØ indukciØ D i magnitnaØ indukciØ B zada¸tsØ 2-formami na fftom mnogoobrazii, D, B ∈ Λ^2.

My v dal~neæxem predpolagaem, qto uravneniØ sostoØniØ fflektromagnitnoæ sredy, kotorye predstavlØ¸t soboæ svØz~ meßdu D i E i meßdu B i H, ØvlØ¸tsØ lineænymi i zada¸tsØ po-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 02-01-00260. 58

GAUSSOVY PUQKI 59

sredstvom dvuh operatorov Hodßa ∗_ϵ i ∗_μ,

∗_ϵ, ∗_μ : Λ^l → Λ^{3−l}, l = 0, 1, 2, 3.

�ti sootnoxeniØ mogut byt~ zapisany v vide: D = ∗_ϵE, B = ∗_μH. (1) Poskol~ku my budem opisyvat~ dinamiqeskie processy v fflektromagnitnoæ srede my v dal~neæxem predpolagaem qto differencial~nye formy E, H, D i B zavisØt ot vremeni t kak ot parametra. S pomow~¸ operatora vnexnego differencirovaniØ na formah d i operatora differencirovaniØ po vremeni ∂_t uravneniØ Maksvella zapisyva¸tsØ v vide: dH = ∂_tD + j, dE = −∂_tB, dD = ρ, dB = 0. V fftih uravneniØh plotnost~ fflektriqeskogo toka j ∈ Λ^2 i plotnost~ fflektriqeskogo zarØda ρ ∈ Λ^3 sqita¸tsØ izvestnymi veliqinami.

V lokal~noæ karte (U, X) na mnogoobrazii M 1-formy E i H mogut byt~ zapisany v vide: E = E_idx^i, H = H_idx^i, gde E = (E_1, E_2, E_3), H = (H_1, H_2, H_3)

ØvlØ¸tsØ kovariantnymi vektornymi polØmi na mnogoobrazii M, zavisØwimi ot parametra t.

Zapisav 2-formy D i B v vide

D = D^1dx^2 ∧ dx^3 + D^2dx^3 ∧ dx^1 + D^3dx^1 ∧ dx^2,

B = B^1dx^2 ∧ dx^3 + B^2dx^3 ∧ dx^1 + B^3dx^1 ∧ dx^2,

uravneniØ sostoØniØ (1) v karte (U, X) zapisyva¸tsØ v vide

D^i = ϵ^{ij}E_j , B^i = μ^{ij}H_j, (2)

60 A. P. KAQALOV

Operatory Hodßa ∗_ϵ i ∗_μ poroßda¸t fflektriqesku¸ i magnitnu¸ metriki na M, kotorye zada¸tsØ s pomow~¸ simmetriqnyh, poloßitel~no opredelennyh 2-kontrvariantnyh tenzorov g_ϵ i g_μ,

g^{ij}_ϵ = det[ϵ]^{−1}ϵ^{ij}, g^{ij}_μ = det[μ]^{−1}μ^{ij}, (3)

tak, qto

ϵ^{ij} = g^{1/2}_ϵ g^{ij}_ϵ , μ^{ij} = g^{1/2}_μ g^{ij}_μ .

Legko videt~, qto

^D^i = g^{−1/2}_ϵ D^i, ^B^i = g^{−1/2}_μ B^i

est~ kontrvariantnye vektornye polØ na mnogoobrazii. Zdes~

g_ϵ = det[g_{ϵij}], g_μ = det[g_{μij}],

a g_{ϵij}, g_{μij} – 2-kovariantnye metriqeskie tenzory sootvetstvu¸- wie operatoram Hodßa ∗_ϵ i ∗_μ.

Teper~ my moßem sformulirovat~ zadaqu, kotoru¸ budem izuqat~ v fftoæ stat~e. Zadaqa sostoit v nahoßdenii differencial~nyh form E = E(t), H = H(t), D = D(t) i B = B(t),

E(t), H(t) ∈ Λ^1, D(t), B(t) ∈ Λ^2 dlØ l¸bogo t ∈ R, kotorye udovle-

tvorØ¸t uravneniØm sostoØniØ (1) s nezavisimymi ot vremeni operatorami Hodßa ∗_ϵ, ∗_μ i uravneniØm Maksvella dlØ sredy, svobodnoæ ot storonnih tokov i zarØdov, dH = ∂_tD, dE = −∂_tB, dD = 0, dB = 0. (4)

V fftoæ stat~e my budem rassmatrivat~ special~nyæ klass rexeniæ uravneniæ (1), (4), kotorye ime¸t vid luqevyh razloße-

GAUSSOVY PUQKI 61 niæ E = exp {iδ^{−1}θ} ∞∑ n=0 (−iδ)^nE(_n),

H = exp {iδ^{−1}θ} ∞∑ n=0 (−iδ)^nH(_n),

D = exp {iδ^{−1}θ} ∞∑ n=0 (−iδ)^nD(_n),

B = exp {iδ^{−1}θ} ∞∑ n=0 (−iδ)^nB(_n),

(5)

gde δ – malyæ poloßitel~nyæ asimptotiqeskiæ parametr. 0 <

δ < 1, θ – kompleksnoznaqnaØ skalØrnaØ funkciØ i E_{(n)}, H_{(n)} ∈ Λ^1, D_{(n)}, B_{(n)} ∈ Λ^2 dlØ vseh n = 0, 1, . . . i t ∈ R.

Podstanovka asimptotiqeskih razloßeniæ (5) v uravneniØ Maksvella (4) i priravnivanie pri vozrasta¸wih stepenØh asimptotiqeskogo malogo parametra δ privodit k posledovatel~nosti sistem uravneniæ

{ dθ ∧ H_{(n)} − ∂_tθ ∗_ϵ E_{(n)} = −dH_{(n−1)} + ∗_ϵ∂_tE_{(n−1)},

−dθ ∧ E_{(n)} − ∂_tθ ∗_μ H_{(n)} = dE_{(n−1)} + ∗_μ∂_tH_{(n−1)}, n = 0, 1, . . ., (6) { dθ ∧ ∗_ϵE_{(n)} + d(∗_ϵE_{(n−1)}) = 0, dθ ∧ ∗_μH_{(n)} + d(∗_ϵH_{(n−1)}) = 0, n = 0, 1, . . .. (7) Zdes~ my predpolagaem, qto E_{(−1)} ≡ H_{(−1)} ≡ 0. V qastnosti pri

n = 0 my imeem { dθ ∧ H_{(0)} − ∂_tθ ∗_ϵ E_{(0)} = 0,

−dθ ∧ E_{(0)} − ∂_tθ ∗_μ H_{(0)} = 0, (8) { dθ ∧ ∗_ϵE_{(0)} = 0,

dθ ∧ ∗_μH_{(0)} = 0. (9)

Lemma 1. Pust~ differencial~nye formy E, H, D i B, ime¸wie

vid (5) s ∂_tθ ≠ 0 asimptotiqeski (s toqnost~¸ do O(δ^N ), dlØ l¸- bogo N > 0) udovletvorØ¸t pervoæ pare uravneniæ Maksvella (4) i uravneniØm sostoØniØ (1). Togda oni asimptotiqeski udovletvorØ¸t vtoroæ pare uravneniæ Maksvella (4).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva dostatoqno proverit~ vy-

polnenie sootnoxeniæ (7) pri uslovii vypolneniØ sootnoxeniæ

62 A. P. KAQALOV

(6). My dokaßem vypolnenie sootnoxeniæ (7) dlØ fflektriqeskih poleæ. Dokazatel~stvo dlØ magnitnyh poleæ provoditsØ analogiqno.

Dokazatel~stvo budem provodit~ po indukcii. Pri n = 0 pervoe sootnoxenie (9) sleduet iz toßdestv

dθ ∧ ∗_ϵE_{(0)} = −(∂_tθ)^{−1}dθ ∧ dθ ∧ H_{(0)} = 0.

Pust~ teper~ sootnoxeniØ (7) udovletvorØ¸tsØ dlØ n = 0, . . ., l − 1. Pokaßem ih vypolnenie dlØ n = l. DlØ fftogo umnoßim pervoe uravnenie (11) pri n = l na dθ sleva. My poluqim dθ ∧ ∗_ϵE_{(l)} + d(∗_ϵE_{(l−1)}) = −(∂_tθ)^{−1}{−dθ ∧ dH_{(l−1)}+ +dθ ∧ ∗_ϵ∂_tE(_{l−}1) − (∂_tθ)d(∗_ϵE(_{l−}1))}. (10) VyqislØØ teper~ differencial pervogo uravneniØ (6) pri n =

l − 1, poluqim −dθ ∧ dH_{(l−1)} − ∂_tdθ ∧ ∗_ϵE_{(l−1)} − ∂_tθd(∗_ϵE_{(l−1)}) = = d(∗_ϵ∂_tE(_{l−}2)).

UprowaØ formulu (10) s ispol~zovaniem fftogo sootnoxeniØ, budem imet~

dθ ∧ ∗_ϵE_{(l)} + d(∗_ϵE_{(l−1)}) =

= −(∂_tθ)^−1∂_t[dθ ∧ ∗_ϵE(_{l−}1) + d(∗_ϵE(_{l−}2))] = 0.

Zdes~ my vospol~zovalis~ nezavisimost~¸ operatora Hodßa ot vremeni a takße tem, qto pri n = l−1 sootnoxenie (7) vypolneno.

V dal~neæxem my postroim rexeniØ uravneniæ (6), udovletvorØ¸wie uslovi¸ ∂_tθ ≠ 0. Tem samym, po lemme 1 my postroim asimptotiqeskie rexeniØ uravneniæ Maksvella.

Oboznaqim qerez ⃗U vektor, sostoØwiæ iz par 1-form ⃗U = ( U_e U_h ) = ( E H ) . Vvedem prostranstva Λ^l_2, l = 0, 1, 2, 3, vektorov s dvumØ komponentami, zadannymi l-formami. V qastnosti Λ12 = { ⃗U}.

GAUSSOVY PUQKI 63

Rassmotrim operatory J , N , F : Λ^1_2 → Λ^2 N = ( 0, dθ∧ −dθ∧, 0 ) , (11) J = ( ∗_ϵ, 0 0, ∗_μ ) , (12) F = ( ∗_ϵ∂_t, −d d, ∗_μ∂_t ) . (13)

Togda, ispol~zuØ oboznaqeniØ

⃗U_{(n)} = ( U_{e(n)} U_{h(n)} ) = ( E_{(n)} H_{(n)} ) , (14)

my moßem perepisat~ sistemu uravneniæ (6) v vide

(N − ∂_tθJ ) ⃗U(_n) = F ⃗U(_{n−}1). (15)

V qastnosti, sistema uravneniæ (8) primet vid

(N − ∂_tθJ ) ⃗U(0) = 0. (16)

�lementy matriqnyh operatorov J , N i F , opredelØemye formulami (11)–(13) est~ operatory iz Λ^1 v Λ^2. Takim obrazom, uravneniØ (15) i (16) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi v prostranstve Λ^2.

Qtoby rexit~ sistemu uravneniæ (15), my snaqala dolßny rexit~ odnorodnu¸ sistemu uravneniæ (16). Vektor ⃗U_{(0)} nazyvaetsØ sobstvennym vektorom operatora N po otnoxeni¸ k operatoru J (ili prosto sobstvennym vektorom N ) sootvetstvu¸wim sobstvennomu znaqeni¸ ∂_tθ, kotoroe ØvlØetsØ kompleksnoznaqnoæ skalØrnoæ funkcieæ na M.

Sobstvennye qisla i sobstvennye vektora operatora N .

V fftom paragrafe my izuqim sobstvennye qisla i sobstvennye vektora operatora N (Z), Z ∈ Λ^1,

N (Z) = ( 0, Z∧ −Z∧, 0 ) , N = N (dθ), (17) po otnoxeni¸ k operatoru J , t.e. sobstvennye znaqeniØ λ(Z),

λ : Λ^1 → C(M), i sootvetstvu¸wie sobstvennye vektora ⃗V(Z), ⃗V : Λ1 → Λ1_2,

(N (Z) − λ(Z)J )⃗V(Z) = 0. (18)

64 A. P. KAQALOV

Spektral~nye svoæstva operatora N (Z), opredelØemogo formuloæ (17) sil~no zavisØt ot sootnoxeniØ meßdu operatorami Hodßa ∗_ϵ i ∗_μ. Postroenie gaussovyh puqkov dlØ sluqaØ odnokratnyh sobstvennyh znaqeniæ opisano v stat~e [3]. V fftoæ stat~e my opixem sluqaæ kratnyh korneæ. �tot sluqaæ naibolee blizok k klassiqeskim uravneniØm Maksvella v oblasti R^3.

Lemma 2. Operator N (Z) imeet tri sobstvennyh znaqeniØ 0,

±λ(Z) kratnosti dva dlØ l¸boæ 1-formy Z ∈ Λ^1 i dlØ l¸boæ toqki x ∈ M, Z(x) ≠ 0 v tom i tol~ko tom sluqae, esli ∗_ϵ = ϱ^2∗_μ, gde ϱ est~ gladkaØ poloßitel~naØ skalØrnaØ funkciØ na M.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ M, Z(x) ≠ 0. Nam dostatoqno do-

kazat~ fftu lemmu v fftoæ toqke v kakoæ-nibud~ sisteme koordinat. DlØ uproweniØ vykladok my voz~mem sistemu koordinat v okrestnosti U toqki x, tak qto g^{ij}_ϵ (x) = δ^{ij} , i, j = 1, 2, 3, gde δ – ffto simvol Kronekera i [g^{ij}_μ ] – diagonal~naØ matrica. Takim obrazom,

[ϵ^{ij}] =

1, 0, 0 0, 1, 0 0, 0, 1 , [μ^{ij}] = μ^{11}, 0, 0 0, μ22, 0 0, 0, μ33 . v toqke x.

V fftoæ sisteme koordinat 1-formy Z, U_e i U_h zapisyva¸tsØ v vide Z = Z_idx^i, U_e = U_{ei}dx^i, U_h = U_{hi}dx^i. Operatory N i J predstavlØ¸tsØ v vida [6 × 6] kompleksnoznaqnyh matric N i J N = ( 0, K(Z) −K(Z), 0 ) , J = ( [ϵ^{ij}], 0 0, [μ^{ij}] ) . Zdes~ K(Z) – ffto [3 × 3] kompleksnoznaqnaØ matrica,

K(Z) = 0, −Z3, Z2 Z_3, 0, −Z_1 −Z_2, Z_1, 0 . Takim obrazom, uravnenie (18) v fftih soordinatah imeet vid

(N(Z) − λ(Z)J)U = 0.

GAUSSOVY PUQKI 65

RaspisyvaØ fftu sistemu pokomponentno, poluqim

K(Z)U_h = λ(Z)U_e,

−K(Z)U_e = λ(Z)[μ^{ij} ]U_h, ili (K(Z) + λ2(Z)[μ^{ij} ])U_h = 0. (19)

VyqislØØ opredelitel~ sistemy uravneniæ (19), poluqim

det(K2(Z) + λ2(Z)[μ^{ij}]) = μ11μ22μ33λ6 + A(Z)λ4 + B(Z)λ2 = 0, (20) gde A(Z) = −(Z^2_2 + Z^2_3 )μ^{22}μ^{33} − (Z^2_1 + Z^2_3 )μ^{11}μ^{33} − (Z^2_1 + Z^2_2 )μ^{11}μ^{22},

B(Z) = (μ^{11}Z^2_1 + μ^{22}Z^2_2 + μ^{33}Z^2_3 )(Z^2_1 + Z^2_2 + Z^2_3 ). (21)

VozvrawaemsØ k dokazatel~stvu lemmy. Pri ∗_ϵ = ϱ^2∗_μ my imeem

μ^{11}(x) = μ^{22}(x) = μ^{33}(x) = ϱ^{−2}(x).

Podstanovka fftih sootnoxeniæ v formulu (21) privodit k sledu¸xim formulam dlØ A(Z) i B(Z)

A(Z) = −2ϱ^{−2}(x)(Z^2_1 + Z^2_2 + Z^2_3 ),

B(Z) = ϱ^{−2}(x)(Z^2_1 + Z^2_2 + Z^2_3 )^2.

Ispol~zuØ ffti vyraßeniØ, poluqim, qto harakteristiqeskoe uravnenie (20) imeet tri kornØ kratnosti dva

λ(Z) = 0, λ(Z) = ±ϱ^{−1} √ Z^2_1 + Z^2_2 + Z^2_3 .

Dostatoqnost~ dokazana. DlØ dokazatel~stva neobhodimosti preßde vsego zametim, qto harakteristiqeskoe uravnenie (20) imeet koren~ λ = 0 kratnosti dva. Krome togo, esli λ ØvlØetsØ kornem harakteristiqeskogo uravneniØ to −λ toße koren~ fftogo uravneniØ. Tem samym, esli korni fftogo uravneniØ ime¸t kratnost~ dva, to oni ravny λ_0(Z) = 0,

λ_{1,2}(Z) = ±λ(Z) dlØ l¸boæ 1-formy Z. Pust~ v toqke x Z_1 = (1, 0, 0). Togda v fftoæ toqke my poluqim sledu¸wie vy-

raßeniØ dlØ kofffficientov A i B

A(Z_1) = −μ^{11}(μ^{22} + μ^{33}),

B(Z_1) = μ^{11}

66 A. P. KAQALOV

Uslovie kratnosti korneæ harakteristiqeskogo uravneniØ v toqke x zapisyvaetsØ v vide

4(μ11)2μ22μ33 = (μ11)2(μ22 + μ33)2.

Poskol~ku μ^{ii} > 0, i = 1, 2, 3, my imeem μ^{22} = μ^{33}. RassmatrivaØ Z = (0, 1, 0) my poluqim, qto μ^{11} = μ^{33}. V rezul~tate v toqke x v dannoæ sisteme koordinat my imeem μ^{ij} = αϵ^{ij}, α > 0. Poskol~ku toqka proizvol~naØ, a sootnoxenie meßdu operatorami Hodßa ∗_ϵ i ∗_μ invariantno po otnoxeni¸ k zamene koordinat, my poluqaem, qto oni otliqa¸tsØ na skalØrnyæ mnoßitel~. Lemma dokazana.

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto vypolneny usloviØ

∗_ϵ = ϱ^2∗_μ (22)

i operator N (Z) imeet sobstvennye qisla

λ_0(Z) = 0, λ_{1,2}(Z) = ±λ(Z), (23)

kratnosti dva.

Vvedem novyæ operator Hodßa ∗

∗ = ϱ∗_μ = ϱ^{−1} ∗_ϵ . (24)

Togda dlØ sootvetstvu¸wih metriqeskih tenzorov budet vypolnØt~sØ sootnoxenie

g^{ij} = ϱ^2g^{ij}_ϵ = ϱ^{−2}g^{ij}_μ .

DlØ dal~neæxih issledovaniæ udobno vvesti operator S(Z) :

Λ1 → Λ1, S(Z)U = ∗(Z ∧ U). (25) Sistema uravneniæ (18) s ispol~zovaniem fftogo operatora moßet byt~ zapisana v vide S(Z)U_h (Z) = λ(Z)ϱU_e(Z), S(Z)U_e(Z) = −λ(Z)ϱ^{−1}U_h(Z). V qastnosti

S^2(Z)U_e(Z) = S(Z)(−λ(Z)ϱ^{−1} U_h(Z)) = −λ^2(Z)U_e(Z).

GAUSSOVY PUQKI 67

Tem samym my sveli izuqenie spektral~nyh svoæstv operatora

N (Z) k izuqeni¸ spektral~nyh svoæstv operatora S(Z).

Qtoby opisat~ svoæstva sobstvennyh vektorov operatora

S(Z), nam nußen kakoæ-nibud~ bazis 1-form v Λ^1. Zafiksiru-

em nekotoru¸ toqku x_0 ∈ M i nekotoru¸ vewestvennoznaqnu¸ 1-formu Z_0, Z_0 ∈ ~Λ^1, Z_0(x_0) ≠ 0. Togda, v silu poloßitel~noæ opredelennosti metriqeskogo tenzora, otveqa¸wego operatoru Hodßa ∗, suwestvu¸t okrestnost~ U_0 toqki x_0 i okrestnost~ W 1-formy Z_0, simmetriqnaØ po otnoxeni¸ otobraßeniØ Z → ~Z, takaØ, qto skalØrnaØ funkciØ h(Z) = √ ∗(∗Z ∧ Z), (26) kotoraØ v l¸boæ lokal~noæ karte imeet vid

h(Z) = √ g^{ij}(·)Z_iZ_j , opredelena i analitiqna po Z pri l¸byh x ∈ U_0 i Z ∈ W_0 i

h(Z)(x) ≠ 0

v fftih okrestnostØh.

Rassmotrim operator e_0 : W_0(U_0) → Λ^1(U_0)

e_0(Z) = h^{−1}(Z)Z.

Togda dlØ l¸boæ 1-formy Z ∈ W_0, i x ∈ U_0, imeem

∗(e_0(Z) ∧ e_0(Z))(x) = 1.

Pust~ Z_1 ∈ ~Λ^1(U_1), gde U_1 ⊂ U_0, – kakaØ-nibud~ vewestvennoznaqnaØ 1-forma, Z_1(x) ≠ 0, dlØ kotoroæ vypolneno uslovie ortogonal~nosti

∗(∗Z_0 ∧ Z_1) = 0.

Togda po teoreme o neØvnoæ funkcii suwestvu¸t okrestnosti U toqki x_0 i W 1-formy Z_0 i operator e_1 : W (U ) → Λ^1(U ), analitiqnyæ po otnoxeni¸ k Z, takoæ qto e_1(Z) ∈ ~Λ^1 pri Z ∈

~Λ^1(U ) i

∗(∗e_0(Z) ∧ e_1(Z))(x) = 0,

∗(∗e_1(Z) ∧ e_1(Z))(x) = 1, (27)

dlØ Z ∈ W (U ), x ∈ U .

68 A. P. KAQALOV

Rassmotrim operator e_2(Z) : W (U ) → Λ^1(U ),

e_2(Z) = ∗(e_0(Z) ∧ e_1(Z)). (28)

Togda v silu sootnoxeniØ (27) legko dokazat~, qto

∗(∗e_i(Z) ∧ e_j (Z))(x) = δ_{ij} (29)

dlØ i, j = 0, 1, 2. Krome togo

∗(e_0(Z) ∧ e_1(Z)) = e_2(Z), ∗(e_1(Z) ∧ e_2(Z)) = e_0(Z), ∗(e_2(Z) ∧ e_0(Z)) = e_1(Z),

(30)

Lemma 3. Pust~ x0 ∈ M, Z0 ∈^~Λ^1, Z0(x0) ≠ 0. Togda suwestvu-

et okrestnost~ U ∋ x_0 i okrestnost~ W ∋ Z_0, simmetriqnaØ po otnoxeni¸ k otobraßeni¸ Z →^¯Z, takaØ qto dlØ l¸boæ 1-formy Z ∈ W S(Z) imeet tri razliqnyh prostyh sobstvennyh znaqeniØ σ_0(Z) = 0, σ_{1,2}(Z) = σ_±(Z) = ±ih(Z) dlØ x ∈ U , c h(Z) opredelØemoæ formuloæ (26), i sobstvennymi vektorami W_0(Z) = e_0(Z), W_{1,2}(Z) = W_±(Z),

W_±(Z) = h(Z)e_1(Z) ∓ ie_2(Z). (31)

Pri fftom vypolnØetsØ sootnoxeniØ

W_−(Z) = W_+(Z).

�ti sobstvennye vektora analitiqny po otnoxeni¸ k Z v W i dlØ l¸boæ Z ∈ W obrazu¸t bazis v Λ^1(U ), gde U est~ nekotoraØ okrestnost~ toqki x_0.

Dokazatel~stvo. V sisteme koordinat (U, X) v okrestnosti toq-

ki x_0 operator S(Z) imeet predstavlenie

S(Z)U = 1 √ g g_{11}, g_{12}, g_{13} g_{21}, g_{22}, g_{23} g_{31}, g_{32}, g_{33} 0, −Z3, Z2 Z_3, 0, −Z_1 −Z_2 Z_1 0

U_1 U_2 U_3

gde U = U_idx^i, Z = Z_idx^i v fftoæ sisteme koordinat.

�lementarnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto operator S(Z) imeet sobstvennye znaqeniØ

λ_0(Z) = 0,

λ_±(Z) = ±ih(Z) = ±i √ g^{ij} (·)Z_iZ_j

GAUSSOVY PUQKI 69

Tem samym oqevidno, qto sobstvennye znaqeniØ S(Z) est~

λ_0(Z) = 0, λ_±(Z) = ±ih(Z) Poskol~ku ffti sobstvennye znaqeniØ ime¸t kratnost~ 1, v okrestnosti Z_0 suwestvu¸t sobstvennye vektory W_0(Z), W_±(Z), analitiqnye po otnoxeni¸ k Z v fftoæ okrestnosti. Oqevidno, qto my moßem vzØt~

W_0(Z) = e_0(Z).

Dokaßem, qto 1-formy W_±(Z) zadavaemye formulami (31) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami operatora S(Z) sootvetststvu¸wimi sobstvennym znaqeniØm ±ih(Z). Dokazatel~stvo provoditsØ prostoæ podstanovkoæ

S(Z)W_±(Z) = ∗(Z ∧ W_±(Z)) = h(Z) ∗ (e_0(Z) ∧ e_1(Z))∓

∓ih(Z) ∗ (e_0(Z) ∧ e_2(Z)) = ±ih(Z)(e_1 (Z) ∓ ie_2(Z)) = = ±ih(Z)W_±(Z). Zdes~ my ispol~zovali formuly (29), (30). Poskol~ku h(Z) ≠ 0 v okrestnostØh W ∋ Z_0, U ∋ x_0 1-formy W_0(Z), W_±(Z) obrazu- ¸t bazis v W (U ). Nakonec,

W_±(Z) = e_1(Z) ± ie_2(Z) = e_1(Z) ± ie_2(Z) = W_∓(Z).

Ispol~zuØ operatory Hodßa, vvedem skalØrnoe proizvedenie v prostranstve Λ^1_2(x). �to skalØrnoe proizvedenie dlØ l¸byh

⃗U(x), ⃗V(x) ∈ Λ^1_2(x) zadaetsØ formuloæ

< ⃗U(x), ⃗V(x) >x= ∗(∗_ϵU_e ∧ V_e + ∗_μU_h ∧ V_h)(x). (32)

Norma, sootvetstvu¸waØ fftomu skalØrnomu proizvedeni¸, s toqnost~¸ do normirovoqnoæ konstanty sovpadaet s plotnost~¸ ffnergii fflektromagnitnogo polØ. Pofftomu my budem nazyvat~ ee ffnergetiqeskoæ normoæ.

Teorema 1. Pust~ ∗ϵ = ϱ^2∗μ, x0 ∈ M, Z0 ∈^~Λ^1, Z0(x0) ≠ 0.

Togda ime¸tsØ sobstvennye vektory ⃗V^±_i (Z), i = 0, 1, 2, operatora N (Z), sootvetstvu¸wie sobstvennym znaqeniØm λ_0(Z) = 0,

70 A. P. KAQALOV λ_{1,2} = ±h(Z), kotorye udovletvorØ¸t sledu¸wim svoæstvam v nekotoroæ okrestnosti U ∋ x_0 i nekotoroæ okrestnosti W ∋ Z_0. (1) ⃗V^±_i (Z) ∈ Λ^1_2, i = 0, 1, 2, ØvlØ¸tsØ analitiqeskimi po Z i C^∞- gladkimi po x. (2) ⃗V^±_i (Z) = ⃗V^±_i (Z).

(3) ⃗V^±_i (Z), i = 0, 1, 2, obrazu¸t bazis v Λ^1_2. (4) DlØ l¸byh x ∈ U , Z ∈ Λ^1(U ) ⟨ ⃗V^σ_i (Z), ⃗V^κ_k (Z̄) ⟩ x = δ^{σκ}δ_{ik}. (33)

(5) DlØ l¸byh x ∈ U ⊂ M, Z ∈ Λ^1(U ), i = 1, 2, σ = ± ∗Z ∧ V^σ_{ie}(Z) = ∗Z ∧ V^σ_{ih}(Z) = ∗V^σ_{ie} ∧ V^σ_{ih}(Z) = 0. Dokazatel~stvo. Xag 1. Rassmotrim semeæstvo vektorov^⃗U^±_i (Z)

∈ Λ^1_2(U ), i = 0, 1, 2,

⃗U^+_0 (Z) = ( e_0(Z) 0 ) , ⃗U^−_0 (Z) = ( 0 e_0(Z) ) , (34)

⃗U^±_1 (Z) = ( U_e(Z) ±U_h(Z) ) = ( e_1(Z) ∓ϱe_2(Z) ) , ⃗U^±_2 (Z) = ( −ϱ^{−2}U_h(Z) ±U_e(Z) ) = ( ϱ^{−1}e_2(Z) ±e_1(Z) ) . (35)

Iz svoæstv simmetrii e_i(Z), i = 0, 1, 2 sleduet, qto

U_e(Z) = U_e(Z), U_h(Z) = U_h(Z). (66)

Xag 2. Na fftom xage my dokaßem, qto ⃗U^±_i (Z), i = 0, 1, 2, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami operatora N (Z) sootvetstvu¸wimi sobstvennym znaqeniØm λ_i(Z), λ_0(Z) = 0, λ_{1,2} = λ^±(Z) = ±h(Z).

Poskol~ku Z ∧ Z = 0 oqevidno, qto vektora ⃗U^+_0 (Z) i ⃗U^−_0 (Z) – ffto lineæno nezavisimye sobstvennye vektora N (Z) v Λ^1(U ) dlØ Z ∈ W , sootvetstvu¸wie sobstvennomu znaqeni¸ λ_0(Z) = 0. Dalee

N (Z) ⃗U^±_1 (Z) = ( ∓ϱh(Z)e_0(Z) ∧ e_2(Z) −h(Z)e_0(Z) ∧ e_1(Z) ) = ±h(Z) ( ϱ ∗ e_1(Z) ∓ ∗ e_2(Z) ) =

GAUSSOVY PUQKI 71 = ±h(Z) ( ∗_ϵe_1(Z) ∓ϱ ∗_μ e_2(Z) ) = ±h(Z)J (Z) ⃗U^±1 (Z), N (Z) ⃗U^±_2 (Z) = ( ±h(Z)e_0(Z) ∧ e_1(Z) −ϱ^{−1}h(Z)e_0(Z) ∧ e_2(Z) ) = ±h(Z) ( ∗e_2(Z) ±ϱ^{−1} ∗ e_1(Z) )

= ±h(Z) ( ϱ^{−1} ∗_ϵ e_2(Z)) ± ∗_μ e_1(Z) ) = ±h(Z)J (Z) ⃗U^±2 (Z). Tem samym ⃗U^+_i (Z), i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami

N (Z), sootvetstvu¸wimi sobstvennomu znaqeni¸ h(Z), a ⃗U^−_i (Z), i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami N (Z), sootvetstvu¸-

wimi sobstvennomu znaqeni¸ −h(Z).

Formuly (34) i (35) pokazyva¸t, ⃗U^±_i (Z) ∈ Λ^1_2(U ) analitiqeskie po Z v W . Krome togo e_1(Z)(x) ≠ 0 i e_2(Z)(x) ≠ 0, esli Z ∈ W , x ∈ U . Xag 3. Na fftom xage my dokaßem, qto ⃗U^±_i (Z), i = 0, 1, 2, obrazu¸t bazis v Λ^1_2(U ), esli Z ∈ W . DlØ dokazatel~stva fftogo dostatoqno dokazat~ ih lineænu¸ nezavisimost~ v Λ^1_2(U ).

Pust~ ∑ ± 2∑ i=0 C^±_i ⃗U^±_i (Z) = 0 (36)

v Λ^1(U ), gde C^±_i est~ nekotorye skalØrnye funkcii na mnogoobrazii U .

PrimenØØ operator N (Z) k levoæ qasti toßdestva (36) i rassmatrivaØ pervu¸ i vtoru¸ komponenty toßdestva, poluqim

(C+1 − C^−1 ) ∗_ϵ U_e(Z) − (C+2 − C^−2 ) ∗_μ U_h(Z) = 0,

(C+1 + C^−1 ) ∗_μ U_h(Z) + ϱ2(C+2 + C^−2 ) ∗_ϵ U_e(Z) = 0.

(37)

Ispol~zuØ fakt, qto ⃗U^+_1 (Z) est~ sobstvennyæ vektor operatora N (Z), sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ_1(Z) = h(Z), my imeem Z ∧ U_h(Z) = h(Z) ∗_ϵ U_e(Z), Z ∧ U_e(Z) = −h(Z) ∗_μ U_h(Z) (38)

v U dlØ Z ∈ W . UmnoßaØ pervoe toßdestvo (38) na U_h(Z), a vtoroe toßdestvo (38) na U_e(Z), my poluqim sledu¸wie toßdestva

∗_ϵU_e(Z) ∧ U_h(Z) = 0, ∗_μU_h(Z) ∧ U_e(Z) = 0.

(39)

72 A. P. KAQALOV

v U dlØ Z ∈ W . S drugoæ storony, poskol~ku U_e(Z)(x) ≠ 0 dlØ

x ∈ U , Z ∈ W my imeem

(∗_ϵU_e(Z) ∧ U_e(Z)) = (∗_μU_h(Z) ∧ U_h(Z)) ≠ 0 (40)

dlØ x ∈ U i Z ∈ W . UmnoßaØ pervoe i vtoroe toßdestva (37) na

U_e(Z) i U_h(Z) sootvetstvenno i ispol~zuØ formuly (39) i (40),

my poluqim, qto

C^+_1 + C^−_1 = 0, C^+_1 − C^−_1 = 0, C^+_2 + C^−_2 = 0, C^+_2 − C^−_2 = 0.

v okrestnosti U toqki x_0. Sledovatel~no, C^±_i = 0, i = 1, 2. Togda iz toßdestva (36) poluqaem, qto C^±_0 = 0 v U . Xag 4. Na fftom xage my dokaßem usloviØ ortogonal~nosti ⟨ ⃗U^σ_i (Z), ⃗U^κ_k (Z) ⟩ x = 0 (41)

dlØ σ, κ = ±, i, k = 0, 1, 2, (σ, i) ≠ (κ, k).

Ispol~zuØ formulu (28) dlØ skalØrnogo proizvedeniØ i svoæstva simmetrii U_e(Z) i U_h(Z) po otnoxeni¸ k otobraßeni¸

Z → Z, poluqim ⟨ ⃗U^σ_i (Z), ⃗U^κ_k (Z) ⟩ x = = ∗(∗_ϵU^σ_{ei}(Z) ∧ U^κ_{ek}(Z) + ∗_μU^σ_{hi}(Z) ∧ U^κ_{hk}(Z))x = = ∗(∗_ϵU^σ_{ei}(Z) ∧ U^κ_{ek}(Z) + ∗_μU^σ_{hi}(Z) ∧ U^κ_{hk}(Z))x. Ots¸da oqevidno sleduet, qto ⟨ ⃗U^σ_i (Z), ⃗U^κ_k (Z) ⟩ x = ⟨ ⃗U^κ_k (Z), ⃗U^σ_i (Z) ⟩ x . Ispol~zuØ svoæstva (39), a takße toßdestva ∗_ϵU_e(Z) ∧ Z = 0, ∗_μU_h(Z) ∧ Z = 0, (42)

kotorye poluqa¸tsØ iz (38) umnoßeniem na Z, netrudno dokazat~ sootnoxeniØ ortogonal~nosti pri i = 0 a takße pri i ≠ k. Takim obrazom, nam ostalos~ proverit~ usloviØ ortogonal~nosti pri i = k ≠ 0, σ = +, κ = −. ⟨ ⃗U^+_1 (Z), ⃗U^−_1 (Z) ⟩ x =

GAUSSOVY PUQKI 73

= ∗(∗_ϵU_e(Z) ∧ U_e(Z) − ∗_μU_h(Z) ∧ U_h(Z))x = 0. ⟨ ⃗U^+_2 (Z), ⃗U^−_2 (Z) ⟩ x = = ∗(ϱ^−4 ∗_ϵ U_h(Z) ∧ U_h(Z) − ∗_μU_e(Z) ∧ U_e(Z))x =

= ϱ^−2 ∗ (∗_μU_h(Z) ∧ U_h(Z) − ∗_ϵU_e(Z) ∧ U_e(Z))x = 0.

UsloviØ ortogonal~nosti dokazany.

Xag 5. Vvedem normalizovannye sobstvennye vektora ⃗V^+_0 (Z) = ϱ−1/2 ⃗U^+_0 (Z),

⃗V^−_0 (Z) = ϱ^{1/2} ⃗U^−_0 (Z),

⃗V^±_1 (Z) = (∗(2 ∗_ϵ U_e(Z) ∧ U_e(Z)))^{−1/2} ⃗U^±_1 (Z),

⃗V^±_2 (Z) = (∗(2ϱ^{−2} ∗_ϵ U_e(Z) ∧ U_e(Z)))^{−1/2} ⃗U^±_2 (Z).

(43)

�lementarnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto dlØ σ = ±, i = 0, 1, 2, ⟨ ⃗V^σ_i (Z), ⃗V^σ_i (Z) ⟩ x = 1.

Togda iz usloviæ ortogonal~nosti (41) my poluqaem usloviØ normirovki (33).

Oqevidno, qto ⃗V^σ_i (Z) analitiqny po Z v W kak fflementy

Λ12(U ), poskol~ku ffto verno dlØ vektorov ⃗U^σ_i (Z), i normiru¸wie

mnoßiteli v (43) toße analitiqny po Z v W dlØ x ∈ U .

Poskol~ku ⃗U^σ_i (Z), σ = ±, i = 0, 1, 2, obrazu¸t bazis, to ße samoe spravedlivo i dlØ ⃗V^σ_i (Z), σ = ±, i = 0, 1, 2.

Svoæstvo (2) teoremy sleduet iz usloviæ simmetrii dlØ

U_e(Z) i U_h(Z) i analogiqnyh usloviæ dlØ normiru¸wih mno-

ßiteleæ v (43).

Svoæstvo (5) teoremy sleduet iz toßdestv (39) i (42). Nakonec privedem formuly dlØ sobstvennyh vektorov ⃗V^±_i (Z), kotorye vyraßa¸t ffti vektora qerez e_i(Z). Oni poluqa¸tsØ podstanovkoæ predstavleniæ (35) v formuly (43).

⃗V^+_0 (Z) = ( ϱ^{−1/2}e_0(Z) 0 ) , ⃗V^−_0 (Z) = ( 0 ϱ^{1/2}e_0(Z) ) , ⃗V^±_1 (Z) = 1√ 2 ( ϱ^{−1/2}e_1(Z) ∓ϱ^{1/2}e_2(Z) ) , ⃗V^±_2 (Z) = 1 √ 2 ( ϱ^{−1/2}e_2(Z) ±ϱ^{1/2}e_1(Z) ) . (44)

Teorema dokazana.

74 A. P. KAQALOV

Uravnenie Gamil~tona–˚kobi.

V predyduwem paragrafe my izuqili svoæstva sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh vektorov operatora N (Z). Ispol~zuØ poluqennye rezul~taty, my, v qastnosti, poluqaem iz uravneniØ (16), qto ∂_tθ sovpadaet s odnim iz sobstvennyh qisel operatora

N (dθ). Takim obrazom, sistema (16) razrexima v tom i tol~ko

tom sluqae, kogda ∂_tθ = 0 or ∂_tθ = ±h(dθ). Legko pokazat~ (sm, naprimer, [4]), qto ne suwestvuet rexeniæ uravneniæ Maksvella v vide (5) s θ, ne zavisØweæ ot vremeni. Dalee my budem rassmatrivat~ lix~ sluqaæ ∂_tθ = −h(dθ). (45) Sluqaæ protivopoloßnogo znaka moßet byt~ rassmotren analogiqno. V lokal~noæ karte (U, X) uravnenie (45) primet vid

∂_tθ(x, t) + h(dθ)(x) = 0. (46)

Analiz uravneniØ Gamil~tona–˚kobi v osnovnom povtorØet analogiqnyæ analiz, dannyæ v paragrafe 2.4 knigi [4]. Pofftomu zdes~ my opixem lix~ osnovnye idei i rezul~taty bez detal~- nyh dokazatel~stv.

Gaussovy puqki est~ rexeniØ uravneniæ Maksvella vida (5) s fazovoæ funkcieæ, udovletvorØ¸weæ dopolnitel~nym usloviØm ℑθ(x(t), t) = 0, ℑθ(x, t) > 0, for x ≠ x(t). (47)

Ukazannoe rexenie v kaßdyæ moment vremeni budet sosredotoqeno v okrestnosti toqki x = x(t) dlØ l¸bogo t ∈ R i ffksponencial~no malo v oblasti ℑθ >> δ. V svØzi s fftim my moßem ograniqit~sØ issledovaniem funkcii θ v maloæ okrestnosti toqki

x(t) dlØ vseh t. Bolee togo, my moßem ograniqitsØ rassotreni-

em lix~ koneqnym qislom qlenov razloßeniØ Teælora fazovoæ i amplitudnyh funkciæ v okrestnosti x(t).

DlØ postroeniØ razloßeniæ Teælora my ispol~zuem kaku¸- nibud~ lokal~nu¸ sistemu koordinat (U, X). Budem iskat~ razloßeniØ Teælora v fftoæ sisteme koordinat v vide

θ(x, t) = θ_0(y; t) + θ_1(y; t) + θ_2(y; t) =

GAUSSOVY PUQKI 75

= θ0(t) + p_i(t)y^i + 1 2 H_{ij}(t)y^iy^j + · · · , (48)

gde y = x − x(t) i θ_l(y; t), l = 1, . . . , – odnorodnye mnogoqleny stepeni l po y. Svoæstva (47) budut udovletvoreny, esli my postroim θ, u kotoroæ kofffficienty udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm dlØ l¸bogo t

ℑθ_0(t) = 0, ℑp(t) = 0, ℑH(t) > 0. (49)

PodstavlØØ razloßenie (48) v uravnenie Gamil~tona–˚kobi (46) i priravnivaØ pri posledovatel~nyh stepenØh odnorodnyh mnogoqlenov, my poluqim posledovatel~nost~ differencial~- nyh uravneniæ dlØ odnorodnyh mnogoqlenov θ_l(y; t). Naibolee vaßnye i interesnye sredi nih ØvlØ¸tsØ uravneniØ dlØ θ_l(y; t),

l = 0, 1, 2, poskol~ku ffti qleny opisyva¸t osnovnye svoæstva

fazovoæ funkcii.

Lemma 4. FazovaØ funkciØ θ(x, t), zadannaØ v vide razloßeniØ

(47) i udovletvorØ¸waØ uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi (45) i uslo-

viØm (48) imeet sledu¸wie svoæstva (1) θ_0(y; t) = θ_0(t) = const, (50)

(2) x(t) i p(t) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ Gamil~tona s gamil~tonianom

h(p_idx^i)(x) = h(x, p) = √ g^{ij} (x)p_ip_j, (51) dx^i dt = ∂h(x, p) ∂p_i , dp_i dt = − ∂h(x, p) ∂x^i (52)

(3) KompleksnoznaqnaØ matriqnaØ funkciØ H(t) udovletvorØet matriqnomu uravneni¸ Rikkati dH dt + D + (BH + HB^t) + HCH = 0, (53) gde B^j_l =

∂^2h ∂x^l∂p_j , C^{jl} = ∂^2h ∂p_j ∂p_l , D_{jl} = ∂^2h ∂x^j∂x^l . (54)

76 A. P. KAQALOV

Pravye qasti sootnoxeniæ (54) vyqislØ¸tsØ na rexenii (x(t), p(t)) sistemy uravneniæ Gamil~tona.

Poskol~ku uravneniØ Maksvella lineæny, my moßem sqitat~ bez poteri obwnosti, qto

θ_0(y; t) = 0.

Qtoby naæti rexenie sistemy uravneniæ Gamil~tona (52) my dolßny zadat~ naqal~nye usloviØ

x|_{t=0} = x_0, p|_{t=0} = p_0. (55)

Tak kak h(x, p) ØvlØetsØ poloßitel~no odnorodnoæ funkcieæ porØdka 1 po p, traektoriØ x = x(t) ne zavisit ot dliny vektora

p_0, i my moßem dobavit~ dopolnitel~noe uslovie na p_0

⟨p_0, p_0⟩ = h^2(x_0, p_0) = g^{ij} (x_0)p_{i0}p_{j0} = 1.

Poskol~ku gamil~tonian postoØnen na traektorii, h(x(t), p(t)) = 1. Pust~ (x(t), p(t)) est~ edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi (52), (55), kotoroe suwestvuet pri l¸bom t ∈ R. TraektoriØ x(t) est~ normal~naØ geodeziqeskaØ v metrike, sootvetstvu¸weæ operatoru Hodßa ∗ i t – kanoniqeskiæ parametr na fftoæ geodeziqeskoæ. Pri zamene koordinat p(t) preobrazuetsØ kak kovektor v toqke

x(t), tak qto p_idx^i est~ 1-forma v toqke x(t). Bolee togo, p(t)

est~ kovariantnoe predstavlenie vektora skorosti na normal~- noæ geodeziqeskoæ x = x(t).

Zametim, qto matrica H(t) ne preobrazuetsØ kak tenzor v toqke x(t). Odnako mnimaØ qast~ H(t) est~ 2-kovariantnyæ tenzor v toqke x(t). V qastnosti, esli my dokaßem neravenstvo tri v (49) v kakoæ-nibud~ sisteme koordinat, to ono budet vypolnØt~sØ i vo vseh drugih sistemah koordinat.

VozvratimsØ k uravneni¸ Rikkati (53) i rassmotrim zadaqu Koxi dH dt + D + (BH + HB^t) + HCH = 0,

H|_{t=0} = H_0,

(56)

gde matrica H_0 udovletvorØet dopolnitel~nym usloviØm

H^t_0 = H_0, ℑH_0 > 0. (57)

GAUSSOVY PUQKI 77

Rexenie zadaqi Koxi dlØ matriqnogo uravneniØ Rikkati moßet byt~ svedeno k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ lineænoæ sistemy uravneniæ dY dt = B^t · Y + C · Z, Y |_t=0 = E, dZ dt = −D · Y − B · Z, Z|_t=0 = H0. (58) Legko dokazat~ sledu¸wu¸ lemmu

Lemma 5. Pust~ Y (t), Z(t) – kompleksnoznaqnye matriqnye funk-

cii, ØvlØ¸wiesØ rexeniem zadaqi Koxi (58). Togda (1) det Y (t) ≠ 0, t ∈ R, (2) ~H(t) = Z(t)Y^{−1}(t) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Koxi (56)–(57) dlØ matriqnogo uravneniØ Rikkati. (3) ~H^t(t) = ~H(t), ℑ ~H(t) > 0, t ∈ R. Poskol~ku rexenie zadaqi Koxi dlØ uravneniØ Rikkati edinstvenno H(t) = ~H(t). Takim obrazom, esli my voz~mem naqal~nu¸ matricu H_0, kotoraØ udovletvorØet usloviØm (57), togda H(t) budet udovletvorØt~ tret~emu uslovi¸ (49).

DlØ nahoßdeniØ odnorodnyh mnogoqlenov θ_l (y; t), l ≥ 3, neobhodimo posledovatel~no rexit~ differencial~nye uravneniØ pervogo porØdka v qastnyh proizvodnyh. �ti uravneniØ mogut byt~ uproweny, esli ispol~zovat~ lineænu¸ zamenu peremennyh

ỹ = Y^−1(t)y. V fftom sluqae lineænoe differencial~noe uravne-

nie dlØ^~θ_l(ỹ; t) = θ_l(y; t), l ≥ 3, stanovitsØ obyknovennym differencial~nym uravneniem vdol~ geodeziqeskoæ γ : x = x(t). ∂ ∂t θ̃_l = F̃_l, θ̃_l | | |_{t=0} = θl (x − x0, 0).

KombiniruØ vse ffti rezul~taty, poluqim sledu¸wu¸ lemmu

78 A. P. KAQALOV

Lemma 6. Pust~ funkciØ θ^0(x) imeet sledu¸wee asimptotiqe-

skoe razloßenie

θ^0(x) = ∑ l≥1 θ^0_l (x − x_0) = p_{0i}(x^i − x^i_0) + 1 2 H_{0ij}(x^i − x^i_0)(x^j − x^j_0) + · · ·

v nekotoroæ sisteme koordinat (U, X) vblizi x_0. Zdes~ x_0 ∈ M, p_0 – ediniqnyæ kovektor v toqke x_0 i matrica H_0 udovletvorØet usloviØm H^t_0 = H_0, ℑH_0 > 0.

Togda suwestvuet skalØrnaØ funkciØ θ(x, t), kotoraØ asimptotiqeski udovletvorØet uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi, naqal~nomu uslovi¸ θ(x, t)|_{t=0} = θ^0(x),

i svoæstvam (47). Bolee togo dlØ, l¸bogo t ∈ R θ(x, t) imeet mesto asimptotiqeskoe razloßenie (48), gde x(t) est~ normal~naØ geodeziqeskaØ metriki g, prohodØwaØ qerez toqku x_0 pri t = 0 s naqal~nym kovektorom skorosti p_0 i kanoniqeskim parametrom t. Pri fftom vypolnØ¸tsØ svoæstva (49).

VozvrawaemsØ k rexeni¸ sistemy uravneniæ (16). Pust~ θ^0(x) est~ naqal~naØ faza dlØ θ, udovletvorØ¸waØ usloviØm lemmy 5. Togda dlØ l¸bogo T > 0 suwestvuet okrestnost~ W otrezka geodeziqeskoæ γ[0, T ] takaØ, qto funkciØ θ(x, t) est~ rexenie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi (46) i udovletvorØet usloviØm (49) v okrestnosti W . V fftom sluqae operator N = N (dθ) imeet sobstvennoe znaqenie ∂_tθ v fftoæ okrestnosti. Osnovnye qleny razloßeniØ dlØ 1-formy dθ i skalØrnoæ funkcii ∂_tθ mogut byt~ legko poluqeny iz razloßeniØ (48). Naprimer,

dθ|x_=x_{(t)} = ω_0(t) = e_{i0}(t)dx^i = p_i(t)dx^i, (59)

∂_tθ|x_=x_{(t)} = −p_i(t) dx^i dt = −h(x(t), p(t)) = −1. (60)

Zametim, qto iz formuly (60) sleduet, qto moßno vybrat~ W tak, qto ∂_tθ ≠ 0 v W . Togda sobstvennyæ vektor ⃗U_{(0)} operatora

N (θ), sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ(dθ) = −h(dθ),

GAUSSOVY PUQKI 79

imeet vid

⃗U_{(0)}(x, t) = Φ^1_{(0)}(x, t)⃗V^−_1 (dθ)(x) + Φ^2_{(0)}(x, t)⃗V^−_2 (dθ)(x), (61)

gde Φ^1_{(0)} i Φ^2_{(0)} – proizvol~nye skalØrnye funkcii, a ⃗V^−_1 i ⃗V^−_2 opredelØ¸tsØ formulami (43) ili (44).

V dal~neæxem nam potrebu¸tsØ formuly dlØ ⃗V^−_i (dθ), i =

1, 2, pri x = x(t). DlØ fftogo nam nußno vyqislit~ znaqeniØ e_i(dθ)(x(t)). Do fftogo momenta 1-forma e_1(dθ) a, sledovatel~no,

i e_1(dθ) imeli znaqitel~nyæ proizvol v vybore, ograniqennyæ lix~ vewestvennost~¸ e_1(Z) pri vewestvennoæ Z i usloviØm (27). Na fftom fftape my uprostim vyqisleniØ, neskol~ko umen~- xiv proizvol v vybore.

Preßde vsego iz formuly (59) sleduet, qto

e_0(dθ)(x(t)) = ω_0(t) = p_i(t)dx^i. (62)

Zametim, qto 1-forma ω_0(t) ∈ Λ^1(x(t)) poluqaetsØ parallel~nym perenosom 1-formy ω_0(0) = p_{i0}dx^i vdol~ geodeziqeskoæ x = x(t). Rassmotrim vexestvennu¸ 1-formu ω_1(0) ortogonal~nu¸ ω_0(0),

∗(∗e_0(0) ∧ e_1(0)) = 0 (63)

taku¸, qto

∗(∗e_1(0) ∧ e_1(0)) = 1. (64)

Rassmotrim takße 1-formu

ω_2(0) = ∗(ω_0(0) ∧ ω_1(0)). (65)

Osuwestvim parallel~nyæ perenos 1-form ω_i(0), i = 0, 1, 2, vdol~ geodeziqeskoæ x = x(t). V rezul~tate poluqim 1-formy ω_i(t). Poskol~ku parallel~nyæ perenos sohranØet dliny i ugly, iz formul (62)–(65) sleduet, qto 1-formy ω_i(t), i = 0, 1, 2, obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis 1-form v Λ^1(x(t)). Togda v okrestnosti otrezka geodeziqeskoæ γ[0, T ] i v okrestnosti 1-formy dθ my moßem opredelit~ operator e_1(Z), tak qto

e_1(dθ)(x(t)) = ω_1(t) (66)

Iz formul (28) i (65) sleduet, qto

e_2(dθ)(x(t)) = ω_2(t) (67)

Spravedliva lemma

80 A. P. KAQALOV

Lemma 7. Vewestvennoznaqnye 1-formy ei(dθ)(x(t)) = ωi(t), i =

0, 1, 2. obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v Λ1(x(t)) ∗(∗ω_i(t) ∧ ω_j (t)) = δ_{ij}, i, j = 0, 1, 2. 1-formy ω_i(t) poluqa¸tsØ parallel~nym perenosom vewestvennoznaqnyh 1-form e_i(dθ)(x(0)) = ω_i(0), i = 0, 1, 2, vdol~ geodeziqeskoæ x = x(t). Krome togo,

ω_2(t) = ∗(ω_0(t) ∧ ω_1(t)),

ω_0(t) = ∗(ω_1(t) ∧ ω_2(t)),

ω_1(t) = ∗(ω_2(t) ∧ ω_0(t)).

(68)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno zame-

tit~, qto formuly (68) sledu¸t iz formul (30), poskol~ku

h(dθ)(x(t)) = 1. Ispol~zuØ ffto zameqanie, a takße formuly (66),

(67) i (44) my poluqim vyraßeniØ dlØ ⃗V^−_i (dθ)(x(t)), i = 1, 2,

⃗V^−_1 (ω_0(t)) = 2^{−1/2} ( ϱ^{−1/2}(x(t))ω_1(t) ϱ^{1/2}(x(t))ω_2(t) ) , ⃗V^−_2 (ω_0(t)) = 2^{−1/2} ( ϱ^{−1/2}(x(t))ω_2(t) −ϱ^{1/2}(x(t))ω_1(t) ) . (69)

V rezul~tate my poluqaem sledu¸wee vyraßenie dlØ nulevogo priblißeniØ fflektromagnitnogo polØ pri x = x(t)

⃗U_{(0)}(x(t), t) = ~Φ^1_{(0)}(t)⃗V^−_1 (ω_0(t)) + ~Φ^2_{(0)}(t)⃗V^−_2 (ω_0(t)),

gde funkcii

~Φ^i_{(0)}(t) = Φ^i_{(0)}(x(t), t), i = 1, 2,

budut opredeleny dalee.

Sledu¸wie qleny razloßeniØ Teælora mogut byt~ postroeny posle postroeniØ sledu¸wih qlenov razloßeniØ dlØ e_1(dθ), udovletvorØ¸wih svoæstvu ortogonal~nosti dθ.

UravneniØ vysxih priblißeniæ.

V fftom paragrafe my rassmotrim proceduru rexeniØ uravneniØ (15) dlØ n ≥ 1. V osnovnom my budem issledovat~ ffto uravnenie pri n = 1. Pri n ≥ 2 my opixem rekurrentnu¸ proceduru dlØ ego rexeniØ. AnaliziruØ uravnenie (15) pri n = 1, my

GAUSSOVY PUQKI 81

vidim, qto ffta neodnorodnaØ sistema algebraiqeskih uravneniæ s opredelitelem ravnym nul¸. DlØ suwestvovaniØ rexeniæ fftoæ sistemy my dolßny vypolnit~ sootvetstvu¸wie usloviØ razreximosti.

Lemma 8. Sistema (15) razrexima v tom i tol~ko tom sluqae,

kogda dlØ l¸bogo x iz okrestnosti geodeziqeskoæ x = x(t) imeem ⟨ J^{−1}F ⃗U_{(n−1)}, ⃗V^−_i (dθ) ⟩ x = = ∗((F ⃗U(_{n−}1))_e ∧ V^−_{ie} (dθ) + (F ⃗U(_{n−}1))_h ∧ V^−_{ih}(dθ)) = 0, (70)

pri i = 1, 2.

Dokazatel~stvo. Pust~ sistema uravneniæ (15) razrexima. Pe-

repixem ee pokomponentno, umnoßiv pervoe uravnenie na V^−_{ie} (dθ), a vtoroe na V^−_{ih}(dθ) i summiruØ poluqennye vyraßeniØ, poluqim (dθ ∧ V^−_{ih}(dθ) + h(dθ) ∗_ϵ V^−_{ie} (dθ)) ∧ U(_n)_e− −(dθ ∧ V^−_{ie} (dθ) − h(dθ) ∗_μ V^−_{ih}(dθ)) ∧ U_{(n)h} = 0. (71) Na poslednem xage my ispol~zovali, qto ⃗V^−_i (dθ), i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami N (dθ), sootvetstvu¸wie sobstvennomu qislu −h(dθ).

Pust~ spravedliva formula (71). Razloßim J^{−1}F ⃗U_{(n−1)} po bazisu ⃗V^±_i (dθ)

J^{−1}F ⃗U_{(n−1)} = ∑ ± d^±_0 ⃗V^±_0 (dθ) + ∑ i=1,2 d^−_i ⃗V^+_i (dθ). Budem iskat~ ⃗U_{(n)} v vide razloßeniØ po bazisu ⃗V^±_i (dθ), i = 0, 1, 2,

⃗U_{(n)} =^2 ∑ i=0 ∑ ± c^±_i ⃗V^±_i (dθ). (72)

PodstavlØØ razloßenie (72) v sistemu uravneniæ (15) i priravnivaØ kofffficienty pri razliqnyh sobstvennyh vektorah, poluqim

c^+_0 = d^+_0 /h(dθ), c^−_0 = d^−_0 /h(dθ),

c^+_1 = d^+_1 /(2h(dθ)), c^+_2 = d^+_2 /(2h(dθ)).

82 A. P. KAQALOV

Kofffficienty c^−_1 i c^−_2 ne nahodØtsØ na fftom fftape. Lemma dokazana.

Soglasno lemme 7 dlØ razreximosti sistemy uravneniæ (15) pri n = 1 neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ usloviæ razreximosti

∗((F ⃗U_{(0)})_e ∧ V^−_{ie} (dθ) + (F ⃗U_{(0)})_h ∧ V^−_{ih}(dθ)) = 0

pri i = 1, 2. Ispol~zuØ formuly (13) i (61) a takße teoremu 1, ffti usloviØ moßno perepisat~ v vide

∂_tΦ^i_{(0)} + 2∑ j=1 {∗(l_{ij} ∧ dΦ^j_{(0)}) + a_{ij}Φ^j_{(0)}} = 0,

gde l_{ij} , i, j = 1, 2, est~ 2-formy, l_{ij} = V^−_{ie} (dθ) ∧ V^−_{jh}(dθ) + V^−_{je}(dθ) ∧ V^−_{ih}(dθ), a a_{ij}, i, j = 1, 2, – skalØrnye funkcii, a_{ij} =< ∂_t⃗V^−_j (dθ), ⃗V^−_i (dθ) >x +∗[dV^−_{je}(dθ)∧V^−_{ih}(dθ)−dV^−_{jh}(dθ)∧V^−_{ie} (dθ)]. Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

l_{11} = l_{22} = h^{−1}(dθ) ∗ (dθ),

l_{12} = l_{21} = V^−_{1e}(dθ) ∧ V^−_{2h}(dθ) + V^−_{2e}(dθ) ∧ V^−_{1h}(dθ) = 0,

a_{11} = a_{22} = 1 2 ∗ d(h^{−1}(dθ) ∗ dθ). Nakonec

a_{21} = −a_{12} = −a, gde a = − 1 2 h^{−1}(dθ) ∗ {− ∗ ∂_t(U_h(dθ)) ∧ U_e(dθ) + ∗∂_t(U_e(dθ)) ∧ U_h(dθ)+ +ϱ^−1d(U_h(dθ)) ∧ U_h(dθ) + ϱd(U_e(dθ)) ∧ U_e(dθ)}. (73)

GAUSSOVY PUQKI 83

Lemma 9. UsloviØ razreximosti sitemy uravneniæ (15) pri n =

1 ffkvivalentny sisteme uravneniæ

h∂_tΦ^i_{(0)}+∗(∗dθ∧dΦ^i_{(0)})+ 1 2 h∗d(h^{−1}∗dθ)Φ^i_{(0)}+(−1)^{i+1}haΦ^{3−i}_{(0)} = 0, (74)

gde a zadaetsØ formuloæ (73).

DlØ rexeniØ fftoæ sistemy uravneniæ my budem iskat~ funkcii Φ^i_{(0)}, i = 1, 2, v vide razloßeniæ Teælora po ỹ, ỹ = Y^{−1}y =

Y^{−1}(x − x(t)), Φ^i(0) = ∑ l≥0 Φ^i(0)_l(ỹ; t). (75)

Zdes~ Φ^i_{(0)l}(ỹ; t), l = 0, 1, . . ., – odnorodnye mnogoqleny stepeni l po ỹ s kofffficientami, zavisØwimi ot t. PodstavlØØ razloßenie (75) v sistemu uravneniæ (74) i ispol~zuØ sistemu uravneniæ Gamil~tona (52) i lineænu¸ sistemu (58), poluqim sistemu obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ dlØ Φ^i_{(0)l}.

∂_tΦ^i_{(0)l} + 1 2 b_0(t)Φ^i_{(0)l} + (−1)^{i+1}a_0Φ^{3−i}_{(0)l} = G^i_l . (76)

Zdes~

b_0(t) = ∗d(h^{−1} ∗ dθ) | | x=x(t) , a_0(t) = a|x_=x_{(t)} ,

a G^i_l – odnorodnye mnogoqleny stepeni l po ỹ s kofffficientami, zavisØwimi ot odnorodnyh mnogoqlenov Φ^i_{(0)n}, n < l.

Naædem teper~ vyraßeniØ dlØ skalØrnyh funkciæ b_0(t) i a_0(t).

b_0(t) = ∗d(h^{−1} ∗ dθ) | x=x(t) = − ∗ (dh ∧ ∗dθ) + ∗d ∗ dθ|x=x(t) = −g^{ij} ∂_ih∂_j θ + g^{−1/2}∂_i(g^{ij} g^{1/2}∂_jθ) | | | x=x(t) =

= g^{ij} dp_i dt p_j + ∂g^{ij} ∂x^i p_j + 1 2 ∂ ln g ∂x^i g^{ij}p_j + g^{ij}H_{ir} dx^r dt p_j + g^{ij} H_{ij} = = tr [ B^t + CH ] + d dt ln √ g = tr ( dY dt Y^{−1} ) + d dt ln √ g = = d dt ln det Y + d dt ln √ g = d dt ln [det Y √ g].

84 A. P. KAQALOV

Nakonec vyqislim a_0(t). Ispol~zuØ formuly (35), netrudno poluqit~ sledu¸wee predstavlenie dlØ a_0(t)

a_0(t) = − 1 2 ϱ(x(t)) ∗ {∗∂_te_2(dθ) ∧ e_1(dθ) − ∗∂_te_1(dθ) ∧ e_2(dθ)+ a_0(t) = − 1 2 ϱ(x(t)) ∗ {−e_0(t)(dθ) ∧ e_2(dθ) ∧ ∂_te_2(dθ)− −e_0(dθ) ∧ e_1(dθ) ∧ ∂_t(dθ) + de_1(dθ) + de_2(dθ)}x_=x_{(t)}.

Vyraßenie dlØ a_0(t) invarianto po otnoxeni¸ k zamene koordinat. Pofftomu vyberem sistemu koordinat, v kotoroæ ffti vyqisleniØ naibolee prosty. Takoæ sistemoæ koordinat v dannom sluqae ØvlØetsØ sistema koordinat Fermi vblizi geodeziqeskoæ

γ : x = x(t). �ti koordinaty mogut byt~ vvedeny posredstvom

sledu¸weæ procedury. Pust~ E_i(t) est~ kovektornye polØ, parallel~nye vdol~ geodeziqeskoæ γ i sootvetstvu¸wie 1-formam

ω_i(t). Togda otobraßenie

h(x^1, x^2, x^3) = exp_{γ(x}3_) 2∑ i=1 x^iE_i (77)

zadaet koordinaty Fermi v okrestnosti otrezka geodeziqeskoæ

γ[0, T ]. V fftih koordinatah

g_{ij}(0, 0, x^3) = δ_{ij} , ∂_kg_{ij}(0, 0, x^3) = 0.

Ispol~zuØ ffti koordinaty, poluqim

∗(e_0(dθ) ∧ e_2(dθ) ∧ ∂_te_2(dθ))x_=x_{(t)} = = ∗ ( ω_0(t) ∧ ω_2(t) ∧ [ dω_2 dt − ∂e_2(dθ) ∂y^i dx^i dt ] x=x(t) ) = ∂e_{21} ∂y^3 | | | | y=0 . Analogiqno,

∗ (e_0(dθ) ∧ e_1(dθ) ∧ ∂_te_1(dθ))x_=x_{(t)} = ∗(dx^3 ∧ dx^1 ∧ ( − ∂e_1 ∂y^i dx^i dt ) ) = − ∂e_{12} ∂y^3 | | | y=0 . Dalee

∗(de_1(dθ) ∧ e_1(dθ))x_=x_{(t)} = ∗(de_1(dθ)y_{=0} ∧ dx^1) = ( ∂e_{13} ∂y^2 − ∂e_{12} ∂y^3 )| | y=0 ,

GAUSSOVY PUQKI 85

∗(de_2(dθ) ∧ e_2(dθ))x_=x_{(t)} = ( ∂e_{21} ∂y^3 − ∂e_{23} ∂y^1 )| | | y=0 . Ispol~zuØ ffti formuly, poluqim

a_0(t) = − 1 2 ϱ(x(t)) { − ∂e_{21} ∂y^3 + ∂e_{12} ∂y^3 + ∂e_{13} ∂y^2 − ∂e_{12} ∂y^3 + ∂e_{21} ∂y^3 − ∂e_{23} ∂y^1 } x=x(t) = − 1 2 ϱ(x(t)) { ∂e_{13} ∂y^2 − ∂e_{23} ∂y^1 } x=x(t)

. (78)

Ispol~zuØ formulu (28) i svoæstva koordinat Fermi, polu- qim e_{23j}y^j = −e_{02j}y^j = −H_{2j}y^j ,

i, sledovatel~no, ∂e_{23} ∂y^1 | | | | x=x(t)

= −H21(t). (79)

Analogiqno, ispol~zuØ formulu (29), my poluqim pri i = 0,

j = 1 ∂e_{13} ∂y^2 | | | | x=x(t)

= −H12(t). (80)

PodstavlØØ formuly (79) i (80) v vyraßenie (78), poluqim okonqatel~no

a_0(t) = − 1 2 ϱ(x(t))(−H_{12}(t) + H_{21}(t)) = 0.

V poslednem ravenstve my ispol~zovali simmetri¸ matricy H.

Tak kak a_0(t) = 0, sistema uravneniæ (76) raspadaetsØ na dva nezavisimyh uravneniØ dlØ Φ^i_{(0)l},

∂_tΦ^i_{(0)l} + 1 2 b_0(t)Φ^i_{(0)l} = G^i_l . (81)

RexaØ ffti sistemy uravneniæ, my posledovatel~no naædem Φ^i_{(0)l},

i = 1, 2, l = 0, 1, . . ..

Φ^i(0)_l(y; t) = (det Y (t))^−1^/2g^−1^/4(x(t))× × [ (det Y (0))1^/2g1^/4(x(0))Φ^i(0)_l(y; 0)+

86 A. P. KAQALOV + t∫ 0 (det Y (s))1^/2g1^/4(x(s))G^i_l (y; s)ds . (82) V qastnosti,

Φ^i(0)0(t) = [ g(x(0)) g(x(t))

]_{1/4} √

det Y (0) det Y (t)

Φ^i(0)0(0). (83)

Zametim, qto det Y (t) ≠ 0 dlØ l¸bogo t, tak qto Φ^i_{(0)} ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi.

Posle rexeniØ uravneniæ razreximosti my moßem okonqatel~no naæti ⃗U_{(0)}(x, t), esli nam zadany Φ^i_{(0)}(x; 0) kak razloßeniØ Teælora po y.

Teper~ my moßem rexit~ sistemu uravneniæ (15) pri n = 1. DlØ fftogo my budem iskat~ ⃗U_{(1)} v vide razloßeniæ po ⃗V^±_i (dθ)

⃗U_{(1)}(x, t) = 2∑ i=0 ∑ ± Φ^{i,±}(1) (x, t)⃗V^±_i (dθ). PodstavlØØ ffto razloßenie v sistemu uravneniæ (15) i umnoßaØ na ⃗V^±_j (dθ), j = 0, 1, 2, poluqim

Φ0^{,±}(1) (x, t) = h^−1(dθ) < J^−1F ⃗U(0), ⃗V^±0 (dθ) >x,

Φ^{i,}+(1) (x, t) = 1 2 h^{−1}(dθ) < J^{−1}F ⃗U_{(0)}, ⃗V^+_i (dθ) >x, i = 1, 2.

Funkcii Φ^{i,−}_{(1)} (x, t), i = 1, 2, mogut byt~ naædeny iz usloviæ razreximosti sistemy uravneniæ (15) pri n = 2. UsloviØ razreximosti mogut byt~ zapisany kak uravneniØ dlØ funkciæ Φ^{i,−}_{(1)} vida (74) no s pravoæ qast~¸, kotoraØ takße zavisit ot ⃗U_{(0)}. RazlagaØ Φ^{i,−}_{(1)} (x, t) v rØdy Teælora po ỹ vida (75), my poluqim sistemu uravneniæ

∂_tΦ^{i,−}_{(1)l} + 1 2 b_0(t)Φ^{i,−}_{(1)l} = G^i_{(1)l},

gde G^i_{(1)l} zavisit ot Φ^{j,−}_{(1)k}, k < l, j = 1, 2, i ⃗U_{(0)}.

Vse ostal~nye qleny asimptotiqeskih razloßeniæ ⃗U_{(n)}(x, t) mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ rekurrentnoæ procedury. V rezul~tate poluqaem sledu¸wu¸ teoremu

GAUSSOVY PUQKI 87

Teorema 2. Pust~ Θ^0(x) udovletvorØet usloviØm lemmy 5 i po-

sledovatel~nost~ funkciæ Ψ^i_{(j)}(x), i = 1, 2, j = 0, 1, . . ., zadana ih razloßeniØmi Teælora

Ψ^i(_j)(x) = ∑ l≥0 Ψ^i(_j)_l(y).

Togda suwestvuet asimptotiqeskoe rexenie ⃗U(x, t) uravneniæ Maksvella vida (5) s fazovoæ funkcieæ, udovletvorØ¸weæ svoæstvam lemmy 5 (rexenie v vide gaussovogo puqka). �to rexenie udovletvorØet naqal~nym usloviØm < ⃗U_{(l)}(x, t), ⃗V^−_i (dθ) >x | |_{t=0} = Ψ^i_{(l)}(x),

ponimaemym v smysle ravenstva razloßeniæ Teælora.

Postroenie gaussovyh puqkov dlØ uravneniæ Maksvella, t.e. rexeniæ uravneniæ (4) ime¸wih vid (5) s fazovoæ funkcieæ, udovletvorØ¸weæ usloviØm (47), zakonqeno.

Literatura

1. V. M. Babiq, T. F. Pankratova , FunkciØ Grina smexannoæ zadaqi dlØ volnovogo uravneniØ s peremennym kofffficientom. — Sb. Problemy matematiqeskoæ fiziki, LGU 6 (1973 ), 9–27 .

2. V. M. Babiq, V. V. Ulin , Kompleksnye prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod i kvazifotony. Zap. nauqn. semin. POMI 117 (1981), 5–12 .

3. A. P. Kaqalov , Nestacionarnye fflektromagnitnye gaussovy puqki v neodnorodnyh anizotropnyh sredah. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000 ), 83–100 .

4. A. Katchalov, Y. Kurylev, and M. Lassas , Inverse boundary spectral problems Chapman & Hall/ CRC. 2001 , pp. 290 .

5. D. Baldomir, P. Hammond , Geometry of Electromagnetic System. 1996 .

Katchalov A. P. Gaussian beams for the Maxwell equations on a manifold.

Space-time Gaussian beams of the quasyphoton type for the Maxwell equations on a manifold were constructed in the case of multiple characteristics.

Postupilo 4 marta 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN