Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

V. M. Babiq, D. B. Dement~ev, B. A. Samokix, V. P. SmyxlØev

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` �LEKTROMAGNITNO` VOLNY VERXINO` IDEAL^NO PROVOD˚WEGO KONUSA. (SINGUL˚RNYE NAPRAVLENI˚)

1. Vvedenie. Ishodnye formuly.

Pust~ ploskaØ fflektromagnitnaØ volna padaet na ideal~no provodØwiæ konus Ξ proizvol~noæ formy. Pada¸waØ volna porodit volnu Γ so sferiqeskim frontom, rasseØnnu¸ verxinoæ konusa, otraßœnnu¸ volnu (i, vozmoßno, volnu soskal~zyvaniØ). (sm. ris 1).

Ris. 1. Kartina volnovyh frontov.

V okrestnosti napravleniæ, gde front otraßœnnoæ volny kasaetsØ fronta sferiqeskoæ volny, rasseØnnoæ verxinoæ konusa (OA – sm. ris 1), vysokoqastotnoe pole moßet byt~ vyraßeno ( v pervom priblißenii) Øvno qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra. �to i budet sdelano v fftoæ rabote. Nax podhod byl

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov RFFI 02-01- 00260 i RFFI 01-01-0251. 5

6 V. M. BABIQ I DR.

nameqen v rabotah [1–3], drugie podhody sm. [4–6]. Naxi oboznaqeniØ blizki k oboznaqeniØm rabot [1, 2, 7].

Ishodnymi formulami budut formuly, vyraßa¸wie volnovoe pole qerez debaevy potencialy u, v ([1–2, 4]). { E H } = e_r [ ∂^2_r ( r { u v }) + k^2r { u v }] +

+ 1 r ∇_ω∂_r ( r { u v }) ± ik∇_ω { v u } × e_r (1.1) { u v } = 2 √ 2πe^{−iπ/4}(k^3r)^{− 12} ∫ W e^{−ikr cos s}ϕ{D_N }(ω, ω_0, s) ds. (1.2) Zdes~ toqki prostranstva R^3 harakterizu¸tsØ radiusom vektorom r = rω, provedœnnym iz verxiny O konusa Ξ, gde r – dlina r, ω – toqka na ediniqnoæ sfere S^2, e_r = r/r – ort, napravlennyæ vdol~ vektora r. Kontur W izobraßœn na ris. 2.

Ris. 2. Vid kontura W.

ϕ{D_N}(ω, ω_0, s) = i π ∫ γ ν dν ν^2 −^1_4 e^{−iνs}g{D_N }(ω, ω_0, ν) dν. (1.3) Kontur γ zdes~ imeet tot ße vid, qto i v naxih preßnih rabotah [1, 2, 7] (sm. ris. 3). Krestikami oboznaqeny pol¸sa funkciæ Grina g_D i g_N .

Funkcii g_D i g_N – “funkcii Grina”: g_D = g^∘_D + g^r_D, gde g^r_D “otraßœnnaØ” qast~ funkcii Grina – rexenie kraevoæ zadaqi

O RASSE˚NII 7

Ris. 3. Vid kontura fl.

na sfere ( Δ_ω + ν^2 − 1 4 ) g^r_D = 0, ω ∈ M, g_D|_{∂M} = 0 (1.4)

g^∘_D = sin φ

P^1_{ν− 12} (− cos θ)

4 cos πν

. (1.5)

Zdes~ M = S^2\Ξ – oblast~ na sfere S^2, kotoraØ ostaœtsØ, esli iz S^2 udalit~ toqki konusa Ξ, g^∘_D – “singulØrnaØ” qast~ funkcii Grina g_D, φ i θ – klassiqeskie sferiqeskie koordinaty na S^2, P^1_{ν− 12} – prisoedinœnnaØ funkciØ Leßandra, Δ_ω – operator Laplasa na sfere S^2. DlØ g_N sootvetstvu¸wie formuly takovy: g_N = g^∘_N + g^r_N

(Δ_ω + ν^2 − 1 4 )g^r_N = 0, ω ∈ M, ∂ ∂m g_N |_{∂M} = 0 (1.6)

g^∘_D = cos φ

P^1_{ν− 12} (− cos θ)

4 cos πν

. (1.7)

Zdes~^∂_{∂m} – proizvodnaØ po normali k ∂M kasatel~noæ k sfere S^2.

Asimptotika u, v pri kr → ∞ daœt vozmoßnost~ poluqit~ asimptotiku E, H. Vklad v asimptotiku volnovogo polØ stacionarnoæ toqki π sootvetstvuet volne, rasseØnnoæ verxinoæ konusa – t.e. volne, kotoroæ my preßde vsego interesuemsØ. Esli ϕ_D i ϕ_N regulØrny v toqke π, to metod perevala, primenœnnyæ k integralu (1.2), privedœt k formule V. P. SmyxlØeva dlØ difrakcionnogo kofffficienta (sm. [1, 2]), esli ϕ_D i ϕ_N singulØrny – ffto sluqaæ singulØrnogo napravleniØ. Sluqaæ, kotoryæ my zdes~ rassmatrivaem – prosteæxiæ i po-vidimomu samyæ vaßnyæ sluqaæ singulØrnogo napravleniØ.

8 V. M. BABIQ I DR.

2. O singulØrnostØh ϕD i ϕN .

DlØ analitiqeskogo opisaniØ volnovogo polØ v singulØrnyh napravleniØh nußno opisat~ singulØrnosti ϕ_D i ϕ_N . My rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda konus otsutstvuet, Ξ = ?, togda M = S^2 i

g_D = g^∘_D = sin φ

P^1_{ν− 12} (− cos θ) 4 cos πν

, (2.1)

g_N = g^∘_N = cos φ

P^1_{ν− 12} (− cos θ) 4 cos πν

. (2.2)

Zdes~ i dalee naxi rassmotreniØ ideæno ves~ma blizki k postroeniØm raboty [3].

Naædœm singulØrnosti ϕ_D i ϕ_N . DlØ fftogo podstavim vyraßeniØ (2.1) i (2.2) v formuly (1.3). Integrirovanie po koneqnoæ qasti kontura γ privodit k regulØrnoæ funkcii. SingulØrnosti ϕ_D i ϕ_N voznika¸t lix~ pri integrirovanii po beskoneqnym qastØm kontura γ. Zamenim funkcii Leßandra ih asimptotikoæ

P^1_{ν−} 1_2 (− cos θ) ∼ √ 2ν π sin θ cos(ν(π − θ) + π 4 ), togda

ϕ^∘_D ∼ sin φ i π ∫ γ e^{−iνs} √ 2ν π sin θ ν ν^2 −^1_4 cos(ν(π − θ) +^π_4 ) 4 cos πν dν (2.3)

ϕ^∘_N ∼ cos φ i π ∫ γ e^{−iνs} √ 2ν π sin θ ν ν^2 −^1_4 cos(ν(π − θ) +^π_4 ) 4 cos πν dν. (2.4) Iz formul (2.3)–(2.4) sleduet, qto integrirovanie po qasti γ_− kontura γ, nahodØweæsØ v nißneæ poluploskosti, ne poroßdaet singulØrnosteæ, tak kak podyntegral~noe vyraßenie ffksponencial~no malo, esli Re ν > 0 i Im ν → −∞. My budem rassmatrivat~ lix~ qast~ kontura γ_+, raspoloßennu¸ v verhneæ poluploskosti Im ν > 0. Zamenim teper~ kosinusy po formule �ælera

cos(ν(π − θ) +^π_4 ) cos πν = e^{−iν(π−θ)− iπ4} + e^{iν(π−θ)+ iπ4} e^{−iπν} + e^{iπν} . (2.5)

O RASSE˚NII 9 Pust~ Im ν > 0, togda |e^{iπν}| < |e^{−iπν} |. My razloßim vyraßenie (2.5) v geometriqesku¸ progressi¸. Eœ znamenatel~ raven: e^{iπν} \e^{−iπν} = e^{2iπν} . Posle umnoßeniØ na cos φ, sin φ i √_{2ν} π sin θ , my

poluqim beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ voln, rasprostranØ¸- wihsØ vdol~ sfery ot “severnogo pol¸sa” k “¸ßnomu pol¸su”, posle fokusirovki rasprostranØ¸wihsØ v protivopoloßnom napravlenii i t.d.

SingulØrnosti opredelØ¸t integraly vida ∫ γ_+ e^{iν(θ1−s)}ν^{− 12} dν ∼ ∞∫ −∞ e^{iν(θ1−s)}ν^{− 12}_+ dν (θ_1 = const > 0), (2.6)

gde γ_+ – qast~ kontura γ nahodØwaØsØ v verhneæ poluploskosti, ν^{− 12}_+ = ν^{− 12} ν > 0 i 0 pri ν 6 0.

Posledniæ integral ØvlØetsØ preobrazovaniem Fur~e ot funkcii ν^{− 12}_+ . �to preobrazovanie ravno √ πe^{πi4} (θ_1 − s + i0)^{− 12} . (2.7)

3. SingulØrnosti ϕD i ϕN , kogda Ξ ≠ ?.

Pust~ teper~ konus est~ v naliqii: Ξ ≠ ? i ∂M gladkaØ krivaØ, togda “volna”

√_1

sin τ e

iντ , gde τ – ffækonal (τ = θ), budet otraßat~sØ ot granicy ∂M oblasti M . My predpolagaem, qto dlØ nahoßdeniØ otraßœnnoæ volny primenim luqevoæ metod. OtraßœnnaØ volna togda ravna (sm. [3]): ±e^{i(τ0 +τ1 )ν} √ sin(τ_0 + τ_1) +^{2sin τ0 sin τ1}

cos ψρ_g .

(3.1)

Zdes~ τ_0 (sootv. τ_1) – dlina pada¸wego (sootv. otraßœnnogo) luqa, znak + (sootv. −) sootvetstvuet kraevomu uslovi¸ Neæmana (sootv. Dirihle),^1_{ρg} – geodeziqeskaØ krivizna v toqke otraßeniØ. Summa τ_0 + τ_0 blizka k π. �to pozvolØet zamenit~ priblißœnno formulu (3.1) na √ ρ_g cos ψ √ 2 sin τ_0

(±e^{i(τ0 +τ1 )ν} ). (3.2)

10 V. M. BABIQ I DR.

Zdes~ ψ – ugol padeniØ. My predpolagaem, qto 0 < ψ <^π_2 . Esli ρ_g < 0, to formulu (3.2) sleduet zamenit~ na −i √ |ρ_g| cos ψ √ 2 sin τ_0

(±e^{i(τ0 +τ1 )ν} ). (3.3)

Neravenstvo ρ_g < 0 oznaqaet, qto “volna” proxla kaustikui pofftomu zdes~ voznikaet mnoßitel~ −i, Sluqaæ^1_{ρg} = 0 – sloßnyæ i my ego zdes~ ne rassmatrivaem.

Esli podstavit~ formuly (3.2)–(3.3) v vyraßeniØ dlØ ϕ_D i ϕ_N , poluqim

ϕ_D ∼ i 4π √ 2 π εe^{− πi4} √ ρ_g cos ψ √ 2 sin τ_0 ∞∫ −∞ e^{iν(τ0+τ1 −s)}ν^{− 12}_+ dν (− sin φ), (3.4)

ϕ_N ∼ i 4π √ 2 π εe^{− πi4} √ |ρ_g | cos ψ √ 2 sin τ_0 ∞∫ −∞ e^{iν(τ0+τ1 −s)}ν^{− 12}_+ dν cos φ. (3.5)

Zdes~ ε = 1, esli ρ_g > 0 i ε = −i, esli ρ_g < 0.

Vyqislenie integralov (3.4)–(3.5) privodit k formulam ϕ_D ∼ εi 4π √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0

(τ_0 + τ_1 − s + i0)^{− 12} (− sin φ), (3.6)

ϕ_N ∼ εi 4π √ |ρ_g| cos ψ sin τ_0

(τ_0 + τ_1 − s + i0)^{− 12} cos φ. (3.7)

(τ_0 + τ_1 blizko k π ).

4. Asimptotika u i v.

VernœmsØ k formulam (1.2). Predpoloßim, qto s blizko k π, togda

cos s = cos(π + s − π) = − cos(s − π) ≈ −1 +

(s − π)^2 2 .

O RASSE˚NII 11 My prihodim k formulam u ∼ − √ 2πe^{− πi4} εi 4π √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0 1 k 1 √ kr e^{ikr}× +∞∫ −∞ e^{−ikr (s} �π)^2_2

(τ − s + i0)^{− 12} ds (− sin φ), (4.1)

v ∼ − √ 2πe^{− πi4} εi 4π √ |ρ_g| cos ψ sin τ_0 1 k 1 √ kr e^{ikr}× +∞∫ −∞ e^{−ikr (s} �π)^2_2

(τ − s + i0)^{− 12} ds cos φ. (4.2)

Zdes~ kr ≫ 1 i τ blizko k π.

5. Ob integralah v formulah (4.1)–(4.2).

Rassmotrim integral v formulah (4.1)–(4.2) +∞∫ −∞ = +∞∫ −∞ e^{−i kr2 t2} (α − t + i0)^{− 12} dt, (5.1) gde α = τ − π. Integral (4.3) netrudno vyrazit~ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra. �to budet sdelano neskol~ko pozße.

Pust~ kr → +∞ i α ≠ 0.

Esli α > 0, to singulØrnost~ t = α ne daœt vklada v asimptotiku integrala, tak kak stacionarnyæ kontur, prohodØwiæ qerez toqku t = 0 perevala, idœt vdol~ bissektrisy kvadranta Im t < 0, Re t > 0. Asimptotika integrala voznikaet lix~ za sqœt toqki perevala t = 0. �ta asimptotika sootvetstvuet volne, rasseØnnoæ verxinoæ konusa.

Esli α < 0, to qast~ stacionarnogo kontura, iduwaØ v kvadrante Im t ¿ 0, Re t < 0 dolßna ogibat~ razrez t = α + iχ,

χ ¿ 0. SingulØrnaØ toqka t = α poroßdaet dopolnitel~nyæ qlen

v asimptotike integrala. On sootvetstvuet otraßœnnoæ volne.

6. Asimptotika E i H. Radial~naØ komponenta.

Radial~naØ qast~ E imeet vid (sm. (1.1))

E_r = (ru)^{′′} + k^2ru. (6.1)

12 V. M. BABIQ I DR.

Radial~naØ qast~ H imeet vid H_r = (rv)^{′′} + k^2rv. (6.2) Sdelaem v integrale (4.3) zamenu peremennyh – √ krt = s. My poluqim_{+∞} ∫ −∞ = 1 4√ kr f(α √ kr), (6.3) gde f(β) = +∞∫ −∞ e �is^2_2

(β − s + i0)^{− 12} ds. (6.4)

�to netrudno vyvesti iz formul (4.1)–(4.2), (5.1), (6.3)–(6.4): u = − √ 2 π e^{iπ4} ε 4 √ |ρ_g| cos ψ sin τ_0 1 k e^{ikr} (kr)^34 f(α √ kr)(− sin φ), (6.5)

v = − √ 2 π e^{iπ4} ε 4 √ |ρ_g| cos ψ sin τ_0 1 k e^{ikr} (kr)^34 f(α √ kr) cos φ. (6.6)

Zdes~ ε = 1 ili −i. Podstavim (6.5)–(6.6) v (6.1)–(6.2). V pervom priblißenii my poluqim:

E_r = √ 2 π e �iπ_4 ε 2 √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0 e^{ikr} (kr)^34 ( 1 4 f(β) + 1 2 βf^′(β))(− sin φ), (6.7)

H_r = √ 2 π e �iπ_4 ε 2 √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0 e^{ikr} (kr)^34 ( 1 4 f(β) − 1 2 βf^′(β)) cos φ, (6.8)

gde β = √ kr(τ − π). 7. Asimptotika E i H. Popereqnye sostavlØ¸wie: E⊥ i H⊥.

E_⊥ = √ 2 π e^{− πi4} ε 4 √ |ρ_g| cos ψ sin τ_0 e^{ikr}_4 √ kr f^′(β)( ⃗γ_1(− sin φ) + ⃗γ_2 cos φ), (7.1)

H_⊥ = √ 2 π e^{− πi4} ε 4 √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0 e^{ikr} 4√ kr f^′(β)( ⃗γ_1 cos φ + ⃗γ_2 sin φ), (7.2)

gde ⃗γ_1 – ediniqnyæ vektor, napravlennyæ vdol~ otraßœnnogo luqa na sfere v toqke τ_0 + τ_1 = π. Vektor ⃗γ_2 = ⃗γ_1 × e_r , e_r = r/r .

O RASSE˚NII 13

8. Vyraßenie f i f^′ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra.

Oqevidno, qto f(β) = +∞∫ −∞ e^{− is22} (β − s + i0)^{− 12} ds, (8.1)

(−2)f^′(β) = +∞∫ −∞ e �is^2_2

(β − s + i0)^{− 32} ds. (8.2)

�ti integraly ØvlØ¸tsØ special~nymi sluqaØmi p = −^1_2 i p = −^3_2 integrala

f_p(β) = +∞∫ −∞ e^{− is22} (β − s + i0)^p ds. (8.3) KlassiqeskaØ formula dlØ funkciæ paraboliqeskogo cilindra imeet vid (sm. [8])

D_p(z) = 1 π 2^{p+1}e^{−i πp4} e^{z24} +∞∫ −∞ (x + i0)^pe^{−2x2+2ixz} dx. (8.4) Ots¸da s pomow~¸ lineænyh zamen peremennyh netrudno poluqit~ ravenstvo f_p(β) = e^{− iβ24} e^{− πi4} e^{iπp4} √ πD_p(βe^{− iπ4} ). (8.5) Podstanovka fftih formul v vyraßeniØ dlØ E i H privodit k okonqatel~nym formulam dlØ fflektromagnitnogo volnovogo polØ v okrestnosti singulØrnogo napravleniØ.

9. Okonqatel~nye formuly dlØ E i H.

Posle nesloßnyh vykladok poluqaem E_r = A(− sin φ), H_r = A cos φ, (9.1) E_⊥ = B(−⃗γ_1 sin φ + ⃗γ_2 cos φ), (9.2) H_⊥ = B(⃗γ_1 cos φ + ⃗γ_2 sin φ), (9.3)

14 V. M. BABIQ I DR. A = C 1 (kr)^{34} ( βD_− 3_2 (βe^{− πi4} ) − e^{πi4} D_− 1_2 (βe^{− πi4} ) ) , (9.4)

B = C 1 4√ kr D_− 3_2 (βe^{− πi4} ), (9.5)

C = ε 4 e^{πi8} e^{−i β24} e^{ikr} √ |ρ_g | cos ψ sin τ_0

. (9.6)

Literatura

1. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction of waves by cone at high frequencies. LOMI Preprint, E-9-89, Leningrad, pp. 1-47 (1989).

2. V. P. Smyshlyaev, The high-frequency diffraction of electromagnetic waves by cones of arbitrary cross-section. — SIAM J. Appl. Math. 53 (1993), 670–688.

3. V. M. Babiq, D. B. Dement~ev, B. A. Samokix, V. P. SmyxlØev, O rasseØnii vysokoqastotnoæ volny verxinoæ proizvol~nogo konusa. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000), 7–21.

4. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. Nauka, M. (1966).

6. J. Cheeger and M. E. Taylor, On diffraction of waves by conical singularities 1, 2. — Comm. Pure Appl. Math. 35(3), 35(4) (1982), 275–331, 487–529.

7. V. M. Babich, V. P. Smyshlyaev, D. P. Dement’ev, B. S. Samokish, Numerical calculation of the diffraction coefficients for an arbitrary shaped perfectly conducting cone. IEEE Transaction on Antennas and Propagations.

8. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov,summ i proizvedeniæ. GTTL, M-L. (1951).

Babich V. M., Dement’ev D. B., Samokish B. A., Smyshlyaev V. P. Scattering of a highfrequency electromagnetic wave by the vertex of a perfectly conducting cone. (Singular directions.)

An analytic expression for electromagnetic wave field scattered by the vertex of a perfectly conducting cone in the singular directions is considered. The approach is a generalisation of the approach of the papers [1–3]. The spherical front of the wave, propagating from the vertex of the cone tangents the front of the wave, reflected by the cone surface in this “singular” directions. The wave field is expressed in the terms of the parabolic cylinder functions.

Postupilo 25 sentØbrØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN Sankt-Peterbupgskiæ gosudarstvennyæ universitet