Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

S. A. Harqenko, A. ı. Eremin

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY NA POSLEDOVATEL^NOSTI PODPROSTRANSTV. I: OSNOVNYE ALGORITMY I TEORI˚ V OBWEM NESIMMETRIQNOM NEZNAKOOPREDELENNOM SLUQAE

1. Vvedenie

V kontekste razrabotki ffffektivnyh iteracionnyh metodov problemy postroeniØ kaqestvennyh pereobuslavlivateleæ tesno svØzana s zadaqeæ postroeniØ dostatoqno toqnyh matriqnyh approksimaciæ. Kak pravilo, postroenie konkretnogo pereobuslavlivatelØ moßet byt~ interpretirovano v terminah postroeniØ matriqnoæ approksimacii v smysle nekotorogo kriteriØ. Naprimer, moßno pytat~sØ stroit~ kaqestvennye pereobuslavlivateli ishodØ iz minimizacii qisla obuslovlennosti, normy ukloneniØ ot ediniqnoæ matricy, qisla sobstvennyh znaqeniæ vne nekotoroæ oblasti i t.p.

Za iskl¸qeniem redkih sluqaev (kogda Øvno uqityvaetsØ proishoßdenie matricy kofffficientov, kak, naprimer, v mnogosetoqnyh metodah, ili kogda matrica kofffficientov imeet special~nyæ vid) poluqit~ konstruktivnye ocenki poluqaemoæ toqnosti matriqnoæ approksimacii ne udaetsØ, a znaqit ne udaetsØ real~no ocenit~ rezul~tiru¸wee kaqestvo pereobuslavlivaniØ. V sluqae ploho obuslovlennyh lineænyh sistem ffto kak pravilo privodit k tomu, qto libo stroitsØ otnositel~no “dexevyæ” pereobuslavlivatel~, privodØwiæ k nizkoæ skorosti shodimosti, libo stroitsØ qrezmerno “dorogoæ” pereobuslavlivatel~, obespeqiva¸wiæ izbytoqno vysoku¸ skorost~ shodimosti. V oboih sluqaØh ne udaetsØ optimal~nym obrazom sbalansirovat~ zatraty na postroenie pereobuslavlivatelØ i na vypolnenie pereobuslovlennyh iteraciæ.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke NWO, Niderlandy (grant 047-008-007). 192

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 193 V nastoØwee vremØ postroenie v obwem sluqae algebraiqeskoæ tehniki, pozvolØ¸weæ stroit~ pereobuslavlivateli garantirovannogo zadannogo kaqestva, predstavlØetsØ slixkom sloßnoæ problemoæ. Pofftomu v dannoæ rabote my rassmatrivaem zadaqu garantirovannogo uluqxeniØ kaqestva pereobuslovlennoæ matricy, inymi slovami, zadaqu postroeniØ bolee toqnoæ matriqnoæ approksimacii uße pereobuslovlennoæ matricy. RassmatrivaemaØ zadaqa moßet byt~ inaqe sformulirovana sledu- ¸wim obrazom. Pust~ A – pereobuslovlennaØ matrica, t.e., my predpolagaem, qto fflementy A nedostupny i my moßem tol~ko vyqislit~ rezul~tat umnoßeniØ matricy A na vektor. Bolee togo, my predpolagaem, qto pereobuslovlennaØ matrica A tol~ko neznaqitel~no otliqaetsØ ot ediniqnoæ matricy, za iskl¸qeniem podprostranstva razmernosti k ≪ N , N — razmernost~ A. DlØ povtornogo pereobuslavlivaniØ pereobuslovlennoæ matricy A nam trebuetsØ postroit~ matricu K, oblada¸wu¸ sledu- ¸wimi svoæstvami:

(A) deæstvie povtornogo pereobuslavlivatelØ K otliqaetsØ ot

deæstviØ ediniqnoæ matricy tol~ko na podprostranstve maloæ razmernosti, t.e., my ne hotim sil~no isportit~ kaqestvo perviqnogo pereobuslavlivaniØ;

(B) K korrektiruet deæstvie A na podprostranstve maloæ raz-

mernosti, a takße pozvolØet kontrolirovat~ v nekotorom smysle svoæstva otkorrektirovannoæ matricy na ostal~- noæ qasti prostranstva. My ne moßem dopustit~ korrekcii svoæstv A na nekotoroæ qasti prostranstva za sqet nekontroliruemogo izmeneniØ svoæstv AK na ostal~noæ qasti prostranstva, esli my hotim dobit~sØ garantirovannoæ toqnosti matriqnoæ approksimacii.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ postroenie v obwem nesimmetriqnom neznakoopredelennom sluqae algebraiqeskoæ tehniki, kotoraØ pozvolØet kak raz konstruirovat~ podobnye matriqnye korrektory K i konstruktivno ocenivat~ spektral~- nye/singulØrnye svoæstva AK i tem samym predskazyvat~ rezul~tiru¸wie svoæstva shodimosti sootvetstvu¸wih iteracionnyh metodov. Pri fftom nam neobhodimo postroit~ konstruktivnu¸ teori¸ shodimosti predloßennyh algoritmov, kotoraØ moßet ffffektivno ispol~zovat~sØ dlØ optimizacii svoæstv rezul~tiru¸wih algoritmov.

194 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V razdele 2 my vvodim v rassmotrenie osnovnoe ponØtie harakteristiki podprostranstva i ego obraza otnositel~no nekotoroæ fiksirovannoæ matricy A. V razdele 3 my vvodim ponØtie operatora korrekcii matricy A na podprostranstve Span (Y ) vida

K = (I_N − Y Y^T )(I_N − W W^T ) + Y R^{−1}W, (1.1)

gde AY = W R, Y^T Y = I_k,

W^T W = I_k.

(1.2)

My pokazyvaem, qto K deæstvitel~no udovletvorØet trebovani- Øm (A) i (B) i korrektiruet deæstvie A odnovremenno na podprostranstve Span (Y ) i na ego obraze otnositel~no A – podprostranstve Span (W ). My otdel~no rassmatrivaem korrektiru¸- wie svoæstva K dlØ sluqaØ matricy A, znakoopredelennoæ na podprostranstve, ortogonal~nom k Span (W ), i dlØ sluqaØ nevyroßdennoæ matricy A obwego vida. Inymi slovami, my poluqaem ocenki veliqiny ||I_N − AK|| i drugih svoæstv AK v terminah ocenivaemyh harakteristik podprostranstva Span (Y ) otnositel~no matricy A, vvedennyh v rassmotrenie v razdele 2.

Pri postroenii K dlØ obespeqeniØ nevyroßdennosti operatora korrekcii inogda neobhodimo ispol~zovat~ tak nazyvaemu¸ tehniku raswepleniØ podprostranstv. �to oznaqaet, qto sootnoxeniØ (1.2) predvaritel~no preobrazu¸tsØ k sootnoxeniØm tipa (1.2), no uße s men~xim koliqestvom stolbcov v matricah Y i W , priqem stolbcy fftih matric ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi stolbcov sootvetstvu¸wih ishodnyh matric. V fftom sluqae polnyæ operator korrekcii stroitsØ posledovatel~no po qastØm, kaßdaØ mul~tiplikativnaØ qast~ kotorogo est~ matrica vida (1.1). DlØ obosnovaniØ tehniki raswepleniØ podprostranstv v konce razdela 3 privodØtsØ ocenki korrektiru¸wih svoæstv postroennoæ takim obrazom qasti operatora korrekcii. A imenno, oceniva¸tsØ harakteristiki nekotorogo podprostranstva, vyqislØemogo qerez neispol~zovannoe v operatore korrekcii podprostranstvo, po otnoxeni¸ k otkorrektirovannoæ matrice AK.

Oqevidno, estestvennym sposobom poroßdeniØ podprostranstva Span (Y ), na osnove kotorogo stroØtsØ sootnoxeniØ (1.2),

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 195 ØvlØetsØ vypolnenie nekotorogo qisla iteraciæ tipa Arnol~di s matriceæ A. Odnako prØmoe primenenie korrektora K v sluqae, kogda znaqenie k veliko, predstavlØetsØ nerazumnym. DlØ fftogo v razdele 4 my rassmatrivaem tak nazyvaemye (ε, α) approksimacii K^{(εα)} operatora korrekcii K, kotorye sovmestno s tehnikoæ raswepleniØ podprostranstv pozvolØ¸t znaqitel~no sokratit~ pamØt~ na hranenie Y i W i odnovremenno sokratit~ arifmetiqeckie zatraty pri postroenii K^{(εα)} i pri umnoßenii K^{(εα)} na vektor. My takße privodim ocenki vozmoßnogo uhudxeniØ korrektiru¸wih svoæstv K^{(εα)} v zavisimosti ot parametrov ε i α. Razdel 5 soderßit nekotorye poleznye zameqaniØ o postroenii iteracionnyh algoritmov na osnove predloßennoæ teorii.

2. Harakteristiki matricy i harakteristiki podprostranstva

Pust~ A ∈ R^{N×N} – nekotoraØ fiksirovannaØ nevyroßdennaØ matrica. Pust~ M_k ⊂ R^N – podprostranstvo prostranstva R^N razmernosti k. Pri k = 0 budem predpolagat~, qto podprostranstvo M_k pusto, t.e. M_0 = ∅.

Opredelenie 2.1. Funkci¸ fA : Mk → R, 0 ≤ k < N , budem nazy-

vat~ harakteristikoæ podprostranstva M_k ⊂ R^N otnositel~no matricy A (v sluqae k = 0 f_A budem nazyvat~ harakteristikoæ matricy A), esli ona prinimaet neotricatel~nye koneqnye znaqeniØ dlØ l¸bogo podprostranstva M_k, ne sovpada¸wego s R^N.

Pri k > 0 podprostranstvo M_k ⊂ R^N budem zadavat~, fiksiruØ nekotoryæ ego bazis, a imenno: pust~ Y_k = [y_1, . . . , y_k], k > 0, – matrica, sostavlennaØ iz k lineæno nezavisimyh vektorov, to- gda M_k = Span (Y_k). (2.1) V sluqae k = 0 budem takße predpolagat~, qto ravenstvo (2.1) imeet mesto, sqitaØ, qto v matrice Y_k net ni odnogo stolbca.

Znaqenie harakteristiki f_A na podprostranstve M_k budem oboznaqat~ f_A(Y_k), imeØ v vidu, qto meßdu M_k i Y_k imeet mesto sootnoxenie (2.1).

Zameqanie 2.1 V opredelenii 2.1 predpolagaetsØ, qto znaqenie

harakteristiki f_A(Y_k) ne zavisit pri k > 0 ot vybora bazisa v podprostranstve M_k = Span (Y_k), naprimer, moßno vybrat~

196 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN ortonormirovannyæ bazis. Pofftomu v dal~neæxem bez ograniqeniØ obwnosti pri k > 0 my budem predpolagat~, qto stolbcy matricy Y_k ortonormirovany.

Primer 2.1. FunkciØ

f_A(Y_k) = dim (Span (Y_k)) ØvlØetsØ, oqevidno, harakteristikoæ podprostranstva v smysle OpredeleniØ 2.1 i prinimaet znaqeniØ 0, 1, . . ., N − 1. �tot primer, odnako, ne ØvlØetsØ soderßatel~nym, poskol~ku v dannom sluqae znaqenie harakteristiki dlØ konkretnogo podprostranstva ne zavisit ot matricy A.

Vvedem nekotorye oboznaqeniØ, kotorye budut ispol~zovat~- sØ v dal~neæxem. Pust~

A_+ = A + A^T 2 i A_− = A − A^T 2 (2.2)

oboznaqa¸t sootvetstvenno simmetriqnu¸ i antisimmetriqnu¸ qasti matricy A. Oboznaqim qerez Y^⊥_k dopolnenie k Y_k do ortonormirovannogo bazisa v R^N (pri k = 0 stolbcy matricy Y^⊥_0 obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v R^N). Zametim, qto v silu usloviØ k < N imeet mesto neravenstvo dim (Span (Y^⊥_k )) > 0. (2.3) Rassmotrim matricu A[Y_k, Y^⊥_k ] i ee QR razloßenie:

A[Y_k, Y^⊥_k ] = [W_k, W^⊥_k ] [ R_k R^{(12)}_k 0 R^{(22)}_k ] , (2.4)

gde [W_k, W^⊥_k ] – ortogonal~naØ matrica, W_k ∈ R^{N×k} – matrica s ortonormirovannymi stolbcami, matricy R_k ∈ R^{k×k} i R^{(22)}_k ∈

R^{(N−k)×(N−k)} – verhnie treugol~nye matricy.

Matricy [Y_k, Y^⊥_k ] i [W_k, W^⊥_k ] po postroeni¸ ortogonal~nye, pofftomu iz (2.4) takße sleduet ravenstvo

A^T [W_k, W^⊥_k ] = [Y_k, Y^⊥_k ] [ R^T_k 0 (R^{(12)}_k )^T (R^{(22)}_k )^T ] , (2.5)

priqem dlØ matricy W^⊥_k , po analogii s (2.3), imeetsØ sootnoxenie dim (Span (W^⊥_k )) > 0. (2.6)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 197 Iz sootnoxeniæ (2.4) i (2.5) sleduet para dvoæstvennyh sootnoxeniæ

AY_k = W_kR_k, (2.7)

A^T W^⊥_k = Y^⊥_k (R^{(22)}_k )^T . (2.8)

Opredelenie 2.2. Podprostranstvo Span (Wk) (sootvetstvenno

Span (Y^⊥_k )) budem nazyvat~ obrazom podprostranstva Span (Y_k) (Span (W^⊥_k )) otnositel~no matricy A (A^T ). Podprostranstvo Span (Y_k) (Span (W^⊥_k )) budem nazyvat~ proobrazom podprostranstva Span (W_k) (Span (Y^⊥_k )) otnositel~no matricy A (A^T ).

Pokaßem, qto opredelenie 2.2 korrektno, a imenno, dokaßem, qto obraz ne zavisit ot vybora bazisa v proobraze. Dokaßem ffto dlØ sootnoxeniØ (2.7); dlØ sootnoxeniØ (2.8) dokazatel~stvo analogiqno.

Utverßdenie 2.1. DlØ nevyroßdennoæ matricy A pri k >

0 podprostranstvo Span (W_k) opredeleno iz sootnoxeniØ (2.7) odnoznaqno i ne zavisit ot vybora bazisa v podprostranstve Span (Y_k).

Dokazatel~stvo. DlØ nevyroßdennoæ matricy A matrica Rk iz

sootnoxeniØ (2.7) nevyroßdena (sm. [1]). Pust~ w ∈ Span (W_k), t.e., w = W_kz dlØ nekotorogo z ∈ R^k. Pokaßem, qto dlØ l¸bogo bazisa v podprostranstve Span (Y_k) vektor w leßit v lineænoæ oboloqke obraza podprostranstva Span (Y_k). Deæstvitel~no, pust~ U ∈ R^{k×k} – nekotoraØ ortogonal~naØ matrica i pust~ stolbcy matricy Y^′_k = Y_kU obrazu¸t novyæ bazis podprostranstva. Ime¸t mesto sootnoxeniØ

w = W_kz = AY_kR^{−1}_k z = AY_kU U^T R^{−1}_k z = AY^′_kz^′,

gde z^′ = U^T R^{−1}_k z. �

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (2.3)–(2.8), vvedem nekotorye veliqiny, kotorye rassmatriva¸tsØ kak funkcii podprostranstva, ortogonal~nogo k Span (Y_k) ili ego obrazu Span (W_k), po otnoxe-

198 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN ni¸ k matrice A ili A_−, a imenno, oboznaqim

λ^+_A(Y_k) = min

w⊥Span (W_k) ||w||≠0 |(Aw, w)| ‖w‖^2 , (2.9)

Λ^+_A(Y_k) = max

w⊥Span (W_k) ||w||≠0 |(Aw, w)| ‖w‖^2 , (2.10)

σ_A(Y_k) = max

y⊥Span (Y_k) ||y||≠0 ‖Ay‖ ‖y‖ , (2.11)

μ_A(Y_k) = λ^+_A(Y_k) σ_A(Y_k)

, (2.12)

σ^−_A (Y_k) = ||(W^⊥_k )^T A_−W^⊥_k ||, (2.13)

φ_A(Y_k) = √ (σ_A(Y_k))^2 − (λ^+_A(Y_k))^2, k = 0, ||R^{(12)}_k ||, k > 0. (2.14)

PoØsnim preßde vsego ispol~zovannye v opredeleniØh (2.9)– (2.14) oboznaqeniØ. DlØ fftogo posmotrim, kakim harakteristikam matricy pri k = 0 sootvetstvu¸t vvedennye vyxe funkcii.

UqityvaØ toßdestvo (Aw, w) = (A_+w, w), ime¸wee mesto dlØ l¸bogo w ∈ R^N, legko pokazat~, qto pri k = 0 veliqina λ^+_A ravna libo 0, libo modul¸ naimen~xego po absol¸tnoæ veliqine sobstvennogo znaqeniØ matricy A_+, Λ^+_A ravna modul¸ naibol~xego po absol¸tnoæ veliqine sobstvennogo znaqeniØ matricy A_+, σ_A ravna starxemu singulØrnomu znaqeni¸ matricy A, σ^−_A ravna starxemu singulØrnomu znaqeni¸ matricy A_−; dlØ simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy A veliqina μ_A ravna obratnomu qislu obuslovlennosti matricy A.

Moßno vvesti v rassmotrenie i mnogie drugie veliqiny, harakterizu¸wie podprostranstvo Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A. Odnako v dannoæ rabote my soznatel~no ograniqivaemsØ tol~ko temi veliqinami, kotorye potrebu¸tsØ nam v posledu¸wem izloßenii.

Opredelenie 2.2. Veliqiny (2.9)–(2.14) ØvlØ¸tsØ harakteri-

stikami podprostranstva Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A v smysle OpredeleniØ 2.1.

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 199

Dokazatel~stvo. V silu usloviæ (2.3) i (2.6) mnoßestva nenu-

levyh vektorov, ortogonal~nyh k Span (Y_k) i Span (W_k) sootvet-

stvenno, nepusty. Dalee, funkcii |(Aw, w)| ‖w‖^2 i ‖Ay‖ ‖y‖ odnorodny,

funkcii |(Aw, w)| i ‖Ay‖ nepreryvny i neotricatel~ny, sledovatel~no veliqiny λ^+_A(Y_k), Λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) dostiga¸tsØ na sootvetstvu¸wih vektorah, a potomu ffti veliqiny opredeleny, neotricatel~ny i koneqny dlØ l¸bogo podprostranstva Span (Y_k), ne sovpada¸wego s R^N. Znaqenie funkciæ λ^+_A(Y_k), Λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) ne zavisit ot vybora bazisa podprostranstva Span (Y_k), poskol~ku v silu UtverßdeniØ 2.1 podprostranstvo Span (W_k) iz sootnoxeniØ (2.7) opredeleno odnoznaqno i ne zavisit ot vybora bazisa v Span (Y_k), a takße poskol~ku uslovie ortogonal~nosti vektora k podprostranstvu ne zavisit ot vybora bazisa v fftom podprostranstve. Dalee, σ_A(Y_k) ≠ 0, poskol~ku v protivnom sluqae naxelsØ by vektor y, y ≠ 0, takoæ, qto Ay = 0, no ffto protivoreqit uslovi¸ nevyroßdennosti matricy A. Tem samym dokazano, qto funkciØ μ_A(Y_k) takße opredelena, neotricatel~na, koneqna i ee znaqenie ne zavisit ot vybora bazisa v podprostranstve Span (Y_k).

FunkciØ σ^−_A (Y_k) opredelena, koneqna i neotricatel~na. Ee znaqenie ne zavisit ot vybora bazisa v Span (Y_k), poskol~ku podprostranstva Span (W_k) i Span (W^⊥_k ) opredeleny odnoznaqno, a znaqenie normy ne zavisit ot vybora ortogonal~nogo mnoßite- lØ. Rassmotrim funkci¸ φ_A(Y_k). Pri k = 0 v silu neravenstva

λ^+_A = min_{||w||≠0} |(Aw, w)| ‖w‖^2 ≤ ‖A‖ = σ_A poluqaem, qto veliqina φ_A(Y_k) opredelena, neotricatel~na i koneqna. Pri k > 0 ona takße, oqevidno, opredelena, neotricatel~na i koneqna. Pokaßem, qto znaqenie φ_A(Y_k) pri k > 0 ne zavisit ot vybora bazisa v podprostranstve Span (Y_k). Deæstvitel~no, pust~ Y^′_k = Y_kU_k, Y^{′⊥}_k = Y^⊥_k V_{N−k}, gde U_k ∈ R^{k×k}, V_{N−k} ∈ R^{(N−k)×(N−k)} i matricy U_k i V_{N−k} ortogonal~ny. DlØ matric R̃_k = R_kU_k i R̃^{(22)}_k = R^{(22)}_k V_{N−k} postroim ih QR razloßenie v vide R̃_k = Q_kR^′_k,

R̃^{(22)}_k = Q^{(22)}_{N−k}R^{(22)}_k^′,

200 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN gde Q_k i Q^{(22)}_{N−k} – ortogonal~nye matricy, a matricy R^′_k i R^{(22)}_k^′ – verhnie treugol~nye. Togda

A[Y^′_k, Y^{′⊥}_k ] = [W_k, W^⊥_k ] [ R_k R^{(12)}_k 0 R^{(22)}_k ] [ U_k 0 0 V_{N−k} ] = = [W_kQ_k, W^⊥_k Q^{(22)}_{N−k}] [ R^′_k Q^T_k R^{(12)}_k V_{N−k} 0 R^{(22)}_k^′ ]

ØvlØetsØ QR razloßeniem matricy A[Y^′_k, Y^{′⊥}_k ]. Teper~

φ_A(Y^′_k) = ‖R^{(12)}_k^′‖ = ‖Q^T_k R^{(12)}_k V_{N−k}‖ = ‖R^{(12)}_k ‖ = φ_A(Y_k). � Opredelenie 2.3. Harakteristiku podprostranstva fA budem

nazyvat~ neubyva¸weæ (nevozrasta¸weæ), esli dlØ l¸byh dvuh podprostranstv Span (Y^′_k) i Span (Y^{′′}_l ) takih, qto Span (Y^′_k) ⊂ Span (Y^{′′}_l ), imeet mesto neravenstvo f_A(Y^′_k) ≤ f_A(Y^{′′}_l ) (f_A(Y^′_k ) ≥ f_A(Y^{′′}_l )).

Utverßdenie 2.3. Funkcii λ^+_A(Yk) i μA(Yk) ØvlØ¸tsØ neuby-

va¸wimi harakteristikami podprostranstva. Funkcii Λ^+_A(Y_k), σ_A(Y_k) i σ^−_A (Y_k) ØvlØ¸tsØ nevozrasta¸wimi harakteristikami podprostranstva.

Dokazatel~stvo. Iz vkl¸qeniØ Span (Y^′_k) ⊂ Span (Y^{′′}_l ) sledu-

et vkl¸qenie Span ((Y^′_k)^⊥) ⊃ Span ((Y^{′′}_l )^⊥). Dalee, iz vkl¸qeniØ Span (Y^′_k) ⊂ Span (Y^{′′}_l ) sleduet vkl¸qenie Span (W^′_k) ⊂ Span (W^{′′}_l ) dlØ obrazov podprostranstv otnositel~no matricy A. No togda Span ((W^′_k)^⊥) ⊃ Span ((W^{′′}_l )^⊥), pofftomu

(W^{′′}_l )^⊥ = (W^′_k)^⊥U

dlØ nekotoroæ matricy U s ortonormirovannymi stolbcami. Pofftomu

σ^−_A (Y^{′′}_l ) = ||((W^{′′}_l )^⊥)^T A_−((W^{′′}_l )^⊥)^T || =

= ||U^T ((W^′_k)^⊥)^T A_−(W^′_k)^⊥U || ≤

≤ ||((W^′_k)^⊥)^T A_−(W^′_k)^⊥|| = σ^−_A (Y^′_k).

Monotonnost~ harakteristik λ^+_A(Y_k), Λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) sleduet iz ih opredeleniæ i iz opredeleniæ min i max po zadannomu

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 201 nepustomu mnoßestvu. Iz svoæstv monotonnosti harakteristik λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) teper~ sleduet, qto harakteristika μ_A(Y_k) ØvlØetsØ neubyva¸weæ harakteristikoæ podprostranstva. �

Kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, harakteristika podprostranstva ne obØzatel~no obladaet svoæstvom monotonnosti.

Primer 2.2. Pokaßem, qto pri k ≠ 0 harakteristika φA(Yk) ne

ØvlØetsØ monotonnoæ. Pust~ N = 4,

A = 1 2 0 0

1 1 0 1 3 O 1 , Y1 = 1 0 0 0 ,

Y_2 = 1 0 0 1 0 0 0 0 , Y3 = 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 .

Togda, kak legko proverit~, ime¸t mesto ravenstva

φ_A(Y_1) = 2, φ_A(Y_2) = 1, φ_A(Y_3) = 3.

V to ße vremØ ime¸t mesto vkl¸qeniØ

Span (Y_1) ⊂ Span (Y_2) ⊂ Span (Y_3).

NesmotrØ na to, qto harakteristika φ_A(Y_k) ne ØvlØetsØ monotonnoæ, ee znaqenie na konkretnom podprostranstve moßno ocenit~, ispol~zuØ nevozrasta¸wu¸ harakteristiku podprostranstva. Toqnee, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 2.4. Ime¸t mesto neravenstva

0 ≤ φ_A(Y_k) ≤ √ (σ_A(Y_k))^2 − (λ^+_A(Y_k))^2 ≡ φ̄_A(Y_k), (2.15)

gde φ̄_A(Y_k) – nevozrasta¸waØ harakteristika podprostranstva.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ σA(Yk) i ravenstva (2.4) sle-

duet sootnoxenie

σ_A(Y_k) = ‖ ‖ [ R^{(12)}_k R^{(22)}_k ]‖ ‖ . (2.16)

202 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN S drugoæ storony, v silu toßdestva (2.8) dlØ λ^+_A(Y_k) imeet mesto ocenka

λ^+_A(Y_k) = min

w⊥Span (W_k ) ||w||≠0 |(Aw, w)| ||w||^2 =

= min_{||z||≠0} |(AW^⊥_k z, W^⊥_k z)| ||W^⊥_k z||^2 = = min_{||z||≠0} |(W^⊥_k z, A^T W^⊥_k z)| ||z||^2 = = min_{||z||≠0} |(W^⊥_k z, Y^⊥_k (R^{(22)}_k )^T z)| ||z||^2 ≤ ||R^{(22)}_k ||.

(2.17)

Ob¨edinØØ (2.16) i (2.17), poluqaem neravenstvo

λ^+_A(Y_k) ≤ σ_A(Y_k) (2.18)

pofftomu funkciØ φ̄_A(Y_k) opredelena, neotricatel~na, koneqna i ne zavisit ot vybora bazisa v podprostranstve Span (Y_k), t.e., φ̄_A(Y_k) ØvlØetsØ harakteristikoæ podprostranstva. Svoæstva monotonnosti harakteristiki φ̄_A(Y_k) oqevidny. Pokaßem, qto imeet mesto neravenstvo

φ_A(Y_k) ≤ φ̄_A(Y_k). (2.19)

Pri k = 0 ffto neravenstvo perehodit v ravenstvo v silu opredeleniØ (2.14) funkcii φ_A(Y_k). Rassmotrim sluqaæ k > 0. V silu (2.17) imeet mesto neravenstvo

λ^+_A(Y_k) = min_{||z||≠0}

|(W^⊥_k z, Y^⊥_k (R^{(22)}_k )^T z)| ||z||^2 ≤ ≤ min_{||z||≠0} ||(R^{(22)}_k )^T z|| ||z|| = σ_{min}(R^{(22)}_k ),

t.e., λ^+_A(Y_k) ≤ σ_{min}(R^{(22)}_k ). (2.20)

Pust~ teper~ z ∈ R^{N−k} – proizvol~nyæ vektor takoæ, qto ||z|| ≠ 0.

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 203 Ime¸t mesto sootnoxeniØ:

(σ_A(Y_k))^2 ≥ ‖ ‖ [ R^{(12)}_k R^{(22)}_k ] z ‖ ‖ 2

||z||^2 = ||R^{(12)}_k z||^2 + ||R^{(22)}_k z||^2 ||z||^2 ≥ ≥ ||R^{(12)}_k z||^2 ||z||^2 + σ^2_{min}(R^{(22)}_k ) ≥ ||R^{(12)}_k z||^2 ||z||^2 + (λ^+_A(Y_k))^2,

t.e. ||R^{(12)}_k z|| ||z|| ≤ √ (σ_A(Y_k))^2 − (λ^+_A(Y_k))^2 = φ̄_A(Y_k). (2.21)

Poskol~ku v neravenstve (2.21) vektor z, ||z|| ≠ 0, proizvolen, poluqaem

φ_A(Y_k) = ||R^{(12)}_k || = max_{||z||≠0} ||R^{(12)}_k z|| ||z|| ≤ φ̄_A(Y_k). � 3. Operator korrekcii matricy na podprostranstve i ego svoæstva

Izloßenie razdela postroeno sledu¸wim obrazom. V punkte 3.1 vvoditsØ opredelenie operatora korrekcii matricy na podprostranstve i rassmatriva¸tsØ osnovnye formuly i oboznaqeniØ, svØzannye s fftim opredeleniem. V punkte 3.2 v terminah vvedennyh oboznaqeniæ privodØtsØ nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ. V punkte 3.3 opisyva¸tsØ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ, pri vypolnenii kotoryh operator korrekcii ØvlØetsØ nevyroßdennoæ matriceæ. V punkte 3.4 rassmatriva¸tsØ korrektiru¸wie svoæstva operatora korrekcii v qastnom sluqae μ_A(Y_k) > 0. V punkte 3.5 opisyvaetsØ sposob postroeniØ nevyroßdennogo operatora korrekcii v obwem sluqae s ispol~zovaniem tehniki raswepleniØ podprostranstv i rassmatriva¸tsØ ego korrektiru¸wie svoæstva.

3.1. Opredelenie operatora korrekcii.

Predpoloßim, qto dlØ nevyroßdennoæ vozmoßno neznakoopredelennoæ matricy A ∈ R^{N×N} izvestna matrica s ortonormirovannymi stolbcami Y_k ∈ R^{N×k}, 0 < k < N , i matricy W_k ∈

204 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

RN × k i Rk ∈ R^{k×k} takie, qto ime¸t mesto sootnoxeniØ AY_k = W_kR_k, Y^T_k Y_k = I_k, W^T_k W_k = I_k.

(3.1)

Opredelenie 3.1. Esli vypolneny sootnoxeniØ (3.1), to pri

d ≠ 0 kvadratnu¸ N × N matricu

K_d = (I_N − Y_kY^T_k )(I_N − W_kW^T_k ) + dY_kR^{−1}_k W^T_k (3.2)

budem nazyvat~ operatorom korrekcii matricy A na podprostranstve Span (Y_k).

Zameqanie 3.1. Takoe nazvanie operatora Kd pri d ≠ 0 ob¨ØsnØ-

etsØ tem, qto, kak budet pokazano niße, operator K_d pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh nevyroßden, i pri fftom korrektiruet deæstvie matricy A na podprostranstve Span (Y_k) i ego obraze, a na podprostranstvah, ortogonal~nyh Span (Y_k) i ego obrazu, korrektiru¸wie svoæstva operatora K_d moßno ocenit~, esli izvestny ocenki harakteristik (2.9)–(2.14) podprostranstva Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A.

Zameqanie 3.2. Opredelenie operatora korrekcii takße moßno

zapisat~ v sledu¸wem vide, ffkvivalentnom (3.2):

K_d = I_N + [Y_k, W_k] [ −I_k dR^{−1}_k + Y^T_k W_k 0 −I_k ] [Y_k, W_k]^T , (3.3)

Pust~ Y^⊥_k i W^⊥_k – dopolneniØ k Y_k i W_k sootvetstvenno do ortonormirovannogo bazisa v R^N. Iz ortogonal~nosti matric [Y_k, Y^⊥_k ] i [W_k, W^⊥_k ] sledu¸t toßdestva

I_N − Y_kY^T_k = Y^⊥_k (Y^⊥_k )^T i I_N − W_kW^T_k = W^⊥_k (W^⊥_k )^T , pofftomu operator korrekcii moßno takße zapisat~ v vide K_d = Y^⊥_k (Y^⊥_k )^T W^⊥_k (W^⊥_k )^T + dY_kR^{−1}_k W^T_k . (3.4) Ravenstvo (3.4) moßno teper~ perepisat~ v vide

K_d = [Y_k, Y^⊥_k ] [ dR^{−1}_k 0

0 (Y^⊥_k )^T W^⊥_k ] [W_k, W^⊥_k ]^T . (3.5)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 205 Ispol~zuØ ravenstva (3.1), (2.4) i (3.5), legko poluqit~ sledu¸wee vyraßenie dlØ otkorrektirovannoæ matricy AK_d:

AK_d = dW_kW^T_k + W^⊥_k T (W^⊥_k )^T + W_kS(W^⊥_k )^T , (3.6)

gde ispol~zovany oboznaqeniØ

T = R^{(22)}_k (Y^⊥_k )^T W^⊥_k , (3.7)

S = R^{(12)}_k (Y^⊥_k )^T W^⊥_k . (3.8)

3.2. Vspomogatel~nye utverßdeniØ.

Oboznaqim qerez

T_+ = T + T^T 2 , T_− = T − T^T 2 (3.9)

sootvetstvenno simmetriqnu¸ i antisimmetriqnu¸ qasti kvadratnoæ matricy T . Togda iz ravenstva (2.8) poluqim

T^T = (W^⊥_k )^T A^T W^⊥_k , (3.10)

pofftomu { T_+ = (W^⊥_k )^T A_+W^⊥_k , T_− = (W^⊥_k )^T A_−W^⊥_k .

(3.11)

Utverßdenie 3.1. Ime¸t mesto ravenstva { W^T_k AK_dW_k = dI_k, (W^⊥_k )^T AK_dW^⊥_k = (W^⊥_k )^T AW^⊥_k .

(3.12)

Dokazatel~stvo. Pervoe iz ravenstv (3.12) legko sleduet iz

(3.6), vtoroe – iz ravenstv (3.6) i (3.10). �

Zameqanie 3.3. Ravenstva (3.12) uße da¸t nekotoroe predsta-

vlenie o korrektiru¸wih svoæstvah operatora korrekcii. A imenno, na podprostranstve Span (W_k) matrica AK_d ØvlØetsØ skalØrnoæ matriceæ, a na podprostranstve Span (W^⊥_k ) matrica AK_d sovpadaet s matriceæ A. Odnako utverßdenie 3.1 ne opisyvaet global~nyh svoæstv operatora korrekcii.

206 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

Teorema 3.1. [(o C − S razloßenii), [3]]. Esli matrica Q = [ Q_{11} Q_{12} Q_{21} Q_{22} ]

ortogonal~na, Q ∈ R^{N×N}, Q_{11} ∈ R^{k×k}, Q_{22} ∈ R^{(N−k)×(N−k)}, priqem k ≤ N − k, to suwestvu¸t ortogonal~nye matricy U_1, V_1 ∈ R^{k×k} i ortogonal~nye matricy U_2, V_2 ∈ R^{(N−k)×(N−k)} takie, qto [ U_1 0 0 U_2 ]_T [ Q_{11} Q_{12} Q_{21} Q_{22} ] [ V_1 0 0 V_2 ] = C S 0 −S C 0 0 0 I_{N−2k} ,

gde C = diag (c_1, . . ., c_k) ∈ R^{k×k}, c_i = cos (Θ_i),

S = diag (s_1, . . . , s_k) ∈ R^{k×k}, s_i = sin (Θ_i) i 0 ≤ Θ_1 ≤ · · · ≤ Θ_k ≤ π 2 . Sledstvie 3.1. Esli matricy [Yk, Y^⊥_k ] i [Wk, W^⊥_k ] ortogonal~ny

i 0 < k < N , to imeet mesto ravenstvo

σ_{min}(Y^T_k W_k) = σ_{min}((Y^⊥_k )^T W^⊥_k ). (3.13)

Dokazatel~stvo. Q = [Yk, Y^⊥_k ]^T [Wk, W^⊥_k ] ØvlØetsØ po postroeni¸

ortogonal~noæ matriceæ, priqem Q = [ Y^T_k W_k Y^T_k W^⊥_k (Y^⊥_k )^T W_k (Y^⊥_k )^T W^⊥_k ] . Esli k ≤ N − k, to primeniv k neæ utverßdenie teoremy 3.1, poluqaem (3.13). Esli k ≥ N − k, to poloßiv k^′ = N − k, Y^′_k = Y^⊥_k , (Y^′_k)^⊥ = Y_k, W^′_k = W^⊥_k , (W^′_k)^⊥ = W_k i primeniv teoremu 3.1 k matrice Q^′ = [Y^′_k, (Y^′_k)^⊥]^T [ W^′_k, (W^′_k)^⊥ ] snova poluqim (3.13). �

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 207 V dal~neæxem izloßenii dlØ kratkosti budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ

λ^+ = λ^+_A(Y_k), Λ^+ = Λ^+_A(Y_k), σ = σ_A(Y_k), μ = μ^+_A(Y_k), (3.14) σ^− = σ^−_A (Y_k), φ = φ_A(Y_k).

Utverßdenie 3.2. Ime¸t mesto neravenstva

0 ≤ λ^+ ≤ |(T_+z, z)| ||z||^2 ≤ Λ^+, ∀z ∈ R^{N−k}, ||z|| ≠ 0, (3.15)

||T_−|| = σ^−, (3.16) ||S|| ≤ φ, (3.17) σ_{min}(Y^T_k W_k) ≥ μ. (3.18)

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (3.16) sleduet iz sootnoxeniØ

T_− = (W^⊥_k )^T A_−W^⊥_k .

Neravenstvo (3.17) legko sleduet iz opredeleniæ S i φ.

Qtoby dokazat~ neravenstva (3.15), rassmotrim toßdestvo (Aw, w) ≡ (A_+w, w), vernoe dlØ vseh w ∈ R^N. Poloßiv w = W^⊥_k z, poluqaem pri ||z|| ≠ 0 (A_+w, w) ||w||^2 = (A_+W^⊥_k z, W^⊥_k z) ||z||^2 = (T_+z, z) ||z||^2 . (3.19)

No po opredeleni¸ veliqin λ^+ i Λ^+ ime¸t mesto neravenstva

0 ≤ λ^+ ≤ |(A_+w, w)| ||w||^2 ≤ Λ^+, ∀w ∈ R^N, w ⊥ W_k, ||w|| ≠ 0, otkuda v silu (3.19) sledu¸t neravenstva (3.15).

DlØ l¸bogo vektora z, z ∈ R^{N−k}, ||z|| ≠ 0, imeet mesto neravenstvo

|(W^⊥_k z, Y^⊥_k (R^{(22)}_k )^T z)| ||z||^2 = |((Y^⊥_k )^T W^⊥_k z, (R^{(22)}_k )^T z)| ||z||^2 ≤

≤ ||R^{(22)}_k || ||(Y^⊥_k )^T W^⊥_k z|| ||z|| . (3.20)

208 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN BerØ minimum po vsem z, ||z|| ≠ 0, v levoæ i pravoæ qastØh (3.20), poluqaem neravenstvo

0 ≤ λ^+ = λ^+_A(Y_k) = min_{w⊥Span (Wk)} ||w||≠0 |(Aw, w)| ||w||^2 = min_{||z||≠0} |(AW^⊥_k z, W^⊥_k z)| ||z||^2 =

= min_{||z||≠0} |(W^⊥_k z, Y^⊥_k (R^{(22)}_k )^T z)| ||z||^2 ≤ ≤ ||R^{(22)}_k ||σ_{min}((Y^⊥_k )^T W^⊥_k ), otkuda v silu sledstviØ 3.1 poluqaem ocenku

σ_{min}(Y^T_k W_k) ≥ λ^+ ||R^{(22)}_k || . (3.21)

Kak i v (2.16), imeet mesto ravenstvo

σ = σ_A(Y_k) = ‖ ‖ [ R^{(12)}_k R^{(22)}_k ]‖ ‖ , otkuda iz neravenstva (3.21) poluqaem ocenku

σ_{min}(Y^T_k W_k) ≥ λ^+ σ = μ. � Zameqanie 3.4. Matrica T+ simmetriqnaØ, pofftomu neraven-

stva (3.15) utverßdeniØ 3.2 moßno rassmatrivat~ kak utverßdenie o tom, qto spektr matricy T_+ soderßitsØ v ob¨edinenii otrezkov [−Λ^+, −λ^+] ∪ [λ^+, Λ^+].

Utverßdenie 3.3. Pust~ N−, N0 i N+ sootvetstvenno koliqe-

stva otricatel~nyh, nulevyh i poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ matricy A_+, N = N_− + N_0 + N_+. Togda, esli imeet mesto neravenstvo λ^+_A(Y_k) > 0, to k ≥ min (N_−, N_+) + N_0. (3.22)

Dokazatel~stvo. Pust~ X−, X0 i X+ – matricy s ortonormi-

rovannymi stolbcami, sostavlennymi iz sobstvennyh vektorov

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 209 matricy A_+, otveqa¸wih sootvetstvenno otricatel~nym, nulevym i poloßitel~nym sobstvennym znaqeniØm. Pust~

k < N_− + N_0. (3.23)

Esli qislo k udovletvorØet neravenstvu (3.23), to matrica

Z = W^T_k [X_−, X_0], Z ∈ R^{k×(N−+N0 )} (3.24)

ØvlØetsØ prØmougol~noæ matriceæ, u kotoroæ qislo strok strogo men~xe qisla stolbcov. DlØ takoæ matricy vsegda suwestvuet nenulevoæ vektor z ∈ R^{(N−+N0)} takoæ, qto

Zz = 0. (3.25)

Oboznaqim w = [X_−, X_0]z, w ∈ R^N, ||w|| ≠ 0; togda ravenstvo (3.25) moßno zapisat~ v vide

w ⊥ Span (W_k).

Krome togo, oqevidno, dlØ vektora w po postroeni¸ imeet mesto neravenstvo (Aw, w) = (A_+w, w) ≤ 0. Poluqili, qto esli imeet mesto neravenstvo (3.23), to dlØ l¸- boæ matricy W_k s k ortonormirovannymi stolbcami suwestvuet nenulevoæ vektor w ∈ R^N, w ⊥ Span (W_k), takoæ, qto (Aw, w) ≤ 0. Analogiqno, esli imeet mesto neravenstvo

k < N_+ + N_0,

to dlØ l¸boæ matricy W_k s k ortonormirovannymi stolbcami suwestvuet nenulevoæ vektor w ∈ R^N, w ⊥ Span (W_k), takoæ, qto (Aw, w) ≥ 0. Pofftomu, qtoby garantirovat~ znakoopredelennost~ kvadratiqnoæ formy (Aw, w) dlØ vseh nenulevyh w ⊥ Span (W_k), neobhodimo, qtoby k udovletvorØl neravenstvu (3.22). �

Zameqanie 3.5. NesmotrØ na to, qto matrica A po predpolo-

ßeni¸ nevyroßdena, ee simmetriqnaØ qast~, oqevidno, moßet imet~ nulevye sobstvennye znaqeniØ ili daße byt~ nulevoæ matriceæ, naprimer,

N = 2, A = [ 0 1 −1 0 ] , A_+ = [ 0 0 0 0 ] .

210 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

Zameqanie 3.6. Uslovie (3.22) ØvlØetsØ neobhodimym, no ne

dostatoqnym usloviem dlØ znakoopredelennosti kvadratiqnoæ formy (Aw, w) na podprostranstve, ortogonal~nom Span (W_k). Tem ne menee, ocenka (3.22) ØvlØetsØ toqnoæ ocenkoæ, ona dostigaetsØ v sluqae N_− ≤ N_+, naprimer, dlØ matricy W_k = [X_−, X_0].

3.3. Nevyroßdennost~ operatora korrekcii. Utverßdenie 3.4. Esli imeet mesto neravenstvo

σ_{min}(Y^T_k W_k) > 0, (3.26)

to dlØ l¸bogo d ≠ 0

σ_{min}(K_d) = min { | d | σ_{max}(R_k)

, σ_{min}(Y^T_k W_k) } > 0, (3.27)

t.e. operator korrekcii ØvlØetsØ nevyroßdennoæ matriceæ, a obratnyæ operator K^{−1}_d imeet vid

K^{−1}_d = I_N + [Y_k, W_k] [ 0 −(Y^T_k W_k)^{−T} d^{−1}R_k 0 ] [Y_k, W_k]^T . (3.28)

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (3.27) sleduet iz sootnoxeniØ (3.5)

i iz sledstviØ 3.1.

Qtoby dokazat~ ravenstvo (3.28), ispol~zuem dlØ K_d vyraßenie (3.3). Sostavim proizvedenie matricy K_d iz (3.3) na matricu iz pravoæ qasti (3.28). UqityvaØ ravenstvo

[Y_k, W_k]^T [Y_k, W_k] = [ I_k Ω Ω^T I_k ] , gde dlØ kratkosti ispol~zovano oboznaqenie Ω = Y^T_k W_k, v rezul~tate umnoßeniØ poluqim matricu vida

I_N + [Y_k, W_k]Z[Y_k, W_k]^T ,

gde dlØ matricy Z ∈ R^{2k×2k} po postroeni¸ ime¸t mesto ravenstva Z = [ −I_k dR^{−1}_k + Ω 0 −I_k ] + [ 0 −Ω^{−T} d^{−1}R_k 0 ] + + [ −I_k dR^{−1}_k + Ω 0 −I_k ] [ I_k Ω Ω^T I_k ] [ 0 −Ω^{−T} d^{−1}R_k 0 ] ≡ 0.

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 211 � Ravenstvo (3.27) utverßdeniØ 3.4 pokazyvaet, qto uslovie (3.26) ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem nevyroßdennosti operatora korrekcii. UqityvaØ neravenstvo (3.18) utverßdeniØ 3.2, poluqaem sledu¸wiæ dostatoqnyæ kriteriæ nevyroßdennosti operatora korrekcii.

Sledstvie 3.2. Esli imeet mesto neravenstvo

μ = μ_A(Y_k) > 0,

to operator korrekcii K_d iz (3.2) nevyroßden.

V posledu¸wem izloßenii, imeØ v vidu interesu¸wie nas priloßeniØ, my budem rassmatrivat~ tol~ko nevyroßdennye operatory korrekcii. Po fftoæ priqine estestvenno vvesti sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie 3.2. DlØ zadannogo poloßitel~nogo qisla μthr pod-

prostranstvo Span (Y_k) budem nazyvat~ udovletvorØ¸wim uslovi¸ approksimacii, esli imeet mesto neravenstvo

μ_A(Y_k) ≥ μ_{thr} > 0. (3.29)

UqityvaØ, qto uslovie μ > 0 ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem nevyroßdennosti operatora korrekcii, podrobno rassmotrim korrektiru¸wie svoæstva operatora korrekcii preßde vsego v sluqae, kogda vypolneno uslovie approksimacii.

3.4. Operator korrekcii pri μ ≥ μthr > 0.

Itak, pust~ dlØ matricy s k ortonormirovannymi stolbcami Y_k ime¸t mesto sootnoxeniØ (3.1) i sootnoxenie μ = μ_A(Y_k) ≥ μ_{thr} > 0. Togda iz sledstviØ 3.2 poluqaem, qto pri d ≠ 0 moßno rassmatrivat~ nevyroßdennyæ operator korrekcii iz opredeleniØ 3.1. Bolee togo, esli veliqina μ_{thr} ne oqen~ blizka k nul¸, naprimer, μ_{thr} ≃ 0.1, i esli starxee singulØrnoe znaqenie matricy R_k ne oqen~ veliko, to iz utverßdeniØ 3.4 poluqaem, qto v fftom sluqae operator korrekcii dalek ot vyroßdeniØ.

Po opredeleni¸ harakteristiki μ_A uslovie μ_A(Y_k) > 0 oznaqaet, qto imeet mesto neravenstvo

λ^+ = λ^+_A(Y_k) > 0. (3.30)

212 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN Iz opredeleniØ harakteristiki λ^+_A(Y_k) legko sleduet, qto dlØ vseh w ∈ R^N takih, qto w ⊥ Span (W_k), ||w|| ≠ 0, kvadratiqnaØ forma (Aw, w) znakoopredelena. ImeØ v vidu interesu¸wie nas priloßeniØ, budem v posledu¸wem izloßenii predpolagat~ dlØ opredelennosti, qto esli imeet mesto (3.30), to dlØ vseh w ∈ R^N, w ⊥ Span (W_k), ||w|| ≠ 0, kvadratiqnaØ forma (Aw, w) poloßitel~- no opredelena. Po fftim ße priqinam v posledu¸wem izloßenii ograniqimsØ tol~ko poloßitel~nymi znaqeniØmi parametra d operatora korrekcii.

Korrektiru¸wie svoæstva K_d v terminah svoæstv otkorrektirovannoæ matricy AK_d pri μ > 0 sformulirovany v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3.2. Pri d > 0 i μ > 0 ime¸t mesto neravenstva ||AK_d − dI_N || ≤ max{|Λ^+ − d|, |d − λ^+|} + σ^− + φ, (3.31) λ^+_{AKd} ≥ min(d, λ^+) − 1 2 φ, Λ^+_{AKd} ≤ max(d, Λ^+) + 1 2 φ, σ_{AKd} ≤ √ σ^2 + d^2,

μ_{AKd} ≥ max { min(d, λ^+) − 1 2 φ, 0 } √ σ^2 + d^2 , σ^−_{AKd} ≤ σ^− + φ,

(3.32)

gde v neravenstvah (3.32) rassmatriva¸tsØ sootvetstvu¸wie harakteristiki matricy AK_d.

Dokazatel~stvo. Dokaßem neravenstvo (3.31). Imeem neraven-

stvo ||AK_d − dI_N || = ||(AK_d − dI_N )[W_k, W^⊥_k ]|| ≤ ≤ ||(AK_d − dI_N )W_k|| + ||(AK_d − dI_N )W^⊥_k ||. No (AK_d − dI_N )W_k = dAY_kR^{−1}_k − dW_k = 0, s drugoæ storony, iz ravenstva (3.6) sleduet sootnoxenie (AK_d − dI_N )W^⊥_k = W_kS + W^⊥_k (T − dI_{N−k}),

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 213 pofftomu ||AK_d − dI_N || ≤ ||S|| + ||T − dI_{N−k}||. (3.33) Imeet mesto toßdestvo T = T_+ + T_−, pofftomu ||T − dI_{N−k}|| ≤ ||T_+ − dI_{N−k}|| + ||T_−||. Neravenstvo (3.31) teper~ legko sleduet iz ocenok utverßdeniØ 3.2 i iz togo fakta, qto spektr simmetriqnoæ matricy T_+ po predpoloßeni¸ nahoditsØ v intervale [λ^+, Λ^+] i λ^+ > 0.

Ocenim harakteristiki matricy AK_d. Predstavim vektor w ∈

R^N, ||w|| ≠ 0, v vide

w = W_kw_1 + W^⊥_k w_2, togda iz (3.6) legko vyvoditsØ sootnoxenie (AK_dw, w) ||w||^2 = d||w_1||^2 + (T_+w_2, w_2) + (Sw_2, w_1) ||w_1||^2 + ||w_2||^2

. (3.34)

No iz ocenki utverßdeniØ 3.2 sleduet neravenstvo |(Sw_2, w_1)| ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤ ||S|| ||w_1|| ||w_2|| ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤ 1 2 φ, otkuda iz (3.34) poluqaem trebuemye ocenki veliqin λ^+_{AKd} = min_{||w||≠0} |(AK_dw, w)| ||w||^2 i Λ^+_{AKd} = max_{||w||≠0} |(AK_dw, w)| ||w||^2 . Ocenim σ_{AKd} . DlØ fftogo snova predstavim w ∈ R^N, ||w|| ≠ 0, v vide w = W_kw_1 +W^⊥_k w_2, togda v silu ravenstva (3.6) imeet mesto sootnoxenie

AK_dw = dW_kw_1 + W^⊥_k T w_2 + W_kSw_2 = [W_k, W^⊥_k ] [ dw_1 + Sw_2 T w_2 ] , pofftomu ||AK_dw|| ≤ d||w_1|| + ‖ ‖ [ S T ]‖ ‖ ||w_2||.

214 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

Iz opredeleniæ S i T sleduet neravenstvo ‖ ‖ [ S T ]‖ ‖ = ‖ ‖ [ R^{(12)}_k R^{(22)}_k ] (Y^⊥_k )^T W^⊥_k ‖ ‖ ≤ ‖ ‖ [ R^{(12)}_k R^{(22)}_k ]‖ ‖ = σ, otkuda poluqaem ocenku σ_{AKd} = max_{||w||≠0} ||AK_dw|| ||w|| ≤ max ||w||≠0 d||w_1|| + σ||w_2|| ||w|| = = max ||w||≠0 d||w_1|| + σ||w_2|| √ ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤ √ σ^2 + d^2.

Neravenstvo dlØ harakteristiki μ_{AKd} teper~ sleduet iz vyvedennyh ocenok dlØ λ^+_{AKd} i σ_{AKd} .

Ocenim veliqinu σ^−_{AKd} . V silu (3.6) imeet mesto ravenstvo AK_d − (AK_d)^T 2 = W^⊥_k T_−(W^⊥_k )^T +

W_kS(W^⊥_k )^T − W^⊥_k S^T W_k 2 , otkuda iz utverßdeniØ 3.2 poluqaem ocenku ||(AK_d)_−|| ≤ ||T_−|| + ||S|| ≤ σ^− + φ. � Zameqanie 3.7. Neravenstvo (2.15) utverßdeniØ 2.4 pozvolØet

iz neravenstv (3.32) poluqit~ takße ocenku sverhu harakteristiki φ_{AKd} . My ne privodim sootvetstvu¸wee gromozdkoe vyraßenie, poskol~ku ono ne budet ispol~zovat~sØ v dal~neæxem.

Vo vvedenii govorilos~ o tom, qto cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ postroenie tak nazyvaemogo povtornogo pereobuslavlivatelØ, t.e., operatora, kotoryæ korrektiruet deæstvie ishodnogo pereobuslavlivaniØ na podprostranstve maloæ razmernosti, a na ostal~noæ qasti prostranstva izmeneniØ, vnesennye fftim operatorom, neveliki i mogut byt~ oceneny, t.e., na ostal~noæ qasti prostranstva v osnovnom deæstvuet ishodnyæ pereobuslavlivatel~. Ispol~zuØ ocenki teoremy 3.2, pokaßem, qto operator korrekcii K_d udovletvorØet fftim trebovaniØm.

Pust~ A – nekotoraØ pereobuslovlennaØ matrica. Po opredeleni¸ pereobuslavlivaniØ ffto oznaqaet, qto matrica A v nekotorom smysle blizka k ediniqnoæ matrice. Koliqestvenno blizost~ pereobuslovlennoæ matricy k ediniqnoæ moßno harakterizovat~ razliqnymi sposobami. Moßno rassmatrivat~, naprimer, sledu¸wie veliqiny:

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 215 a) norma otkloneniØ pereobuslovlennoæ matricy A ot ediniqnoæ;

b) koliqestvo sobstvennyh znaqeniæ simmetriqnoæ qasti A_+ pereobuslovlennoæ matricy A vne nekotorogo intervala, soderßawego 1 i ne soderßawego 0;

v) koliqestvo starxih singulØrnyh znaqeniæ pereobuslovlennoæ matricy A vne nekotorogo intervala, soderßawego 1; g) koliqestvo starxih singulØrnyh znaqeniæ antisimmetriqnoæ qasti A^− pereobuslovlennoæ matricy A vne nekotorogo poluintervala, soderßawego 0.

Esli pereobuslovlennaØ matrica A nedostatoqno blizka k ediniqnoæ matrice v kakom-libo iz upomØnutyh vyxe smyslov ili v ih kombinacii, to moßno ispol~zovat~ operator korrekcii dlØ korrektirovki naqal~nogo pereobuslavlivaniØ takim obrazom, qtoby sootvetstvu¸wie trebovaniØ vypolnØlis~. Bolee togo, iz ocenok teoremy 3.2 sleduet, qto moßno stroit~ operator korrekcii takim obrazom, qtoby otkorrektirovannaØ pereobuslovlennaØ matrica ØvlØlas~ pereobuslovlennoæ matriceæ praktiqeski l¸bogo napered zadannogo kaqestva v upomØnutyh vyxe smyslah. Deæstvitel~no, v ocenkah teoremy 3.2 uqastvu¸t tol~ko parametr d i harakteristiki podprostranstva, vvedennye v razdele 2. �ti harakteristiki ØvlØ¸tsØ (ili oceniva¸tsØ) monotonnymi harakteristikami podprostranstva. DlØ pereobuslovlennoæ matricy A moßno oßidat~, qto suwestvuet takoe podprostranstvo Span (Y_k), vozmoßno bol~xoæ razmernosti k, takoe, qto harakteristiki λ^+_A(Y_k), Λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) oqen~ blizki k 1, a harakteristiki σ^−_A (Y_k) i φ_A(Y_k) oqen~ blizki k 0. V fftom sluqae pri d = 1 iz ocenok teoremy 3.2 poluqaem, qto ||AK_d − I_N || oqen~ blizka k 0, λ^+_{AKd} i Λ^+_{AKd} oqen~ blizki k 1, σ^−_{AKd} oqen~ blizka k 0, a iz neravenstva σ_{AKd} = ||AK_d|| ≤ ||I_N || + ||I_N − AK_d|| poluqaem, qto σ_{AKd} i μ_{AKd} takße oqen~ blizki k 1. �to oznaqaet, qto pri pravil~nom vybore podprostranstva Span (Y_k) moßno udovletvorit~ vsem upomØnutym vyxe koliqestvennym kriteri- Øm kaqestva pereobuslavlivaniØ dlØ matricy AK_d. S drugoæ storony, dlØ faktiqeskogo nahoßdeniØ takogo podprostranstva neobhodimo provesti nekotorye vyqisleniØ, vkl¸qa¸wie v se-

216 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN bØ kak minimum umnoßeniØ na pereobuslovlennu¸ matricu A i ortogonalizacii, i ffti zatraty tem bol~xe, qem bol~xe k. Bolee togo, pri bol~xoæ razmernosti k podhodØwego podprostranstva Span (Y_k) takße mogut potrebovat~sØ bol~xie zatraty pamØti dlØ hraneniØ bazisov sootvetstvu¸wih podprostranstv i bol~xie arifmetiqeskie zatraty dlØ ispol~zovaniØ fftih bazisov pri umnoßenii na operator korrekcii. Pofftomu na praktike osnovnoæ interes predstavlØet situaciØ, pri kotoroæ trebovaniØ na kaqestvo otkorrektirovannogo pereobuslavlivaniØ udaetsØ udovletvorit~ pri otnositel~no nebol~xoæ razmernosti k podprostranstva Span (Y_k), k ≪ N .

3.5. Operator korrekcii v obwem sluqae. Rasweplenie podprostranstv.

V predyduwem razdele byli izuqeny svoæstva operatora korrekcii v sluqae, kogda dlØ matricy A zaranee izvestno podprostranstvo Span (Y_k) i ego bazis Y_k takie, qto μ_A(Y_k) ≥ μ_{thr} > 0, gde veliqina μ_{thr} ne slixkom mala. Iz opredeleniØ veliqiny μ_A(Y_k) i monotonnosti harakteristiki σ_A sleduet, qto ffto neravenstvo budet vypolneno, naprimer, esli imeet mesto neravenstvo λ^+_A(Y_k) ≥ λ^+_{thr} > 0, gde λ^+_{thr} = μ_{thr}σ_{max}(A).

DlØ matricy, sobstvennye znaqeniØ simmetriqnoæ qasti kotoroæ ploho otdeleny ot nulØ, i tem bolee dlØ neznakoopredelennoæ matricy zadaqa nahoßdeniØ takogo podprostranstva i vybor bazisa v nem ØvlØetsØ neprostoæ vyqislitel~noæ zadaqeæ. Bolee togo, iz utverßdeniØ 3.3 sleduet, qto razmernost~ podprostranstva Span (Y_k), udovletvorØ¸wego bolee slabomu uslovi¸ λ^+_A(Y_k) > 0, ocenivaetsØ snizu veliqinoæ N_− + N_0, gde N_− i N_0 – sootvetstvenno koliqestvo otricatel~nyh i nulevyh sobstvennyh znaqeniæ matricy A_+ s uqetom ih kratnosteæ. �to oznaqaet, qto dlØ sil~no neznakoopredelennyh matric ili dlØ matric, spektr simmetriqnoæ qasti kotoryh ploho otdelen ot nulØ, qislo k dlØ vypolneniØ usloviØ μ_A(Y_k) ≥ μ_{thr} > 0 moßet byt~ bol~xim. Pofftomu voznikaet estestvennyæ vopros: moßno li takim obrazom organizovat~ process postroeniØ operatora korrekcii matricy A, qtoby izbeßat~ usloviØ μ_A(Y_k) ≥ μ_{thr} > 0

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 217 i, tem ne menee, sohranit~ poleznye svoæstva operatora korrekcii? V fftom razdele my predlagaem nekotoryæ sposob postroeniØ operatora korrekcii v sluqae, kogda izvestna tol~ko qast~ neobhodimogo podprostranstva.

Esli tekuwee podprostranstvo Span (Y_k) udovletvorØet uslovi¸ approksimacii (3.29), to v sootvetstvii s teorieæ, izloßennoæ v razdele 3.4, moßno postroit~ sootvetstvu¸wiæ nevyroßdennyæ operator korrekcii K_d matricy A. Esli dlØ tekuwego podprostranstva Span (Y_k) neravenstvo (3.29) ne vypolneno, v tom qisle esli imeet mesto ravenstvo

μ_A(Y_k) = 0, (3.35)

to teoriØ razdela 3.4 neprimenima dlØ postroeniØ nevyroßdennogo operatora korrekcii. V fftom sluqae operator korrekcii budem stroit~ posledovatel~no, xag za xagom, a imenno: iz podprostranstva Span (Y^{(1)}_k ) budem vydelØt~ podprostranstvo Span (Y^{(1)}_{k(1)} ), vozmoßno men~xeæ razmernosti k_{(1)}, po kotoromu budem stroit~ nevyroßdennyæ operator korrekcii K^{(1)}_d . Zatem dlØ novoæ nevyroßdennoæ matricy AK^{(1)}_d budem stroit~ podprostranstvo Span (Y^{(2)}_{k(2)} ), po kotoromu budem stroit~ sledu- ¸wiæ nevyroßdennyæ operator korrekcii K^{(2)}_d , i t.d. V rezul~- tate polnyæ operator korrekcii budet imet~ vid:

K_d = K^{(1)}_d K^{(2)}_d . . . , (3.36)

gde vse mnoßiteli sprava – nevyroßdennye operatory korrekcii, priqem operator K^{(i)}_d stroilsØ dlØ matricy AK^{(1)}_d . . . K^{(i−1)}_d .

Posledu¸wee izloßenie fftogo razdela posvØweno tomu, kak dlØ tekuweæ nevyroßdennoæ matricy AK^{(1)}_d . . . K^{(i−1)}_d i nekotorogo tekuwego podprostranstva Span (Y^{(i)}_k ) postroit~ podprostranstvo Span (Y^{(i)}_{k(i)} ), vozmoßno men~xeæ razmernosti k_{(i)}, i novyæ nevyroßdennyæ operator korrekcii K^{(i)}_d . Pri fftom dlØ uproweniØ oboznaqeniæ tekuwaØ matrica snova budet oboznaqat~sØ A, a v oboznaqeniØh podprostranstv i operatora korrekcii indeksy (1) . . . (i) budut opuskat~sØ.

Pust~ dlØ tekuwih matric A i Y_k ime¸t mesto ravenstva

218 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN (3.1), t.e., AY_k = W_kR_k, Y^T_k Y_k = I_k,

W^T_k W_k = I_k,

(3.37)

priqem podprostranstvo Span (Y_k) ne obØzatel~no udovletvorØet uslovi¸ approksimacii dlØ zadannogo μ_{thr}. V fftom sluqae operator K_d, postroennyæ po formule (3.2), ne obØzatel~no nevyroßdennyæ, ili, esli μ blizko k nul¸, moßet byt~ oqen~ blizok k vyroßdennomu. Tem ne menee iz tekuwego podprostranstva Span (Y_k) moßno legko vydelit~ podprostranstvo vozmoßno men~- xeæ razmernosti, dlØ kotorogo moßno postroit~ sootvetstvu- ¸wiæ nevyroßdennyæ operator korrekcii takoæ, qto on budet dalek ot vyroßdennogo. Pri fftom odnovremenno na sootvetstvu- ¸wem podprostranstve fftot operator budet obladat~ nußnymi svoæstvami korrekcii deæstviØ matricy A, analogiqnymi opisannym v teoreme 3.2. Rassmotrim vse ffto bolee podrobno.

Vyqislim singulØrnoe razloßenie matricy R_k iz (3.37)

R_k = U_kΣ_kV^T_k . (3.38) Pust~ dlØ nekotorogo celogo qisla l, 0 < l ≤ k, singulØrnye troæki v (3.38) uporØdoqeny takim obrazom, qto dlØ rasweple- niØ Y_kV_k = [Y, Y^′], Y ∈ R^{N×l}, Y^′ ∈ R^{N×(k−l)}, W_kU_k = [W, W^′], W ∈ R^{N×l}, W^′ ∈ R^{N×(k−l)}, (3.39)

Σ_k = [ Σ 0 0 Σ^′ ] , Σ ∈ R^{l×l}, Σ^′ ∈ R^{(k−l)×(k−l)} imeet mesto neravenstvo

σ_{min}(Y^T W ) > 0. (3.40) Iz sootnoxeniæ (3.37), (3.38) i (3.39) sledu¸t sootnoxeniØ AY = W Σ, Y^T Y = I_l, W^T W = I_l,

(3.41)

pofftomu iz utverßdeniØ 3.4 i neravenstva (3.40) poluqim, qto matrica K_d = (I − Y Y^T )(I − W W^T ) + dY Σ^{−1}W^T (3.42)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 219 nevyroßdena. Pust~ Y^⊥_k i W^⊥_k sootvetstvenno dopolneniØ k Y_k i W_k do ortonormirovannogo bazisa v R^N. Togda dlØ matricy A[Y, Y^′, Y^⊥_k ] v silu (3.37), (3.38) i (3.39) ee QR razloßenie moßno zapisat~ po analogii s (2.4) v vide:

A[Y, Y^′, Y^⊥_k ] = [W, W^′, W^⊥_k ]

Σ 0 R^{(12)}_Σ 0 Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 0 R^{(22)}_k

. (3.43)

Pri l < k ispol~zuem matricu Y^′ dlØ postroeniØ podprostranstva Span ( ~Y^′) takogo, qtoby podprostranstvo Span (W^′) ØvlØlos~ ego obrazom otnositel~no matricy AK_d, gde K_d opredeleno ravenstvom (3.42). V silu ravenstva AY^′ = W^′Σ^′ dlØ fftogo dostatoqno vyqislit~ matricu

Ŷ^′ = K^{−1}_d Y^′ (3.44)

i postroit~ QR razloßenie matricy Ŷ^′ v vide

Ŷ^′ = ~Y^′R̃^′. (3.45)

Deæstvitel~no, matrica K_d nevyroßdena, pofftomu matrica Ŷ^′ iz (3.44) imeet polnyæ stolbcevoæ rang. No togda verhnØØ treugol~naØ matrica R̃^′ iz (3.45) nevyroßdena, a dlØ matricy ~Y^′ iz (3.45) ime¸t mesto sootnoxeniØ

AK_d ~Y^′ = AK_dŶ^′(R̃^′)^{−1} = AY^′(R̃^′)^{−1} = W^′Σ^′(R̃^′)^{−1},

qto i trebovalos~.

Teper~ ocenim harakteristiki podprostranstva Span ( ~Y^′) po otnoxeni¸ k matrice AK_d v terminah harakteristik (3.14) podprostranstva Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A.

Teorema 3.3. Oboznaqim ξ =^{||Σ′||}_σ , ω = σmin(Y^T W ). Pri d > 0

220 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN ime¸t mesto neravenstva

λ^+_{AKd} ( ~Y^′) ≥ min (d, λ^+) − 1 2 φ, Λ^+_{AKd} ( ~Y^′) ≤ max (d, Λ^+) + 1 2 φ, σ_{AKd} ( ~Y^′) ≤ √ (θσ)^2 + d^2, θ ≥ 1, gde θ = 1, l = k, min { √ 1 + ξ^2,

1 + (1 − ω^2) √ 1 + ξ^2 ω } , l < k,

μ_{AKd} ( ~Y^′) ≥ max { min(d, λ^+) − 1 2 φ, 0 } √ (θσ)^2 + d^2 , σ^−_{AKd} ( ~Y^′) ≤ σ^− + φ.

(3.46)

Dokazatel~stvo. Po postroeni¸ podprostranstva Span (^~Y^′) pod-

prostranstvo Span (W^′) ØvlØetsØ ego obrazom otnositel~no matricy AK_d, pofftomu

λ^+_{AKd} ( ~Y^′) = min

w⊥Span (W^′ ) ||w||≠0 |(AK_dw, w)| ||w||^2 ,

Λ^+_{AKd} ( ~Y^′) = max

w⊥Span (W^′) ||w||≠0 |(AK_dw, w)| ||w||^2 . (3.47)

Iz sootnoxeniæ (3.42) i (3.43) moßno poluqit~ sledu¸wee vyraßenie dlØ matricy AK_d, analogiqnoe vyraßeni¸ (3.6): AK_d = dW W^T + W^⊥ ~T (W^⊥)^T + W ~S(W^⊥)^T , (3.48) zdes~ vvedeny oboznaqeniØ Y^⊥ = [Y^′, Y^⊥_k ], W^⊥ = [W^′, W^⊥_k ], ~T = [ Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 R^{(22)}_k ] (Y^⊥)^T W^⊥, ~S = [ 0, R^{(12)}_Σ ] (Y^⊥)^T W^⊥.

(3.49)

Po analogii s ravenstvom (3.10) legko moßno vyvesti sootnoxenie ~T^T = (W^⊥)^T A^T W^⊥. (3.50)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 221 Iz (3.50) poluqaem sootnoxenie [0, I_{N−k}] ~T^T [ 0 I_{N−k} ] = [0, I_{N−k}](W^⊥)^T A^T W^⊥ [ 0 I_{N−k} ] = = (W^⊥_k )^T A^T W^⊥_k = T^T ,

t.e. T = [0, I_{N−k}] ~T [ 0 I_{N−k} ] , (3.51)

gde dlØ simmetriqnoæ i antisimmetriqnoæ qasteæ matricy T ime¸t mesto neravenstva (3.15) i (3.16) utverßdeniØ 3.2. Dalee, dlØ matricy ~S imeet mesto neravenstvo || ~S|| ≤ ||[0, R^{(12)}_Σ ]|| ≤ ‖ ‖ [ R^{(12)}_Σ R^{(12)}_Σ′ ]‖ ‖ = φ. (3.52)

Uslovie ortogonal~nosti w ⊥ Span (W^′) ravnosil~no vyraßeni¸ w = W w_1 + W^⊥_k w_2 dlØ nekotoryh w_1 i w_2. DlØ takih nenulevyh vektorov w imeet mesto ravenstvo

(AK_dw, w) = d(w_1, w_1) + ( ~T [ 0 I_{N−k} ] w_2, [ 0 I_{N−k} ] w_2 ) +

+ ( ~S [ 0 I_{N−k} ] w_2, w_1 ) = d(w_1, w_1) + (T w_2, w_2)+ ( ~S [ 0 I_{N−k} ] w_2, w_1 ) . DlØ nenulevogo vektora w = W w_1 + W^⊥_k w_2 imeet mesto neravenstvo | | | ( ~S [ 0 I_{N−k} ] w_2, w_1 )| | ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤ || ~S|| ||w_1|| ||w_2|| ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤ 1 2 φ, otkuda iz utverßdeniØ 3.2 poluqaem ocenki harakteristik λ^+_{AKd} ( ~Y^′) i Λ^+_{AKd} ( ~Y^′).

Ocenim σ^−_{AKd} ( ~Y^′). Po opredeleni¸ imeet mesto ravenstvo

σ^−_{AKd} ( ~Y^′) = ‖ ‖((W^′)^⊥)^T AK^d − (AK^d)^T 2 (W^′)^⊥ ‖ ‖ , (3.53)

poskol~ku obrazom podprostranstva Span ( ~Y^′) po otnoxeni¸ k matrice AK_d ØvlØetsØ podprostranstvo Span (W^′). Dalee, v kaqestve (W^′)^⊥ moßno vzØt~ matricu [W, W^⊥_k ]. Esli matricy ~T i

222 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN ~S iz (3.49) predstavit~ v bloqnom vide ~T = [ ~ T_{11} ~T_{12} ~T_{21} ~T_{22} ] , ~S = [ ~S_1, ~S_2], (3.54)

to iz formuly (3.48) legko moßno vyvesti sledu¸wee vyraßenie dlØ matricy AK_d:

AK_d = [W, W^′, W^⊥_k ] dI_l ~S_1 ~S_2 0 ~T_{11} ~T_{12} 0 ~T_{21} ~T_{22}

[W, W^′, W^⊥_k ]^T . (3.55)

PodstavlØØ vyraßenie dlØ AK_d iz (3.55) v (3.53), poluqim

σ^−_{AKd} ( ~Y^′) = ‖ ‖ ‖ ‖ 0 ~S_2 2 − ~ST_2 2 ~T_{22} − ~T T_{22} 2

‖ ‖ ‖ ‖ .

SravnivaØ (3.54) i (3.51), poluqim ~T_{22} = T , pofftomu σ^−_{AKd} ( ~Y^′) ≤ ||T_−|| + || ~S_2|| ≤ σ^− + φ. Ocenim σ_{AKd} ( ~Y^′). Po opredeleni¸

σ_{AKd} ( ~Y^′) = max

y⊥Span ( eY^′) ||y||≠0 ||AK_dy|| ||y|| . (3.56)

Predstavim vektor y v vide y = W w_1 + W^⊥w_2 dlØ nekotoryh w_1 i w_2, togda iz (3.48) i (3.49) sleduet ravenstvo

AK_dy = dW w_1 + [W, W^⊥]

0 R^{(12)}_Σ Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 R^{(22)}_k

(Y^⊥)^T W^⊥w2. (3.57)

ImeØ v vidu, qto ‖ ‖ ‖ ‖ R^{(12)}_Σ R^{(12)}_Σ′ R^{(22)}_k

‖ ‖ ‖ ‖ = σ, iz (3.57) poluqim ocenku

||AK_dy|| ≤ d||w_1|| + ||Σ^′|| ||w^{(1)}_2 || + σ||w^{(2)}_2 ||, (3.58) gde [ w^{(1)}_2 w^{(2)}_2 ] = (Y^⊥)^T W^⊥w_2

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 223 i ‖ ‖ ‖ [ w^{(1)}_2 w^{(2)}_2 ]‖ ‖ ≤ ||w_2||. Teper~ iz neravenstva (3.58) pri ||y|| ≠ 0 s ispol~zovaniem neravenstva Koxi–BunØkovskogo poluqim ||AK_dy|| ||y|| ≤ d||w_1|| + ||Σ^′|| ||w^{(1)}_2 || + σ||w^{(2)}_2 || √ ||w_1||^2 + ||w_2||^2 ≤

≤ d||w_1|| + ||Σ^′|| ||w^{(1)}_2 || + σ||w^{(2)}_2 || √ ||w_1||^2 + ||w^{(1)}_2 ||^2 + ||w^{(2)}_2 ||^2 ≤ ≤ √ d^2 + ||Σ^′||^2 + σ^2.

(3.59)

Neravenstvo (3.59) verno dlØ l¸bogo nenulevogo vektora y, pofftomu σ_{AKd} ( ~Y^′) ≤ √ d^2 + σ^2 + ||Σ^′||^2. (3.60)

Esli rasweplenie v (3.39) takovo, qto l = k, to v (3.57) otsutstvuet stolbec s matriceæ Σ^′, v fftom qastnom sluqae neravenstvo (3.60) oqevidno perehodit v neravenstvo σ_{AKd} ( ~Y^′) ≤ √ d^2 + σ^2.

Neravenstvo (3.60) poluqeno dlØ proizvol~nogo vektora y, ||y|| ≠ 0, a v opredelenii (3.56) vektor y ne proizvolen. Utoqnim ocenku (3.60), uqityvaØ uslovie ortogonal~nosti y ⊥ Span ( ~Y^′) pri l < k.

Pri l < k uslovie y ⊥ Span ( ~Y^′) ravnosil~no uslovi¸ y^T ~Y^′z = 0, ∀z ∈ R^{k−l}, ||z|| ≠ 0. (3.61) Podstavim v (3.61) vyraßenie dlØ ~Y^′ iz (3.44) i (3.45), poluqim uslovie

y^T K^{−1}_d Y^′(R̃^′)^{−1}z = 0, ∀z ∈ R^{k−l}, ||z|| ≠ 0. (3.62)

UqityvaØ nevyroßdennost~ matricy R̃^′ uslovie (3.62) moßno zapisat~ v vide K^{−T}_d y ⊥ Span (Y^′) ili K^{−T}_d y = Y y_1 + Y^⊥_k y_2 (3.63)

224 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN dlØ nekotoryh y_1 i y_2. Umnoßim obe qasti ravenstva (3.63) na K^T_d i podstavim vyraßenie dlØ K_d iz (3.42); poluqim

y = K^T_d Y y_1 + K^T_d Y^⊥_k y_2 =

= dW Σ^{−1}y_1 + W^⊥(W^⊥)^T Y^⊥(Y^⊥)^T Y^⊥_k y_2.

(3.64)

Iz formuly (3.64) poluqaem svØz~ meßdu vektorami w_1 i w_2, vvedennymi ranee, i vektorami y_1 i y_2, a imenno: { w_1 = dW Σ^{−1}y_1, w_2 = (W^⊥)^T Y^⊥(Y^⊥)^T Y^⊥_k y_2. (3.65)

Pri fftom imeet mesto neravenstvo ||y_2|| = ‖ ‖ [ 0 I_{N−k} ] y_2 ‖ ‖ = ‖((W^⊥)^T Y^⊥)^{−1}w_2‖ ≤ ≤ || ( (W^⊥)^T Y^⊥ )_{−1} || ||w_2|| = ||w_2|| σ_{min}(Y^T W ) , (3.66)

gde poslednee ravenstvo sleduet iz teoremy 3.1 o C − S razloßenii.

Vtoroe ravenstvo v (3.65) deæstvitel~no pokazyvaet, qto v razloßenii y = W w_1+W^⊥w_2 vektor w_2 ne proizvolen. Podstavim vektor w_2 iz vtorogo ravenstva v (3.65) v (3.57), poluqim

AK_dy = dW w_1 + [W, W^⊥]

0 R^{(12)}_Σ Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 R^{(22)}_k ×

× (Y^⊥)^T W^⊥(W^⊥)^T Y^⊥ [ 0 I_{N−k} ] y_2.

(3.67)

Oboznaqim Ω = (Y^⊥)^T W^⊥ (3.68)

i pust~ Ω = U_ΩΣ_ΩV^T_Ω (3.69)

– singulØrnoe razloßenie matricy Ω. Iz ravenstv (3.68) i (3.69) poluqaem vyraßenie

(Y^⊥)^T W^⊥(W^⊥)^T Y^⊥ = ΩΩ^T = I_{N−l} + U_Ω(Σ^2_Ω − I_{N−l})U^T_Ω . (3.70)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 225 Podstavim (3.70) v (3.67), poluqim

AK_dy = dW w_1 + [W, W^⊥]

R^{(12)}_Σ R^{(12)}_Σ′ R^{(22)}_k y2+

+ [W, W^⊥]

0 R^{(12)}_Σ Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 R^{(22)}_k

UΩ(Σ^2_Ω − IN−l)U^T_Ω [ 0 I_{N−k} ] y_2.

(3.71)

UqityvaØ ravenstvo ||Σ^2_Ω − I_{N−l}|| = 1 − σ^2_{min}(Y^T W ), kotoroe sleduet iz teoremy 3.1 o C −S razloßenii, i uqityvaØ neravenstvo ‖ ‖ ‖ ‖ 0 R^{(12)}_Σ Σ^′ R^{(12)}_Σ′ 0 R^{(22)}_k

‖ ‖ ‖ ‖ ≤ √ σ^2 + ||Σ^′||^2,

iz (3.71) i (3.66) poluqaem ocenku ||AK_dy|| ≤ d||w_1|| + (σ + (1 − σ^2_{min}(Y^T W )) √ σ^2 + ||Σ^′||^2)||y_2|| ≤ ≤ d||w_1|| + σ + (1 − σ^2_{min}(Y^T W )) √ σ^2 + ||Σ^′||^2 σ_{min}(Y^T W ) ||w_2||. Oboznaqim

θ = 1 + (1 − σ^2_{min}(Y^T W )) √ 1 + ( ||Σ^′|| σ )_2

σ_{min}(Y^T W ) , togda ||AK_dy|| ≤ d||w_1|| + θσ||w_2||, pofftomu okonqatel~no σ_{AKd} ( ~Y^′) ≤ √ (θσ)^2 + d^2. � Sravnim neravenstva (3.32) i (3.46) teorem 3.2 i 3.3. Legko zametit~ l¸bopytnoe shodstvo meßdu ocenkami harakteristik podprostranstv po otnoxeni¸ k otkorrektirovannoæ matrice. Bolee togo, v qastnyh sluqaØh l = k, ξ ≪ 1 ili ω ≈ 1 veliqiny

226 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN v pravyh qastØh sootvetstvu¸wih neravenstv libo prosto sovpada¸t, libo oqen~ blizki. Tem samym pokazano, qto v ocenkah (3.46) veliqiny sprava v Øvnom vide poqti ne zavisØt ot vybrannogo v (3.39) raswepleniØ podprostranstva Span (Y_k) i ego obraza. Ocenka (3.46) zavisit ot raswepleniØ (3.39) v osnovnom neØvno v vide predpoloßeniØ (3.40), poskol~ku dlØ postroeniØ matricy ~Y^′ po formulam (3.44) i (3.45) trebuetsØ nevyroßdennost~ matricy K_d iz (3.42).

SlabaØ ØvnaØ svØz~ meßdu sposobom raswepleniØ podprostranstv v (3.39) i kaqestvom korrekcii matricy na podprostranstve pozvolØet sformulirovat~ dopolnitel~nye usloviØ na vybor raswepleniØ (3.39). �ti dopolnitel~nye k (3.40) usloviØ sostoØt v sledu¸wem:

• pri vybore raswepleniØ (3.39) neobhodimo po vozmoßnosti maksimizirovat~ rang operatora korrekcii i tem samym minimizirovat~ razmernost~ podprostranstva Span ( ~Y^′);

• mehanizm postroeniØ raswepleniØ (3.39) dolßen byt~ takim, qtoby pri dostißenii approksimacii v smysle opredeleniØ 3.2 vse tekuwee podprostranstvo Span (Y_k) ispol~- zovalos~ dlØ postroeniØ operatora korrekcii, t.e., realizovyvalsØ sluqaæ, podrobno rassmotrennyæ v razdele 3.4.

Prosteæxiæ mehanizm postroeniØ raswepleniØ (3.39), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (3.40) i udovletvorØ¸wiæ opisannym vyxe dopolnitel~nym usloviØm, sostoit v sledu¸wem. DlØ singulØrnogo razloßeniØ (3.38) s proizvol~nym poka uporØdoqivaniem singulØrnyh troek vyqislim matricy

Ŷ_k = Y_kV_k, Ŵ_k = W_kU_k. (3.72)

Vyqislim matricu Ω = Ŷ^T_k Ŵ_k. (3.73)

DlØ kvadratnoæ matricy Ω postroim po vozmoßnosti maksimal~nyæ nabor indeksov J = {j_1, . . ., j_l} takoæ, qto glavnaØ podmatrica Ω_J matricy Ω, sostoØwaØ iz fflementov Ω, raspoloßennyh v strokah i stolbcah iz nabora indeksov J, udovletvorØet uslovi¸ σ_{min}(Ω_J ) ≥ μ_{thr} > 0, (3.74)

gde μ_{thr} – zadannyæ v opredelenii 3.2 porog.

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 227 Postroim rasweplenie (3.39) v sootvetstvii s naborom indeksov J. DlØ fftogo stolbcy matric Y i W sostavim sootvetstvenno iz stolbcov matric Ŷ_k i Ŵ_k v poziciØh j_1, . . . , j_l, a diagonal~nye fflementy matricy Σ sostavim iz diagonal~nyh fflementov matricy Σ_k v poziciØh (j_1, j_1), . . . , (j_l, j_l). Matricy Y^′, W^′ i Σ^′ sostavim iz ostal~nyh fflementov matric Ŷ_k, Ŵ_k i Σ_k takim obrazom, qtoby v sootvetstvii s (3.43) imelo mesto ravenstvo

A[Y, Y^′] = [W, W^′] [ Σ 0 0 Σ^′ ] . (3.75)

Pri takom postroenii raswepleniØ (3.39) neravenstvo (3.40) vypolneno avtomatiqeski, poskol~ku po postroeni¸ ime¸t mesto sootnoxeniØ

σ_{min}(Y^T W ) = σ_{min}(Ω_J ) > 0.

Dopolnitel~noe uslovie maksimal~nosti ranga matricy K_d iz (3.42) takße vypolneno, poskol~ku my iskali maksimal~nyæ po qislu fflementov nabor indeksov J. I, nakonec, dopolnitel~noe uslovie o dostißenii approksimacii takße vypolneno. Deæstvitel~no, pri dostißenii approksimacii iz neravenstva (3.18) utverßdeniØ 3.2 sleduet neravenstvo

σ_{min}(Y^T_k W_k) ≥ μ_{thr}. (3.76)

Neravenstvo (3.76) oznaqaet, qto pri dostißenii approksimacii moßno poloßit~ J = {1, . . ., k}.

Zameqanie 3.8. V neravenstvah teoremy 3.3 otsutstvuet ocen-

ka normy otkloneniØ matricy AK_d ot ediniqnoæ matricy. Tem ne menee ffto vovse ne oznaqaet, qto nam neizvestny svoæstva matricy AK_d v smysle kaqestva pereobuslavlivaniØ. Preßde vsego zametim, qto neravenstva teoremy 3.3 da¸t ocenki teh samyh harakteristik podprostranstva Span ( ~Y^′) po otnoxeni¸ k matrice AK_d (za iskl¸qeniem φ_{AKd} ( ~Y^′), kotoru¸ takße moßno ocenit~ s ispol~zovaniem neravenstva (2.15) utverßdeniØ 2.4), kotorye vhodØt v neravenstva teoremy 3.2. Drugimi slovami, esli dlØ matricy (AK_d) i podprostranstva Span ( ~Y^′) moßno postroit~ nevyroßdennyæ operator korrekcii K^′_d (t.e., esli σ_{min}(( ~Y^′)^T W^′) > 0), to dlØ matricy (AK_d)K^′_d ime¸t mesto ocenki teoremy 3.2, gde harakteristiki podprostranstva Span ( ~Y^′) po

228 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN otnoxeni¸ k matrice AK_d oceneny v teoreme 3.3. Bolee togo, v sootvetstvii s rezul~tatami, izloßennymi v rabote [1], veliqinu μ_{AKd} ( ~Y^′), ocenka dlØ kotoroæ privedena v teoreme 3.3, moßno vzØt~ v kaqestve edinstvennogo kriteriØ kaqestva pereobuslavlivaniØ, poskol~ku imenno ffta veliqina opredelØet skorost~ shodimosti algoritma SOFGMRES(m) s matriceæ AK_d, esli v kaqestve naqal~nogo podprostranstva fftogo algoritma vybrano podprostranstvo Span ( ~Y^′).

4. (ε, α) approksimaciØ operatora korrekcii V razdele 3.5 byl opisan sposob postroeniØ dlØ matriqnyh sootnoxeniæ (3.37) raswepleniØ (3.39) takogo, qto dlØ rasweplennyh matriqnyh sootnoxeniæ (3.41) sootvetstvu¸wiæ operator korrekcii (3.42) dalek ot vyroßdennogo. Pri fftih usloviØh moßno oßidat~, qto matricu K_d iz (3.42) moßno zamenit~ nekotoroæ blizkoæ k neæ v nekotorom smysle matriceæ, kotoraØ takße nevyroßdena i obladaet svoæstvami, blizkimi k opisannym v teoreme 3.3 korrektiru¸wim svoæstvam matricy K_d. Rassmotrim ffto bolee podrobno.

Pust~ ime¸t mesto sootnoxeniØ (3.41), t.e., AY = W Σ, Y^T Y = I_l, W^T W = I_l, i pust~ σ_{min}(Y^T W ) ≥ μ_{thr} > 0.

Pust~ operator korrekcii K_d imeet vid (3.42), t.e.,

K_d = (I_N − Y Y^T )(I_N − W W^T ) + dY Σ^{−1}W^T .

Zapixem operator korrekcii K_d v vide, analogiqnom (3.28), t.e.

K_d = I_N + [Y, W ] [ −I_l dΣ^{−1} + Y^T W 0 −I_l ] [Y, W ]^T . (4.1)

Opredelenie 4.1. Pust~ ε i α, ε ≥ 0, α ≥ 0 – nekotorye neo-

tricatel~nye qisla. Kvadratnu¸ matricu K^{(εα)}_d ∈ R^{N×N} budem nazyvat~ (ε, α) approksimacieæ operatora korrekcii K_d iz (3.42), esli imeet mesto ravenstvo

K^{(εα)}_d = I_N + [Y_{εα}, W_ε] [ −I_l dΣ^{−1} + Y^T W 0 −I_l ] [Y_ε, W_{εα}]^T , (4.2)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 229 priqem dlØ matric Y_ε, W_ε, Y_{εα}, W_{εα} ∈ R^{N×l} ime¸t mesto neravenstva ||Y − Y_ε|| ≤ ε, ||W − W_ε|| ≤ ε, ||Y − Y_{εα}|| ≤ ε, ||(Y − Y_{εα})Σ^{−1}|| ≤ α, ||W − W_{εα}|| ≤ ε, ||(W − W_{εα})Σ^{−1}|| ≤ α. (4.3)

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ matric oxibok E_{Yε} = Y − Y_ε, E_{Wε} = W − W_ε, E_{Yεα} = Y − Y_{εα}, E_{Wεα} = W − W_{εα}, E_K = K_d − K^{(εα)}_d ,

(4.4)

E_{Yε} , E_{Wε} , E_{Yεα} , E_{Wεα} ∈ R^{N×l}, E_K ∈ R^{N×N}, togda neravenstva (4.3) moßno perepisat~ v vide ||E_{Yε}|| ≤ ε, ||E_{Wε} || ≤ ε, ||E_{Yεα} || ≤ ε, ||E_{Yεα} Σ^{−1}|| ≤ α, ||E_{Wεα} || ≤ ε, ||E_{Wεα} Σ^{−1}|| ≤ α. (4.5)

Utverßdenie 4.1. Ime¸t mesto neravenstva ||E_K|| ≤ 2 √ 2(1 + ε)(3ε + dα), (4.6) ||AE_K|| ≤ 2 √ 2(1 + ε)(3ε + dα) √ σ^2 + max {||Σ||^2, ||Σ^′||^2}. (4.7)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim D = [ −I_l dΣ^{−1} + Y^T W 0 −I_l ] , (4.8)

D ∈ R^{2l×2l}. V terminah (4.4) dlØ matricy EK moßno vyvesti

sledu¸wee vyraßenie

E_K = K_d − K^{(εα)}_d = = [Y, W ]D[E_{Yε} , E_{Wεα} ]^T + [E_{Yεα} , E_{Wε} ]D[Y_ε, W_{εα}]^T . (4.9)

Dalee ||[E_{Yεα}, E_{Wε} ]D|| ≤ ||E_{Yεα}|| + ||E_{Wε}|| + ||E_{Yεα}(dΣ^{−1} + Y^T W )|| ≤ 3ε + dα,

230 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN analogiqno ||[E_{Yε}, E_{Wεα} ]D^T || ≤ 3ε + dα. UqityvaØ neravenstva ||[Y, W ]|| ≤ √ 2 i ||[Y_ε, W_{εα}]|| = ||[Y, W ] − [E_{Yε} , E_{Wεα} ]|| ≤ √ 2 + √ 2ε, iz sootnoxeniØ (4.9) poluqim ocenku ||E_K|| ≤ √ 2(3ε + dα) + ( √ 2 + √ 2ε)(3ε + dα) ≤ 2 √ 2(1 + ε)(3ε + dα).

DlØ matricy A[Y, Y^′, Y^⊥_k ] imeet mesto QR razloßenie (3.43), pofftomu

σ_{max}(A) ≤ √ σ^2_{max} ([ Σ 0 0 Σ^′ ]) + σ^2 = √ σ^2 + max {||Σ||^2, ||Σ^′||^2},

teper~ iz (4.6) sleduet neravenstvo (4.7). �

Sledstvie 4.1. Esli dlØ fiksirovannyh d, ε i α imeet mesto

neravenstvo 2 √ 2(1 + ε)(3ε + dα) < min { d ||Σ|| , σ_{min}(Y^T W )}, (4.10)

to operator K^{(εα)}_d ØvlØetsØ nevyroßdennoæ matriceæ.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sledstviØ 4.1 sleduet iz ocenki

(4.6) utverßdeniØ 4.1 i iz ocenki (3.27) mladxego singulØrnogo znaqeniØ matricy K_d. �

V dal~neæxem izloßenii my budem predpolagat~, qto parametry ε i α dostatoqno maly, qtoby neravenstvo (4.10) bylo vypolneno, t.e., operator K^{(εα)}_d nevyroßden.

Rassmotrim teper~ korrektiru¸wie svoæstva K^{(εα)}_d . Po analogii s izloßeniem v razdele 3.5, pust~ ~Y^′_{εα} ∈ R^{N×(k−l)} – matrica s k − l ortonormirovannymi stolbcami takaØ, qto obraz Span ( ~Y^′_{εα}) po otnoxeni¸ k matrice AK^{(εα)}_d est~ podprostranstvo Span (W^′). Stroim matricu ~Y^′_{εα} po formulam, analogiqnym formulam (3.44) i (3.45), a imenno, vyqislØem

Ŷ^′_{εα} = ( K^{(εα)}_d )_{−1} Y^′ (4.11)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 231 i pust~ Ŷ^′_{εα} = ~Y^′_{εα} ~R^′_{εα} (4.12)

est~ QR razloßenie matricy Ŷ^′_{εα}. Togda obrazom podprostranstva Span ( ~Y^′_{εα}) dlØ ~Y^′_{εα} iz (4.12) po otnoxeni¸ k matrice AK^{(εα)}_d ØvlØetsØ podprostranstvo Span (W^′). DokazyvaetsØ ffto utverßdenie takim ße obrazom, kak dokazyvalos~ analogiqnoe utverßdenie v razdele 3.5.

Teorema 4.11. Pri fiksirovannyh d > 0, ε, α ≥ 0 takih, qto vy-

polneno (4.10), pust~ γ, 0 < γ ≤ √ 2 3 < 1 2 – nekotoroe poloßitel~noe qislo takoe, qto imeet mesto neravenstvo

2(2ε + ε^2) < γ min { d ||Σ|| , σ_{min}(Y^T W ) } . (4.13)

Togda ime¸t mesto neravenstva: λ^+_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) ≥ λ^+_{AKd} ( ~Y^′) − ||AE_K||, Λ^+_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) ≤ Λ^+_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K||, σ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}) ≤ { σ_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K||, l = k, σ_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K|| + η||Σ^′||, l < k, gde { 0 ≤ η ≤ min { 1, γ [ γ(1 + ε) ε(1 − γ) + 2 ]} pri ε ≠ 0, η = 0 pri ε = 0, μ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}) ≥ max {λ^+_{AKd} ( ~Y^′) − ||AE_K||, 0} σ_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K|| + η||Σ^′|| , σ^−_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) ≤ σ^−_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K||.

(4.14)

Dokazatel~stvo. Iz neravenstva

2(2ε + ε^2) ≤ √ 2 3 2 √ 2(1 + ε)3ε,

kotoroe imeet mesto dlØ l¸byh neotricatel~nyh ε, i iz neravenstva (4.10), garantiru¸wego nevyroßdennost~ K^{(εα)}_d , poluqaem

2(2ε + ε^2) ≤ √ 2 3 2 √ 2(1 + ε)(3ε + dα) < √ 2 3 min { d ||Σ|| , σ_{min}(Y^T W ) } ,

232 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN t.e., deæstvitel~no suwestvuet takoe poloßitel~noe γ, 0 < γ ≤ √ 2 3 , qto vypolneno neravenstvo (4.13).

Dalee, obrazom podprostranstva Span ( ~Y^′_{εα}) po otnoxeni¸ k matrice AK^{(εα)}_d ØvlØetsØ podprostranstvo Span (W^′), pofftomu po opredeleni¸

λ^+_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) = min

w⊥Span (W^′ ) ||w||≠0 |(AK^{(εα)}_d w, w)| ||w||^2 =

= min

w⊥Span (W^′ ) ||w||≠0 |((AK_d − AE_K )w, w)| ||w||^2 ≥

≥ min

w⊥Span (W^′ ) ||w||≠0 |(AK_dw, w)| ||w||^2 −||AE_K || = λ^+_{AKd} ( ~Y^′)−||AE_K ||. Analogiqno dokazyvaetsØ neravenstvo Λ^+_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) ≤ Λ^+_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K||. Dalee, po opredeleni¸ σ^−_{AK(εα)d} ( ~Y^′_{εα}) = ‖ ‖ ‖ ( (W^′)^⊥) )_T AK^{(εα)}_d − (AK^{(εα)}_d )^T 2 (W^′)^⊥ ‖ ‖ ‖ =

= ‖ ‖((W^′)^⊥)^T [ AK_d − (AK_d)^T 2 + (AE_K )^T − AE_K 2 ] (W^′)^⊥ ‖ ‖ ≤

≤ ‖ ‖((W^′)^⊥)^T AK^d − (AK^d)^T 2 (W^′)^⊥ ‖ ‖ + ||AE_K|| = σ^−_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K||. Ocenim σ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}). Po opredeleni¸

σ_{AK}(εα)_d ( ~Y_{εα}) = max

y⊥Span ( eY^′_{εα}) ||y||≠0 ||AK^{(εα)}_d y|| ||y|| . (4.15)

Predstavim vektor y ⊥ Span ( ~Y^′_{εα}), ||y|| ≠ 0, iz pravoæ qasti (4.15) v vide y = ~Y^′y_1 + ( ~Y^′)^⊥y_2, (4.16)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 233 ||y_1|| ≤ ||y||, ||y_2|| ≤ ||y||; togda iz (4.15) sledu¸t neravenstva σ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}) ≤ ||AE_K|| + max_{y⊥Span (} e_Y^′_{εα)} ||y||≠0 ||AK_dy|| ||y|| ≤

≤ ||AE_K||+ max y⊥Span ( eY^′_{εα})

y= e_Y^′_{y1+(} e_Y^′_)^⊥_{y2} ||y||≠0

||AK_d ~Y^′y_1|| ||y|| + max

y⊥Span ( eY^′_{εα})

y= e_Y^′_{y1+(} e_Y^′_)^⊥_{y2} ||y||≠0

||AK_d( ~Y^′)^⊥y_2|| ||y|| ≤

≤ ||AE_K|| + ||AK_d ~Y^′|| max_{y⊥Span (} e_Y^′_{εα)} y= e_Y^′_{y1+(} e_Y^′_)^⊥_{y2} ||y||≠0

||y_1|| ||y|| + max ||y2||≠0 ||AK_d( ~Y^′)^⊥y_2|| ||y_2|| .

DlØ AK_d ~Y^′ v razdele 3.5 bylo poluqeno vyraßenie AK_d ~Y^′ = W^′Σ^′( ~R^′)^{−1}. (4.17) Ocenim ||( ~R^′)^{−1}||. DlØ fftogo iz sootnoxeniØ K^{−1}_d Y^′ = ~Y ~R^′, v kotorom Y^′ i ~Y^′ – matricy s ortonormirovannymi stolbcami, vyrazim matricu ( ~R^′)^{−1} Øvno, poluqim ( ~R^′)^{−1} = (Y^′)^T K_d ~Y^′. (4.18) PodstavlØØ v (4.18) vmesto K_d ego Øvnoe vyraßenie iz (3.5), poluqim

||( ~R^′)^{−1}|| = ||(Y^′)^T [Y, Y^⊥] [ dΣ^{−1} 0 0 (Y^⊥)^T W^⊥ ] [W, W^⊥]^T ~Y^′|| ≤ ≤ ‖ ‖[0, I_{k−l}, 0] [ dΣ^{−1} 0 0 (Y^⊥)^T W^⊥ ]‖ ‖ ≤ ||(Y^⊥)^T W^⊥|| ≤ 1. (4.19) Teper~ iz (4.17) i iz opredeleniØ σ_{AKd} ( ~Y^′) poluqim σ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}) ≤ σ_{AKd} ( ~Y^′) + ||AE_K|| + η||Σ^′||, (4.20) gde η = max

y⊥Span ( eY^′_{εα})

y= e_Y^′_{y1+(} e_Y^′_)^⊥_{y2} ||y||≠0

||y_1|| ||y|| .

234 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN Iz neravenstva ||y_1|| ||y|| ≤ 1 i iz opredeleniØ η sleduet ocenka 0 ≤ η ≤ 1. Utoqnim fftu ocenku dlØ malyh ε i γ.

Po opredeleni¸ ~Y^′_{εα} uslovie y ⊥ Span ( ~Y^′_{εα}) moßno zapisat~ v vide (Y^′)^T (K^{(εα)}_d )^{−T} y = 0. (4.21) Qtoby vyvesti usloviØ, kotorye nakladyvaet sootnoxenie (4.21) na vektor y, naædem Øvnu¸ svØz~ meßdu matricami (K^{(εα)}_d )^{−T} i (K_d)^{−T} .

Esli vvesti oboznaqenie (4.8) i oboznaqeniØ U = [Y, W ], V = [Y, W ], U_{εα} = [Y_{εα}, W_ε], V_{εα} = [Y_ε, W_{εα}], (4.22) to matricy K_d i K^{(εα)}_d ime¸t vid

K_d = I_N + U DV^T , K^{(εα)}_d = I_N + U_{εα}DV^T_{εα}, (4.23)

a matricy K^{−1}_d i (K^{(εα)}_d )^{−1} ime¸t vid

K^{−1}_d = I_N + U ZV^T , ( K^{(εα)}_d )_{−1} = I_N + U_{εα}Z_{εα}V^T_{εα}, (4.24)

gde matricy Z ∈ R^{2l×2l} i Z_{εα} ∈ R^{2l×2l} po postroeni¸ udovletvorØ¸t uravneniØm D + Z + DV^T U Z = 0 (4.25) i D + Z_{εα} + DV^T_{εα}U_{εα}Z_{εα} = 0 (4.26) sootvetstvenno, priqem iz utverßdeniØ 3.4 sleduet, qto matrica Z imeet vid Z = [ 0 −(Y^T W )^{−T} Σ d 0 ] . (4.27)

Oboznaqim E_V T_U = V^T U − V^T_{εα}U_{εα}, (4.28) togda iz (4.22) i (4.4) poluqaem

E_V T_U = [ Y^T E_{Yεα} +E_{Yε}^T Y −E_{Yε}^T E_{Yεα} E_{Yε}^T W +Y^T E_{Wεα} +E_{Yε}^T E_{Wεα} E_{Wεα}^T Y +W^T E_{Yε} −E_{Wεα}^T E_{Yε} W^T E_{Wε} +E_{Wεα}^T W −E_{Wεα}^T E_{Wε} ] .

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 235 V silu neravenstv (4.5) i ravenstv ||Y || = ||W || = 1 ots¸da poluqaem ocenku ||E_V T_U || ≤ ≤ ‖ ‖ ‖ [ E^{(11)}_{V T U} 0

0 E^{(22)}_{V T U} ]‖ ‖ ‖ + ‖ ‖ ‖ [ 0 E^{(12)}_{V T U} E^{(21)}_{V T U} 0 ]‖ ‖ ‖ ≤ 2(2ε + ε^2). (4.29)

Oboznaqim E_Z = Z − Z_{εα}, (4.30) vyqitaØ (4.26) iz (4.27), poluqim ravenstvo

E_Z + D[−E_V T_U Z + E_V T_U E_Z + V^T U E_Z ] = 0. (4.31) No iz ravenstva (4.25) sleduet ravenstvo I_{2l} + DV^T U = −DZ^{−1}, pofftomu ravenstvo (4.31) moßno zapisat~ v vide D[−E_V T_U Z + E_V T_U E_Z ] − DZ^{−1}E_Z = 0, otkuda v silu nevyroßdennosti D okonqatel~no poluqaem matriqnoe uravnenie dlØ matricy E_Z: (Z^{−1} − E_V T_U )E_Z = E_V T_U Z. (4.32) Iz (4.27) dlØ matricy Z^{−1} poluqaetsØ sledu¸wee vyraßenie

Z^{−1} = [ 0 dΣ^{−1} −(Y^T W )^T 0 ] , pofftomu

σ_{min}(Z^{−1}) = min { d ||Σ|| , σ_{min}(Y^T W ) } = σ_{min}(K_d), (4.33)

gde poslednee ravenstvo sleduet iz ravenstva (3.27) utverßdeniØ 3.4. Ravenstvo (4.33) takße oznaqaet, qto ||Z|| = 1 σ_{min}(Z^{−1}) = 1 σ_{min}(K_d)

. (4.34)

Neravenstva (4.29) sovmestno s neravenstvami (4.33) i (4.13) oznaqa¸t, qto ||E_V T_U || < γσ_{min}(Z^{−1}) = γσ_{min}(K_d),

236 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN pofftomu ||(Z^{−1} − E_V T_U )^{−1}|| < 1 (1 − γ)σ_{min} (K_d) ,

||E_V T_U || ||Z|| < γ σ_{min}(K_d) σ_{min}(K_d) = γ i ||E_Z|| ≤ ||(Z^{−1} − E_V T_U )^{−1}|| ||E_V T_U || ||Z|| < γ 1 − γ 1 σ_{min}(K_d)

. (4.35)

Teper~ ( K^{(εα)}_d )_{−T} = I_N + [Y_ε, W_{εα}](Z − E_Z)^T [Y_{εα}, W_ε]^T =

= I_N + [Y, W ]Z^T [Y, W ]^T − [Y_εW_{εα}]E^T_Z [Y_{εα}W_ε]^T − − [E_{Yε} , E_{Wεα} ]Z^T [Y_{εα}, W_ε]^T − [Y, W ]Z^T [E_{Yεα} , E_{Wε} ]^T = = (K_d)^{−T} + Ψ,

gde dlØ matricy Ψ = (K^{(εα)}_d )^{−T} − (K_d)^{−T} iz neravenstv ‖[Y, W ]‖ ≤ √ 2, ‖[Y_{εα}, W_ε]‖ ≤ √ 2(1 + ε), ‖[E_{Yε}, E_{Wεα} ]‖ ≤ √ 2ε, ‖[E_{Yεα} , E_{Wε} ]‖ ≤ √ 2ε, ‖Z‖ = 1 σ_{min}(K_d) i ‖E_Z‖ ≤ γ 1 − γ 1 σ_{min}(K_d) poluqaem neravenstva ||Ψ|| ≤ ||E_Z|| ||[Y_ε, W_{εα}]|| ||[Y_{εα}, W_ε]|| + ||Z|| ||[E_{Yε}, E_{Wεα} ]|| ||[Y_{εα}, W_ε]‖+ +||Z|| ||[Y, W ]|| ||[E_{Yεα}, E_{Wε} ]|| ≤ 2(1 + ε) σ_{min}(K_d) [ γ 1 − γ (1 + ε) + 2ε ] . (4.36)

Okonqatel~no ocenim sverhu veliqinu η. Imeem neravenstva ||y_1|| ||y|| = ||( ~Y^′)^T y|| ||y|| = ||( ~R^′)^{−T} (Y^′)^T K^{−T}_d y|| ||y|| = = ||( ~R^′)^{−T} (Y^′)^T Ψy|| ||y|| ≤ ||Ψ|| ||( ~R^′)^{−1}||, (4.37)

zdes~ predposlednee ravenstvo sleduet iz ravenstva

0 = (Y^′)^T (K^{(εα)}_d )^{−T} y = (Y^′)^T ((K_d)^{−T} + Ψ)y.

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 237 Ob¨edinØØ (4.37), (4.36) i (4.19), poluqim sledu¸wu¸ utoqnennu¸ ocenku veliqiny η v sluqae malyh ε i γ:

η ≤ 2(1 + ε) [ γ 1 − γ (1 + ε) + 2ε ]

σ_{min}(K_d)

. (4.38)

UqityvaØ ravenstvo (4.33) i neravenstvo (4.13) iz neravenstva (4.38) pri ε ≠ 0 posle prostyh preobrazovaniæ poluqaem neravenstvo η ≤ γ [ γ ε (1 + ε) (1 − γ) + 2 ] . (4.39)

Pri ε = 0 neravenstvo (4.13) imeet mesto pri proizvol~no malom γ, pofftomu v sluqae ε = 0 iz neravenstva (4.38) poluqaem ravenstvo η = 0. �

5. RealizaciØ algoritmov

V predyduwih razdelah fftoæ raboty byli predstavleny abstraktnye algebraiqeskie konstrukcii, kotorye moßno tem ili inym sposobom ispol~zovat~ v tom ili inom kontekste v sootvetstvu¸wih vyqislitel~nyh algoritmah. V fftom razdele izlaga¸tsØ vyqislitel~nye algoritmy, ispol~zu¸wie izloßennye ranee algebraiqeskie konstrukcii, v kontekste iteracionnyh algoritmov rexeniØ pereobuslovlennyh sistem lineænyh uravneniæ.

Izloßenie fftogo razdela postroeno sledu¸wim obrazom. V punkte 5.1 izlagaetsØ vyqislitel~nyæ algoritm postroeniØ (ε, α) approksimacii operatora korrekcii. V punkte 5.2 privoditsØ polnyæ iteracionnyæ algoritm rexeniØ pereobuslovlennoæ sistemy lineænyh uravneniæ.

5.1. Vyqislitel~nyæ algoritm postroeniØ (ε, α) approksimacii operatora korrekcii.

Rassmotrim operator korrekcii vida (4.1), t.e.,

K_d = I_N + [Y, W ] [ −I_l dΣ^{−1} + Y^T W 0 −I_l ] [Y, W ]^T , (5.1)

gde Y , W ∈ R^{N×l} – izvestnye prØmougol~nye matricy s ortonormirovannymi stolbcami, Σ ∈ R^{l×l} – izvestnaØ kvadratnaØ

238 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. V sootvetstvii s opredeleniem 4.1 iz razdela 4 dlØ postroeniØ (ε, α) approksimacii (4.2) operatora korrekcii (5.1), gde ε i α – zadannye neotricatel~nye qisla, neobhodimo postroit~ matricy Y_ε, W_ε, Y_{εα} i W_{εα} ∈ R^{N×l} takie, qto ime¸t mesto neravenstva (4.3), t.e., ||Y − Y_ε|| ≤ ε, ||W − W_ε|| ≤ ε, ||Y − Y_{εα}|| ≤ ε, ||(Y − Y_{εα})Σ^{−1}|| ≤ α, ||W − W_{εα}|| ≤ ε, ||(W − W_{εα})Σ^{−1}|| ≤ α. (5.2)

Preßde vsego zametim, qto Y i W – matricy s ortonormirovannymi stolbcami. Pofftomu esli pri priblißenii i-go stolbca kaßdoæ iz fftih matric nekotorym drugim stolbcom sdelana nekotoraØ oxibka, to veroØtnee vsego vektory oxibok dlØ raznyh stolbcov praktiqeski ortogonal~ny meßdu soboæ. V silu svoæstv evklidovoæ normy ffto oznaqaet, qto usloviØ (5.2) moßno bez ograniqeniØ obwnosti perepisat~ v sledu¸wem vide:

8>
><

>
:

||{Y }�,i − {Yε}�,i|| ≤ ε, i = 1, . . . , l; ||{W }�,i − {Wε}�,i|| ≤ ε, i = 1, . . . , l; ||{Y }�,i − {Yεα}�,i|| ≤ ε, ||({Y }�,i − {Yεα}�,i){Σ}�1i,i || ≤ α, i = 1, . . . , l; ||{W }�,i − {Wεα}�,i|| ≤ ε, ||({W }�,i − {Wεα}�,i){Σ}�1i,i || ≤ α, i = 1, . . . , l. (5.3)

Deæstvitel~no, esli iz neravenstv (5.3) ne sledu¸t neravenstva (5.2), to oqevidno v usloviØh (5.3) moßno zamenit~ parametry ε i α na parametry ε^′ i α^′ sootvetstvenno takie, qto 0 ≤ ε^′ ≤ ε, 0 ≤ α^′ ≤ α i qto iz neravenstv (5.3) budut sledovat~ neravenstva (5.2) s ishodnymi ε i α.

UsloviØ (5.3) oznaqa¸t, qto zadaqa postroeniØ (ε, α) approksimacii svelas~ k 4l zadaqam postroeniØ vektora, priblißa¸- wego zadannyæ vektor s nekotoroæ toqnost~¸, zavisØweæ ot ε, α i Σ. Niße my predstavim algoritm rexeniØ fftoæ zadaqi dlØ stolbcov matric Y_ε i Y_{εα}; dlØ stolbcov matric W_ε i W_{εα} zadaqa rexaetsØ analogiqno.

DlØ i-go stolbca y_{εα,i} matricy Y_{εα} ime¸tsØ dva usloviØ approksimacii: ||y_i − y_{εα,i}|| ≤ ε, ||(y_i − y_{εα,i}){Σ}^{−1}_{ii} || ≤ α, (5.4) gde y_i – i-æ stolbec matricy Y . V silu usloviØ normirovki ||y_i|| = 1 usloviØ (5.4) moßno ob¨edinit~ v odno uslovie ||y_i − y_{εα,i}|| ≤ min{ε, α{Σ}_{ii}}||y_i||. (5.5)

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 239 Oboznaqim β_i = min{ε, α{Σ}_{ii}}. Pust~ po vektoru y_i nekotorym obrazom postroen vektor y_{εα,i} takoæ, qto imeet mesto neravenstvo ||y_i − y_{εα,i}|| ≤ β_i ||y_i||. DlØ fftogo moßno, naprimer, ispol~zovat~ tehniku okruglennogo hraneniØ vewestvennyh massivov v vide upakovannyh massivov celyh qisel. UqityvaØ predyduwee neravenstvo i uslovie na vektor y_{ε,i} vida ||y_i − y_{ε,i}|| ≤ ε ||y_i|| (5.6) poluqaem, qto neravenstvo (5.6) budet vypolneno, esli vektor y_{ε,i} stroit~ po vektoru y_{εα,i} s vypolneniem usloviØ ||y_{εα,i} − y_{ε,i}|| ≤ (ε − β_i) ||y_i||. (5.7) Deæstvitel~no, esli neravenstvo (5.7) vypolneno, to v silu neravenstva treugol~nika ||y_i − y_{ε,i}|| ≤ ||y_i − y_{εα,i}|| + ||y_{εα,i} − y_{ε,i}|| ≤ ≤ β_i||y_i|| + (ε − β_i)||y_i|| = ε ||y_i||. DlØ togo, qtoby neravenstvo (5.7) imelo mesto, strukturu razreßennosti vektora y_{ε,i} budem stroit~ sledu¸wim obrazom. Vse fflementy vektora y_{εα,i}, po modul¸ bol~xie ili ravnye veliqine (ε − β_i), ostavlØem v vektore y_{ε,i}. Vse fflementy vektora y_{εα,i},

po modul¸ men~xie veliqiny ε − β_i √ N , iskl¸qaem iz struktury

vektora y_{ε,i}, a sdelannu¸ pri fftom oxibku summiruem v smysle evklidovoæ normy; ona, oqevidno, budet ne bol~xe, qem (ε − β_i). Po osta¸wimsØ fflementam stroim gistogrammu raspredeleniØ moduleæ fftih fflementov vektora. Po fftoæ gistogramme s uqetom uße sdelannoæ oxibki okonqatel~no opredelØem porog moduleæ fflementov vektora y_{εα,i}, pri obnulenii kotoryh iz vektora y_{εα,i} neravenstvo (5.7) dlØ rezul~tiru¸wego vektora y_{ε,i} budet vypolneno.

5.2. Iteracionnyæ algoritm rexeniØ sistemy lineænyh uravneniæ.

240 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

V fftom razdele izlagaetsØ algoritm rexeniØ sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ, osnovannyæ na opisannom v rabote [1] algoritme SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ, v kotorom dlØ umen~xeniØ polnyh arifmetiqeskih zatrat i zatrat pamØti pri restartah algoritma stroØtsØ sootvetstvu¸wie operatory korrekcii i ih (ε, α) approksimacii.

Kratko napomnim nekotorye izloßennye v rabote [1] oboznaqeniØ, algebraiqeskie konstrukcii, algoritmy i teoretiqeskie ocenki, svØzannye s algoritmom SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~- tracieæ.

Rassmotrim sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ

Ax = b, (5.8)

gde A ∈ R^{N×N} – zadannaØ nevyroßdennaØ, vozmoßno neznakoopredelennaØ nesimmetriqnaØ matrica, b ∈ R^N – zadannyæ vektor pravoæ qasti, x ∈ R^N – iskomyæ vektor rexeniØ.

V algoritme SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ kl¸qevu¸ rol~ igra¸t sledu¸wie matriqnye sootnoxeniØ

AY_k = P_{k+1}H_k, Y^T_k Y_k = I_k, P^T_{k+1}P_{k+1} = I_{k+1}, b = P_{k+1}γ_{k+1},

(5.9)

gde Y_k ∈ R^{N×k}, P_{k+1} ∈ R^{N×(k+1)}, H_k ∈ R^{(k+1)×k} – verhnØØ hessenbergova matrica, γ_{k+1} ∈ R^{(k+1)}. V processe iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) sootnoxeniØ (5.9) snaqala dostraiva¸tsØ, t.e., v matrice Y_k poØvlØ¸tsØ nekotorye novye stolbcy, kotorye ØvlØ¸tsØ ne qem inym, kak ortogonalizovannymi k predyduwim stolbcam matricy Y_k vektorami nevØzki sistemy (5.8). Imenno fftot vybor novyh napravleniæ v matrice Y_k garantiruet shodimost~ algoritma SOFGMRES(m) k rexeni¸ sistemy (5.8). Novye napravleniØ v matrice Y_k ispol~zu¸tsØ dlØ togo, qtoby rasxirit~ sootnoxeniØ (5.9). A imenno, proizvoditsØ umnoßenie novyh napravleniæ na matricu A, a zatem provodØtsØ neobhodimye ortogonalizacii, qtoby snova poluqilis~ sootnoxeniØ tipa (5.9), no s bol~xim koliqestvom stolbcov v matricah Y_k i P_{k+1}. V dal~neæxem rasxirennye sootnoxeniØ tipa (5.9) fil~- tru¸tsØ. �to oznaqaet, qto sredi novyh napravleniæ, dobavlennyh v Y_k, nekotorym special~nym obrazom vybira¸tsØ tol~ko te

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 241 ortonormirovannye lineænye kombinacii, kotorye neobhodimy dlØ dal~neæxih vyqisleniæ. �to lineænye kombinacii, garantiru¸wie monotonnost~ padeniØ normy nevØzki sistemy (5.8) pri restartah, a takße lineænye kombinacii, garantiru¸wie podderßanie pri restartah vysokoæ skorosti shodimosti algoritma SOFGMRES(m) v smysle padeniØ normy nevØzki sistemy (5.8). Posle togo, kak vse neobhodimye lineænye kombinacii novyh napravleniæ naædeny, vse ranee dobavlennye v (5.9) novye napravleniØ otbrasyva¸tsØ, a v sootnoxeniØ (5.9) dobavlØ¸tsØ tol~ko otobrannye ih lineænye kombinacii, i t.d. Posle neskol~kih restartov algoritma SOFGMRES(m) nakoplennye pri raznyh restartah algoritma v sootnoxeniØh (5.9) novye napravleniØ fil~tru¸tsØ sovmestno, i t.d.

V osnove teorii shodimosti i mehanizmov fil~tracii algoritma SOFGMRES(m) leßit sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 5.1 ([1]). Imeet mesto neravenstvo ||r_{k+1}|| ≤ ||r_k|| √ 1 − μ^2_A(Y_k), (5.10)

gde r_k – nevØzka sistemy (5.8) dlØ sootnoxeniæ (5.9), r_{k+1} – nevØzka sistemy (5.8) dlØ rasxirennyh sootnoxeniæ (5.9) pri dobavlenii tekuwego vektora napravleniæ, a μ_A(Y_k) – vvedennaØ v razdele 2 harakteristika podprostranstva Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A.

SleduØ rabote [1], pokaßem, qto sootnoxeniØ (5.9) legko moßno preobrazovat~ k vidu (3.1) s sootvetstvu¸wimi matricami W_k i R_k, tem samym rezul~tat takogo preobrazovaniØ moßet byt~ ispol~zovan dlØ postroeniØ operatora korrekcii.

Matrica H_k v sootnoxeniØh (5.9) po predpoloßeni¸ verhnØØ hessenbergova, pofftomu suwestvuet nabor vraweniæ Givensa G_i ∈ R^{(k+1)×(k+1)}, i = 1, . . . , k,

G_i =

I_{i−1} 0 c_i s_i −s_i c_i 0 I_{k−i} , c^2_i + s^2_i = 1,

takoæ, qto

H_k = Q_k [ R_k 0 ] , (5.11)

242 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN gde Q_k = G_1 · · · G_k

– ortogonal~naØ matrica, kotoraØ predstavlØet soboæ proizvedenie vraweniæ Givensa, R_k – verhnØØ treugol~naØ matrica. Ravenstvo (5.11) ØvlØetsØ QR-razloßeniem matricy H_k.

Oboznaqim W_k = P_{k+1}Q_k [ I_k 0 ] . (5.12)

Oqevidno, qto dlØ matricy W_k ∈ R^{N×k} imeet mesto sootnoxenie ortogonal~nosti W^T_k W_k = I_k. (5.13)

Pervoe iz ravenstv (5.9) s ispol~zovaniem (5.11) i (5.12) moßno teper~ perepisat~ v vide

AY_k = P_{k+1}H_k = P_{k+1}Q_k [ R_k 0 ] = = P_{k+1}Q_k [ I_k 0 ] R_k = W_kR_k.

(5.14)

Ob¨edinØØ (5.14), (5.13) i (5.9), poluqaem sootnoxeniØ (3.1).

Ob¨edinØØ algoritm SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ iz [1] s izloßennoæ v razdelah 3–5 fftoæ raboty tehnikoæ postroeniØ operatora korrekcii i tehnikoæ vyqisleniØ ego (ε, α) approksimacii, poluqaem sledu¸wiæ kombinirovannyæ iteracionnyæ algoritm rexeniØ sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ (5.8):

Algoritm (cs)SOFGMRES (SOFGMRES algorithm with Correc-

tion and Sparsification)

Step 0. InicializaciØ: x_0 = 0; r_0 = b;

For s = 1, . . . , s_{max} Do (Vnexniæ cikl: restarty)

Pust~ dlØ nekotorogo k ime¸t mesto sootnoxeniØ (5.9), gde v kaqestve pravoæ qasti ispol~zuetsØ tekuwaØ nevØzka r_{s−1}; Stage I: postroenie rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ NaqinaØ s sootnoxeniæ (5.9), provodim odin global~nyæ cikl iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~- tracieæ;

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 243 If (v processe iteraciæ naædeno rexenie sistemy (5.8) s zadannoæ toqnost~¸) Then

Stop End If End Stage I V rezul~tate vypolneniØ Stage I posle okonqaniØ iteraciæ poluqaem rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ vida (5.9), no uße s k+l stolbcami, l ≥ 0. Pereoboznaqim k := k+l. V rezul~- tate vypolneniØ Stage I takße poluqaem novoe priblißenie x_s k rexeni¸ sistemy (5.8). VyqislØem novu¸ nevØzku r_s = b−Ax_s; Stage II: postroenie (ε, α) approksimacii operatora kor-

rekcii_{Step} 1. SootnoxeniØ (5.9) preobrazu¸tsØ k vidu (3.1);

Step 2. DlØ zadannogo poroga μ_{thr} proizvoditsØ raswep-

lenie podprostranstv Span (Yk) i Span (Wk) v sootvetstvii s izloßeniem razdela 3.5;

Step 3. DlØ vybrannyh porogov ε i α vyqislØetsØ ne-

vyroßdennaØ (ε, α) approksimaciØ K^{(εα)}_d operatora korrekcii s d = 1, kak ffto opisano v razdele 4 i v punkte 5.1 razdela 5;

Step 4. V sootvetstvii s raswepleniem (3.39) po for-

mulam (4.11) i (4.12) stroim matricu s ortonormirovannymi stolbcami^~Y^′_{εα};

End Stage II V rezul~tate vypolneniØ Stage II postroen i sohranen v upakovannom vide operator korrekcii K^{(εα)}_d i matrica Ỹ^′_{εα} s k − l ortonormirovannymi stolbcami; Stage III: restart

Pereoboznaqim k := k − l, A := AK^{(εα)}_d , Y_k := Ỹ^′_{εα}; V sootvetstvii s novymi oboznaqeniØmi stroim sootnoxeniØ (5.9), gde v kaqestve pravoæ qasti b ispol~zuetsØ tekuwiæ vektor nevØzki r_s;

End Stage III End For

DlØ obosnovaniØ predstavlennogo vyxe algoritma (cs)SOFGMRES dostatoqno pokazat~, qto pri pravil~nom vybore

244 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN poroga raswepleniØ podprostranstv μ_{thr} i porogov (ε, α) approksimacii operatora korrekcii svoæstva shodimosti privedennogo vyxe algoritma ne dolßny sil~no otliqat~sØ ot svoæstv shodimosti algoritma SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ, v kotorom vmesto postroeniØ operatorov korrekcii v sootnoxeniØh (5.9) posledovatel~no nakapliva¸tsØ vektora napravleniæ.

Deæstvitel~no, v sootvetstvii s teoremoæ 5.1, svoæstva shodimosti algoritma SOFGMRES(m) opredelØ¸tsØ svoæstvami harakteristiki μ_A(Y_k) podprostranstva Span (Y_k) po otnoxeni¸ k matrice A. No v ocenkah teoremy 3.3 pokazano, qto pri pravil~- nom vybore raswepleniØ podprostranstv Span (Y_k) i Span (W_k) veliqina μ_{AKd} ( ~Y^′) slabo zavisit ot konkretnogo vida raswepleniØ i ne sil~no otliqaetsØ ot veliqiny μ_A(Y_k). S drugoæ storony, v ocenkah teoremy 4.1 pokazano, qto pri dostatoqno malyh ε i α veliqina μ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}), kotoraØ budet opredelØt~ shodimost~ algoritma (cs)SOFGMRES posle restarta, ne sil~no otliqaetsØ ot veliqiny μ_{AKd} ( ~Y^′). Poluqili cepoqku priblißennyh ravenstv μ_A(Y_k) ≈ μ_{AKd} ( ~Y^′) ≈ μ_{AK}(εα)_d ( ~Y^′_{εα}), qto v silu teorii shodimosti algoritma SOFGMRES(m) dokazyvaet trebuemoe utverßdenie.

V rabote [1] takße pokazano, kakim obrazom v processe iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) moßno ocenivat~ veliqiny λ^+_A(Y_k) i σ_A(Y_k) dlØ tekuwego naqal~nogo podprostranstva Span (Y_k) i, tem samym, kak moßno ocenivat~ veliqinu μ_A(Y_k). Esli ispol~- zovat~ fftu tehniku v algoritme (cs)SOFGMRES, to ffto oznaqaet, qto v processe iteraciæ fftogo algoritma moßno ne tol~ko posledovatel~no korrektirovat~ pereobuslavlivanie dlØ uluqxeniØ ego kaqestva, no i poluqat~ aposteriornye ocenki kaqestva uße postroennogo k tekuwemu momentu otkorrektirovannogo pereobuslavlivaniØ. Imenno taku¸ posledovatel~nost~ deæstviæ, kogda pereobuslavlivatel~ utoqnØetsØ, a zatem ego tekuwee kaqestvo kontroliruetsØ i, pri neobhodimosti, snova uluqxaetsØ, i t.d., estestvenno nazyvat~ mul~tiplikativnoæ korrekcieæ matricy na posledovatel~nosti podprostranstv.

Podqerknem, qto v algoritme (cs)SOFGMRES korrekciØ pereobuslavlivaniØ ne ØvlØetsØ samocel~¸, a proishodit iskl¸qitel~no kak poboqnyæ rezul~tat osnovnogo processa iteracionno-

MUL^TIPLIKATIVNA˚ KORREKCI˚ MATRICY 245 go rexeniØ sistemy lineænyh uravneniæ (5.8). Imenno po fftoæ priqine qislo iteraciæ v algoritme (cs)SOFGMRES pri rexenii sistemy (5.8) kak pravilo ne sil~no otliqaetsØ ot qisla iteraciæ algoritma GMRES(∞) dlØ fftoæ ße sistemy.

6. Zakl¸qenie

V rabote postroena v obwem nesimmetriqnom neznakoopredelennom sluqae algebraiqeskaØ tehnika, pozvolØ¸waØ konstruirovat~ matriqnye korrektory vida

K = (I_N − Y Y^T )(I_N − W W^T ) + Y R^{−1}W.

PredloßennaØ teoriØ shodimosti algoritmov tipa SOFGM- RES(m), primenØemyh dlØ postroeniØ matriqnyh korrektorov K, pozvolØet ne tol~ko ocenivat~ spektral~nye/singulØrnye svoæstva sootvetstvu¸weæ pereobuslovlennoæ matricy, no takße pozvolØet optimizirovat~ svoæstva K na osnove vyqislimyh ocenok. Kak pokazano v rabote, predlagaemaØ teoriØ v nekotorom smysle pozvolØet stroit~ korrektory K s praktiqeski l¸bym napered zadannym kaqestvom pereobuslavlivaniØ. V rabote rassmatriva¸tsØ takße sposoby postroeniØ (ε, α) approksimacii matriqnyh korrektorov s ispol~zovaniem tehniki raswepleniØ podprostranstv. V rezul~tate udaetsØ predstavit~ edinyæ korrektor matricy v mul~tiplikativnom vide s tak nazyvaemymi “razreßennymi” korrektorami K^{(ε,α)} v kaqestve faktorov, qto pozvolØet znaqitel~no sokratit~ arifmetiqeskie zatraty i zatraty pamØti pri kontroliruemom uhudxenii kaqestva K^{(ε,α)} po sravneni¸ s K.

V qislennoæ praktike predlagaemaØ tehnika postroeniØ korrektorov moßet primenØt~sØ dlØ rexeniØ samyh razliqnyh zadaq. Vo vtoroæ qasti dannoæ raboty my planiruem qislenno issledovat~ vozmoßnosti tehniki konstruirovaniØ matriqnyh korrektorov pri postroenii mnogourovnevyh iteracionnyh metodov rexeniØ lineænyh sistem s nevyroßdennymi matricami kofffficientov.

Literatura 1. S. A. Harqenko, A. ı. Eremin, Novye algoritmy tipa GMRES(k) s

Øvnymi restartami i analiz ih svoæstv shodimosti na osnove QR formy matriqnyh sootnoxeniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000),

190–241.

246 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN 2. V. V. Voevodin, Vyqislitel~nye osnovy lineænoæ algebry. Nauka, M.

(1977).

3. Dß. Golub, Q. Van Loun, Matriqnye vyqisleniØ. Mir, M. (1999).

Kharchenko S. A. and Yeremin A. Yu. Multiplicative correction of a matrix on a sequence of subspaces. I: Basic algorithms and theory for general unsymmetric matrices.

The paper considers the problem of a guaranteed improvement of matrix properties by preconditioning. An algorithm for constructing the so-called basic correctors, differing from the identity matrix by a smallrank term, is suggested. A basic corrector improves the matrix action on a subspace of small dimension and provides a possibility of controlling its action on the complementary subspace. In the algorithm suggested, basic correctors are computed by using the operation of multiplying the original matrix by a vector. The resulting preconditioner is a composition of basic correctors. Its nonsingularity is guaranteed in the general unsymmetric and indefinite case, and estimates enabling one to predict the convergence properties of the corresponding iterative algorithm are obtained. In order to reduce the arithmetic and memory costs, it is suggested to replace basic correctors by their approximations. Estimates for the resulting deterioration of the preconditioning quality are presented.

Postupilo 15 oktØbrØ2001 g. Vyqislitel~nyæ Centr RAN

kharchen@ccas.ru

Nauqno-issledovatel~skiæ Vyqislitel~nyæ Centr MGU

badger@vvv.srcc.msu.su