Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

L. ı. Kolotilina

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ NEOTRICATEL^NO` MATRICY

§1. Vvedenie

�toæ stat~eæ my naqinaem seri¸ publikaciæ, v kotoryh pereosmysliva¸tsØ i obobwa¸tsØ nekotorye klassiqeskie rezul~taty iz treh vzaimosvØzannyh razdelov teorii matric. K nim otnosØtsØ kriterii vyroßdennosti/nevyroßdennosti kompleksnyh matric, opisanie oblasteæ, soderßawih ili ne soderßawih sobstvennye znaqeniØ kompleksnyh matric, a takße ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~- noæ matricy. V otliqie ot obweprinØtogo podhoda, my naqinaem s rezul~tatov, otnosØwihsØ k perronovskomu korn¸, a zatem, osnovyvaØs~ na nih, my poluqim kriterii vyroßdennosti/nevyroßdennosti i sootvetstvu¸wie teoremy lokalizacii dlØ sobstvennyh znaqeniæ proizvol~nyh matric.

V fftoæ stat~e my rassmatrivaem te ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ, kotorye mogut byt~ poluqeny na osnove ego svoæstva monotonnosti (sm. teoremu 1.1 niße). Konturnye versii fftih rezul~tatov budut predstavleny v sledu¸weæ stat~e.

Pust~ A = (a_{ij} ) ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotricatel~naØ matrica. Napomnim, qto, po opredeleni¸, perronovskiæ koren~ ρ(A) matricy A – ffto neotricatel~noe sobstvennoe znaqenie A, sovpada¸wee s ee spektral~nym radiusom, t.e. ρ(A) = max_{i∈⟨n⟩} |λ_i(A)|, gde {λ_i(A)}^n_{i=1} – mnoßestvo sobstvennyh znaqeniæ matricy A, a ⟨n⟩ = {1, . . . , n}, n > 1, – indeksnoe mnoßestvo.

Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [1, sledstvie 2.1.5]), perronovskiæ koren~ obladaet sledu¸wim prostym, no principial~no vaßnym svoæstvom monotonnosti. 77

78 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 1.1. Pust~ A = (aij) i B = (bij) – neotricatel~nye ma-

tricy porØdka n > 1 i pust~ A > B, t.e. a_{ij} > b_{ij}, i, j = 1, . . . , n. Togda ρ(A) > ρ(B), a esli matrica A neprivodima i B ≠ A, to ρ(A) > ρ(B). Niße my privedem nekotorye iz klassiqeskih ocenok i neravenstv dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy A = (a_{ij} ) porØdka n > 1, kotorye vstretØtsØ v posledu¸wih paragrafah. �ti rezul~taty formuliru¸tsØ v terminah diagonal~- nyh fflementov matricy A i libo stroqnyh i/ili stolbcovyh summ r_i(A) = n∑ j=1 a_{ij}, i = 1, . . . , n,

c_i(A) = n∑ j=1 a_{ij} , i = 1, . . . , n, libo useqennyh summ

r^′_i(A) = r_i(A) − a_{ii} = n∑ j=1 j≠i a_{ij}, i = 1, . . . , n,

c^′_i(A) = c_i(A) − a_{ii} = n∑ j=1 j≠i a_{ji}, i = 1, . . . , n.

ProsteæxaØ nißnØØ ocenka ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii} (1.1) i prosteæxie dvustoronnie ocenki min i∈⟨n⟩ r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A) (1.2)

OCENKI I NERAVENSTVA 79 prinadleßat Frobeniusu [5]. Koneqno ße, poskol~ku ρ(A) = ρ(A^T ) i dlØ l¸bogo i ∈ ⟨n⟩ c_i(A) = r_i(A^T ), iz ocenok (1.2) sledu¸t ih stolbcovye analogi min i∈⟨n⟩ c_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} c_i(A). (1.3) Ocenka (1.1) byla uluqxena Brauffrom i Dßentri, pokazavximi [4], qto perronovskiæ koren~ neprivodimoæ matricy A udovletvorØet nißneæ ocenke ρ(A) > 1 2 max_{i≠j} {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4a_{ij}a_{ji}]^{1/2}}. (1.4)

Ostrovskiæ v rabote [11] dokazal, qto dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] kaßdoe sobstvennoe znaqenie λ proizvol~noæ matricy A = (a_{ij} ) ∈

C^{n×n} , n > 1, pri nekotorom i ∈ ⟨n⟩ udovletvorØet neravenstvu^1 |λ − a_{ii}| 6 r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}. V qastnosti, esli A – neotricatel~naØ matrica, to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] naædetsØ indeks i ∈ ⟨n⟩, takoæ qto

|ρ(A) − a_{ii}|^{(1.1)}= ρ(A) − a_{ii} 6 r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}, otkuda sleduet, qto ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}}, α ∈ [0, 1]. (1.5) Dalee, poskol~ku v silu neravenstva Gel~dera my imeem a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α} = a^α_{ii}a^{1−α}_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}

6 [aii + r^′_i(A)]^α[aii + c^′_i(A)]^{1−α} = ri(A)^αci(A)^{1−α},

iz (1.5) sleduet, qto dlØ ρ(A) takße spravedliva i ocenka ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}}, α ∈ [0, 1]. (1.6)

1Esli matrica A ne ØvlØetsØ neotricatel~noæ, to veliqiny ri(A), r^0_i(A),

c_i(A) i c^0_i(A) opredelØ¸tsØ kak summy absol¸tnyh veliqin sootvetstvu¸-

wih fflementov A.

80 L. ı. KOLOTILINA

Osobennost~¸ ocenok (1.5) i (1.6), otliqa¸weæ ih ot ocenok Frobeniusa (1.2), ØvlØetsØ to obstoØtel~stvo, qto v nih odnovremenno uqastvu¸t kak stroqnye, tak i stolbcovye (useqennye) summy. V dal~neæxem ocenki takogo tipa my budem nazyvat~ smexannymi.

Sledu¸wee uluqxenie ocenok Frobeniusa (1.2) dlØ sluqaØ neprivodimyh matric bylo predloßeno Brauffrom i Dßentri [3]: 1 2 min_{i≠j} {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)r^′_j (A)]^{1/2}}

6 ρ(A) 6^1_2 max_{i≠j} {aii + ajj + [(aii − ajj)^2 + 4r^′_i(A)r^′_j (A)]^{1/2}}.^{(1.7)}

Zametim, qto verhnØØ ocenka v (1.7) neposredstvenno sleduet iz bolee obwego rezul~tata Ostrovskogo [10] i Brauffra [2], utverßda¸wego, qto kaßdoe sobstvennoe znaqenie λ proizvol~- noæ kompleksnoæ matricy A porØdka n > 2 pri nekotoryh i ≠ j udovletvorØet neravenstvu |λ − a_{ii}| |λ − a_{jj}| 6 r^′_i(A)r^′_j(A). (1.8) UpomØnem, nakonec, qto neravenstvo (1.8) bylo obobweno Ostrovskim [11], dokazavxim, qto dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] sobstvennoe znaqenie λ udovletvorØet i smexannomu neravenstvu |λ − a_{ii}| |λ − a_{jj}| 6 r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}r^′_j(A)^αc^′_j(A)^{1−α}, (1.9) gde i, j ∈ ⟨n⟩, i ≠ j. V primenenii k perronovskomu korn¸ neravenstvo (1.9) prinimaet vid [ρ(A) − a_{ii}] [ρ(A) − a_{jj}]

6 r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}r^′_j (A)^αc^′_j(A)^{1−α}, i ≠ j, α ∈ [0, 1].^{(1.10)}

Koneqno ße, dlØ perronovskogo kornØ izvestno mnogo drugih ocenok, ne upomØnutyh vyxe. My otobrali tol~ko te osnovnye ocenki, kotorye mogut byt~ dokazany i obobweny s pomow~¸ podhoda, predlagaemogo v fftoæ stat~e.

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom. V §2 privodØtsØ nekotorye nißnie ocenki ρ(A), kotorye mogut byt~ poluqeny perehodom k glavnym podmatricam A ili zamenoæ nekotoryh fflementov

OCENKI I NERAVENSTVA 81

A nulØmi. Kak my ubedimsØ, takim sposobom mogut byt~ vyvedeny kak ocenki Frobeniusa (1.1), tak i uluqxennye ocenki (1.4).

V §3 predloßeno obobwenie dvustoronnih ocenok Frobeniusa (1.2).

ObobweniØ smexannyh verhnih ocenok Ostrovskogo (1.5) i (1.6) predstavleny v §4.

V §5 ustanavliva¸tsØ ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ, Øvno zavisØwie ot struktury razreßennosti matricy A ili, drugimi slovami, ot mnoßestva dug v orientirovannom grafe (orgrafe) D_A matricy A.

V zakl¸qitel~nom §6 my privodim ocenki i neravenstva dlØ ρ(A), zavisØwie ot puteæ fiksirovannoæ dliny k > 1 v D(A) i obobwa¸wie rezul~taty §5.

My zaverxaem fftot paragraf svodkoæ oboznaqeniæ, ispol~zuemyh v stat~e.

• I_n (ili prosto I) oboznaqaet ediniqnu¸ matricu porØdka n. • e = [1, . . . , 1]^T ∈ R^n – ediniqnyæ vektor.

• Vektory r(A), c(A), r^′(A) i c^′(A) opredelØ¸tsØ po formulam

r(A) = (r_i(A))^n_{i=1}, c(A) = (c_i(A))^n_{i=1},

r^′(A) = (r^′_i(A))^n_{i=1}, c^′(A) = (c^′_i(A))^n_{i=1}.

• Esli v = (v_i)^n_{i=1} – nekotoryæ vektor, to

D_v = diag (v_1, . . . , v_n).

• Esli A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} i S_1, S_2 ⊆ ⟨n⟩, to

A[S_1, S_2] = (a_{ij} )_{i∈S1} j∈S2 – ffto podmatrica matricy A, opredelennaØ indeksnymi podmnoßestvami S_1 i S_2; glavnaØ podmatrica A[S, S] oboznaqaetsØ takße qerez A[S].

• Esli A = (a_{ij})^n_{i,j=1}, to D_A oboznaqaet diagonal~nu¸ qast~ A, t.e.

D_A = diag (a_{11}, . . . , a_{nn}).

§2. Ocenki qerez perronovskiæ koren~ glavnyh podmatric i ih dopolneniæ

Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Iz svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ legko sleduet, qto dlØ

82 L. ı. KOLOTILINA l¸bogo sobstvennogo podmnoßestva S ⊂ ⟨n⟩ mnoßestva indeksov spravedlivo neravenstvo ρ(A) > ρ(A[S]). (2.1) Bolee togo, esli matrica A neprivodima, to neravenstvo (2.1) ØvlØetsØ strogim.

V qastnosti, vzØv S_i = {i}, i ∈ ⟨n⟩, my nemedlenno poluqaem nißn¸¸ ocenku Frobeniusa (1.1): ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, (2.2)

priqem dlØ neprivodimoæ matricy A porØdka n > 2 ffta ocenka ØvlØetsØ strogoæ.

Esli n > 2, to, polagaØ v (2.1) S_{ij} = {i, j}, i ≠ j, i, j ∈ ⟨n⟩, my prihodim k nißneæ ocenke

ρ(A) > max_{i≠j} ρ ([ a_{ii} a_{ij} a_{ji} a_{jj} ]) . (2.3)

Poskol~ku, kak legko videt~, ρ ([ a_{ii} a_{ij} a_{ji} a_{jj} ]) = 1 2 {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4a_{ij}a_{ji}]^{1/2}},

to dlØ proizvol~noæ neotricatel~noæ matricy A porØdka n > 2 iz (2.3) sleduet nißnØØ ocenka ρ(A) > 1 2 max_{i≠j} {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4a_{ij}a_{ji}]^{1/2}}. (2.4)

Krome togo, esli n > 2 i matrica A neprivodima, to, poskol~ku v fftom sluqae A ≠ A[{i, j}], teorema 1.1 garantiruet, qto spravedlivo strogoe neravenstvo ρ(A) > 1 2 max_{i≠j} {a_{ii} + a_{jj} + [(a_{ii} − a_{jj})^2 + 4a_{ij} − a_{ji}]^{1/2}}, (2.5)

OCENKI I NERAVENSTVA 83 sovpada¸wee s ocenkoæ (1.4).

Pust~ S – nekotoroe podmnoßestvo mnoßestva indeksov ⟨n⟩. Matricu A{S} = (^a_{ij} )^n_{i,j=1}, gde ^a_{ij} = { 0, esli i, j ∈ S a_{ij} v protivnom sluqae , i, j ∈ ⟨n⟩, budem nazyvat~ dopolneniem glavnoæ podmatricy A[S] v matrice A. Esli A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2 i S – nepustoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva ⟨n⟩, to, po svoæstvu monotonnosti perronovskogo kornØ, my imeem ρ(A) > ρ(A{S}). (2.6) Krome togo, esli matrica A neprivodimy i A[S] ≠ 0, to neravenstvo v (2.6) ØvlØetsØ strogim.

V qastnosti, polagaØ S = ⟨n⟩ \ {i}, i ∈ ⟨n⟩, i primenØØ (2.6) k sdvinutoæ matrice A−αI_n, gde α = min_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, my prihodim k neravenstvu

ρ(A) > ρ 0 a_{1i} . . a_{i−1i} 0 a_{i1} . . . a_{ii} . . . a_{in} 0 a_{i+1i} . . a_{ni} 0 ,

ravnosil~nomu nißneæ ocenke ρ(A) > 1 2 max i∈⟨n⟩ {a_{ii} − α + [(a_{ii} − α)^2 + 4 ∑ j≠i a_{ij}a_{ji}]^{1/2}}, (2.7)

predloßennoæ v [6].

§3. Ocenki tipa Frobeniusa

V naqale fftogo paragrafe my privodim teoremu, kotoraØ moßet rassmatrivat~sØ kak obobwenie dvustoronnih ocenok Frobeniusa (1.2).

84 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 3.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1

i pust~ Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda ρ(Δ^{−1}A) min_{i∈⟨n⟩} δ_i 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{i∈⟨n⟩} δ_i. (3.1)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda Δ – skalØrnaØ matrica, t.e. Δ = c I_n. V protivnom sluqae oba neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku, oqevidno, min i∈⟨n⟩ δ_i Δ^{−1}A 6 A = Δ(Δ^{−1}A) 6 max_{i∈⟨n⟩} δ_i Δ^{−1}A,

to neravenstva (3.1) nemedlenno sledu¸t iz teoremy 1.1. Esli

Δ = c I_n – skalØrnaØ matrica, to max i∈⟨n⟩ δ_i = min_{i∈⟨n⟩} δ_i = c, i oba neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Obratno, pust~ matrica A neprivodima i spravedlivo ravenstvo ρ(A) = max_{i∈⟨n⟩} δ_i ρ(Δ^{−1}A). V fftom sluqae iz teoremy 1.1 neobhodimo sleduet, qto A = max_{i∈⟨n⟩} δ_i Δ^{−1}A, otkuda my poluqaem, qto

Δ = max_{i∈⟨n⟩} δ_i I_n.

Sluqaæ, kogda levoe neravenstvo v (3.1) vypolnØetsØ s ravenstvom, rassmatrivaetsØ analogiqno. �

V dal~neæxem my mnogokratno budem ispol~zovat~ sledu¸- wiæ fflementarnyæ rezul~tat.

OCENKI I NERAVENSTVA 85

Lemma 3.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1

i pust~ D – proizvol~naØ diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi fflementami na glavnoæ diagonali. Esli matrica A ne imeet nulevyh strok, to ρ(D^{−1}_{r(D}�_{1 AD)}A) = 1.

Analogiqno, esli A ne imeet nulevyh stolbcov, to ρ(D^{−1}_{c(D}�_{1AD)}A) = 1.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim C = D^{−1}AD. Poskol~ku A ne soderßit nulevyh strok, vektor r(C) poloßitelen, i vypolneno ravenstvo D^{−1}_{r(C)}C = D^{−1}(D^{−1}_{r(C)}A)D, iz kotorogo sleduet, qto ρ(D^{−1}_{r(C)}A) = ρ(D^{−1}_{r(C)}C). S drugoæ storony, poskol~ku D^{−1}_{r(C)}C e = D^{−1}_{r(C)} r(C) = e, vektor e ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy D^{−1}_{r(C)}C i otveqaet ee sobstvennomu znaqeni¸ λ = 1. Sledovatel~no (sm., naprimer, [1, sledstvie 2.1.12]), my moßem zakl¸qit~, qto ρ(D^{−1}_{r(C)}A) = ρ(D^{−1}_{r(C)}C) = 1.

OstavxeesØ utverßdenie ustanavlivaetsØ takim ße obrazom. � Predpoloßim, qto matrica A ne soderßit nulevyh strok.

PrimenØØ teoremu 3.1 s matriceæ Δ = r(D^{−1}AD) i ispol~zuØ lemmu 3.1, my totqas ße prihodim k dvustoronnim ocenkam min i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}AD) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}AD). (3.2)

Esli ße matrica A imeet nulevye stroki, to levoe neravenstvo v (3.2) vypolnØetsØ trivial~nym obrazom. DlØ togo, qtoby rasprostranit~ verhn¸¸ ocenku iz (3.2) na fftot obwiæ sluqaæ, my vospol~zuemsØ sledu¸wim horoxo izvestnym rezul~tatom (sm., naprimer, [1, sledstvie 2.1.6.(v)].

86 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 3.2. Pust~ A – privodimaØ neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2. Togda suwestvuet nepustoe sobstvennoe podmnoßestvo S $ ⟨n⟩ mnoßestva indeksov ⟨n⟩, takoe qto podmatrica A[S] ØvlØetsØ neprivodimoæ, i spravedlivo ravenstvo ρ(A[S]) = ρ(A). Sledovatel~no, esli podmnoßestvo S vybrano, kak v lemme 3.2, to, prinimaØ vo vnimanie tot oqevidnyæ fakt, qto v neprivodimoæ matrice A[S] net nulevyh strok, i ispol~zuØ (3.2), my vyvodim: ρ(A) = ρ(A[S]) 6 max_{i∈S} r_i({D^{−1}AD}[S]) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}AD). Takim obrazom, my ustanovili, qto iz teoremy 3.1 vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat Frobeniusa [5].

Sledstvie 3.1. Esli A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i D – diagonal~naØ matrica porØdka n s poloßitel~ny-

mi fflementami na glavnoæ diagonali, to min i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}AD) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}AD). (3.3)

Dalee, esli matrica A neprivodima, to libo oba ffti neravenstva ØvlØ¸tsØ strogimi, libo r_i(D^{−1}AD) = ρ(A), i = 1, . . . , n. PredpolagaØ, qto matrica A ne imeet nulevyh strok i primenØØ sledstvie 3.1 k matrice A i D = D_{r(A)}, my prihodim k dvustoronnim ocenkam Minka [9, teorema 1.2]: min i∈⟨n⟩ r_i(A^2) r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A^2) r_i(A) . (3.4) Zametim, qto ocenki (3.4) uluqxa¸t ocenki Frobeniusa (3.3) s D = I_n, poskol~ku

r_i(A^2) = n∑ j=1 a_{ij}r_j(A) 6 max_{j∈⟨n⟩} r_j(A)r_i(A)

OCENKI I NERAVENSTVA 87 i, analogiqno, r_i(A^2) > min_{j∈⟨n⟩} r_j(A)r_i(A).

V bolee obwem sluqae, predpolagaØ qto vektor r(A) poloßitelen (otkuda trivial~no sleduet poloßitel~nost~ r(A^k) pri

k > 0), polagaØ_{D = Dr(Ak), k}

> 0,

i primenØØ sledstvie 3.1 k matrice A^s, s > 1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu, ustanovlennomu v [12].

Sledstvie 3.2. Esli A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 bez nulevyh strok, to min i∈⟨n⟩ [ r_i(A^{k+s}) r_i(A^k) ]_{1/s}

6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}^{[ ri(Ak+s)}_{ri(Ak)}^{]1/s} , k > 0, s > 1.

(3.5)

§4. ObobweniØ verhnih ocenok Ostrovskogo V fftom paragrafe my vyvedem obobweniØ verhnih ocenok Ostrovskogo (1.5) i (1.6). S fftoæ cel~¸ my vospol~zuemsØ sledu¸wimi dvumØ lemmami.

Lemma 4.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1

i pust~

Δ_i = diag (δ^{(i)}_1 , . . . , δ^{(i)}_n ), i = 1, . . . , k, k > 1,

– diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli k∑ i=1 α_i = 1, α_i ∈ [0, 1], i = 1, . . . , k, to ρ (_k ∏ i=1 Δ^{−αi}_i A )

6^{k∏}_{i=1} ρ(Δ^{−1}_i A)^{αi} . (4.1)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim B_s = Δ^{−1}_s A, s = 1, . . . , k.

88 L. ı. KOLOTILINA Sperva my dopustim, qto matrica A neprivodima. V fftom sluqae matricy B_s, s = 1, . . . , k, takße neprivodimy, i po teoreme Perrona–Frobeniusa (sm., naprimer, [1, teorema 2.1.1]) oni im¸t poloßitel~nye pravye perronovskie vektory u^{(s)} =

(u^{(s)}_i )^n_{i=1}, s = 1, . . . , k. Takim obrazom, B_su^{(s)} = ρ(B_s)u^{(s)}, s = 1, . . . , k. Poloßim B = k∏ s=1 Δ^{−αs}_s A,

d_i = k∏ s=1 (u^{(s)}_i )^{αs} , i = 1, . . . , n,

D = diag (d_1, . . . , d_n)

i, nakonec, ~B = D^{−1}BD. Ispol~zuØ privedennye vyxe sootnoxeniØ i neravenstvo Gel~dera, my vyvodim:

r_i( ~B) = d^{−1}_i n∑ j=1 b_{ij}d_j

= d^{−1}_i n∑ j=1 k∏ s=1 (δ^{(s)}_i )^{−αs} a_{ij} k∏ s=1 (u^{(s)}_j )^{αs}

= d^{−1}_i n∑ j=1 k∏ s=1 [ (δ^{(s)}_i )^{−1}a_{ij} u^{(s)}_j ]_{αs}

= d^{−1}_i n∑ j=1 k∏ s=1 [ (B_s)_{ij} u^{(s)}_j ]_{αs}

6 d^{−1}_i^{k∏}_{s=1}

n∑ j=1 (B_s)_{ij} u^{(s)}_j α_s

OCENKI I NERAVENSTVA 89 = k∏ s=1 (u^{(s)}_i )^{−αs} k∏ s=1 [ ρ(B_s)u^{(s)}_i ]_{αs}

= k∏ s=1 ρ(B_s)^{αs} , i = 1, . . . , n. Sledovatel~no, primenØØ sledstvie 3.1 s D = I_n, my poluqaem ρ(B) = ρ( ~B) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i( ~B) 6 k∏ s=1 ρ(B_s)^{αs} , qto i dokazyvaet trebuemoe neravenstvo v neprivodimom sluqae.

Esli ße matrica A privodima, to B takße privodima. V fftom sluqae, ispol~zuØ lemmu 3.2, my moßem vybrat~ sobstvennoe podmnoßestvo S mnoßestva indeksov ⟨n⟩ tak, qto B[S] ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ B, priqem ρ(B) = ρ(B[S]). Teper~, primenØØ (4.1) k neprivodimoæ matrice B[S] i ispol~zuØ (2.1), my vyvodim:

ρ(B) = ρ(B[S]) 6 k∏ s=1 ρ(B_s[S])^{αs} 6 k∏ s=1 ρ(B_s)^{αs} . Lemma 4.1 dokazana polnost~¸. �

Lemma 4.2. Pust~ A = DA + P – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2 i pust~ ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. (4.2) Togda ρ([ρ(A)I_n − D_A]^{−1}P ) = 1. (4.3)

Dokazatel~stvo. Po teoreme Perrona–Frobeniusa, naædetsØ

neotricatel~nyæ vektor u ≠ 0, takoæ qto Au = ρ(A)u, otkuda sleduet, qto P u = [ρ(A)I_n − D_A]u,

90 L. ı. KOLOTILINA a takße (poskol~ku matrica ρ(A)I_n − D_A neotricatel~na i obratima vvidu (4.2)), qto [ρ(A)I_n − D_A]^{−1}P u = u. Takim obrazom, vektor u ØvlØetsØ neotricatel~nym sobstvennym vektorom neotricatel~noæ matricy [ρ(A)I_n − D_A]^{−1}P i otveqaet sobstvennomu znaqeni¸ λ = 1, otkuda i sleduet (4.3) (sm., naprimer, [1, sledstvie 2.1.12]). �

Osnovnym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 4.1. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 1 i pust~ Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ), s = 1, . . . , k, k > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ l¸byh α_s ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k, takih qto k∑ s=1 α_s = 1,

dlØ ρ(A) spravedlivy verhnie ocenki ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} {_k ∏ s=1 [ δ^{(s)}_i ρ(Δ^{−1}_s A) ]_{αs} } (4.4) i ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} { a_{ii} + k∏ s=1 [ δ^{(s)}_i ρ(Δ^{−1}_s P ) ]_{αs} } . (4.5)

Dokazatel~stvo. V oboznaqeniØh lemmy 4.1 my imeem A = k∏ s=1 Δ^{αs}_s B. Poskol~ku, oqevidno, k∏ s=1 Δ^{αs}_s B 6 max_{i∈⟨n⟩} {_k ∏ s=1 [δ^{(s)}_i ]^{αs} } B,

OCENKI I NERAVENSTVA 91 to ocenka (4.4) trivial~no sleduet iz svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ i lemmy 4.1.

DlØ dokazatel~stva neravenstva (4.5) zametim sperva, qto ono vypolnØetsØ trivial~nym obrazom, esli ρ(A) = a_{ii} dlØ nekotorogo i ∈ ⟨n⟩. Pofftomu, prinimaØ vo vnimanie neravenstvo (2.2), my moßem predpoloßit~, qto ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. V fftom predpoloßenii matrica D = ρ(A)I_n − D_A obratima. PrimenØØ pri n > 2 neravenstvo (4.4) k matrice D^{−1}P s zamenoæ Δ_s na D^{−1}Δ_s i ispol~zuØ lemmu 4.2, my vyvodim:

1 = ρ(D^{−1}P ) 6 max_{i∈⟨n⟩} {_k ∏ s=1 [ δ^{(s)}_i ρ(A) − a_{ii} ρ([D^{−1}Δ_s]^{−1}[D^{−1}P ]) ]_{αs} }

= max i∈⟨n⟩ { ∏_k s=1[δ^{(s)}_i ρ(Δ^{−1}_s P )]^{αs} ρ(A) − a_{ii} } . Dokazannoe neravenstvo oznaqaet, qto dlØ nekotorogo i ∈ ⟨n⟩ spravedlivo neravenstvo

ρ(A) 6 a_{ii} + k∏ s=1 [δ^{(s)}_i ρ(Δ^{−1}_s P )]^{αs} .

V sluqae n = 1 my imeem P = 0, ρ(Δ^{−1}_s P ) = 0, i neravenstvo (4.5) oqevidno verno. Teorema 4.1 dokazana. �

Teper~ my pokaßem, qto verhnie ocenki Ostrovskogo (1.5) i (1.6) sledu¸t iz teoremy 4.1.

Sledstvie 4.1. Esli A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] spravedlivy neravenstva

ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}}, (4.6) ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{a_{ii} + r^′_i(A)c^′_i(A)^{1−α}}. (4.7)

92 L. ı. KOLOTILINA

Dokazatel~stvo. Zametim, qto pri n = 1 oba neravenstva (4.6)

i (4.7) oqevidny. Pofftomu budem sqitat~, qto n > 2. Predpoloßim sperva, qto u matricy A net ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov. V fftom sluqae, primenØØ ocenku (4.4) s k = 2,

Δ_1 = D_{r(A)} i Δ_2 = D_{c(A)} i ispol~zuØ lemmu 3.1, my vyvodim: ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}}ρ(D^{−1}_{r(A)}A)^αρ(D^{−1}_{c(A)}A)^{1−α} = max i∈⟨n⟩ {r_i(A)^αc_i(A)^{1−α}}. Analogiqno, esli oba vektora r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny, to, primenØØ ocenku (4.5) s k = 2, Δ_1 = D_r0_{(A)} = D_{r(P )} i Δ_2 = D_c0_{(A)} = D_{c(P )}, my poluqaem:

ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}{a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}ρ(D^{−1}_{r(P )} P )^αρ(D^{−1}_{c(P )}P )^{1−α}} = max i∈⟨n⟩ {a_{ii} + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}}. Takim obrazom, pri n > 2 obe ocenki (4.6) i (4.7) ustanovleny, v qastnosti, dlØ neprivodimyh matric, dlØ kotoryh vektory r^′(A) i c^′(A) vsegda poloßitel~ny. Teper~, esli A – privodimaØ neotricatel~naØ matrica, to, po lemme 3.2, naædetsØ podmnoßestvo S $ ⟨n⟩, |S| > 1, takoe qto matrica A[S] neprivodima, i ρ(A) = ρ(A[S]). Sledovatel~no, primenØØ (4.6) k matrice A[S], my vyvodim: ρ(A) = ρ(A[S]) 6 max_{i∈S} {r_i(A[S])^αc_i(A[S])^{1−α}}

6 max_{i∈⟨n⟩}{ri(A)^αci(A)^{1−α}}.

Analogiqno, primenØØ k A[S] neravenstvo (4.7), my poluqaem:

ρ(A) = ρ(A[S]) 6 max_{i∈S} {a_{ii} + r^′_i(A[S])^αc^′_i(A[S])^{1−α}}

6 max_{i∈⟨n⟩}{aii + r^′_i(A)^αc^′_i(A)^{1−α}}.

Sledstvie 4.1 dokazano polnost~¸. �

Iz teoremy 4.1 s pomow~¸ lemm 3.1 i 3.2 legko vyvesti obobwenie sledstviØ 4.1, privodimoe niße.

OCENKI I NERAVENSTVA 93

Sledstvie 4.2. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1. Togda dlØ proizvol~nyh α_s ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k + l, gde k, l > 0 i k + l > 1, takih qto k+l∑ s=1 α_s = 1,

i dlØ proizvol~nyh diagonal~nyh matric D_s, s = 1, . . . , k+l, porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami, spravedlivy sledu¸wie verhnie ocenki dlØ ρ(A): ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} {_k ∏ s=1 r_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} } , (4.8)

ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} { a_{ii} + k∏ s=1 r^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} } . (4.9)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku pri n = 1 obe ocenki (4.8) i (4.9)

oqevidno spravedlivy, budem predpolagat~, qto n > 2. DlØ dokazatel~stva (4.8) v sluqae neprivodimoæ matricy A poloßim

Δ_s = { D_{r(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . . , k, D_{c(D}�1_{s ADs)}, s = k + 1, . . . , k + l. Togda (4.8) vytekaet iz (4.4) i lemmy 3.1. Analogiqno, neravenstvo (4.9) vytekaet iz (4.5), esli poloßit~

Δ_s = { D_r0_{(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . . , k, D_c0_{(D}�1_{s ADs)}, s = k + 1, . . . , k + l. Perehod ot neprivodimyh matric k matricam obwego vida osuwestvlØetsØ na osnove lemmy 3.2, kak v dokazatel~stve sledstviØ 4.1. �

Sledstvie 4.2 pozvolØet “smexivat~” ne tol~ko stroqnye i stolbcovye summy r_i(A) i c_i(A) (ili r^′_i(A) i c^′_i(A)) matricy A, no i analogiqnye summy dlØ razliqnyh matric, diagonal~no soprØßennyh s A. Naprimer, v qastnom sluqae k = 2, l = 0,

94 L. ı. KOLOTILINA

D_1 = I_n, D_2 = D_{r(A)}, neravenstvo (4.8) daet nam verhn¸¸ ocenku ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} { r_i(A)^α [ r_i(A^2) r_i(A) ]_{1−α}}

= max i∈⟨n⟩ { r_i(A)^{2α−1}r_i(A^2)^{1−α} } , α ∈ [0, 1]. (4.10)

�ta ocenka svoditsØ k verhneæ ocenke Frobeniusa iz (1.2) pri α = 1, k ocenke ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩}[r_i(A^2)]^{1/2}

pri α = 1/2 i k verhneæ ocenke Minka (3.4) pri α = 0.

§5. Ocenki i neravenstva, zavisØwie ot dug

Ocenki dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) neotricatel~noæ matricy A, poluqennye v predyduwih paragrafah, ne uqityvali strukturu razreßennosti matricy A = (a_{ij} ) za iskl¸qeniem togo, qto v nekotoryh sluqaØh my trebovali, qtoby A ne soderßala nulevyh strok ili stolbcov ili qtoby A byla neprivodima.

Ocenki dlØ ρ(A), kotorye budut poluqeny v fftom paragrafe, budut vyraßat~sØ qerez maksimum ili minimum nekotoryh veliqin po vsem param indeksov i, j ∈ ⟨n⟩, takim qto a_{ij} ≠ 0. Poskol~ku, po opredeleni¸ orgrafa D(A) matricy A, a_{ij} ≠ 0 togda i tol~ko togda, kogda v D(A) est~ duga, veduwaØ iz verxiny i v verxinu j, my budem govorit~ ob ocenkah podobnogo tipa kak ob ocenkah, zavisØwih ot dug.

Vyvod ocenok, zavisØwih ot dug, budet bazirovat~sØ na sledu¸wem rezul~tate.

Teorema 5.1. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka n > 1 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] spravedlivy neravenstva min i,j:a_{i,j} ≠0 {δ^α_i δ^{1−α}_j }ρ(Δ^{−1}A) 6 ρ(A) 6 max_{i,j:aij} 6=0 {δ^α_i δ^{1−α}_j }ρ(Δ^{−1}A). (5.1)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (5.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, a, sledovatel~no,

ρ(A) = cρ(Δ^{−1}A), (5.2)

OCENKI I NERAVENSTVA 95 gde δ^α_i δ^{1−α}_j = c dlØ vseh i, j, takih qto a_{ij} ≠ 0, (5.3) togda i tol~ko togda, kogda libo Δ = c I_n, libo odnovremenno vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) α = 1/2;

(ii) ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : δ_i > c}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : δ_i < c}; (iii) A[S_1] = 0, A[S_2] = 0;

(iv) suwestvuet γ > 1, takoe qto

δ_i = { cγ, i ∈ S_1, cγ^{−1}, i ∈ S_2; v protivnom sluqae oba neravenstva v (5.1) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Zameqanie 5.1 UsloviØ (ii) i (iii) oznaqa¸t, qto A – 2-

cikliqeskaØ matrica.

Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ:

B = Δ^{−1}A, ~A = Δ^{−(1−α)}AΔ^{1−α}. Togda, oqevidno, ~A = Δ^αBΔ^{1−α}, i my imeem: min i,j:a_{ij} ≠0 {δ^α_i δ^{1−α}_j }B 6 ~A 6 max_{i,j:aij ≠0}{δ^α_i δ^{1−α}_j }B. PrinimaØ vo vnimanie tot fakt, qto ρ(A) = ρ( ~A), i primenØØ teoremu 1.1, my prihodim k (5.1).

Dopustim teper~, qto matrica A neprivodima. V fftom sluqae, v silu teoremy 1.1, libo oba neravenstva v (5.1) odnovremenno ØvlØ¸tsØ ravenstvami, libo oba oni strogie. Takim obrazom, nam neobhodimo pokazat~, qto oba neravenstva v (5.1) ØvlØ¸tsØ

96 L. ı. KOLOTILINA ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda libo Δ – skalØrnaØ matrica, libo odnovremenno vypolneny usloviØ (i)–(iv).

Dostatoqnost~. Esli Δ = cIn, to oba neravenstva v (5.1) oqevid-

no ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ

(i)–(iv). V fftom sluqae iz ravenstva Ax = ρ(A)x, gde x – poloßitel~nyæ perronovskiæ vektor, sledu¸t sootnoxe- niØ A[S_1, S_2]x[S_2] = ρ(A)x[S_1], A[S_2, S_1]x[S_1] = ρ(A)x[S_2], gde qerez x[S], S ⊆ ⟨n⟩, my oboznaqaem podvektor (x_i)_{i∈S} vektora x. Iz fftih sootnoxeniæ vytekaet, qto c^{−1}γ^{−1}A[S_1, S_2]γx[S_2] = c^{−1}ρ(A)x[S_1], c^{−1}γA[S_2, S_1]x[S_1] = c^{−1}ρ(A)γx[S_2], gde γ > 1 – konstanta iz (iv). Esli my opredelim poloßitel~nyæ vektor y = (y_i)^n_{i=1}, poloßiv

y_i = { x_i, i ∈ S_1, γx_i, i ∈ S_2, to, vvidu (iv), poslednie dva sootnoxeniØ moßno zapisat~ v vide Δ^{−1}Ay = c^{−1}ρ(A)y. Ots¸da sleduet, qto ρ(Δ^{−1}A) = c^{−1}ρ(A).

Poskol~ku iz usloviæ (i)–(iv) legko sleduet, qto

δ^α_i δ^{1−α}_j = c dlØ vseh i, j, takih qto a_{ij} ≠ 0, my moßem zakl¸qit~, qto kak levaØ, tak i pravaØ qasti (5.1) obe sovpada¸t s ρ(A), qto i zaverxaet dokazatel~stvo dostatoqnosti.

Neobhodimost~. Pust~ matrica A neprivodima i pust~ spra-

vedlivy sootnoxeniØ (5.2) i (5.3). Nam trebuetsØ pokazat~, qto

OCENKI I NERAVENSTVA 97 libo Δ = c I_n, libo vypolneny usloviØ (i)–(iv). DlØ fftogo my sperva zametim, qto, ne terØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto Ae = ρ(A)e. (5.4) Deæstvitel~no, esli Ax = ρ(A)x, x ≠ e, to ot A moßno pereæti k matrice A^′ = D^{−1}_x AD_x, kotoraØ po-preßnemu neprivodima, imeet tu ße strukturu razreßennosti, qto i A, i udovletvorØet ravenstvu ρ(A^′) = cρ(Δ^{−1}A^′).

Opredelim diagonal~nu¸ matricu D = diag (d_1, . . . , d_n), poloßiv d_i = δ_i/c, i = 1, . . . , n. (5.5) Togda sootnoxeniØ (5.3) moßno zapisat~ v vide d^α_i d^{1−α}_j = 1, a_{ij} ≠ 0, (5.6) i my imeem: S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : d_i > 1}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : d_i < 1}. (5.7) Opredelim mnoßestvo S_3 sledu¸wim obrazom: S_3 = {i ∈ ⟨n⟩ : d_i = 1}. (5.8) Iz (5.6) i (5.7) legko sleduet, qto A[S_1] = 0 i A[S_2] = 0, qto dokazyvaet (iii). Analogiqno, iz (5.6), (5.7) i (5.8) my poluqaem, qto A[S_1 ∪ S_2, S_3] = 0 i A[S_3, S_1 ∪ S_2] = 0.

Poskol~ku matrica A neprivodima, poslednie dva ravenstva mogut vypolnØt~sØ togda i tol~ko togda, kogda libo ⟨n⟩ = S_3, tak

98 L. ı. KOLOTILINA qto D = I_n i Δ = c I_n, libo ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2. V poslednem sluqae my opredelim poloßitel~nyæ vektor u = (u_i)^n_{i=1} po formule

u_i = { 1, i ∈ S_1, d^{1−α}_i , i ∈ S_2. (5.9)

Ispol~zuØ (5.9), (iii), (5.6) i (5.4), my vyvodim: r_i(D^{−1}_u D^αAD_u) = { d^α_i ∑ j∈S2 aijd 1−α j = ∑ j∈S2 aij = ρ(A), i ∈ S1; d^{−(1−α)} i d^α_i ∑ j∈S1 aij = d 2α−1 i ∑ j∈S1 aij = d 2α−1 i ρ(A), i ∈ S_2. (5.10) Analogiqno, esli v = (v_i)^n_{i=1}, gde

v_i = { d^{1−α}_i , i ∈ S_1, 1, i ∈ S_2, (5.11)

to my imeem:

r_i(D^{−1}_v D^αAD_v) = { d^{2α−1} i ρ(A), i ∈ S_1, ρ(A), i ∈ S_2. (5.12)

Dopustim, qto α > 1/2. PrimenØØ dvustoronnie ocenki Frobeniusa (3.3) k D^αA i ispol~zuØ (5.10) i (5.12), my vyvodim cepoqki neravenstv min i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}_u D^αAD_u) = min_{i∈S2} d^{2α−1}_i ρ(A) 6 ρ(D^αA)

6 max_{i∈⟨n⟩} ri(D^{−1}_u D^αADu) = ρ(A)^{(5.13)}

i_{min} i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}_v D^αAD_v) = ρ(A) 6 ρ(D^αA)

6 max_{i∈⟨n⟩} ri(D^{−1}_v D^αADv) = max_{i∈S1} d^{2α−1}_i ρ(A).^{(5.14)}

Iz (5.13) i (5.14) nemedlenno sleduet, qto ρ(D^αA) = ρ(A), no togda pravoe neravenstvo v (5.13) i levoe neravenstvo v (5.14) oba ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Poskol~ku matrica D^αA neprivodima, v silu sledstviØ 3.1 ostavxiesØ dva neravenstva iz (5.13) i (5.14) takße ØvlØ¸tsØ ravenstvami, tak qto min i∈S2 d^{2α−1} i ρ(A) = ρ(A) = max_{i∈S1} d^{2α−1}_i ρ(A).

OCENKI I NERAVENSTVA 99 PrinimaØ vo vnimanie opredelenie (5.7) mnoßestv S_1 i S_2 i uqityvaØ, qto ρ(A) ≠ 0, my prihodim k zakl¸qeni¸, qto 2α − 1 = 0, t.e. α = 1/2. Tem samym uslovie (i) vypolneno.

V sluqae, kogda α 6 1/2, analogiqno vyvodØtsØ neravenstva min i∈S1 d^{2α−1} i ρ(A) 6 ρ(D^αA) 6 ρ(A) 6 ρ(D^αA) 6 max_{i∈S2} d^{2α−1}_i ρ(A),

iz kotoryh s pomow~¸ teh ße rassußdeniæ vyvoditsØ, qto α = 1/2.

DlØ α = 1/2 sootnoxeniØ (5.10) i (5.12) prinima¸t vid

D^{1/2}Au = ρ(A)u, (5.15)

D^{1/2}Av = ρ(A)v. (5.16)

Poskol~ku, po teoreme Perrona–Frobeniusa, pravyæ perronovskiæ vektor neprivodimoæ matricy D^{1/2}A edinstvenen s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ, iz ravenstv (5.15) i (5.16) sleduet, qto pri α = 1/2 poloßitel~nye vektory u i v, opredelennye v (5.9) i (5.11) sootvetstvenno, kollinearny. Inaqe govorØ, naædetsØ konstanta ζ > 0, dlØ kotoroæ ζu = v. �to sootnoxenie ravnosil~no ravenstvam

d^{1/2}_i = ζ, i ∈ S_1,

ζd^{1/2}_i = 1, i ∈ S_2,

kotorye, vvidu (5.5), mogut byt~ zapisany v vide

δ_i = { cζ^2, i ∈ S_1, cζ^{−2}, i ∈ S_2. Tem samym uslovie (iv) takße vypolneno, i teorema dokazana polnost~¸. �

Zameqanie 5.2. Esli vse diagonal~nye fflementy matricy A po-

loßitel~ny, to neravenstva (5.1) sovpada¸t s neravenstvami (3.1).

Vyvedem teper~ nekotorye sledstviØ iz teoremy 5.1. V predpoloßenii, qto u matricy A net nulevyh strok, my moßem poloßit~

Δ = D_{r(A)}.

100 L. ı. KOLOTILINA UqityvaØ, qto po lemme 3.1 ρ(D^{−1}_{r(A)} A) = 1, i primenØØ teoremu 5.1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu, obobwa¸wemu sledstvie 3.1.

Sledstvie 5.1. Pust~ A = (aij ) – neotricatel~naØ matrica

porØdka n > 1, ne soderßawaØ nulevyh strok. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] spravedlivy neravenstva min i,j:a_{ij} ≠0 {r_i(A)^αr_j(A)^{1−α}} 6 ρ(A) 6 max_{i,j:aij ≠0}{r_i(A)^αr_j(A)^{1−α}}. (5.17)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (5.17) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda libo r_i(A) = ρ(A), i = 1, . . . , n, libo odnovremenno vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) α = 1/2;

(ii) ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : r_i(A) > ρ(A)}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : r_i(A) < ρ(A)}; (iii) A[S_1] = 0, A[S_2] = 0;

(iv) suwestvuet qislo γ > 1, takoe qto

r_i(A) = { ρ(A)γ, i ∈ S_1, ρ(A)γ^{−1}, i ∈ S_2. V protivnom sluqae oba neravenstva v (5.17) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Koneqno ße, stolbcovye analogi neravenstv (5.17) takße spravedlivy, esli matrica A ne soderßit nulevyh stolbcov.

Zameqanie 5.3. VerhnØØ ocenka dlØ ρ(A) v (5.17) spravedliva

dlØ l¸boæ neotricatel~noæ matricy A. Deæstvitel~no, esli v A est~ nulevye stroki, to A privodima. Po lemme 3.2, suwestvuet podmnoßestvo S $ ⟨n⟩, takoe qto matrica A[S] neprivodima, i ρ(A) = ρ(A[S]). No togda, primenØØ sledstvie 5.1 k matrice A[S], ne soderßaweæ nulevyh strok, my imeem: ρ(A) = ρ(A[S]) 6 max_{i,j∈S:aij ≠0}{r_i(A[S])^α r_j(A[S])^{1−α}}

6 max_{i,j:aij ≠0}{ri(A)^α rj (A)^{1−α}}.

OCENKI I NERAVENSTVA 101 Verhn¸¸ ocenku iz sledstviØ 5.1 moßno obobwit~ sledu¸wim obrazom.

Sledstvie 5.2. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1 i pust~ D_s, s = 1, . . . , k + l, k, l > 0, k + l > 1 – diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ proizvol~nyh α_s ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k + l, takih, qto ∑_{k+l} s=1 α_s = 1, i dlØ proizvol~nogo α ∈ [0, 1], spravedlivo neravenstvo

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 {_k ∏ s=1 [r_i(D^{−1}_s AD_s)^αr_j(D^{−1}_s AD_s)^{1−α}]^{αs}

× k+l∏ s=k+1 [c_i(D^{−1}_s AD_s)^αc_j (D^{−1}_s AD_s)^{1−α}]^{αs} } . (5.18)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto matrica A ne imeet ni nu-

levyh strok, ni nulevyh stolbcov, i vvedem oboznaqeniØ:

Δ_s = { D_{r(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . . , k, D_{c(D}�1_{s ADs)}, s = k + 1, . . . , k + l; Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n) = k+l∏ s=1 Δ^{αs}_s . Togda, oqevidno,

δ_i = k∏ s=1 r_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} , i = 1, . . . , n. UqityvaØ, qto v silu lemm 4.1 i 3.1

ρ(Δ^{−1}A) 6 k+l∏ s=1 ρ(Δ^{−1}_s A)^{αs} 6 1,

i primenØØ teoremu 5.1, my prihodim k (5.18).

Esli ße sredi strok i/ili stolbcov matrica A est~ nulevye, to ona privodima. Vospol~zovavxis~ lemmoæ 3.2, my moßem naæti S $ ⟨n⟩, takoe qto matrica A[S] neprivodima, i ρ(A) = ρ(A[S]).

102 L. ı. KOLOTILINA Poskol~ku dlØ A[S] ocenka (5.18) uße ustanovlena, dokazatel~- stvo legko zaverxaetsØ sledu¸wim obrazom: ρ(A) = ρ(A[S])

6 max

i,j∈S:a_{ij} ≠0 {_k∏ s=1 [r_i({D^{−1}_s AD_s}[S])^αr_j({D^{−1}_s AD_s}[S])^{1−α}]^{αs}

× k+l∏ s=k+1 [c_i({D^{−1}_s AD_s}[S])^αc_j ({D^{−1}_s AD_s}[S])^{1−α}]^{αs} }

6 max_{i,j:aij ≠0}^{{ k∏}_{s=1}[ri(D^{−1}_s ADs)^αrj (D^{−1}_s ADs)^{1−α}]^{αs}

× k+l∏ s=k+1 [c_i(D^{−1}_s AD_s)^αc_j(D^{−1}_s AD_s)^{1−α}]^{αs} } .

�

Zametim, qto v sluqae α = 1 (ili α = 0) ocenka (5.18) svoditsØ k ocenke (4.8).

V qastnosti, pri k = l = 1, D_1 = D_2 = I_n i α_1 = β, iz (5.18) sleduet ocenka

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 [r_i(A)^αr_j(A)^{1−α}]^β[c_i(A)^αc_j(A)^{1−α}]^{1−β}, α, β ∈ [0, 1].

(5.19) Ocenka (5.19) svoditsØ k (5.17) (ili ee stolbcovomu analogu), esli β = 1 (ili β = 0), i k ocenke (4.6), esli α = 0 ili α = 1.

V sluqae, kogda α = β = 1/2, ocenka (5.19) prinimaet prosteæxiæ vid ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 [r_i(A)r_j (A)c_i(A)c_j (A)]^{1/4}. (5.20)

Sledu¸waØ teorema – ffto analog teoremy 5.1, ispol~zu¸wiæ rasweplenie A = D_A + P .

Teorema 5.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 2 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Esli ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, (5.21)

OCENKI I NERAVENSTVA 103 to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1], spravedlivy neravenstva min i≠j:a_{ij} ≠0 δ^α_i δ^{1−α}_j [ρ(a) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} ρ(Δ^{−1}P ) 6 1

6 max_{i≠j:aij ≠0}^{δαi δ1−αj}

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} ρ(Δ^{−1}P ).

(5.22)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (5.22) obrawa¸tsØ v ravenstva togda i tol~ko togda, kogda libo Δ = c[ρ(A)I_n − D_A], c > 0, libo odnovremenno vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) α = 1/2;

(ii) ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : δ_i > c[ρ(A) − a_{ii}]}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : δ_i < c[ρ(A) − a_{ii}]}; (iii) P [S_1] = 0, P [S_2] = 0;

(iv) suwestvuet γ > 1, takoe qto

δ_i = { c[ρ(A) − a_{ii}]γ, i ∈ S_1, c[ρ(A) − a_{ii}]γ^{−1}, i ∈ S_2; v protivnom sluqae oba neravenstva v (5.22) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim D = ρ(A)I_n − D_A i zametim, qto v silu predpoloßeniØ (5.21) matrica D obratima. PrimenØØ teoremu 5.1 k matricam D^{−1}P i D^{−1}Δ i ispol~zuØ lemmu 4.2, my nemedlenno prihodim k neravenstvam (5.22).

Dalee, esli matrica A neprivodima, to neprivodima i matrica D^{−1}P , a togda, po teoreme 5.1, oba neravenstva v (5.22) ØvlØ¸tsØ ravenstvami v tom i tol~ko tom sluqae, kogda libo D^{−1}Δ = c I_n, libo odnovremenno vypolneny usloviØ (i)–(iv), a inaqe oba neravenstva ØvlØ¸tsØ strogimi. �

Sledstvie 5.3. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2, takaØ qto vektor r^′(A) poloßitelen. Togda dlØ l¸- bogo α ∈ [0, 1] neravenstvo

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} 6 r^′_i(A)^αr^′_j(A)^{1−α} (5.23)

104 L. ı. KOLOTILINA

vypolneno dlØ nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0, a esli matrica A neprivodima, to vypolneno i neravenstvo

[ρ(A) − a_{kk}]^α[ρ(A) − a_{ll}]^{1−α} > r^′_k(A)^αr^′_l(A)^{1−α}, (5.24)

gde k ≠ l i a_{kl} ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Esli matrica A neprivodima, to vektor r^′(A)

poloßitelen, i vypolneno uslovie (5.21). Poloßim Δ = D_r0_{(A)}. Togda, po lemme 3.1, ρ(Δ^{−1}P ) = 1,

i, primenØØ teoremu 5.2, my prihodim k neravenstvam min i≠j:a_{ij} ≠0 r^′_i(A)^αr^′_j(A)^{1−α}

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} 6 1

6 max_{i≠j:aij ≠0}^{r′i(A)αr′j(A)1−α}

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} , iz kotoryh utverßdeniØ sledstviØ vyteka¸t trivial~nym obrazom.

Esli ße matrica A privodima, to, ispol~zuØ lemmu 3.2, my vyberem S $ ⟨n⟩, takoe qto matrica A[S] neprivodima

ρ(A) = ρ(A[S]). (5.25)

Esli |S| = 1, t.e. S = {i}, i ∈ ⟨n⟩, to ρ(A) = a_{ii}, a poskol~ku r^′_i(A) > 0, to naædetsØ j ≠ i, takoe qto a_{ij} ≠ 0, i v fftom sluqae neravenstvo (5.23) oqevidno spravedlivo.

Esli ße |S| > 2, to, kak my uße ustanovili, neravenstvo

[ρ(A[S]) − a_{ii}]^α[ρ(A[S]) − a_{jj}]^{1−α} 6 r^′_i(A[S])^αr^′_j(A[S])^{1−α}

spravedlivo dlØ nekotoryh i, j ∈ S, i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0. No togda, vvidu (5.25), my imeem

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} 6 r^′_i(A)^αr^′_j(A)^{1−α}.

�

Zameqanie 5.4. Neravenstvo (5.23) vypolneno pri nekotoryh

i ≠ j i bez trebovaniØ poloßitel~nosti vektora r^′(A). Odnako pri fftom moßet sluqit~sØ, qto a_{ij} = 0. Deæstvitel~no, esli ρ(A) = a_{kk}, k ∈ ⟨n⟩ i r^′_k(A) = 0, to pri α > 0 neravenstvo (5.23)

OCENKI I NERAVENSTVA 105 spravedlivo dlØ i = k i l¸bogo j ≠ k, no pri fftom a_{ij} = 0. Esli ße α = 0, to moßno vzØt~ j = k, i ≠ k.

V qastnosti, pri α = 1/2 neravenstva (5.23) i (5.24) prinima¸t vid [ρ(A) − a_{ii}][ρ(A) − a_{jj}] 6 r^′_i(A)r^′_j(A), i ≠ j, a_{ij} ≠ 0, (5.26) [ρ(A) − a_{kk}][ρ(A) − a_{ll} ] > r^′_k(A)r^′_l(A), k ≠ l, a_{kl} ≠ 0. (5.27) Zametim, qto neravenstvo (5.26) – ffto qastnyæ sluqaæ dugovoæ versii teoremy Ostrovskogo–Brauffra (sm. [7]).

Neravenstvo (5.26) oqevidno ffkvivalentno kvadratnomu neravenstvu

ρ(A)^2 − (a_{ii} + a_{jj})ρ(A) + a_{ii}a_{jj} − r^′_i(A)r^′_j(A) 6 0, vypolnØ¸wemusØ pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0. Sledovatel~no, ρ(A) udovletvorØet neravenstvu ρ(A) 6 1 2 [ a_{ii} + a_{jj} + √ (a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)r^′_j (A) ]

i, tem bolee, neravenstvu ρ(A) 6 1 2 max i≠j:a_{ij} ≠0 [ a_{ii} + a_{jj} + √ (a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)r^′_j (A) ] . (5.28)

VerhnØØ ocenka (5.28) spravedliva dlØ l¸boæ neotricatel~- noæ matricy A, takoæ qto vektor r^′(A) poloßitelen, i uluqxaet horoxo izvestnu¸ ocenku Brauffra i Dßentri [3] ρ(A) 6 1 2 max_{i≠j} [ a_{ii} + a_{jj} + √ (a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)r^′_j(A) ]

za sqet uqeta struktury razreßennosti matricy A.

Analogiqno, dlØ neprivodimoæ matricy A iz (5.27) sleduet, qto dlØ nekotoryh k ≠ l, takih qto a_{kl} ≠ 0, perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet kvadratnomu neravenstvu

ρ(A)^2 − (a_{kk} + a_{ll})ρ(A) + a_{kk}a_{ll} − r^′_k(A)r^′_l(A) > 0, tak qto libo ρ(A) > 1 2 [ a_{kk} + a_{ll} + √ (a_{kk} − a_{ll})^2 + 4r^′_k(A)r^′_l(A) ] , (5.29)

106 L. ı. KOLOTILINA libo ρ(A) 6 1 2 [ a_{kk} + a_{ll} − √ (a_{kk} − a_{ll})^2 + 4r^′_k(A)r^′_l(A) ]

6^1_2 (akk + all − |akk − all|)

= min{a_{kk}, a_{ll}}. (5.30)

Poskol~ku dlØ neprivodimoæ matricy A my imeem min{a_{kk}, a_{ll}} 6 max_{i∈⟨n⟩} a_{ii} < ρ(A), neravenstvo (5.30) ne moßet byt~ spravedlivym, i my prihodim k zakl¸qeni¸, qto ρ(A) vsegda udovletvorØet neravenstvu (5.29) dlØ nekotoryh k ≠ l, takih qto a_{kl} ≠ 0. No togda tem bolee spravedliva i nißnØØ ocenka ρ(A) > 1 2 min k≠l:a_{kl} ≠0 [ a_{kk} + a_{ll} + √ (a_{kk} − a_{ll} )^2 + 4r^′_k(A)r^′_l(A) ] . (5.31)

�ta ocenka verna dlØ l¸boæ neprivodimoæ neotricatel~noæ matricy i uluqxaet nißn¸¸ ocenku Brauffra i Dßentri ρ(A) > 1 2 min_{k≠l} [ a_{kk} + a_{ll} + √ (a_{kk} − a_{ll})^2 + 4r^′_k(A)r^′_l(A) ] , dokazannu¸ v [3].

Teper~ my poluqim obobwenie sledstviØ 5.3. Predpoloßim, qto matrica A takova, qto oba vektora r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny. Zametim, qto v fftom predpoloßenii vse neprivodimye komponenta matricy A ime¸t porØdok, ne men~xiæ dvuh^2, tak qto (sm. §2) ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Poloßim

Δ_s = { D_r0_{(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . . , k, k > 0, D_c0_{(D}�1_{s ADs)}, s = k + 1, . . . , k + l, l > 0, k + l > 1,

2Takie matricy prinØto nazyvat~ slabo neprivodimymi.

OCENKI I NERAVENSTVA 107 gde D_s, s = 1, . . . , k + l, – proizvol~nye diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami, i opredelim matricu

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n) = k+l∏ s=1 Δ^{αs}_s , gde α, α_s ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k + l, i ∑_{k+l} s=1 α_s = 1, tak qto

δ_i = k∏ s=1 r^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} , i = 1, . . . , n. Togda, po lemmam 4.1 i 3.1, my imeem

ρ(Δ^{−1}P ) 6 1,

i, primenØØ teoremu 5.2, my prihodim k neravenstvu

1 6 max_{i≠j:aij ≠0}^{ [ ∏_k s=1 r^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ∏_{k+l} s=k+1 c ′ i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ρ(A) − a_{ii} ]_α

× [ ∏_k s=1 r^′_j(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ∏_{k+l} s=k+1 c ′ j(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ρ(A) − a_{jj} ]_{1−α} } . �to neravenstvo oznaqaet, qto, v ukazannyh predpoloßeniØh, naædutsØ i ≠ j, takie qto a_{ij} ≠ 0, dlØ kotoryh spravedlivo neravenstvo [ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α}

6^{k∏}_{s=1}^[r^′_i(D^{−1}_s ADs)^αr^′_j(D^{−1}_s ADs)^{1−α]αs}

× k+l∏ s=k+1 [ c^′_i(D^{−1}_s AD_s)^αc^′_j(D^{−1}_s AD_s)^{1−α} ]_{αs} . (5.32)

Takim obrazom, nami ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 5.4. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2, takaØ qto vektory r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny, i pust~

D_s, s = 1, . . . , k + l, k, l > 0, k + l > 1, – proizvol~nye diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸byh α_s ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k + l,

108 L. ı. KOLOTILINA udovletvorØ¸wih uslovi¸ ∑_{k+l} s=1 α_s = 1, neravenstvo (5.32) spravedlivo pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0.

V qastnosti, esli k = 1, l = 0 i D_1 = I_n, to neravenstvo (5.32) svoditsØ k (5.23). VzØv k = l = 1, D_1 = D_2 = I_n i α_1 = β, my prihodim k neravenstvu [ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α}

6 [r^′_i(A)^αr^′_j (A)^{1−α}]^β[c^′_i(A)^αc^′_j (A)^{1−α}]^{1−β}, α, β ∈ [0, 1], (5.33)

spravedlivomu pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0, kotoroe pri α = 1/2 svoditsØ k utoqnennomu neravenstvu Ostrovskogo (1.10): [ρ(A) − a_{ii}][ρ(A) − a_{jj}]

6 [r^′_i(A)r^′_j (A)]^β[c^′_i(A)c^′_j (A)]^{1−β}, i ≠ j, aij ≠ 0. (5.34)

Esli ße β = 1/2, to neravenstvo (5.33) prinimaet vid [ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α}

6 [r^′_i(A)c^′_i(A)]^α2 [r^′_j(A)c^′_j (A)]^{1�α}2 , i ≠ j, aij ≠ 0. (5.35)

Dokaßem ewe odnu teoremu.

Teorema 5.3. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka n > 1 i pust~ D = diag (d_1, . . . , d_n), d_i > 0, i = 1, . . . , n, Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda pri l¸bom α ∈ [0, 1] dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) spravedliva verhnØØ ocenka

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 {d^α_i δ^{1−α}_j }ρ(D^{−1}A)^αρ(Δ^{−1}A)^{1−α}. (5.36)

Dokazatel~stvo. Vvidu lemmy 4.1 my imeem:

ρ(D^{−α}Δ^{−(1−α)}A) 6 ρ(D^{−1}A)^αρ(Δ^{−1}A)^{1−α}. PrinimaØ vo vnimanie, qto

Δ^{−(1−α)}AΔ^{1−α} = D^α[D^{−α}Δ^{−(1−α)}A]Δ^{1−α}

OCENKI I NERAVENSTVA 109 i, sledovatel~no, Δ^{−(1−α)}AΔ^{1−α} 6 max_{i,j:aij ≠0}{d^α_i δ^{1−α}_j }[D^{−α}Δ^{−(1−α)}A], i ispol~zuØ svoæstvo monotonnosti perronovskogo kornØ, my vyvodim (5.36) sledu¸wim obrazom:

ρ(A) = ρ(Δ^{−(1−α)}AΔ^{1−α})

         6 max_{i,j:aij ≠0}{d^α_i δ^{1−α}_j }ρ(D^{−α}Δ^{−(1−α)}A)
         6 max_{i,j:aij ≠0}{d^α_i δ^{1−α}_j }ρ(D^{−1}A)^αρ(Δ^{−1}A)^{1−α}.

�

Sledstvie 5.5. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] spravedlivy verhnie ocenki

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 {r_i(A)^αc_j(A)^{1−α}}, (5.37)

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 {c_i(A)^αr_j(A)^{1−α}}. (5.38)

Dokazatel~stvo. Esli matrica A neprivodima, to oba vektora

r(A) i c(A) poloßitel~ny, i my moßem poloßit~

D = D_{r(A)}, Δ = D_{c(A)}

(ili naoborot). Togda neravenstvo (5.37) (ili (5.38)) neposredstvenno sleduet iz teoremy 5.3 i lemmy 3.1.

Perehod k sluqa¸ proizvol~noæ neotricatel~noæ matricy osuwestvlØetsØ, kak i vyxe, na osnove lemmy 3.2. � Ispol~zuØ tot ße podhod, qto i pri dokazatel~stve sledstviØ 5.2, netrudno poluqit~ i obobwenie sledstviØ 5.5.

Sledstvie 5.6. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1 i pust~ D_s, s = 1, . . . , k + l, k, l > 0, k + l > 1, i Δ_p, p = 1, . . . , r + q, r, q > 0, r + q > 1 – proizvol~nye diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ l¸bogo γ ∈ [0, 1] i l¸byh α_s, β_p ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k+l, p = 1, . . . , r+q, takih qto_{k+l} ∑ s=1 α_s = 1 = r+q∑ p=1 β_p,

110 L. ı. KOLOTILINA perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet verhneæ ocenke

ρ(A) 6 max i,j:a_{ij} ≠0 { [_k ∏ s=1 r_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ]_γ

× [_r ∏ p=1 r_j(Δ^{−1}_p AΔ_p)^{βp} r+q∏ p=r+1 c_j(Δ^{−1}_p AΔ_p)^{βp} ]_{1−γ} } . (5.39)

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto matrica A neprivodima, i po-

loßim D = k∏ s=1 (D_{r(D}�1_{s ADs)})^{αs} k+l∏ s=k+1 (D_{c(D}�1_{s ADs )})^{αs} ,

Δ = r∏ p=1 (D_{r(Δ}�1_{p AΔp)})^{βp} r+q∏ p=r+1 (D_{c(Δ}�1_{p AΔp )})^{βp} .

Togda, v silu lemm 4.1 i 3.1, my imeem: ρ(D^{−1}A) 6 1, ρ(Δ^{−1}A) 6 1, i trebuemyæ rezul~tat nemedlenno vytekaet iz teoremy 5.3.

Perehod k privodimomu sluqa¸ osuwestvlØetsØ standartnym sposobom s ispol~zovaniem lemmy 3.2. �

Analogom teoremy 5.3 dlØ rasweplennoæ matricy A = D_A + P ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 5.4. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 2 i pust~ D = diag (d_1, . . . , d_n), d_i > 0, i = 1, . . . , n, Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n) , δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Esli ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] naædutsØ i ≠ j, takie qto a_{ij} ≠ 0 i spravedlivo neravenstvo

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} 6 d^α_i δ^{1−α}_j ρ(D^{−1}P )^αρ(Δ^{−1}P )^{1−α}. (5.40)

OCENKI I NERAVENSTVA 111

Dokazatel~stvo. Zametim, qto v usloviØh teoremy 5.4 matrica

Σ = ρ(A)I_n − D_A = diag (ξ_1, . . . , ξ_n)

obratima. PrimenØØ teoremu 5.3 k matricam Σ^{−1}P , Σ^{−1}D i Σ^{−1}Δ i ispol~zuØ lemmu 4.2, my moßem vyvesti neravenstvo (5.40) sledu¸wim obrazom:

1 = ρ(Σ^{−1}P )

6 max

i,j:(P )_{ij} ≠0 { d^α_i δ^{1−α}_j ξ^α_i ξ^{1−α}_j } ρ([Σ^{−1}D]^{−1}[Σ^{−1}P ])^αρ([Σ^{−1}Δ]^{−1}[Σ^{−1}P ])^{1−α}

= max i≠j:a_{ij} ≠0 { d^α_i δ^{1−α}_j [ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} } ρ(D^{−1}P )^αρ(Δ^{−1}P )^{1−α}.

�

Zameqanie 5.5. Esli ne trebovat~, qtoby indeksy i ≠ j v ne-

ravenstve (5.40) udovletvorØli trebovani¸ a_{ij} ≠ 0, to uslovie ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii} moßno opustit~. Deæstvitel~no, esli ρ(A) = a_{kk} pri nekotorom k ∈ ⟨n⟩, to neravenstvo (5.40) oqevidno spravedlivo pri i = k i l¸bom j ≠ k, esli α > 0, a esli α = 0, to neravenstvo (5.40) verno pri j = k i l¸bom i ≠ k.

“Smexannyæ” analog verhneæ ocenki iz sledstviØ 5.3 imeet sledu¸wiæ vid.

Sledstvie 5.7. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2, takaØ qto vektory r^′(A) i c^′(A) oba poloßitel~ny. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] neravenstvo

[ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α} 6 r^′_i(A)^αc^′_j (A)^{1−α} (5.41)

spravedlivo pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Esli matrica A = DA + P neprivodima, to,

primenØØ teoremu 5.4 s

D = D_r0_{(A)} = D_{r(P )} i Δ = D_c0_{(A)} = D_{c(P )},

my prihodim k neravenstvu [ρ(A) − a_{ii}]^α[ρ(A) − a_{jj}]^{1−α}

6 r^′_i(A)^αc^′_j(A)^{1−α}ρ(D^{−1}_{r(P )} P )^αρ(D^{−1}_{c(P )}P )^{1−α},

112 L. ı. KOLOTILINA iz kotorogo, vvidu lemmy 3.1, nemedlenno sleduet neravenstvo (5.41).

DlØ dokazatel~stva sledstviØ v sluqae privodimoæ matricy A sleduet zametit~, qto iz usloviØ poloßitel~nosti vektorov r^′(A) i c^′(A) vytekaet, qto l¸baØ neprivodimaØ komponenta matricy A imeet porØdok, ne men~xiæ, qem dva. Teper~ dokazatel~stvo zaverxaetsØ standartnym obrazom s pomow~¸ lemmy 3.2. �

Zameqanie 5.6. Kak legko ubedit~sØ, dlØ l¸boæ neotricatel~-

noæ matricy A porØdka n > 2 neravenstvo (5.41) spravedlivo pri nekotoryh i ≠ j, no pri fftom uslovie a_{ij} ≠ 0 moßet byt~ i ne vypolneno.

V qastnosti, pri α = 1/2 sledstvie 5.7 garantiruet, qto pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0, [ρ(A) − a_{ii}][ρ(A) − a_{jj}] 6 r^′_i(A)c^′_j (A) ili, ravnosil~no,

ρ(A)^2 − (a_{ii} + a_{jj})ρ(A) + a_{ii}a_{jj} − r^′_i(A)c^′_j (A) 6 0.

Sledovatel~no, dlØ ρ(A) spravedliva verhnØØ ocenka ρ(A) 6 1 2 [ a_{ii} + a_{jj} + √ (a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)c^′_j (A) ] , a znaqit tem bolee i ocenka ρ(A) 6 1 2 max i≠j:a_{ij} ≠0 [ a_{ii} + a_{jj} + √ (a_{ii} − a_{jj})^2 + 4r^′_i(A)c^′_j (A) ] , (5.42)

ØvlØ¸waØsØ “smexannym” analogom verhneæ ocenki (5.28) i spravedlivaØ dlØ neotricatel~noæ matricy A porØdka n > 2, takoæ qto vektory r^′(A) i c^′(A) oba poloßitel~ny.

My zaverxaem fftot paragraf sledu¸wim obobweniem sledstviØ 5.7.

Sledstvie 5.8. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 2, takaØ qto oba vektora r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny, i pust~ D_s, s = 1, . . . , k + l, k, l > 0, k + l > 1, i Δ_p, p = 1, . . . , r + q, r, q > 0, r + q > 1, – proizvol~nye diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ l¸bogo

OCENKI I NERAVENSTVA 113

γ ∈ [0, 1] i dlØ l¸byh α_s, β_p ∈ [0, 1], s = 1, . . . , k + l, p = 1, . . . , r + q, takih qto_{k+l} ∑ s=1 α_s = 1 = r+q∑ p=1 β_p, neravenstvo [ρ(A) − a_{ii}]^γ [ρ(A) − a_{jj}]^{1−γ}

6

[_k ∏ s=1 r^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} k+l∏ s=k+1 c^′_i(D^{−1}_s AD_s)^{αs} ]_γ

× [_r ∏ p=1 r^′_j(Δ^{−1}_p AΔ_p)^{βp} r+q∏ p=r+1 c^′_j (Δ^{−1}_p AΔ_p)^{βp} ]_{1−γ} (5.43)

vypolnØetsØ pri nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0.

Dokazatel~stvo. V sluqae neprivodimoæ matricy neravenstvo

(5.43) neposredstvenno sleduet iz teoremy 5.4, esli poloßit~ D = k∏ s=1 (D_r0_{(D}�1_{s ADs)})^{αs} k+l∏ s=k+1 (D_c0_{(D}�1_{s ADs)})^{αs} i Δ = r∏ p=1 (D_r0_{(Δ}�1_{p AΔp)})^{βp} r+q∏ p=r+1 (D_c0_{(Δ}�1_{p AΔp )})^{βp}

i vospol~zovat~sØ lemmami 4.1 i 3.1. V privodimom sluqae dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 5.7. �

V qastnosti, esli k = l = r = q = 1, D_1 = D_2 = Δ_1 = Δ_2 = I_n, α_1 = α i β_1 = β, to, po sledstvi¸ 5.8, dlØ nekotoryh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0, spravedlivo neravenstvo [ρ(A) − a_{ii}]^γ [ρ(A) − a_{jj}]^{1−γ}

6 r^′_i(A)^{αγ} r^′_j(A)^{β(1−γ)}c^′_i(A)^{(1−α)γ} c^′_j(A)^{(1−β)(1−γ)},

α, β, γ ∈ [0, 1], (5.44)

esli oba vektora r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny.

Zametim, qto pri α = β neravenstvo (5.44) svoditsØ k neravenstvu (5.33), a pri γ = 1/2 ono prinimaet vid

[ρ(A) − a_{ii}][ρ(A) − a_{jj} ] 6 r^′_i(A)^αr^′_j (A)^βc^′_i(A)^{1−α}c^′_j(A)^{1−β} , α, β ∈ [0, 1].

(5.45)

114 L. ı. KOLOTILINA

§6. Ocenki i neravenstva, zavisØwie ot puteæ Ocenki dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy A = (a_{ij} ) porØdka n, rassmotrennye v §5, zaviseli ot mnoßestva {(i, j), i, j ∈ ⟨n⟩ : a_{ij} ≠ 0} = {(i, j), i, j ∈ ⟨n⟩ : i → j ∈ E_A}, gde E_A – mnoßestvo dug v orgrafe D(A), kotoroe moßet rassmatrivat~sØ kak mnoßestvo vseh puteæ dliny 1 v D(A). V fftom paragrafe my obobwim nekotorye iz dugovyh ocenok, poluqiv ocenki, svØzannye s mnoßestvami P_k(A) = {(i_1, . . . , i_{k+1}), i_1, . . . , i_{k+1} ∈ ⟨n⟩ : i_j → i_{j+1} ∈ E_A, j = 1, . . . , k}, k > 1, vseh puteæ dliny k > 1 v orgrafe matricy A.

S fftoæ cel~¸ sperva my ustanovim sledu¸wee obobwenie neravenstv (5.1) na sluqaæ proizvol~nogo k > 1.

Teorema 6.1. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka n > 1 i pust~ Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet dvustoronnim ocenkam

ρ(Δ^{−1}A) min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 δ^α_{ij} k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} 1/k

6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max

(i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 δ^α_{ij} k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} 1/k . (6.1)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (6.1) strogie, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim B = Δ^{−α}AΔ^{−(1−α)}. Togda, oqevidno, ρ(B) = ρ(Δ^{−1}A),

OCENKI I NERAVENSTVA 115 i dlØ l¸bogo k > 1 my imeem:

(B^k)_{ij} = ∑ (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A): i1=i, i_k+1=j δ^{−α}_{i1} a_{i1i2} δ^{−(1−α)} i2 δ^{−α}_{i2} a_{i2i3} . . . δ^{−α}_{ik} a_{ikik+1} δ^{−(1−α)}_{ik+1}

= ∑ (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A): i1=i, i_k+1=j a_{i1i2} a_{i2i3} . . . a_{ikik+1} δ^α_{i1} δ_{i2} . . . δ_{ik} δ^{1−α}_{ik+1} , i, j ∈ ⟨n⟩.

Iz fftih sootnoxeniæ nemedlenno vyteka¸t matriqnye neravenstva

B^k min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 δ^α_{ij} k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} 6 A^k

6 max

(i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 δ^α_{ij} k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} B^k, iz kotoryh utverßdeniØ teoremy sledu¸t v silu teoremy 1.1.

�

Zametim, qto v sluqae k = 1 putevye ocenki (6.1) svodØtsØ k dugovym ocenkam (5.1). Putevye obobweniØ dugovyh ocenok (5.17) ime¸t sledu¸wiæ vid.

Sledstvie 6.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1

spravedliva verhnØØ ocenka

ρ(A) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 r_{ij} (A)^α k+1∏ j=2 r_{ij} (A)^{1−α} 1/k , (6.2)

a esli matrica A ne soderßit nulevyh strok, to spravedliva i nißnØØ ocenka

ρ(A) > min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 r_{ij} (A)^α k+1∏ j=2 r_{ij} (A)^{1−α} 1/k . (6.3)

116 L. ı. KOLOTILINA V qastnosti, (pri α = 1) my imeem

ρ(A) 6 max (i1,... ,i_k)∈P_k�1(A) k∏ j=1 r_{ij} (A) 1/k (6.4)

i, esli A ne soderßit nulevyh strok, to

ρ(A) > min (i1,... ,i_k)∈P_k�1(A) k∏ j=1 r_{ij} (A) 1/k . (6.5)

(DlØ l¸boæ matricy A porØdka n > 1 mnoßestvo P_0(A) po opredeleni¸ sovpadaet s ⟨n⟩.) Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva (6.2) i (6.3) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Dokazatel~stvo. Esli matrica A ne soderßit nulevyh strok,

to dlØ dokazatel~stva ocenok (6.2) i (6.3) dostatoqno poloßit~

Δ = D_{r(A)} i vospol~zovat~sØ teoremoæ 6.1 i lemmoæ 3.1. Utver-

ßdenie teoremy, kasa¸weesØ neprivodimogo sluqaØ, takße sleduet iz teoremy 6.1. Nakonec, dlØ togo, qtoby rasprostranit~ ocenku (6.2) na proizvol~nye neotricatel~nye matricy, sleduet vospol~zovat~sØ lemmoæ 3.2, kak ffto bylo sdelano v zameqanii 5.3. �

Teper~ my vyvedem analog teoremy 6.1 dlØ sluqaØ rasweplennoæ matricy. Itak, pust~ A = D_A + P , n > 2. Oboznaqim D = ρ(A)I_n − D_A i predpoloßim, qto ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Primeniv teoremu 6.1 k matricam D^{−1}P i ~Δ = D^{−1}Δ i vospol~- zovavxis~ lemmoæ 4.2, my poluqaem neravenstva

ρ( ~Δ^{−1}D^{−1}P ) min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ~δ^α_{ij}^{k+1} ∏ j=2 ~δ^{1−α}_{ij} 1/k

= ρ(Δ^{−1}P ) min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ( δ_{ij} d_{ij} )_{α k+1}∏ j=2 ( δ_{ij} d_{ij} )_{1−α} 1/k

6 ρ(D^{−1}P ) = 1

OCENKI I NERAVENSTVA 117

6 ρ(Δ^{−1}P ) max

(i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ( δ_{ij} d_{ij} )_{α k+1}∏ j=2 ( δ_{ij} d_{ij} )_{1−α} 1/k . UqityvaØ, qto d_{ij} = ρ(A) − a_{ij ij} , j = 1, . . . , k + 1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 6.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 2 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Esli ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 spravedlivy neravenstva

ρ(Δ^{−1}P ) min (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ( δ_{ij} ρ(A) − a_{ij ij} )_α

× k+1∏ j=2 ( δ_{ij} ρ(A) − a_{ij ij} )_{1−α} 1/k

6 1 6 ρ(Δ^{−1}P ) (6.6)

× max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ( δ_{ij} ρ(A) − a_{ij ij} )_{α k+1}∏ j=2 ( δ_{ij} ρ(A) − a_{ij ij} )_{1−α} 1/k .

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to neravenstva v (6.6) libo oba strogie, libo oba ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Analogiqno tomu, kak iz teoremy 5.2 bylo vyvedeno sledstvie 5.3, iz teoremy 6.2 moßno vyvesti sledu¸wee putevoe obobwenie sledstviØ 5.3.

118 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 6.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 2, takaØ qto vektor r^′(A) poloßitelen. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 neravenstvo k∏ s=1 [ρ(A) − a_{isis} ]^α k+1∏ s=2 [ρ(A) − a_{isis} ]^{1−α}

6^{k∏}_{s=1} r^′_{is} (A)^{α k+1∏}_{s=2} r^′_{is} (A)^{1−α}

(6.7)

vypolneno dlØ nekotorogo puti (i_1, . . . , i_{k+1}) ∈ P_k(P ), a esli matrica A neprivodima, to dlØ nekotorogo puti (j_1, . . . , j_{k+1}) ∈ P_k(P ) vypolneno i neravenstvo k∏ s=1 [ρ(A) − a_{jsjs} ]^α k+1∏ s=2 [ρ(A) − a_{jsjs} ]^{1−α}

>^{k∏}_{s=1} r^′_{js} (A)^{α k+1∏}_{s=2} r^′_{js} (A)^{1−α}.

(6.8)

V qastnosti, vzØv α = 1, my poluqaem, qto dlØ nekotoryh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(P ) i (j_1, . . . , j_k) ∈ P_{k−1}(P ) vypolnØ¸tsØ neravenstva k∏ s=1 [ρ(A) − a_{isis} ] 6 k∏ s=1 r^′_{is} (A) (6.9)

i_k ∏ s=1 [ρ(A) − a_{jsjs} ] > k∏ s=1 r^′_{js} (A). (6.10)

Naxeæ sledu¸weæ cel~¸ ØvlØetsØ vyvod putevogo obobweniØ teoremy 5.3.

Teorema 6.3. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka n > 1 i pust~ D = diag (d_1, . . . , d_n), d_i > 0, i = 1, . . . , n, Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

OCENKI I NERAVENSTVA 119 Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet verhneæ ocenke

ρ(A) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 d^α_{ij} k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} 1/k ρ(D^{−1}A)^αρ(Δ^{−1}A)^{1−α}.

(6.11)

Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ

B = Δ^{−(1−α)}AΔ^{1−α}, C = D^{−α}Δ^{−(1−α)}A. (6.12)

Togda, oqevidno, B = D^αCΔ^{1−α}, i dlØ k > 1 my imeem:

B^k = D^αC(Δ^{1−α}D^α)C(Δ^{1−α}D^α) . . . (Δ^{1−α}D^α)CΔ^{1−α}

6 max

(i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) { d^α_{i1} δ^{1−α}_{i2} d^α_{i2} . . . δ^{1−α}_{ik} d^α_{ik} δ^{1−α}_{ik+1} } C^k

= max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 d_{ij} α k+1∏ j=2 δ_{ij} 1−α C^k. V silu teoremy 1.1, iz fftogo matriqnogo neravenstva sleduet, qto ρ(B) 6 ρ(C) max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 d_{ij} α k+1∏ j=2 δ_{ij} 1−α 1/k , otkuda, vvidu (6.12) i lemmy 4.1, i vytekaet verhnØØ ocenka (6.11). �

Iz teoremy 6.3 my vyvedem sledu¸wee putevoe obobwenie sledstviØ 5.5.

Sledstvie 6.3. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo

k > 1 perronovskiæ koren~ ρ(A) udovletvorØet verhnim ocenkam

ρ(A) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 r_{ij} (A)^α k+1∏ j=2 c_{ij} (A)^{1−α} 1/k (6.13)

120 L. ı. KOLOTILINA i ρ(A) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(A) k∏ j=1 c_{ij} (A)^α k+1∏ j=2 r_{ij} (A)^{1−α} 1/k . (6.14)

Dokazatel~stvo. Esli matrica A neprivodima, to vektory r(A)

i c(A) oba poloßitel~ny, i my polagaem D = D_{r(A)}, Δ = D_{c(A)} (ili naoborot). V fftom sluqae neravenstva (6.13) i (6.14) neposredstvenno sledu¸t iz teoremy 6.3 i lemmy 3.1.

Perehod k obwemu privodimomu sluqa¸ po-preßnemu osuwestvlØetsØ na osnove lemmy 3.2. �

PoslednØØ teorema fftogo paragrafa predstavlØet soboæ obobwenie teoremy 5.4 na sluqaæ puteæ dlinny k > 1.

Teorema 6.4. Pust~ A = (aij ) = DA + P – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 2 i pust~ D = diag (d_1, . . . , d_n), d_i > 0, i = 1, . . . , n, Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Esli ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}, to dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 neravenstvo k∏ j=1 [ρ(A) − a_{ij ij} ]^α k+1∏ j=2 [ρ(A) − a_{ij ij} ]^{1−α}

6^{k∏}_{j=1} d^α_{ij}^{k+1∏}_{j=2} δ^{1−α}_{ij} ρ(D^{−1}P )^{αk}ρ(Δ^{−1}P )^{(1−α)k}

(6.15)

spravedlivo dlØ nekotorogo puti (i_1, . . . , i_{k+1}) ∈ P_k(P ).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto v usloviØh teoremy 6.4 matrica Σ = ρ(A)I_n − D_A obratima. Sledovatel~no, moßno opredelit~ matricy ~D = diag ( ~d_1, . . . , ~d_n) = Σ^{−1}D

OCENKI I NERAVENSTVA 121 i ~Δ = diag (~δ_1, . . . , ~δ_n) = Σ^{−1}Δ.

PrimenØØ teoremu 6.3 k matricam ~D, ~Δ i Σ^{−1}P i ispol~zuØ lemmu 4.2, my prihodim k neravenstvu

1 = ρ(Σ^{−1}P ) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 ~d^α_{ij}^{k+1} ∏ j=2 ~δ^{1−α}_{ij} 1/k

× ρ( ~D^{−1}Σ^{−1}P )^αρ( ~Δ^{−1}Σ^{−1}P )^{1−α}

= max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(P ) k∏ j=1 d^α_{ij} [ρ(A) − a_{ij ij} ]^α k+1∏ j=2 δ^{1−α}_{ij} [ρ(A) − a_{ij ij} ]^{1−α} 1/k

× ρ(D^{−1}P )^αρ(Δ^{−1}P )^{1−α},

iz kotorogo trebuemoe neravenstvo (6.15) vytekaet trivial~nym obrazom. �

Iz teoremy 6.4 vytekaet sledu¸wee obobwenie sledstviØ 5.7.

Sledstvie 6.4. Pust~ A = (aij) = DA + P – neotricatel~naØ

matrica porØdka n > 2, takaØ qto vektory r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny. Togda dlØ l¸bogo α ∈ [0, 1] i l¸bogo fiksirovannogo k > 1 neravenstvo k∏ j=1 [ρ(A) − a_{ij ij} ]^α k+1∏ j=2 [ρ(A) − a_{ij ij} ]^{1−α}

6^{k∏}_{j=1} r^′_{ij} (A)^{α k+1∏}_{j=2} c^′_{ij} (A)^{1−α}

(6.16)

vypolnØetsØ dlØ nekotorogo puti (i_1, . . . , i_{k+1}) ∈ P_k(P ).

Dokazatel~stvo. Esli matrica A neprivodima, to oba vektora

r^′(A) i c^′(A) poloßitel~ny, i my moßem primenit~ teoremu 6.4, poloßiv D = D_r0_{(A)}, Δ = D_c0_{(A)}.

Vvidu lemmy 3.1, iz tak poluqennogo neravenstva sleduet (6.16).

Perehod k privodimomu sluqa¸ osuwestvlØetsØ, kak v dokazatel~stve sledstviØ 5.7. �

122 L. ı. KOLOTILINA

V qastnosti, pri α = 1/2 neravenstvo (6.16) prinimaet vid k∏ j=1 [ρ(A) − a_{ij ij} ] k+1∏ j=2 [ρ(A) − a_{ij ij} ] 6 k∏ j=1 r^′_{ij} (A) k+1∏ j=2 c^′_{ij} (A). (6.17)

V zakl¸qenie fftogo paragrafa zametim, qto moßno poluqit~ putevye obobweniØ takße i dlØ sledstviæ 5.2, 5.4, 5.6 i 5.8, no my ih ne privodim iz-za gromozdkosti.

Literatura

1. A. Berman, R. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.

Academic Press, New York, 1979.

2. A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix. II. Duke Math. J., 14 (1947), 21–26.

3. A. Brauer, I. C. Gentry, Bounds for the greatest characteristic root of an irreducible nonnegative matrix. Linear Algebra Appl., 8 (1974), 105–107.

4. A. Brauer, I. C. Gentry, Bounds for the greatest characteristic root of an irreducible nonnegative matrix II. Linear Algebra Appl., 13 (1976), 109–114.

5. G. Frobenius, Über Matrizen aus nichtnegativen Elementen. Sitzungsber. Kön.

uss. Akad. Wiss. Berlin (1912), pp. 465–477.

6. L. Yu. Kolotilina, Lower bounds for the Perron root of a nonnegative matrix.

Linear Algebra Appl., 180 (1993), 133–151.

7. L. Yu. Kolotilina, Generalizations of the Ostrowski–Brauer theorem. — Linear Algebra Appl. (to appear).

8. M. Marcus, H. Minc, A Survey of Matrix Theory and Matrix Inequalities. Allyn and Bacon, Inc., Boston (1964).

9. H. Minc, Nonnegative Matrices. Wiley, New York (1988).

10. A. Ostrowski, Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale. Comment. Math. Helv., 10 (1937), 69–97.

11. A. Ostrowski, Ueber das Nichtverschwinden einer Klasse von Determinanten and die Lokalisierung der characteristischen Wurzels von Matrizen. Compositio Math., 9 (1951), 209–226.

12. Shu-Lin Liu, Bounds for the greatest characteristic root of a nonnegative matrix.

Linear Algebra Appl., 239 (1996), 151–160.

Kolotilina L. Yu. Bounds and inequalities for the Perron root of a nonnegative matrix.

In this paper, bounds and inequalities for the Perron root of a nonnegative matrix, extending and complementing the classical theorems of Frobenius and Ostrowski in terms of (deleted) row and column sums, are presented. All the results are derived by using the same approach, based on the monotonicity property of the Perron root.

Postupilo 20 fevralØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova