Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

A. ı. Eremin, A. A. Nikixin

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM S NESIMMETRIQNYMI MATRICAMI S POMOW^ı FAKTORIZOVANNYH RAZREȷENNYH PRIBLIȷENNYH OBRATNYH

1. Vvedenie

Vo mnogih priloßeniØh voznikaet neobhodimost~ iteracionnogo rexeniØ sistem lineænyh algebraiqeskih uravneniæ s nesimmetriqnymi, vozmoßno, neznakoopredelennymi matricami bol~xoæ razmernosti. �ffektivnoe rexenie takih sistem na parallel~nyh komp~¸terah trebuet postroeniØ (kaqestvennyh) pereobuslavlivateleæ, oblada¸wih dostatoqnym resursom parallelizma. Mnogie populØrnye pereobuslavlivateli oblada- ¸t slabym resursom parallel~nosti kak na stadii postroeniØ, tak i na stadii primeneniØ v iteracionnom algoritme. V poslednie gody vse bol~xee vnimanie privleka¸t k sebe metody pereobuslavlivaniØ, oblada¸wie “estestvennym” parallelizmom, osobenno metody Øvnogo pereobuslavlivaniØ. V kontekste parallel~nyh vyqisleniæ Øvnye metody ime¸t neosporimoe preimuwestvo pered metodami neØvnogo pereobuslavlivaniØ. Esli realizaciØ poslednih trebuet na kaßdoæ iteracii rexeniØ lineænyh sistem s matriceæ pereobuslavlivatelØ, to dlØ realizacii Øvnyh metodov neobhodimo lix~ umnoßat~ pereobuslavlivatel~ na vektor, qto, s toqki zreniØ parallel~nyh vyqisleniæ, ØvlØetsØ gorazdo bolee ffffektivnoæ operacieæ. Naibolee xiroko izvestnymi i izuqennymi sredi Øvnyh pereobuslavlivateleæ, primenØemyh dlØ rexeniØ lineænyh sistem s nesimmetriqnymi neznakoopredelennymi matricami, ØvlØ¸tsØ razreßennye priblißennye obratnye tipa SAI i AINV (sm., naprimer, [1, 2, 3, 15]).

V sluqae lineænyh sistem s simmetriqnoæ poloßitel~no

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke NWO, Niderlandy (grant 047-008-007). 18

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 19 opredelennoæ matriceæ kofffficientov horoxo zarekomendovali sebØ pereobuslavlivaniØ s pomow~¸ faktorizovannyh razreßennyh priblißennyh obratnyh tipa FSAI [7, 11]. Sut~ fftogo podhoda sostoit v vyqislenii razreßennoæ approksimacii G k matrice, ØvlØ¸weæsØ obratnoæ dlØ somnoßitelØ Holeckogo L_A ishodnoæ matricy A, na kotoroæ norma Frobeniusa ‖I − GL_A‖_F dostigaet minimuma po mnoßestvu nevyroßdennyh treugol~nyh matric predpisannoæ struktury razreßennosti. HotØ faktorizovannye priblißennye obratnye uße ispol~zovalis~ v kaqestve suwestvennoæ komponenty pri postroenii razliqnyh pereobuslavlivateleæ dlØ nesimmetriqnyh matric (sm., naprimer, [12]), avtoram ne izvestno ni odnoæ raboty, v kotoroæ byli by dany podrobnoe opisanie i funkcional~naØ interpretaciØ fftogo podhoda dlØ proizvol~noæ nesimmetriqnoæ nevyroßdennoæ matricy. V dannoæ rabote my predstavim takoe opisanie dlØ nesimmetriqnyh matric, dopuska¸wih treugol~noe razloßenie. My takße pokaßem na qislennyh ffksperimentah, qto pred i postfil~traciØ FSAI-pereobuslavlivateleæ pozvolØet povysit~ ih ffffektivnost~ takße i v nesimmetriqnom sluqae.

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V razdele 2 opisan process postroeniØ somnoßiteleæ FSAI-pereobuslavlivatelØ v sluqae nevyroßdennoæ nesimmetriqnoæ matricy. V razdele 3 daetsØ funkcional~naØ interpretaciØ FSAI-pereobuslavliva-niØ. V razdele 4 opisany vybor struktury razreßennosti FSAIpereobuslavlivatelØ i procedura postfil~tracii poluqennogo pereobuslavlivatelØ. Predfil~traciØ struktury nenulevyh fflementov, osuwestvlØemaØ s pomow~¸ agregirovaniØ, opisana v razdele 5. Qislennye rezul~taty dlØ testovyh zadaq razliqnogo proishoßdeniØ i zakl¸qitel~nye zameqaniØ privedeny v razdele 6.

2. Postroenie nesimmetriqnyh faktorizovannyh razreßennyh priblißennyh obratnyh

Pust~ A = (A_{ij}) ∈ R^{n×n} – proizvol~naØ nevyroßdennaØ, vozmoßno neznakoopredelennaØ i nesimmetriqnaØ, matrica, dopuska¸waØ treugol~noe razloßenie A = LU. DlØ nekotoroæ vybrannoæ treugol~noæ struktury razreßenno-

20 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN sti S_L, takoæ qto {(i, j) : i < j} ⊆ S_L ⊆ {(i, j) : 1 6 i ≠ j 6 n}, postroim nißn¸¸ treugol~nu¸ matricu Ḡ_L = ({Ḡ_L}_{ij}) i verhn¸¸ treugol~nu¸ matricu Ḡ_U = ({Ḡ_U }_{ij}) po sledu¸wim formulam [10]: { {Ḡ_LA}_{ij} = δ_{ij} , (i, j) /∈ S_L, {Ḡ_L}_{ij} = 0, (i, j) ∈ S_L, i { {AḠ_U }_{ij} = δ_{ij} , (j, i) /∈ S_L, {Ḡ_U }_{ij} = 0, (j, i) ∈ S_L. (2.1) Legko videt~, qto nenulevye fflementy i-toæ stroki matricy Ḡ_L mogut byt~ naædeny, kak rexenie sistemy lineænyh uravneniæ s matriceæ A^{(i)} ≡ A[ξ^{(i)}], gde A[ξ^{(i)}] oboznaqaet glavnu¸ podmatricu ishodnoæ matricy A, sostoØweæ iz fflementov A_{kj} s indeksami k i j takimi, qto k, j ∈ ξ^{(i)} ≡ {l : (i, l) /∈ S_L}. Analogiqnoe utverßdenie verno i dlØ nenulevyh fflementov j-togo stolbca matricy

Ḡ_U . Oqevidno, qto fflementy matric Ḡ_L i Ḡ_U budut edinstven-

nym obrazom opredeleny, esli vse podmatricy A^{(i)}, i = 1, . . . , n, budut nevyroßdennymi, bolee togo, v fftom sluqae diagonal~nye fflementy matric Ḡ_L i Ḡ_U sovpada¸t.

Pust~ diagonal~nye fflementy {Ḡ_L}_{ii} i {Ḡ_U }_{ii}, i = 1, . . . , n, matric Ḡ_L i Ḡ_U ne ravny nul¸. Opredelim nißniæ treugol~nyæ somnoßitel~ G_L FSAI-pereobuslavlivatelØ po formule G_L = diag(|{Ḡ_L}_{11}|^{−1/2}, . . . , |{Ḡ_L}_{nn}|^{−1/2}) Ḡ_L. Analogiqno, verhniæ treugol~nyæ somnoßitel~ G_U opredelØetsØ sootnoxeniem

G_U = Ḡ_U diag(sign({Ḡ_U }_{11})|{Ḡ_U }_{11}|^{−1/2}, . . . , sign({Ḡ_U }_{nn})|{Ḡ_U }_{nn}|^{−1/2}), gde sign(a) oznaqaet znak qisla a. Legko pokazat~, qto v fftom sluqae pereobuslovlennaØ matrica G_LAG_U budet otmasxtabirovana po ˚kobi, to est~ {G_LAG_U }_{ii} = 1, i = 1, . . . , n. Zameqanie. Esli vse lokal~nye matricy A^{(k)}, k = 1, . . . , n, nevy-

roßdeny, to i-yæ diagonal~nyæ fflement matricy Ḡ_L (matricy

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 21 Ḡ_U ) obrawaetsØ v nol~ tol~ko v tom sluqae, kogda posledniæ

diagonal~nyæ fflement matricy (A^{(i)})^{−1} raven nul¸. Qtoby izbeßat~ podobnoæ situacii, na praktike moßno ispol~zovat~ razliqnye vidy diagonal~noæ korrekcii lokal~noæ matricy (naprimer, ispol~zovat~ diagonal~nyæ sdvig A^{(i)} + τ I, gde τ – malyæ parametr). V fftom sluqae matricy Ḡ_L i Ḡ_U ne budut uße v toqnosti udovletvorØt~ sistemam uravneniæ (2.1), no budut garantirovanno nevyroßdennymi.

3. Funkcional~naØ interpretaciØ faktorizovannyh priblißennyh obratnyh dlØ nesimmetriqnoæ matricy

Teorema 3.1. Pust~ A ∈ R^{n×n} – proizvol~naØ vewestvennaØ ma-

trica, dlØ kotoroæ suwestvuet toqnoe treugol~noe razloßenie A = LU . I pust~ zadany ne soderßawie diagonal~nyh fflementov struktury razreßennosti S_X i S_Y matric X i Y ∈ R^{n×n}, takie qto |ξ^{(i)}| = |η^{(i)}|, i = 1, . . . , n, gde |ξ^{(i)}|(|η^{(i)}|) – qislo fflementov v mnoßestve ξ^{(i)}(η^{(i)}) indeksov nenulevyh fflementov i-oæ stroki X (i-ogo stolbca Y ). Togda nahoßdenie ffkstremuma bilineænogo funkcionala F (X, Y ) = tr ((I − XL)(I − U Y )) (3.2) s ograniqeniØmi v vide ravenstv

X|_{SX} = 0 i Y |_{SY} = 0 (3.3)

ffkvivalentno rexeni¸ sledu¸wih sistem lineænyh uravneniæ: { {XA}_{ij} = U_{ij} , (j, i) /∈ S_Y , X_{ij} = 0, (i, j) ∈ S_X , i { {AY }_{ij} = L_{ij} , (j, i) /∈ S_X , Y_{ij} = 0, (i, j) ∈ S_Y . (3.4)

Zameqanie. Esli vse podmatricy A^{(i)} = A[ξ^{(i)}, η^{(i)}], i = 1, . . . , n,

nevyroßdeny, to rexenie upomØnutyh vyxe zadaq suwestvuet i edinstvenno.

Dokazatel~stvo. Legko pokazat~, qto ∂F ∂X | | | |_{S̄X} = 0 ⇔ ∀ (j, i) /∈ S^X {AY }^{ij} = L^{ij}.

22 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN Zdes~ i dalee S̄_X oboznaqaet dopolnenie k mnoßestvu S_X .

Deæstvitel~no, F (X, Y ) = tr ((I − XL)(I − U Y )) = tr (I − XL − U Y + XAY ) i ∂F ∂X = ∂ tr (I − XL − U Y + XAY ) ∂X = −L^T + Y^T A^T .

VypisyvaØ ffti ravenstva pofflementno, poluqaem ∀ (j, i) /∈ S_X { ∂F ∂X } ji = −L_{ij} + {Y A}_{ij}. Analogiqno, ∂F ∂Y | | |_{S̄Y} = 0 ⇔ ∀ (j, i) /∈ S^Y {AX}^{ij} = U^{ij} , tak kak ∂F ∂Y = −U^T + A^T X^T ,

i, sledovatel~no, ∀ (j, i) /∈ S_Y { ∂F ∂Y } ji = −U_{ij} + {XA}_{ij} . DobavlØØ ograniqeniØ (3.3), okonqatel~no poluqaem polnye sistemy lineænyh uravneniæ (3.4) dlØ nahoßdeniØ fflementov matric X i Y sootvetstvenno. �

Sledstvie 3.1. Pust~ struktury razreßennosti SX i SY udo-

vletvorØ¸t sledu¸wim dopolnitel~nym usloviØm: (i, j) ∈ S_X ⇔ (j, i) ∈ S_Y (3.5) i {(i, j) : i < j} ⊆ S_X ⊆ {(i, j) : 1 6 i ≠ j 6 n}. (3.6) Togda matricy Ḡ_L i Ḡ_U , opredelØemye dlØ nevyroßdennoæ vewestvennoæ matricy A, sovpada¸t s toqnost~¸ do diagonal~nogo masxtabirovaniØ s rexeniem ffkstremal~noæ zadaqi dlØ bilineænogo funkcionala (3.2) s ograniqeniØmi (3.3).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva sledstviØ 3.1 dostatoqno

zametit~, qto, nalagaØ dopolnitel~no usloviØ (3.5), my poluqim { {XA}_{ij} = U_{ij}, (i, j) /∈ S_X , X_{ij} = 0, (i, j) ∈ S_X , i { {AY }_{ij} = L_{ij} , (j, i) /∈ S_X , Y_{ij} = 0, (j, i) ∈ S_X .

�

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 23

Sledstvie 3.2. Pust~ A – vewestvennaØ simmetriqnaØ poloßi-

tel~no opredelennaØ matrica. Potrebuem dopolnitel~no k usloviØm teoremy 3.1, qtoby X ≡ Y^T . Togda funkcional (3.2) moßet byt~ predstavlen v vide neotricatel~nogo kvadratiqnogo funkcionala ot X: F(X) ≡ F (X, X^T ) = ||I − XL||^2_F . Bolee togo, rexenie zadaqi minimizacii

min F(X) s ograniqeniem X|_{SX} = 0

ffkvivalentno nahoßdeni¸ neotmasxtabirovannogo somnoßitelØ FSAI-pereobuslavlivatelØ [10] simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy.

Dokazatel~stvo.

F(X) = tr ((I − XL)(I − L^T X^T )) = ‖I − XL‖^2_F .

S drugoæ storony, tak kak F(X) = tr (I − XL − L^T X^T + XAX^T ), poluqaem ∂F ∂X | | | |_{S̄X} = 0 ⇔ {XA}^{ij} = L^{Tij}, ∀ (i, j) /∈ S^X .

�

Vvedem novye peremennye: { Ω_+ =^1_2 (XL + Y^T U^T ), Ω_− =^1_2 (XL − Y^T U^T ), ili { X = (Ω_+ + Ω_−)L^{−1}, Y = U^{−1}(Ω_+ − Ω_−)^T .

(3.7)

Legko pokazat~, qto posle zameny peremennyh (3.7) bilineænyæ funkcional (3.2) prinimaet kanoniqeskiæ giperboliqeskiæ vid:

F (Ω_+, Ω_−) = ‖I − Ω_+‖^2_F − ‖Ω_−‖^2_F .

4. Vybor struktury razreßennosti i postfil~traciØ Kak vidno iz formul (2.1), somnoßiteli FSAI-pereobuslavli-vatelØ polnost~¸ opredelØ¸tsØ strukturoæ razreßennosti S_L. V sluqae simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy

24 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN izvestno dovol~no mnogo strategiæ vybora struktury razreßennosti S_L [4, 5, 11, 18, 20]. Naibolee prostoæ iz nih ØvlØetsØ vybor v kaqestve S_L struktury razreßennosti nißnego treugol~- nika ishodnoæ matricy A. Analogiqno, v sluqae proizvol~noæ matricy prosteæxim vyborom struktury razreßennosti budet struktura razreßennosti nißnego treugol~nika simmetrizovannoæ matricy A+A^T . Odnako, kak i v sluqae simmetriqnyh poloßitel~no opredelennyh matric, moßno oßidat~, qto takoæ vybor struktury razreßennosti budet privodit~, kak pravilo, k postroeni¸ FSAI-pereobuslavlivatelØ zavedomo nizkogo kaqestva. DlØ togo qtoby uluqxit~ kaqestvo vyqislØemogo FSAIpereobuslavlivatelØ, nam neobhodimo uveliqit~ qislo nenulevyh fflementov v somnoßitelØh G_L i G_U . Uveliqit~ qislo nenulevyh fflementov v somnoßitelØh moßno, naprimer, vybrav v kaqestve struktury razreßennosti S_L strukturu razreßennosti nißnego treugol~nika matricy (A + A^T )^p, gde p – nekotoraØ poloßitel~naØ stepen~. Qem bol~xu¸ stepen~ p my budem ispol~zovat~, tem toqnee my budem priblißat~ faktory toqnogo treugol~nogo razloßeniØ, i tem vyxe budet kaqestvo vyqislØemogo FSAI-pereobuslavlivatelØ. K soßaleni¸, v bol~xinstve sluqaev rezul~tiru¸wiæ FSAI-pereobuslavlivatel~ stanovitsØ slixkom plotnym, i bystryæ rost zatrat na umnoßenie pereobuslovlennoæ matricy na vektor ne kompensiruetsØ umen~xeniem qisla iteraciæ osnovnoæ iteracionnoæ shemy.

Qislo vyqislØemyh nenulevyh fflementov somnoßiteleæ FSAIpereobuslavlivatelØ pri takom vybore struktury razreßennosti S_L moßno sokratit~, esli ispol~zovat~ strukturu razreßennosti nißnego treugol~nika matricy (Ã + Ã^T )^p, gde matrica Ã poluqena putem otbrasyvaniØ nebol~xih po modul¸ fflementov ishodnoæ matricy A [4, 5]. Odnako takoæ podhod nevozmoßno ffffektivno primenit~ v tom sluqae, kogda bol~xaØ qast~ fflementov ishodnoæ matricy var~iruetsØ v nebol~xih predelah. Drugim nedostatkom fftogo podhoda ØvlØetsØ tot fakt, qto svoæstva ishodnoæ matricy mogut dostatoqno sil~no vidoizmenØt~- sØ posle otbrasyvaniØ daße sravnitel~no malen~kih po modul¸ fflementov, i v fftom sluqae kaqestvo FSAI-pereobuslavlivatelØ takoæ struktury razreßennosti budet ploho predskazuemym.

Drugim horoxo izvestnym podhodom k umen~xeni¸ zatrat na iteracionnu¸ fazu ØvlØetsØ postfil~traciØ postroennogo pe-

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 25 reobuslavlivatelØ (v naxem sluqae somnoßiteleæ pereobuslavlivatelØ) po nekotoromu fiksirovannomu porogu ε. Takoæ podhod prekrasno sebØ zarekomendoval pri ispol~zovanii FSAIpereobuslavlivaniØ v sluqae simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy A. Detal~noe opisanie postfil~tracii FSAIpereobuslavlivatelØ v simmetriqnom poloßitel~no opredelennom sluqae moßet byt~ naædeno v rabote [19]. My predlagaem ispol~zovat~ dannyæ podhod i dlØ proizvol~noæ matricy A. Odnako, pri ispol~zovanii iteracionnyh shem tipa metoda obobwennyh minimal~nyh nevØzok GMRES, porog postfil~tracii ε sleduet vybirat~ men~xim, poskol~ku zatraty na sobstvenno iteracionnu¸ shemu rastut kvadratiqno s rostom qisla iteraciæ. Zametim, qto pri ispol~zovanii nizkih porogov postfil~tracii peremasxtabirovanie otfil~trovannyh somnoßiteleæ G̃_L i G̃_U , opisannoe v rabote [19], moßno ne provodit~, tak kak diagonal~nye fflementy pereobuslovlennoæ matricy G̃_LAG̃_U malo otliqa¸tsØ ot edinicy.

5. Predfil~traciØ struktury nenulevyh fflementov

V sluqae sistem s simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matriceæ ffffektivnym sposobom minimizacii total~nyh arifmetiqeskih zatrat pri iteracionnom rexenii lineænyh sistem, pereobuslovlennyh s pomow~¸ faktorizovannyh razreßennyh obratnyh, ØvlØetsØ predvaritel~naØ fil~traciØ struktury nenulevyh fflementov (rasxirenie struktury razreßennosti S_L) s pomow~¸ vektornoæ agregacii (podrobnee sm. [14]). V fftom razdele my obobwim metod, opisannyæ v rabote [14], na sluqaæ proizvol~noæ razreßennoæ matricy.

Pust~ A = (A_{ij})^m_{i,j=1} ∈ R^{n×n}, 1 6 m 6 n – razreßennaØ bloqnaØ matrica s kvadratnymi diagonal~nymi blokami A_{ii} ∈ R^{ni×ni} , i =

1, . . . , m, takimi, qto n =^m ∑ i=1 n_i, i pust~ S_A – bloqnaØ struktura

razreßennosti A, t.e. S_A ⊆ {(i, j) : 1 6 i ≠ j 6 m}, i blok A_{ij} ØvlØetsØ strukturno nulevym togda i tol~ko togda, kogda (i, j) ∈ S_A. Pust~ c = (c_i)^m_{i=1} ∈ R^n – nenulevoæ vektor razbityæ na bloqnye komponenty v sootvetstvii s bloqnym bieniem matricy A, to est~, c_i ∈ R^{ni}, i = 1, . . . , m. Budem govorit~, qto

26 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN vektor c ne vyroßdaetsØ dlØ dannogo bloqnogo bieniØ, esli ni odna iz ego bloqnyh komponent c_i ne ravna nul¸. Legko videt~, qto “ediniqnyæ” vektor e = (1, 1, . . . , 1)^T budet nevyroßda¸wimsØ dlØ l¸bogo bloqnogo bieniØ.

Pust~ zadan vektor c, nevyroßda¸wiæsØ dlØ bloqnogo bieniØ P = {n_1, n_2, . . . , n_m}, n =^m ∑ i=1 n_i, togda s bloqnoæ matriceæ A my

budem associirovat~ tak nazyvaemu¸ (vektorno) agregirovannu¸ matricu A_c = (a^c_{ij} )^m_{i,j=1} ∈ R^{m×m}, fflementy kotoroæ opredeleny sledu¸wim obrazom: a^c_{ij} = c^T_i A_{ij} c_j ||c_i|| ||c_j|| , 1 ≤ i, j ≤ m. (5.8) Vektor c budem nazyvat~ vektorom agregacii dlØ matricy A i bloqnogo bieniØ P. Spektral~nye svoæstva agregirovannoæ matricy v sluqae simmetriqnoæ matricy A podrobno opisany v rabote [9].

Algoritm predfil~tracii dlØ proizvol~noæ matricy vyglØdit sledu¸wim obrazom:

Algoritm predfil~tracii

Xag 1. Zafiksiruem bloqnoe bienie P i vektor c, nevyroßda¸- wiæsØ dlØ fftogo bloqnogo bieniØ.

Xag 2. DlØ bloqnogo bieniØ P i vektora c postroim razreßennu¸ agregirovannu¸ matricu A_c = (a^c_{ij} )^m_{i,j=1}, fflementy kotoroæ opredelØ¸tsØ po formule (5.8).

Xag 3. Vyqislim somnoßiteli FSAI-pereobuslavlivatelØ G^c_L i

G^c_U dlØ agregirovannoæ matricy A_c po nekotoroæ pred-

pisannoæ strukture razreßennosti S_c.

Xag 4. Opredelim strukturu razreßennosti S_δ, S_δ ⊇ S_c, v sootvetstvii s predpisannym porogom predfil~tracii δ po sledu¸weæ formule: S_δ = {(i, j) : i ≠ j, |(G^c_L)_{ij}| < δ i |(G^c_U )_{ji}| < δ, 1 6 i, j 6 m}. Xag 5. Struktura razreßennosti S_δ vybiraetsØ v kaqestve bloqnoæ struktury razreßennosti somnoßiteleæ FSAI-pereo-buslavlivatelØ dlØ matricy A.

Zameqanie 1. Zdes~ my predpolagaem, qto agregirovannaØ ma-

trica obladaet vsemi svoæstvami, neobhodimymi dlØ togo, qto-

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 27 by FSAI-pereobuslavlivatel~ dlØ nee suwestvoval i byl korrektno opredelen. Oqevidno, qto daße esli vse glavnye podmatricy ishodnoæ matricy A nevyroßdeny, v obwem sluqae glavnye podmatricy agregirovannoæ matricy A_c ne obØzany byt~ nevyroßdennymi.

Zameqanie 2. Naqal~naØ struktura razreßennosti Sc vybiraet-

sØ po strukture razreßennosti nißnego treugol~nika matricy

(A_c + A^T_c )^p, p > 1.

6. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov

V fftom razdele predstavleny rezul~taty qislennyh ffksperimentov s sistemami lineænyh algebraiqeskih uravneniæ Ax = b dlØ pØti testovyh nesimmetriqnyh nevyroßdennyh matric neregulØrnoæ struktury razreßennosti, dlØ kotoryh v kaqestve pereobuslavlivatelØ rassmatrivalis~ faktorizovannye razreßennye obratnye s razliqnymi parametrami p, δ i ε. PervaØ testovaØ matrica (UTM5940) voznikaet v processe modelirovaniØ

TOKAMAKa i vzØta iz kollekcii matric Matrix Market Collection

[13]. VtoraØ testovaØ matrica (RAEFSKY4) voznikaet pri modelirovanii mehaniqeskih processov progibaniØ i moßet byt~ naædena v kollekcii matric Davis Collection [6]. DlØ fftih dvuh zadaq my ispol~zovali iskusstvennu¸ pravu¸ qast~ b = Ae, gde

e = (1, . . . , 1)^T . Ostal~nye tri model~nye zadaqi (Tern, Osprey, PernisWest) voznika¸t pri modelirovanii processov fil~tra-

cii v neftØnyh rezervuarah i predostavleny avtoram kompanieæ Xell.

V kaqestve osnovnoæ iteracionnoæ shemy dlØ vseh testovyh zadaq byl vybran metod obobwennyh minimal~nyh nevØzok GM- RES bez restartov [17] s nulevym naqal~nym priblißeniem i kriteriem ostanovki vida

‖r_k‖/‖r_0‖ < 10^{−8}, (6.9)

gde r_k oboznaqaet nevØzku k-oæ iteracii metoda GMRES. Bloqnoe razbienie P dlØ matric Tern, Osprey i PernisWest sootvetstvovalo qislu stepeneæ svobody na uzel; dlØ matric UTM5940 i RAEFSKY4 bloqnoe razbienie bylo postroeno pri pomowi algoritma analogiqnogo algoritmu avtomatiqeskogo opredeleniØ bloqnoæ struktury razreßennoæ matricy, opisannomu v rabote

28 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN [16]. Vse matricy, za iskl¸qeniem matric Tern i RAEFSKY4, byli predvaritel~no otmasxtabirovany s pomow~¸ bloqnogo metoda ˚kobi i simmetriqno pereuporØdoqeny po obobwennomu metodu vloßennyh seqeniæ (General Nested Disection) [8]. Vyqislenie treugol~nyh somnoßiteleæ bloqno diagonal~noæ qasti matricy RAEFSKY4 bylo neustoæqivym. Rezul~taty dlØ ishodnoæ matricy Tern byli suwestvenno luqxe, qem dlØ pereuporØdoqennoæ po metodu GND matricy, pofftomu matrica Tern byla lix~ predvaritel~no otmasxtabirovana s pomow~¸ bloqnogo metoda ˚kobi. V kaqestve vektora agregacii c vo vseh sluqaØh byl ispol~zovan “ediniqnyæ” vektor e = (1, 1, . . . , 1)^T .

V tablice 1 predstavleny strukturnye harakteristiki testovyh matric. Ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

N – razmer lineænoæ sistemy;

NZA – qislo nenulevyh fflementov ishodnoæ matricy A; M – qislo blokov v bloqnom razbienii P;

MXDOF – maksimal~naØ razmernost~ blokov bloqnogo

razbieniØ P.

Tablica 1. Strukturnye harakteristiki testovyh lineænyh sistem.

Matrica N NZA M MXDOF

UTM5940 5940 83842 2419 3 RAEFSKY4 19779 1328611 6743 3 Tern 18349 326535 6084 4 Osprey 35102 655182 11697 4 PernisWest 60248 1221300 200745 4

Tablicy 2–6 soderßat rezul~taty qislennyh ffksperimentov s pereobuslovlennymi testovymi matricami i ispol~zu¸t sledu¸wie oboznaqeniØ:

p – stepen~ matricy (A + A^T )^p, ili (A_c + A^T_c )^p,

p > 1, ispol~zuemoæ dlØ opredeleniØ struktury

razreßennosti pereobuslavlivatelØ;

δ – znaqenie poroga predfil~tracii, δ > 0; ε – znaqenie poroga postfil~tracii, ε > 0;

Dens – otnositel~naØ plotnost~ FSAI-pereobuslavli-

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 29 vatelØ, t.e. Dens = (N ZG_L + N ZG_U )/N ZA;

Constr. Costs – arifmetiqeskie zatraty na postroenie FSAI-pereobuslavlivatelØ v terminah qisla

umnoßeniæ ishodnoæ matricy A na vektor;

Iters – qislo iteraciæ pereobuslovlennogo metoda GMRES, neobhodimyh dlØ udovletvoreniØ

kriteriØ ostanovki;

MVM Costs – arifmetiqeskie zatraty iteracionnoæ fazy

na umnoßenie pereobuslovlennoæ matricy na vektory v terminah qisla umnoßeniæ ishodnoæ matricy A na vektor;

Iter. Costs – summarnye arifmetiqeskie zatraty na

iteracionnu¸ fazu rexeniØ v terminah qisla umnoßeniæ ishodnoæ matricy A na vektor

Total Costs – summarnye arifmetiqeskie zatraty, t.e. Total Costs = Constr. Costs + Iter. Costs.

Tablica 2. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy RAEFSKY4. p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.05 79.28 61 124.79 190.48 269.76 2 � � 4.30 1650.73 12 63.61 74.36 1725.09 1 � 1e � 8 1.01 79.28 44 88.34 125.43 204.71 1 � 1e � 7 1.00 79.28 53 106.15 157.23 236.51 2 � 1e � 8 3.40 1650.73 17 74.85 86.29 1737.02 2 � 1e � 7 3.36 1650.73 21 91.58 106.53 1757.26

1 1e � 5 1e � 8 1.00 80.92 46 92.17 132.16 213.08 1 1e � 4 1e � 8 1.00 79.48 55 109.88 164.39 243.87 1 1e � 3 1e � 8 0.98 77.15 93 184.34 327.37 404.52 2 1e � 3 1e � 8 3.07 1361.43 17 69.26 80.70 1442.13 2 1e � 2 1e � 8 2.11 619.85 18 55.97 67.67 687.52 2 5e � 2 1e � 8 0.98 162.29 17 33.69 45.13 207.42

Sleduet zametit~, qto, kak ukazano v rabote [12], kriteriæ ostanovki (6.9) ØvlØetsØ slixkom grubym dlØ testovoæ lineænoæ sistemy s matriceæ RAEFSKY4, a imenno, v fftom sluqae toqnost~ poluqaemogo rexeniØ x̃ ØvlØetsØ nepriemlemoæ (vo vseh variantah, privedennyh v tablice 2, my poluqili

30 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN ||x̃ − x^∗|| ||x^∗|| ≃ 10^2,

gde x^∗ – toqnoe rexenie rassmatrivaemoæ sistemy). V silu fftogo, sleduØ rabote [12], my privodim v tablice 7 rezul~taty qislennyh ffksperimentov, poluqennyh dlØ bolee ßestkogo kriteriØ ostanovki: ||r_k||/||r_0|| < 10^{−13}, (6.10) garantiru¸wego bolee priemlemu¸ toqnost~ rexeniØ ||x̃ − x^∗|| ||x^∗|| ≃ 10^{−2}.

Tablica 3. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy UTM5940. p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.79 137.55 769 2146.66 37224.59 37362.14 2 � � 7.93 1122.60 433 3865.26 15056.48 16179.08 3 � � 17.64 4385.64 287 5350.20 10315.05 14700.69 4 � � 30.72 12126.27 211 6692.77 9418.54 21544.81 3 � 1e�3 6.43 4385.64 289 2148.45 7169.59 11555.23 3 � 5e�3 5.31 4385.64 300 1892.25 7297.22 11682.86 4 � 1e�3 9.27 12126.27 213 2187.17 4941.04 17067.31 4 � 5e�3 7.58 12126.27 220 1887.69 4820.51 16946.78

3 1e�4 1e�3 6.14 3670.54 293 2092.93 7252.12 10922.66 3 1e�3 1e�3 5.57 2988.89 305 2002.48 7587.41 10576.30 3 5e�3 1e�3 4.63 2257.93 338 1902.67 8746.46 11004.39 4 1e�3 1e�3 7.30 7217.10 242 2007.92 5545.75 12762.85 4 5e�3 1e�3 5.88 5402.16 287 1973.93 6926.09 12328.25 4 1e�2 1e�3 5.14 4510.81 318 1951.38 8016.84 12527.65

Zameqanie. V tablicah 2–7 vse zatraty na postroenie agregi-

rovannoæ matricy A_c i faktorov FSAI-pereobuslavlivatelØ dlØ matricy A_c vkl¸qeny v Constr. Costs.

AnaliziruØ dannye qislennyh ffksperimentov, predstavlennye v tablicah 2–7, moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody. 1. Kak i v sluqae lineænyh sistem s simmetriqnoæ poloßitel~- no opredelennoæ matriceæ kofffficientov, v nesimmetriqnom sluqae, naqinaØ s nekotoroæ stepeni p, rost arifmetiqeskih

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 31

Tablica 4. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy Tern. p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.30 36.77 321 737.72 8548.20 8584.97 2 � � 5.02 148.25 188 1131.14 3850.05 3998.30 3 � � 11.77 776.88 98 1251.13 2024.69 2801.57 4 � � 21.94 2958.54 65 1490.78 1861.31 4819.85 3 � 1e�5 5.69 776.88 102 682.42 1508.61 2285.49 3 � 1e�4 4.78 776.88 102 589.79 1415.98 2192.86 4 � 1e�3 5.33 2958.54 67 423.76 797.32 3755.86 4 � 1e�2 2.66 2958.54 76 278.04 748.21 3706.75

3 1e�5 1e�4 4.07 470.28 104 527.02 1384.71 1854.99 3 1e�4 1e�4 3.08 258.79 112 456.90 1445.39 1704.18 3 1e�3 1e�4 1.92 118.55 140 408.84 1932.52 2051.07 4 1e�5 1e�2 2.13 785.75 89 278.89 913.27 1699.02 4 1e�4 1e�2 1.68 376.86 102 273.43 1099.62 1476.48 4 1e�3 1e�2 1.20 186.50 135 296.39 1714.97 1901.47

Tablica 5. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy Osprey. p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.29 36.76 > 800 > 47000 2 � � 5.22 152.10 > 800 > 51000 3 � � 12.50 700.92 175 2361.82 4633.28 5334.20 4 � � 23.48 2800.95 118 2888.12 3957.55 6758.50 3 � 5e�4 2.49 700.92 178 620.74 2958.13 3659.05 3 � 1e�3 2.24 700.92 179 580.75 2943.72 3644.64 4 � 5e�4 3.68 2800.95 121 566.43 1667.56 4468.51 4 � 1e�3 3.29 2800.95 124 532.31 1686.60 4487.55

3 1e�7 1e�3 2.22 599.19 179 576.09 2939.06 3538.25 3 1e�6 1e�3 2.18 526.37 185 587.41 3108.42 3634.79 3 1e�5 1e�3 2.05 392.55 231 704.57 4608.47 5001.02 4 1e�7 5e�4 3.48 1896.24 125 559.83 1732.46 3628.70 4 1e�6 5e�4 3.24 1362.97 129 547.00 1793.37 3156.34 4 1e�5 5e�4 2.81 801.86 181 690.12 3105.80 3907.66

zatrat na postroenie FSAI-pereobuslavlivatelØ, struktura razreßennosti kotorogo sovpadaet so strukturoæ razreßen-

32 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN

Tablica 6. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy PernisWest. p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.26 36.48 179 405.06 2581.07 2617.55 2 � � 5.63 172.59 123 815.15 1865.23 2037.82 3 � � 14.48 925.29 89 1377.51 1951.35 2876.64 2 � 5e�4 2.03 172.59 125 378.20 1457.01 1629.60 2 � 1e�3 1.86 172.59 125 357.25 1436.06 1608.65 3 � 5e�4 3.72 925.29 97 458.11 1120.87 2046.16 3 � 1e�3 3.30 925.29 99 425.93 1114.70 2039.99

2 1e�4 1e�3 1.79 147.59 125 349.06 1427.87 1575.46 2 5e�4 1e�3 1.66 125.28 130 346.16 1510.22 1635.50 2 1e�3 1e�3 1.56 110.48 132 338.16 1537.24 1647.72 3 1e�4 1e�3 2.66 445.37 105 383.84 1154.41 1599.78 3 5e�4 1e�3 2.11 255.40 117 364.03 1313.16 1568.56 3 1e�3 1e�3 1.85 189.52 125 356.24 1435.05 1624.57

Tablica 7. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ matricy RAEFSKY4 s kriteriem ostanovki (6.10). p δ ε Dens Constr. Iters MV M Iter. T otal Costs Costs Costs Costs 1 � � 1.05 79.28 > 800 > 10000 2 � � 4.30 1650.73 229 1213.88 2036.98 3687.71 2 � 1e�8 3.40 1650.73 229 1008.29 1831.39 3482.12 2 � 1e�7 3.36 1650.73 227 989.92 1798.44 3449.17 2 � 1e�6 3.32 1650.73 249 1075.38 2045.01 3695.74

2 1e�3 1e�8 3.07 1361.43 232 945.17 1788.75 3150.18 2 1e�3 1e�7 3.07 1361.43 233 947.35 1798.07 3159.50 2 1e�2 1e�8 2.11 619.85 260 808.50 1863.01 2482.86 2 1e�2 1e�7 2.11 619.85 260 807.33 1861.84 2481.69

nosti nißnego treugol~nika matricy (A + A^T )^p, ne kompensiruetsØ umen~xeniem zatrat na iteracionnu¸ fazu rexeniØ.

2. Postfil~traciØ FSAI-pereobuslavlivatelØ, kak i v simmetriqnom sluqae, ØvlØetsØ ffffektivnym sposobom snißeniØ arifmetiqeskih zatrat na iteracionnu¸ fazu rexeniØ, poskol~ku pri znaqitel~nom sokrawenii qisla nenulevyh fflementov pereobuslavlivatelØ qislo iteraciæ metoda GMRES

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 33 rastet nesuwestvenno, esli porog postfil~tracii vybran udaqno.

3. Veliqina optimal~nogo poroga postfil~tracii v nesimmetriqnom sluqae na odin-dva porØdka niße, qem v sluqae simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy kofffficientov. Dannyæ fakt moßno ob¨Øsnit~ tem, qto zatraty na sobstvenno iteracionnu¸ shemu metoda GMRES rastut kvadratiqno s rostom qisla iteracii, a ne lineæno, kak v metode soprØßennyh gradientov. Pofftomu, qtoby ne dopuskat~ slixkom zametnogo uveliqeniØ qisla iteraciæ (priemlemogo v simmetriqnom sluqae), prihoditsØ primenØt~ bolee nizkie znaqeniØ poroga postfil~tracii.

4. Kak i v simmetriqnom sluqae, pri ispol~zovanii FSAIpereobuslavlivateleæ dlØ rexeniØ lineænyh sistem s nesimmetriqnymi matricami predfil~traciØ bloqnoæ struktury nenulevyh fflementov s pomow~¸ vektornoæ agregacii ØvlØetsØ universal~nym instrumentom, pozvolØ¸wim minimizirovat~ summarnye arifmetiqeskie zatraty.

Tablica 8. Sravnitel~nye rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ metoda IBBLU-GMRES.

Matrica Parametry Dens Constr. Iters Iter. Total metoda IBBLU Costs Costs Costs

UT M 5940 (210, 3, 2e�3, 1e�4) 4.70 295.7 43 399.6 695.3 RAEF SKY 4 (560, 2, 6e�1, 0.0) 1.43 80.5 17 51.4 131.9 T ern (815, 3, 1e�2, 2e�4) 1.92 74.4 64 439.2 513.6 Osprey (874, 3, 1e�2, 7e�5) 3.02 311.4 44 297.5 608.9 P ernisW est (871, 1, 1e�2, 1e�3) 1.54 120.5 74 480.1 600.6

V zakl¸qenie v tablice 8 my privodim rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ teh ße testovyh lineænyh sistem pri ih pereobuslavlivanii s pomow~¸ metoda nepolnogo bloqnogo treugol~nogo razloßeniØ IBBLU, opisannogo v rabote [12]. Rezul~- taty po pervym dvum model~nym zadaqam UTM5940 i RAEFSKY4 vzØty iz raboty [12], dlØ ostal~nyh treh zadaq rezul~taty byli poluqeny avtorami. Pri vybore konkretnogo pereobuslavlivatelØ my ispol~zovali parametrizaci¸, prinØtu¸ v fftoæ ße rabote.

Zametim, qto, nesmotrØ na to, qto ispol~zovanie post i predfil~tracii privodit k znaqitel~nomu povyxeni¸ ffffek-

34 A. ı. EREMIN, A. A. NIKIXIN tivnosti FSAI-pereobuslavlivaniØ, kak vidno iz tablicy 8, arifmetiqeskie zatraty pri fftom vse ße suwestvenno prevyxa¸t zatraty na rexenie fftih ße lineænyh sistem pri ispol~zovanii v kaqestve pereobuslavlivateleæ nepolnyh treugol~nyh razloßeniæ. Pofftomu FSAI-pereobuslavlivaniØ sleduet rassmatrivat~ v pervu¸ oqered~ v kontekste parallel~nyh vyqisleniæ. S drugoæ storony, poskol~ku cel~¸ dannoæ raboty bylo issledovanie metodov povyxeniØ ffffektivnosti FSAIpereobuslavlivaniØ, poluqaemyh formal~nym obobweniem metodov, ispol~zuemyh dlØ simmetriqnyh poloßitel~no opredelennyh matric, my soznatel~no ne kasalis~ zdes~ problemy vybora dopolnitel~nyh parametrov, specifiqnyh lix~ dlØ nesimmetriqnogo sluqaØ (naprimer, vybora suwestvenno razliqnyh struktur razreßennosti dlØ nißnego i verhnego faktorov FSAIpereobuslavlivatelØ). Izuqenie vliØniØ takih specifiqeskih parametrov na kaqestvo FSAI-pereobuslavlivaniØ v sluqae nesimmetriqnoæ neznakoopredelennoæ matricy kofffficientov, a takße vozmoßnost~ dal~neæxeæ minimizacii posledovatel~nyh vyqislitel~nyh zatrat predstavlØetsØ nam naibolee interesnym napravleniem posledu¸wih issledovaniæ.

Literatura

1. M. Benzi, C.D.Meyer, and M. Tu̇ma, A sparse approximate inverse preconditioner for the conjugate gradient method. SIAM J. Sci. Comput., 17 (1996), 1135–1149.

2. M. Benzi and M. Tu̇ma, A sparse approximate inverse preconditioner for nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. Comput., 19 (1998), 968–994.

3. M. Benzi and M. Tu̇ma, A comparative study of sparse approximate inverse preconditioners. Appl. Numer. Math., 30 (1999), 305–340.

4. E. Chow, A priori sparsity patterns for parallel sparse approximate inverse preconditioners. SIAM J. Sci. Comput., 21 (2000), 1804-1822.

5. E. Chow, Parallel implementation and practical use of sparse approximate inverses with a priori sparsity patterns. Int. J. High Perf. Comput. Appl., 15 (2001), 56-74.

6. T. Davis, Sparse matrix collection. http://www.cise.ufl.edu/d̃avis/sparse, University of Florida, June 1997.

7. M. R. Field, An efficient parallel preconditioner for the conjugate gradient algorithm. Tech. Rep. HDL-TR-97-175, O’Reilly Institute, Hitachi Dublin Laboratory (1997).

8. Alan George and Joseph W. Liu., Computer Solution of Large Sparse Positive Definite Systems. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NewJersey (1981).

9. L. Yu. Kolotilina, Eigenvalue bounds and inequalities using vector aggregation of matrices. Linear Algebra Appl., 271 (1998), 139–167.

PEREOBUSLAVLIVANIE LINE`NYH SISTEM 35

10. L. Yu. Kolotilina and A. Yu. Yeremin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. I: Theory. SIAM J. Matrix Anal. Appl., 14 (1993), 45–58.

11. L. Yu. Kolotilina and A. Yu. Yeremin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. II: Solution of 3D FE systems on massively parallel computers. Int. J. High Speed Computing, 7 (1995), 191-215.

12. L. Yu Kolotilina, A. A. Nikishin and A. Yu. Yeremin, An incomplete LU-fac-torization algorithm based on block bordering. Numer. Linear Algebra Appl., 7 (2000), 543–567.

13. Matrix Market sparse matrix collection,. National Institute of Standards and Technology, http://www.nist.gov/MatrixMarket, 1999.

14. A. A. Nikishin and A. Yu. Yeremin, Prefiltration technique via aggregation for constructing low density high quality factorized sparse approximate inverse preconditionings. Submitted to Numer. Linear Algebra Appl. (2001).

15. Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear Systems. PWS Publ. Co., Boston (1996).

16. Y. Saad, Finding exact and approximate block structures for ILU preconditioning.

Report UMSI-2001-93, Minnesota Supercomputer Institute, University of Minnesota, Minneapolis, MN (2001).

17. Y. Saad and Martin H. Schultz, GMRES: A generalized minimal residual algorithm for solving nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. and Stat. Comput., 7 (1986), 856–869.

18. W.-P. Tang, Toward an effective sparse approximate inverse preconditioner.

SIAM J. Matrix Anal. Appl., 20 (1998), 970–986.

19. A. Yu. Yeremin, L. Yu. Kolotilina, and A. A. Nikishin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. III: Iterative construction of preconditioners. Zap. Nauchn. Semin. POMI, 248 (1998), 17–48.

20. A. Yu. Yeremin, L. Yu. Kolotilina, and A. A. Nikishin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. IV: Simple approaches to rising efficiency. Numer. Linear Algebra Appl., 6 (1999), 515–531.

Yeremin A. Yu., Nikishin A. A. Factorized-sparse-approximate-inverse preconditionings of linear systems with unsymmetric matrices.

The paper considers the application of factorized-sparse-approximate-inverse (FSAI) preconditionings to linear algebraic systems with nonsingular unsymmetric coefficient matrices. Special attention is paid to methods for optimizing the sparsity pattern of such preconditioners. It is numerically demonstrated that the efficiency of FSAI preconditionings can substantially be improved by applying the so-called postfiltering and prefiltering in order to sparsify preconditioning matrices.

Postupilo 2 marta 2002 g. Nauqno-issledovatel~skiæ Vyqislitel~nyæ Centr MGU,

E-mail:badger@vvv.srcc.msu.su

Vyqislitel~nyæ Centr RAN im. A. A. Dorodnicyna,

E-mail:nikishin@ccas.ru