Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

V. A. Solonnikov

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE SO SVOBODNO` GRANICE` DL˚ V˚ZKO` NESȷIMAEMO` ȷIDKOSTI

§1. Vvedenie

Rabota posvØwena zadaqe, opisyva¸weæ ffvol¸ci¸ izolirovannoæ ßidkoæ massy, ograniqennoæ lix~ svobodnoæ poverhnost~¸, na kotoroæ deæstvu¸t sily poverhnostnogo natØßeniØ. Zadaqa sostoit v nahoßdenii neizvestnoæ ograniqennoæ oblasti Ω_t ∈ R^3, t > 0, a takße vektornogo polØ skorosteæ ⃗v(x, t) =

(v_1, v_2, v_3) i davleniØ p(x, t), udovletvorØ¸wih v Ω_t uravneniØm

Nav~e–Stoksa ⃗v_t + (⃗v · ∇)⃗v − ν∇^2⃗v + ∇p = 0, ∇ · ⃗v = 0, x ∈ Ω_t, t > 0, (1.1) po zadannomu v naqal~nyæ moment vremeni vektornomu pol¸ ⃗v i oblasti Ω_0:

⃗v(x, 0) = ⃗v_0(x), x ∈ Ω_0. (1.2)

PredpolagaetsØ, qto na granice Γ_t = ∂Ω_t vypolnØ¸tsØ dinamiqeskie i kinematiqeskie kraevye usloviØ T (⃗v, p)⃗n − σH⃗n = 0, V_n = ⃗v · ⃗n, x ∈ Γ_t, (1.3) gde ⃗n – ediniqnaØ vnexnØØ normal~ k Γ_t, V_n – skorost~ ffvol¸cii poverhnosti Γ_t v napravlenii ⃗n, H – udvoennaØ srednØØ krivizna, kotoraØ sqitaetsØ otricatel~noæ dlØ vypuklyh poverhnosteæ, T (⃗v, p) = −pI + νS(⃗v) – tenzor naprØßeniæ, S(⃗v) = (_{∂vi} ∂x_j + ∂v_j ∂x_i ) i,j=1,2,3 – udvoennyæ tenzor skorosteæ deformacii. Qe-

rez ν i σ oboznaqeny poloßitel~nye postoØnnye kofffficienty vØzkosti i poverhnostnogo natØßeniØ; plotnost~ ßidkosti poloßena ravnoæ edinice.

Izvestno [1, 2], qto pri l¸boæ oblasti Ω_0, granica kotoroæ

Γ_0 dolßna obladat~ nekotoroæ regulØrnost~¸, i l¸bom soleno-

idal~nom pole ⃗v_0(x), udovletvorØ¸wem estestvennym usloviØm

Rabota podderßana grantom RFFI No. 01-01-00330. 216

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 217 soglasovaniØ S(⃗v_0 )⃗n − ⃗n ( ⃗n · S(⃗v_0)⃗n )| Γ0 = 0,

zadaqa (1.1)–(1.3) odnoznaqno razrexima na nekotorom koneqnom intervale vremeni, no esli oblast~ Ω_0 blizka k xaru, a pole

⃗v_0(x) dostatoqno malo, to rexenie opredeleno pri vseh t > 0,

i predel~nym reßimom pri t → ∞ ØvlØetsØ vrawenie ßidkosti kak tverdogo tela vokrug nekotoroæ osi, opredelØemoæ naqal~- nymi dannymi. Naxa cel~ sostoit v tom, qtoby dokazat~ razreximost~ zadaqi (1.1)–(1.3) na beskoneqnom intervale vremeni pri men~xih ograniqeniØh na naqal~nye dannye. Otmetim, qto rexenie zadaqi (1.1)–(1.3) podqinØetsØ zakonam sohraneniØ

|Ω_t| = |Ω_0|, (1.4) ∫ Ωt ⃗v(x, t)dx = ∫ Ω0 ⃗v_0(x)dx, ∫ Ωt (⃗v × ⃗x)dx = ∫ Ω0 (⃗v_0 × ⃗x)dx, priqem bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ∫ Ωt ⃗v(x, t)dx = ∫ Ω0 ⃗v_0(x)dx = 0, (1.5) ∫ Ωt ( ⃗v(x, t) × ⃗x ) dx = ∫ Ω0 (⃗v_0 × ⃗x)dx = β⃗e_3 ≡ β(0, 0, 1), (1.6) ∫ Ωt ⃗xdx = 0. (1.7) Skorost~ ßidkosti, ravnomerno vrawa¸weæsØ vokrug osi x_3 s uglovoæ skorost~¸ ω, opredelØetsØ formuloæ

⃗v_∞ = ω(−x_2, x_1, 0).

Vmeste s davleniem p_∞(x) =^{ω2}_2 |x^′|^2 + p_1, gde p_1 = const, |x^′|^2 =

x^2_1 +x^2, pole ⃗v_∞(x) udovletvorØet sootnoxeniØm (1.1), (1.3), esli

tol~ko granica Γ_∞ oblasti Ω_∞, zapolnØemoæ vrawa¸weæsØ ßidkost~¸, podqinØetsØ uravneni¸ σH_∞ + ω^2 2 |x^′|^2 + p_1 = 0, x ∈ Γ_∞, (1.8)

218 V. A. SOLONNIKOV opredelØ¸wemu tak nazyvaemu¸ figuru ravnovesiØ vrawa¸- weæsØ ßidkosti (sm., naprimer, [3]). Qtoby funkciØ ⃗v_∞ udovletvorØla uslovi¸ (1.6), uglovaØ skorost~ ω dolßna byt~ svØzana s β sootnoxeniem −ω ∫ Ω1 |x^′|^2dx = β. (1.9)

Takim obrazom, v (1.8) sleduet poloßit~ ω^2 =^{β2}_{I2}1 , gde I_∞ = ∫ Ω1^{|x}

′|^2dx. Krome togo, oblast~ Ω_∞ dolßna udovletvorØt~ uslo-

viØm (1.4), (1.7), t.e.

|Ω_∞| = |Ω_0|, (1.10) ∫ Ω1 y_kdy = 0, k = 1, 2, 3; (1.11)

poslednee uslovie oznaqaet, qto centr tØßesti oblasti Ω_∞ nahoditsØ v naqale koordinat.

Uravnenie (1.8) ØvlØetsØ uravneniem �ælera dlØ funkciona- la G = σ|Γ| − ω^2 2 ∫ Ω (x^2_1 + x^2)dx − p_1|Ω|, (1.12)

v kotorom ω = −βI_∞ sqitaetsØ zadannoæ veliqinoæ, a Γ – poverhnost~, blizkaØ k Γ_∞ i takaØ, qto ograniqivaemaØ e¸ oblast~ Ω obladaet svoæstvami (1.4), (1.7). PostoØnnaØ p_1 moßet byt~ rassmotrena kak mnoßitel~ Lagranßa, sootvetstvu¸wiæ ograniqeni¸ |Ω| = |Ω_0|. Moßno bylo by vvesti mnoßiteli Lagranßa

p^{(k)}, sootvetstvu¸wie ograniqeniØm (1.7), i rassmotret~ funk-

cional G^′ = |Γ| − ω^2 2 ∫ Ω |x^′|^2dx − p_1|Ω| − 3∑ k=1 p^{(k)} ∫ Ω x_kdx. Pust~ Ω^′_∞ – figura ravnovesiØ, opredelØemaØ uravneniem �ælera δG^′ = 0, t.e. σH^′_∞ + ω^2 2 |y^′|^2 + p_1 + 3∑ k=1 p^{(k)}y_k = 0

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 219 (sm. §2). UmnoßaØ ffto uravnenie na N^′_j (komponentu vektora normali k Γ^′_∞), integriruØ po Γ^′_∞ i pol~zuØs~ teoremoæ Gaussa, poluqaem

|Ω^′_∞|p^{(j)} = −ω^2 ∫ Ω01^{yj dy(1 − δ3j),} otkuda vidno, qto (1.11) vleqet za soboæ ravenstvo p^{(j)} = 0. Razreximost~ uravneniØ (1.12) pri zadannom malom β i pri dopolnitel~nyh usloviØh (1.10), (1.11) byla dokazana v rabote [2]. Teper~ my otkazyvaemsØ ot usloviØ malosti β i postuliruem suwestvovanie gladkoæ vrawatel~no simmetriqnoæ figury ravnovesiØ Ω_∞, udovletvorØ¸weæ (1.8), (1.10), (1.11), priqem ω opredelØetsØ sootnoxeniem (1.9).

L¸baØ poverhnost~ Γ, dostatoqno blizkaØ k Γ_∞, moßet byt~ zadana uravneniem

x = y + N (y)ρ(y), y ∈ Γ_∞, (1.13)

gde ρ(y) – nekotoraØ dostatoqno malaØ funkciØ, a N – vnexnØØ ediniqnaØ normal~ k Γ_∞. V teorii figur ravnovesiØ kriteriem ustoæqivosti oblasti Ω_∞ sqitaetsØ poloßitel~nost~ vtoroæ variacii funkcionala (1.12) (sm. [3]), kotoryæ my budem rassmatrivat~ kak funkcional, zavisØwiæ ot ρ. Niße, v §2, ffta zavisimost~ budet ukazana Øvno.

Poloßim ⃗v^′(x, t) = ⃗v (x, t) − ⃗v_∞(y), p^′(x, t) = p(x, t) − p_∞(x), i pereædem vo vrawa¸wu¸sØ sistemu koordinat, t.e. vvedem novye peremennye y, ⃗w, q soglasno formulam x = Z(t)y, ⃗w(y, t) = Z^{−1}(t)⃗v^′(Zy, t), q(y, t) = p^′(Zy, t), gde Z(t) = cos ωt − sin ωt 0 sin ωt cos ωt 0 0 0 1 .

220 V. A. SOLONNIKOV Legko proverit~, qto pri fftom zadaqa (1.1)–(1.3) pereædet v ⃗w_t + ( ⃗w · ∇) ⃗w + 2( ⃗w · ∇)⃗v_∞(y) − ν∇^2 ⃗w + ∇q = 0, ∇ · ⃗w = 0, y ∈ Ω^′_t, t > 0, ⃗w | |_{t=0} = ⃗v_0(y) − ⃗v_∞(y) ≡ ⃗w_0(y), y ∈ Ω_0, T ( ⃗w, q)⃗n = ( σH + p_∞(y) ) ⃗n, V_n = ⃗w · ⃗n, y ∈ Γ^′_t, (1.14)

gde Ω^′_t = Z^{−1}Ω_t, Γ^′_t = ∂Ω^′_t, ⃗n – normal~ k Γ^′_t.

Odnim iz osnovnyh rezul~tatov raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Predpoloßim, qto zadaqa (1.14) imeet klassiqeskoe

rexenie, opredelennoe na intervale vremeni (0, T ), priqem poverhnosti Γ^′_t opredelØ¸tsØ uravneniem tipa (1.13), t.e.

x = y + N (y)ρ(y, t), y ∈ Γ_∞, (1.15)

a poverhnost~ Γ_∞ gladkaØ i obladaet vrawatel~noæ simmetrieæ otnositel~no osi y_3. Dalee, pust~ sup_{t<T} | |ρ( · , t) | |_{C1(Γ}1_) = sup Γ1×(0,T )^{|ρ(y, t)| + sup}Γ1×(0,T )^{|∇Γ}1^{ρ(y, t)|}

6 δ

(1.16) s nekotorym malym δ, a proizvodnye ∇_Γ1∇_Γ1ρ, ∇_Γ1ρ_t (∇_Γ1ρ – gradient funkcii ρ na poverhnost~ Γ_∞) ravnomerno ograniqeny. Nakonec, predpoloßim, qto

c_1 ‖ ‖ρ ‖ ‖_{W 12 (Γ}1_) 6 δ^2G[ρ] 6 c_2 ‖ ‖ρ ‖ ‖_{W 12 (Γ}1_), (1.17)

esli tol~ko poverhnosti sravneniØ oblada¸t svoæstvami (1.4) i (1.7). Togda suwestvuet funkciØ E(t) (obobwennaØ ffnergiØ), udovletvorØ¸waØ neravenstvam

c_3 (‖ ‖ ⃗w( · , t)‖^2_{L2(Ωt)} + ‖ρ( · , t)‖^2_{W 12 (Γ}1_) )

                  6 E(t) 6

6 c4^{(‖} ⃗w( · , t)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖ρ( · , t)^{‖2}_W 1_{2 (Γ}1_)^) (1.18)

i E(t) 6 e^{−bt}E(0), b > 0. (1.19)

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 221 Ocenka (1.19) pokazyvaet, qto pri uslovii (1.16) (⃗v_∞, p_∞, Ω_∞) ØvlØetsØ predel~nym reßimom v zadaqe (1.14) pri t → ∞. Rabota postroena po sledu¸wemu planu.

V §2 privoditsØ detal~nyæ vyvod formul dlØ pervoæ i vtoroæ variaciæ funkcionala G (v qastnosti, potomu, qto poluqaemye formuly otliqa¸tsØ ot analogiqnyh formul, vyvedennyh v [4, 5] i v nekotoryh drugih rabotah, sm. literaturu, citirovannu¸ v [5]). V §3 dokazyvaetsØ teorema 1. Sleduet otmetit~, qto dlØ nekotoryh zadaq gidrodinamiki, v tom qisle so svobodnymi granicami, obobwennaØ ffnergiØ byla vvedena i ocenena, naprimer, v [6–8]. Nakonec, v §4 privoditsØ shema dokazatel~stva razreximosti zadaqi (1.14) na beskoneqnom intervale vremeni. Bolee polnoe dokazatel~stvo budet dano v sovmestnoæ rabote avtora i professora M. Paduly.

§2. Vspomogatel~nye postroeniØ i vyqislenie vyriaciæ δG i δ^2G

Esli poverhnost~ Γ zadaetsØ uravneniem (1.13), to funkcional (1.12) zavisit ot ρ i ot ∇_Γ1ρ. Qtoby ukazat~ fftu zavisimost~ Øvno, my otobrazim oblast~ Ω ≡ Ω(ρ), ograniqennu¸ poverhnost~¸ Γ, na oblast~ Ω_∞ s pomow~¸ preobrazovaniØ, obratnoe k kotoromu zadaetsØ formuloæ

x = y + N^∗(y)ρ^∗ (y) ≡ e_ρ(y), y ∈ Ω_∞, (2.1)

gde N^∗(y) i ρ^∗(y) – prodolßeniØ funkciæ N (y) i ρ(y) vnutr~ Ω_∞. Horoxo izvestno, qto l¸baØ toqka nekotoroæ λ_0-okrestnosti poverhnosti Γ_∞ moßet byt~ predstavlena v vide z = y + N (y)λ, y ∈ Γ_∞, |λ| 6 λ_0, i dlØ l¸boæ takoæ toqki my polagaem

N^∗(z) = N (y), ρ^∗(z) = ρ(y)ψ_{δ1} (λ),

gde ψ_{δ1} (λ) – gladkaØ sreza¸waØ funkciØ, ravnaØ edinice pri

|λ| < δ_1/2 i nul¸ pri |λ| > 3δ_1/4. Vne ukazannoæ okrestnosti my polagaem ρ^∗(y) = 0, opredelØØ tem samym preobrazovanie (2.1) vo vseæ oblasti Ω^′_∞. Otmetim, qto na poverhnosti Γ_∞ i vblizi nee ∂N^∗ ∂N = (N · ∇)N^∗ = 0, ∂ρ^∗ ∂N = N · ∇ρ^∗ = 0. (2.2)

222 V. A. SOLONNIKOV Esli funkciØ ρ dostatoqno mala, naprimer, | |ρ | |_{C1(S)} 6 δ ≪ 1,

to preobrazovanie e_ρ(y) obratimo. Pust~ L_ρ – ego matrica ˚ko- bi: L_ρ(y) = ( ∂e_ρ(y) ∂y ) = ( δ_{ij} + ∂N^∗_i ρ^∗ ∂y_j ) i,j=1,2,3 . Pust~ L_ρ = det L_ρ(y), a ^L_ρ – vzaimnaØ matrica, t.e.

^L_ρ(y) = L_ρL^{−1}_ρ (y).

Vse ffti matricy zavisØt ot ρ^∗ i ∇ρ^∗.

Vvedem na poverhnosti Γ_∞ lokal~nye koordinaty, t.e. predstavim Γ_∞ v vide

Γ_∞ = M⋃ k=1 γ_k i predpoloßim, qto γ_k = {y = y(ξ_1 , ξ_2), √ ξ^2_1 + ξ^2_2 6 d}. V kaqestve

ξ moßno vzØt~ dekartovy koordinaty na kasatel~noæ ploskosti v nekotoroæ toqke y_k ∈ γ_k i predpoloßit~, qto γ_k zadaetsØ uravneniem

ξ_3 = F^{(k)}(ξ^′), ξ^′ = (ξ_1, ξ_2), |ξ^′| 6 d

(koordinata ξ_3 otkladyvaetsØ vdol~ N (y_k)). Tem samym lokal~- nye koordinaty zada¸tsØ na podmnoßestve γ^′_k = {y + N (y)ρ, y ∈ γ_k} ⊂ Γ. Teper~ my moßem opredelit~ metriqeskiæ tenzor g na Γ s fflementami g_{ij} = ∂x ∂ξ_i · ∂x ∂ξ_j = ∂(y + ρN ) ∂ξ_i · ∂(y + ρN ) ∂ξ_j , i, j = 1, 2, (2.3)

i togda dS = √ det g dξ i ∫ Γ f(x)dx = ∫ Γ1 f(e_ρ (y)) √ det g det g_0 dS, (2.4) gde f(x) – proizvol~naØ funkciØ i

g_0 = ( ∂y ∂ξ_i · ∂y ∂ξ_j ) i,j=1,2 .

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 223 Sledovatel~no, G[ρ] = σ ∫ Γ1 √ det g det g_0 dS − ω^2_∞ 2 ∫ Ω1 |e^′_ρ(y)|^2L_ρdy − p_1 ∫ Ω1 L_ρdy, (2.5) gde |e^′_ρ(y)|^2 = (y_1 + N_1ρ^∗)^2 + (y_2 + N_2ρ^∗)^2. ˚sno, qto G zavisit ot

ρ^∗ i ∇ρ^∗. Imeem

G[ρ] − G[0] = 1∫ 0 d dλ G[λρ]dλ = δ_0 G[ρ] + 1∫ 0 dλ λ∫ 0 d^2 dμ^2 G[μρ]dμ

= δ_0G[ρ] + 1 2 δ^2_0 G[ρ] + 1∫ 0 (1 − μ) ( d^2 dμ^2 G[μρ] − d^2 dμ^2 G[μρ] | | |_{μ=0} ) dμ, gde δ_0G[ρ] = d dλ G[λρ] | |_{λ=0}, δ^2_0 G[ρ] = d^2 dμ^2 G[μρ] | |_{μ=0}. Krome togo, my poloßim δG[ρ; r] = d dλ G[ρ + λr] | | |_{λ=0}, δ^2G[ρ; r] = d dμ δG[ρ + μr; r] | | |_{μ=0} ,

tak qto δ_0G[ρ] = δG[ρ] | | |_{ρ=0,r=ρ} , δ^2_0 G[ρ] = δ ( δG[ρ; r] )| |_{ρ=0,r=ρ}. Perehodim k vyqisleni¸ variaciæ δ_0G i δ^2_0 G. Pust~ l_{ij} i l^{ij} – fflementy matric L_ρ i L^{−1}_ρ , sootvetstvenno, a ^L_{ij} – fflementy matricy ^L_ρ = L_ρL^{−1}_ρ . ˚sno, qto pri ρ = 0 imeem l_{ij} = l^{ij} = ^L_{ij} = δ_{ij} ,

L_ρ = 1. Iz formuly dlØ proizvodnoæ opredelitelØ i iz sootno-

xeniØ L^{−1}_ρ L_ρ = I sleduet, qto δL_ρ[ρ; r] = 3∑ i,j=1 δl_{ij} ^L_{ji} = 3∑ i,j=1 ∂N^∗_i r^∗ ∂y_j ^L_{ji}, (2.6) δL^{−1}_ρ = −L^{−1}_ρ δL_ρL^{−1}_ρ , t.e. δl^{ij} [ρ; r] = − 3∑ m,s=1 l^{im} ∂N^∗_mr^∗ ∂y_s l^{sj}, (2.7)

224 V. A. SOLONNIKOV a znaqit δ ^L_{ij} [ρ; r] = L_ρδl^{ij} + l^{ij}δL_ρ = = 3∑ m,s=1 ( − l^{im} ∂N^∗_mr^∗ ∂y_s ^L_{sj} + l^{ij} ∂N^{∗m}r^∗ ∂y_s ^L_{sm} ) . (2.8)

Vyqislim teper~ raznost~ ∫ Ω(ρ) f(x)dx − ∫ Ω1 f(y)dy = ∫ Ω1 f ( e_ρ(y) ) L_ρ(y)dy − ∫ Ω1 f(y)dy =

= 1∫ 0 ds ∫ Ω1 d ds ( f ( e_{sρ}(y) ) L_{sρ}(y) ) dy =

= 1∫ 0 ds ∫ Ω1 ( ∇f ( e_{sρ}(y) ) ·N^∗ρ^∗L_{sρ}(y)+f ( e_{sρ}(y) )^3∑ i,j=1 ∂N^∗_i ρ ∂y_j ^L_{ji}(y; sρ) ) dy dlØ proizvol~noæ differenciruemoæ funkcii f(x). IntegriruØ po qastØm vo vtorom qlene i prinimaØ vo vnimanie ravenstva 3∑ j=1 ∂ ∂y_j ^L_{ji} = 0, i = 1, 2, 3, poluqaem ∫ Ω(ρ) f(x)dx − ∫ Ω1 f(y)dy =

= 1∫ 0 ds ∫ Γ1 f ( e_{sρ}(y) )^3∑ i,j=1 N_iN_j ρ^L_{ij} (y; sρ)dS_y . (2.9) Vyqislim variacii δ_0Λ(y, ρ) i δ^2_0 Λ(y, ρ) vyraßeniØ Λ(y, ρ) = 3∑ i,j=1 N_iN_j ^L_{ij}(y; ρ), sqitaØ y ∈ Γ_∞. Vsledstvie formuly (2.8),

δΛ(ρ; r) = 3∑ m,s,j,i=1 ( − l^{im}N_i ∂N_mr ∂y_s ^L_{sj} N_j + N_iN_j l^{ij} ∂N^mr ∂y_s ^L_{sm} ) ,

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 225 otkuda, prinimaØ vo vnimanie (2.2), zakl¸qaem, qto

δ_0Λ = 3∑ m=1 ∂N_mρ ∂y_m = −H_∞ρ (2.10) i δ^2_0 Λ = 3∑ m,s,i=1 ( − δ_0l^{im}N_i ∂N_mρ ∂y_s N_s − N_m ∂N_mρ ∂y_s δ_0 ^L_{si}N_i+

+N_iN_sδ_0l^{is} ∂N_m ρ ∂y_m ) + ∑ m,s=1 ∂N_mρ ∂y_s δ_0 ^L_{sm}. Vsledstvie (2.2), pervaØ summa isqezaet, a formula (2.8) privodit k

δ^2_0 Λ =

(_3∑ m=1 ∂N_mρ ∂y_m )_2 − 3∑ m,s=1 ∂N_mρ ∂y_s ∂N_sρ ∂y_m = K(y)ρ^2 ,

K = 3∑ m=1 ( ∂N_m ∂y_m )_2 − 3∑ m,s=1 ∂N_m ∂y_s ∂N_s ∂y_m . Pokaßem, qto poslednee vyraßenie ravno udvoennoæ gaussovoæ krivizne K_∞ poverhnosti Γ_∞. Oqevidno, K = 3∑ m=1 (∂_mN_m)^2 − 3∑ m,s=1 ∂_sN_m ∂_mN_s, (2.11)

gde ∂_m =^∂_{∂ym} −N_m^∂_{∂N} . VyraßeniØ ∂_sN_m zavisØt tol~ko ot znaqeniØ N na Γ_∞, no ne ot sposoba prodolßeniØ funkcii N vnutr~ oblasti Ω_∞, kotoryæ moßet byt~ teper~ izmenen. Voz~mem proizvol~nu¸ toqku x_0 ∈ Γ_∞ i vvedem mestnu¸ dekartovu sistemu koordinat ξ_1, ξ_2, ξ_3 s centrom v x_0 i s os~¸ ξ_3, napravlennoæ vdol~ N (x_0). Pust~ ξ_3 = F (ξ_1, ξ_2) – uravnenie poverhnosti Γ_∞ vblizi x_0. Oqevidno, ∇F | |_{ξ=0} = 0 i

N (ξ) = ( − F_{ξ1} √ 1 + |∇F |^2 , − F_{ξ2} √ 1 + |∇F |^2 , 1 √ 1 + |∇F |^2 ) . Poloßim F (ξ_1, ξ_2, ξ_3) = F (ξ_1, ξ_2) vblizi x_0. V mestnoæ sisteme funkciØ K takße zapisyvaetsØ v forme (2.11) ( pri ∂_m =^∂_{∂ξm} −

226 V. A. SOLONNIKOV N_m^∂_{∂N} ) ili, qto to ße samoe,

K =2 ( ∂_1N_1∂_2N_2 − ∂_1N_2∂_2N_1 ) + +2 ( ∂_1N_1∂_3N_3 + ∂_2N_2∂_3N_3 − ∂_1N_3∂_3N_1 − ∂_2N_3∂_3N_2 ) . �lementarnyæ podsqet pokazyvaet, qto

K(x_0) = 2 ( F_{ξ1ξ1} F_{ξ2ξ2} − ( F_{ξ1ξ2} )_2)| |_{ξ=0} = 2K∞(x0).

Tak kak toqka x_0 byla vybrana proizvol~no, my imeem

δ^2_0 Λ(y; ρ) = 2K_∞(y)ρ^2 .

Poskol~ku Λ ØvlØetsØ polinomom vtoroæ stepeni otnositel~no ρ i ρ_{yk} , spravedliva formula

Λ(y; ρ) = 1 + δ_0 Λ + 1 2 δ^2_0 Λ = 1 − ρH_∞(y) + K_∞(y)ρ^2 ,

a znaqit, iz (2.9) sleduet sootnoxenie ∫ Ω(ρ) f(x)dx − ∫ Ω1 f(y)dy = 1∫ 0 ds ∫ Γ1 f ( e_{sρ}(y) ) ρ ( 1 − sρH_∞ + s^2 ρ^2K_∞ ) dS_y. Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto usloviØ postoØnstva ob¨ema i poloßeniØ baricentra Ω(ρ) zapisyva¸tsØ v vide ∫ Ω(ρ) dx − ∫ Ω1 dy = ∫ Γ1 η(y, ρ)dS_y = 0, (2.12) ∫ Ω(ρ) x_kdx − ∫ Ω1 y_kdy = ∫ Γ1 ψ_k(y, ρ)dS_y = 0, k = 1, 2, 3, (2.13) gde η(y, ρ) = ρ − ρ^2 2 H_∞(y) + ρ^3 3 K_∞(y), (2.14)

ψ_k(y, ρ) = y_kη(y, ρ) + N_k(y) ( ρ^2 2 − ρ^3 3 H_∞(y) + ρ^4 4 K_∞(y) ) . (2.15)

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 227 Krome togo,

δ_0 ∫ Ω(ρ) f(x)dx = ∫ Γ1 f(y)ρdS_y , (2.16)

δ^2_0 ∫ Ω(ρ) f(x)dx = ∫ Γ1 ( ∂f(y) ∂N − f(y)H_∞(y) ) ρ^2dS_y (2.17)

i, esli f(x) dvaßdy nepreryvno differenciruema, to | | | | ∫ Ω(ρ) f(x)dx − δ_0 ∫ Ω(ρ) f(x)dx − 1 2 δ^2_0 ∫ Ω(ρ) f(x)dx | | | | 6 c^∫ Γ1 |ρ|^3dS_y. (2.18)

V qastnosti,

δ_0|Ω_ρ| = ∫ Γ1 ρdS_y, δ^2_0 |Ω_ρ| = − ∫ Γ1 H_∞(y)ρ^2 dS_y, (2.19)

δ_0 ∫ Ω(ρ)

(x^2_1 + x^2)dx = ∫ Γ1 (y^2_1 + y^2 )ρdS_y , (2.20)

δ^2_0 ∫ Ω(ρ)

(x^2_1+x^2)dx = ∫ Γ1 ( 2(y_1N_1 +y_2N_2)−(y^2_1 +y^2 )H_∞(y) ) ρ^2dS_y. (2.21)

Nam ostalos~ vyqislit~ pervu¸ i vtoru¸ variacii funkcionala |Γ|. DlØ fftogo, preßde vsego, vyrazim

√_{det g}

det g0 qerez funk-

cii, svØzannye s preobrazovaniem (2.1). DlØ proizvol~noæ gladkoæ funkcii f(x) imeem ∫ Γ(ρ) f(x)dS = ∫ Ω(ρ) ∇ · ⃗w(x)dx, gde ⃗w(x) – vektornoe pole, udovletvorØ¸wee uslovi¸ ⃗w·⃗n | |_{Γ(ρ)} = f.

PereædØ k novym peremennym integrirovaniØ y ∈ Ω_∞ po formule (2.1), poluqaem ∫ Γ(ρ) f(x)dS_x = 3∑ k,m=1 ∫ Ω1 ∂w_k ∂y_m ∂y_m ∂x_k L_ρdy = 3∑ k,m=1 ∫ Ω1 ∂w_k ∂y_m ^L_{mk}dy =

228 V. A. SOLONNIKOV = ∑ k,m ∫ Γ1 w_kN_m ^L_{mk}dS_y = ∫ Γ1 f(e_ρ (y))| ^L^T ⃗N |dS_y, poskol~ku ⃗n =^1_{| bL T ⃗N|} ^L^T ⃗N . SravnivaØ poluqivxu¸sØ formulu s (2.4), zakl¸qaem, qto √ det g det g_0 = | ^L^T ⃗N|. Takim obrazom, δ|Γ|(ρ; r) = ∫ Γ1 δ| ^L^T ⃗N |dS_y = ∫ Γ1 1 | ^L^T ⃗N | ∑ k,m,i N_k ^L_{ki}N_mδ ^L_{mi}dS_y, (2.22) tak qto

δ_0|Γ| = ∫ Γ1 3∑ i,m=1 N_iN_mδ_0 ^L_{mi}dS_y = − ∫ Γ1 H_∞ρdS_y,

δ^2|Γ|(ρ; r) = ∫ Γ1 [ − 1 | ^L^T ⃗N |^3 ( ∑ k,m,i N_k ^L_{ki}N_mδ ^L_{mi} )_2 +

+ 1 | ^L^T ⃗N | 3∑ i=1 (_3∑ m=1 N_mδ ^L_{mi} )_2 + 1 | ^L^T ⃗N | ∑ k,m,i N_k ^L_{ki}N_mδ^2 ^L_{mi} ] dS_y. Ots¸da vytekaet, vo-pervyh, qto

δ^2_0 |Γ| = ∫ Γ1 [ − (δ_0 Λ)^2 + 3∑ i=1 (_3∑ m=1 N_mδ_0 ^L_{mi} )_2

+ δ^2_0 Λ ] dS =

= ∫ Γ1 [ − ρ^2 H^2_∞ + 3∑ i=1 (∂_iρ + N_iH_∞ρ)^2 + 2K_∞ρ^2 ] dS =

= ∫ Γ1 ( |∇_Γ1ρ|^2 + 2K_∞ρ^2 ) dS. (2.23)

Krome togo, | |δ^2|Γ|(sρ, ρ) − δ^2_0 |Γ| | | 6 cδ^‖ρ^{‖2}_W 1_{2 (Γ}1_), s ∈ [0, 1],

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 229 i, sledovatel~no, | | | |Γ| − |Γ∞| − δ0|Γ| − 1 2 δ_0|Γ| | | | 6 cδ^‖ρ^{‖2}_W 1_{2 (Γ}1_),

esli | |ρ | |_{C1(Γ}1_) 6 δ.

Formula (2.22) moßet byt~ takße zapisana v vide δ|Γ|(ρ; r) = 3∑ i,m=1 ∫ Γ1 n_iN_m δ ^L_{mi}dS_y =

= 3∑ i,m,k,s ∫ Γ1 ( − n_iN_m ^L_{mk} ∂N_kr ∂y_s l^{si} + n_iN_m ^L_{mi} ∂N_kr ∂y_s l^{sk} ) dS_y =

= ∫ Γ1 ( − ∑ i,k,s n_in_k ∂N_kr ∂y_s l^{si} + ∂N_kr ∂y_s l^{sk} )| | ^L^T ⃗N | |dS_y.

VspominaØ, qto l^{si} =^{∂ys}_{∂xi} , poluqaem δ|Γ|(ρ; r) = ∫ Γ(ρ) 3∑ k=1 ∂_kN_krdS_x, (2.24) gde ∂_k = ∂ ∂x_k − n_k ∂ ∂n = 3∑ j=1 n_j ( n_j ∂ ∂x_k − n_k ∂ ∂x_j ) . S pomow~¸ formuly Stoksa moßno “prointegrirovat~ po qastØm” v (2.24) i pridti k δ|Γ|(ρ; r) = − ∫ Γ(ρ) ∑ k,j N_kr ( n_j ∂ ∂x_k − n_k ∂ ∂x_j ) n_jdS =

= ∫ Γ(ρ) r( ⃗N · ⃗n ) ∑ j ∂_jn_j dS = − ∫ Γ(ρ) r( ⃗N · ⃗n )HdS =

= − ∫ Γ1 Λ(y; ρ)HrdS_y . (2.25)

230 V. A. SOLONNIKOV My vospol~zuemsØ fftim sootnoxeniem v sledu¸wem paragrafe. Zametim, qto iz (2.25) moßno poluqit~ (2.23), esli vospol~zovat~sØ sootnoxeniem (2.10) i izvestnoæ formuloæ dlØ variacii krivizny (sm. [9], §117). V naxih oboznaqeniØh ona imeet vid

δ_0H = ( H^2_∞ − 2K_∞ ) ρ + Δ_Γ1ρ. (2.26)

Vsledstvie (2.25) i (2.10), imeem:

δ^2_0 |Γ| = − ∫ Γ1 ( δ_0ΛH_∞ + H^2_∞ρ − 2K_∞ρ + Δ_Γ1ρ ) ρdS_y =

= ∫ Γ1 ( 2K_∞ρ^2 + ∇(ρ, ρ) ) dS_y (Δ_Γ1 – operator Laplasa–Bel~trami na Γ_∞).

�ta formula dlØ δ^2_0 |Γ| privedena v [9], §116. KvadratiqnaØ forma ∇(ρ, ρ) v lokal~nyh koordinatah imeet vid ∇(ρ, ρ) = 2∑ β,γ=1 g^{αβ}(ξ) ∂ρ ∂ξ_α ∂ρ ∂ξ_β , gde g^{αβ} – fflementy matricy, obratnoæ k ( g_{ij} =^{∂⃗y}_{∂ξi} ·^{∂⃗y}_{∂ξj} ) i,j=1,2 . VybiraØ lokal~nye koordinaty tak ße, kak vyxe, ubeßdaemsØ v tom, qto ∇(ρ, ρ) = 3∑ j=1 (∂_jρ)^2 = |∇_Γ1ρ|^2.

Itak, dlØ funkcionala (1.12) imeem

δ_0G = − ∫ Γ1 ( H_∞ + ω^2 2 |y^′|^2 + p_1 ) ρdS_y = 0, v silu (1.8); krome togo, vsledstvie (2.17), (2.23),

δ^2_0 G = ∫ Γ1 ( |∇_Γ1ρ|^2 + 2K_∞ρ^2−

− ω^2 2 ( 2(y_1N_1 + y_2N_2) − |y^′|^2H_∞ ) ρ^2 + p_1H_∞ρ^2 ) dS_y, (2.27)

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 231 | | | |G − G^∞ − ∂^0G − 1 2 ∂^2_0 G | | | | 6 cδ^‖ρ^{‖2}_W 1_{2 (Γ}1_), (2.28)

esli | |ρ | |_{C1(Γ}1_) 6 δ.

§3. Dokazatel~stvo teoremy 1

Pri dokazatel~stve ocenki (1.19) budet ispol~zovano sledu-

¸wee vspomogatel~noe predloßenie.

Lemma 1. Po l¸boæ zadannoæ na Γt funkcii f(x, t), oblada¸weæ

svoæstvami

f( · , t) ∈ W^{1/2}_2 (Γ_t), f_t( · , t) ∈ L_2(Γ_t), ∫ Γt f(x, t)dS = 0, (3.1)

moßno postroit~ v Ω_t vektornoe pole ⃗V (x, t), takoe, qto ∇ · ⃗V (x, t) = 0, x ∈ Ω_t, ⃗V · ⃗n | | Γt = f, (3.2) ∫ Ωt ⃗V · ⃗η_i(x)dx = 0, i = 1, 2, 3, ⃗η_i = ⃗e_i × ⃗x, (3.3)

i ‖ ‖⃗V ( · , t) ‖ ‖_{W 12 (Ωt)} 6 c ‖ ‖f ‖ ‖_{W 1/22 (Γt)}, (3.4) ‖ ‖⃗V ( · , t) ‖ ‖_{L2(Ωt)} 6 c ‖ ‖f ‖ ‖_{L2(Γt)}, (3.5) ‖ ‖⃗V_t( · , t) ‖ ‖_{L2(Ωt)} 6 c (‖ ‖f_t ‖ ‖_{L2(Γt)} + ‖ ‖f ‖ ‖_{L2(Γt)} ) . (3.6)

Dokazatel~stvo. Postroim snaqala solenoidal~noe vektornoe

pole ⃗V , udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (3.2) i ocenkam (3.4)–

(3.6). Vvedem zamenu peremennyh (2.1) i poloßim

⃗V_0 = ^L_ρ ⃗V_0, (3.7)

gde L_ρ – matrica ˚kobi fftogo preobrazovaniØ (sm. §2). Legko

proverit~, qto (3.2) perehodit v

∇_y · ⃗V^′_0 = 0, y ∈ Ω_∞, ⃗V_0 · ⃗N | | |_Γ1 = f0, (3.8)

232 V. A. SOLONNIKOV gde f_0 = f(e_ρ(y; t)) | | ^L_ρ^T ⃗N | |. (3.9)

Neobhodimoe uslovie ∫ Γ1^{f0dS = 0}

vytekaet iz (3.1).

Oblast~ Ω_∞ ne zavisit ot t, i suwestvovanie vektornogo polØ

⃗V^′, udovletvorØ¸wego usloviØm (3.8) i neravenstvam ‖ ‖⃗V_0 ‖ ‖_{W 1/22 (Ω}1_) 6 c ‖ ‖f_0 ‖ ‖_{W 12 (Γ}1_), ‖ ‖⃗V_0 ‖ ‖_{L2(Ω}1_) 6 c ‖ ‖f_0 ‖ ‖_{L2(Γ}1_), ‖ ‖⃗V_{0t} ‖ ‖_{L2(Ω}1_) 6 c ‖ ‖f_{0t} ‖ ‖_{L2(Γ}1_)

(3.10)

oqevidno. V silu (3.7) i (3.9), ocenki (3.4)–(3.6) dlØ vektornogo polØ ⃗V^′ = (1/L_ρ)L_ρ ⃗V_0 sledu¸t iz (3.10). Zametim, qto postoØnnye v fftih ocenkah zavisØt ot maksimumov moduleæ funkciæ ρ^∗,

∇ρ^∗, ∇ρ_t i vtoryh proizvodnyh D^2_xρ (qerez C^1-normu veliqiny | ^L^T N |). Qtoby dobit~sØ vypolneniØ usloviæ (3.3), poloßim ⃗V = ⃗V^′ − 3∑ i=1 c_irot ⃗e_iA(x), (3.11)

gde A(x) – gladkaØ funkciØ s ne zavisØwim ot t nositelem

supp ⃗A_i b Ω_t. Uslovie (3.3) svoditsØ k ∫ Ωt ⃗V^′ · ⃗η_jdx =^3 ∑ i=1 c_i ∫ Ωt ⃗e_iA · rot ⃗η_jdx = 2c_j ∫ Ωt A(x)dx. VybiraØ A(x) tak, qto ∫ Ωt Adx = 1/2, poluqaem

c_j = ∫ Ωt ⃗V^′ · ⃗η_jdx = c_j(t). Oqevidno, vektornoe pole (3.11) takße udovletvorØet usloviØm (3.4)–(3.6). Predloßenie dokazano.

Perehodim k dokazatel~stvu ocenki (1.19). Umnoßim uravnenie (1.14)_1 na ⃗w i prointegriruem po Ω_t, zametiv, qto ( ⃗w · ∇)⃗v_∞ · ⃗w = 3∑ i,k=1 w_iw_k ∂v_{∞i} ∂x_k = 1 2 ∑ i,k w_iw_k ( ∂v_{∞i} ∂x_k + ∂v_{∞k} ∂x_i ) = 0.

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 233 Posle integrirovaniØ po qastØm poluqim 1 2 d dt ‖ ⃗w ‖_2 L2(Ω_t) + ν 2 ‖ S( ⃗w) ‖_2 L2(Ω_t) −σ ∫ Γt H ⃗w·⃗n dS − ω^2 2 ∫ Γt |x^′|^2 ⃗w·⃗ndS = 0,

ili (tak kak − ∫ Γt H ⃗w·⃗ndS =^d_{dt} |Γ_t| i ∫ Γt |x^′|^2 ⃗w·⃗ndS = 2 ∫ Ωt 2∑ i=1 w_ix_idx = d dt ∫ Ωt |x^′|^2dx): d dt ( 1 2 ‖ ‖ ⃗w( · , t) ‖ ‖^2_{L2(Ωt)} + |Γ_t| − ω^2 2 ∫ Ωt |x^′|^2dx ) + ν 2 ‖S( ⃗w)‖^2 = 0. ˚sno, qto ffto ravenstvo moßno zapisat~ v vide d dt ( 1 2 ‖ ‖ ⃗w( · , t) ‖ ‖^2_{L2(Ωt)} + G(t) − G_∞ ) + ν 2 ‖ ‖S( ⃗w) ‖ ‖^2_{L2(Ωt)} = 0. (3.12)

Iz poluqennogo sootnoxeniØ ewe ne sleduet ocenka (1.19). V kaqestve sledu¸wego xaga my umnoßaem (1.14)_1 na vektornoe pole ⃗V , udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (3.2) i (3.3) s f(e_ρ (y)) =

η(y, ρ)| ^L^T ⃗n_0|, gde η(y, ρ) – funkciØ (2.14), i, integriruØ po Ω_t,

poluqaem posle prostyh preobrazovaniæ d dt ∫ Ωt ⃗w · ⃗V dx − ∫ Ωt ⃗w(⃗V_t + ( ⃗w · ∇)⃗V )dx + 2 ∫ Ωt ( ⃗w · ∇)⃗v_∞ · ⃗V dx+

+ ν 2 ∫ Ωt S( ⃗w) : S(⃗V )dx − ∫ Γ1 [ σ(H − H_∞) + ω^2 2 (|x^′|^2 −|y^′|^2) ] η(y, ρ)dS = 0. �to sootnoxenie my umnoßaem na maloe qislo γ > 0 i skladyvaem s (3.12), qto privodit k d dt E(t) + E_1(t) = 0, (3.13) gde E(t) = 1 2 ‖ ‖ ⃗w( · , t) ‖ ‖^2_{L2(Ωt)} + γ ∫ Ωt ⃗w · ⃗V dx + G(t) − G(∞),

E_1(t) = ν 2 ‖S( ⃗w)‖^2 − γ ∫ Ωt [ ⃗w · ⃗V_t − 2( ⃗w · ∇)⃗v_∞ · ⃗V ] dx−

234 V. A. SOLONNIKOV −γ ∫ Ωt ⃗w · ( ⃗w · ∇)⃗V dx + ν 2 γ ∫ Ωt S( ⃗w) : S(⃗V )dx−

−γ ∫ Γ1 [ σ(H − H_∞) + ω^2 2 (|x^′|^2 − |y^′|^2) ] η(y, ρ)dS. (3.14) Tak kak

G(t) − G_∞(∞) = δ_0G(t) + 1 2 δ^2_0 G(t) + G(t) = 1 2 δ^2_0 G(t) + G(t),

vtoraØ variaciØ δ^2_0 G(t) udovletvorØet neravenstvu (1.17), a ostatoqnyæ qlen G – neravenstvu (2.28), t.e. |G(t)| 6 cδ|δ^2_0 G(t)|, to pri malyh γ i δ vyraßenie E(t) ocenivaetsØ sverhu i snizu qerez

const (‖ ‖ ⃗w( · , t) ‖ ‖^2_{L2(Ωt)} + ‖ ‖ρ( · , t) ‖ ‖^2_{W 12 (Γ}1_) ) . Esli pokazat~, qto

E_1(t) > bE(t) (3.15)

s nekotorym b > 0, to my pridem k neravenstvu E^′(t) + bE(t) 6 0, i, kak sledstvie, k (1.19). Osnovnymi poloßitel~nymi qlenami v (3.14) ØvlØ¸tsØ pervyæ i posledniæ integraly. Legko videt~, qto σ(H − H_∞) = σ ( HΛ(y, ρ) − H_∞ ) − σ(H − H_∞)(Λ(y, ρ) − 1)+ + ( ω^2 2 |y^′|^2 + p_1 ) (Λ(y, ρ) − 1), (3.16)

gde Λ(y, ρ) = ∑ i,j N_iN_j ^L_{ij}(y; ρ) (sm. §2), i vsledstvie (2.25)

i (2.21), − ∫ Γ1 ( HΛ(y, ρ) − H_∞ ) ρdS_y = δ|Γ_t|(ρ; ρ) − δ_0|Γ_t|, ∫ Γ1 [ ω^2 2 ( 2(y_1N_1 + y_2N_2) ) ρ^2 − ( ω^2 2 |y^′|^2 + p_1 ) ρ^2H_∞ ] dS_y =

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 235

= δ^2_0 ∫ Ωt ( ω^2 2 |x^′|^2 + p_1 ) dx. Pofftomu − ∫ Γ1 ( σ(H − H_∞) + ω^2 2 (|x^′|^2 − |y^′|^2) ) η(y, ρ)dS_y = δ^2_0 G(t) + G_1(t), gde G1(t) = −^∫_Γ 1 σ(H − H_∞) ( η(y, ρ) − ρ − ( Λ(y, ρ) − 1 )) ρdS_y−

− ∫ Γ1 ω^2 2 ( 2 ( y_1N_1 + y_2N_2 ) ρ(η(y, ρ) − ρ) + (N^2_1 + N^2_2 )ρ^2η ) dS_y− (3.17)

− ∫ Γ1 ( ω^2 2 |y^′|^2 +p_1 ) ( (Λ−1)η+ρ^2 H_∞ ) dS_y +σ ( δ|Γ_t|(ρ; ρ)−δ_0 |Γ_t|−δ^2_0 |Γ_t| ) . Posledniæ qlen, ravnyæ σ 1∫ 0 ( d ds δ|Γ_t|(sρ; ρ) − δ^2_0 |Γ_t| ) ds, ocenivaetsØ v silu (2.28) qerez cδ ‖ ‖ρ ‖ ‖^2_{W 12 (Γ}1_). ZapisyvaØ H − H_∞

v vide H − H_∞ =⃗n · Δ_{Γt} ⃗x − ⃗N · Δ_Γ1⃗y = =⃗n · Δ_{Γt} ⃗N ρ + (⃗n − ⃗N ) · Δ_{Γt} ⃗y + ⃗N · (Δ_{Γt} − Δ_Γ1)⃗y,

gde ∇_{Γt} – operator Laplasa–Bel~trami na Γ_t, i integriruØ po qastØm, netrudno poluqit~ taku¸ ße ocenku dlØ pervogo qlena pravoæ qasti formuly (3.17). Ocenka ostal~nyh qlenov oqevidna, i my poluqaem |G1(t)| 6 cδ^‖ρ( · , t)^{‖2}_W 1_{2 (Γt)} pri uslovii (1.16).

236 V. A. SOLONNIKOV

Pri ocenke ostal~nyh qlenov v (3.14) budem pol~zovat~sØ ne-

ravenstvom Korna ‖ ‖ ⃗w ‖ ‖_{W 12 (Ωt)} 6 c (‖ ‖S( ⃗w) ‖ ‖_{L2(Ωt)} + | | | ∫ Ωt ⃗wdx | | | + | | | ∫ Ωt ( ⃗w × ⃗x)dx | | | ) . (3.18)

Vsledstvie (1.5)–(1.7), imeem ∫ Ωt ⃗wdx = 0, ∫ Ωt ⃗w × ⃗xdx = ∫ Ωt (⃗v × ⃗x)dx − ∫ Ωt ⃗v_∞dx = ∫ Ω1 ⃗v_∞dx − ∫ Ωt ⃗v_∞dx, tak qto | | | | ∫ Ωt ( ⃗w × ⃗x)dx | | | | 6 c^∫ Γ1 |ρ|dS. Takim obrazom, (3.18) svoditsØ k ‖ ‖ ⃗w ‖ ‖_{W 12 (Ωt)} 6 c (‖ ‖S( ⃗w) ‖ ‖ + ∫ Γ1 |ρ|dS ) , (3.19)

i spravedlivy ocenki | | | | ∫ Ωt S( ⃗w) : S(⃗V )dx | | | | 6 c^‖S( ⃗w)^‖_{L2(Ωt)}^‖ρ^‖_W 1_{2 (Ωt)}, | | | ∫ Ωt ⃗w( ⃗w · ∇)⃗V dx | | | 6 c^‖ ⃗w^{‖2}_{L4(Ωt)}^‖ρ^‖_W 1_{2 (Γ}1_) 6

6 c^{(‖}S( ⃗w)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖ρ^{‖2}_{L2(Γ}1_)^{)‖}ρ^‖_W 1_{2 (Γ}1_) 6

   6 cδ^{(‖}S( ⃗w)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖ρ^{‖2}_{L2(Γ}1_)^).

Ostalos~ ocenit~ integral I = ∫ Ωt [ ( ⃗w · ⃗V_t − 2( ⃗w · ∇)⃗v_∞ · ⃗V ] dx = ∫ Ωt ( ⃗w · ⃗V_t + 2ωΣ ⃗w · ⃗V ) dx, (3.20)

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 237 gde Σ = 0 1 0 −1 0 0

0 0 0 . Predstavim ⃗w v vide ⃗w = 3∑ i=1 C_i⃗η_i(x) + ⃗w^′(x), podobrav C_i(t) tak, qtoby ∫ Ωt ⃗w^′ · ⃗η_kdx = 0, k = 1, 2, 3, ∫ Ωt ⃗w^′dx = 0, (3.21)

t.e. ∫ Ωt ⃗w · ⃗η_kdx = 3∑ i=1 C_i ∫ Ωt ⃗η_i(x) · ⃗η_k(x)dx. Iz fftoæ sistemy qisla C_i opredelØ¸tsØ odnoznaqno. ˚sno, qto I = ∫ Ωt ( ⃗w^′ · ⃗V_t + 2ωΣ ⃗w^′ · ⃗V ) dx + 3∑ i=1 C_i(t)J_i(t), gde J_i(t) = ∫ Ωt ( ⃗η_i · ⃗V_t + 2ωΣ⃗η_i · ⃗V ) dx, i v silu (3.18) | | | ∫ Ωt ( ⃗w^′ · ⃗V_t + 2ωΣ ⃗w^′ · ⃗V ) dx | | | 6

 6 c^‖ ⃗w^{′‖}_{L2(Ωt)}^{(‖⃗}Vt^‖_{L2(Ωt)} +^{‖⃗}V^‖_{L2(Ωt)}^) 6

6 c^‖S( ⃗w)^‖_{L2(Ωt)}^{(‖} ⃗w · ⃗n^‖_{L2(Γt)} +^‖ρ^‖_{L2(Γ}1_)^) 6

6 c^{(‖}S( ⃗w)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖S( ⃗w)^‖_{L2(Ωt)}^‖ρ^‖_{L2(Γ}1_)^),

238 V. A. SOLONNIKOV

tak kak S( ⃗w^′) = S( ⃗w). DlØ ocenki integralov J_i vospol~zuemsØ ravenstvom (3.3), iz kotorogo vytekaet sootnoxenie 0 = d dt ∫ Ωt Z^T_1 (t)⃗η · ⃗V dx =

= ∫ Ωt ( Z^T_1 (t)⃗η · ⃗V_t + Z^′_1^T (t)⃗η · ⃗V ) dx + ∫ Ωt ( ⃗w · ∇) ( Z^T_1 (t)⃗η · ⃗V ) dx, gde ⃗η – proizvol~naØ lineænaØ kombinaciØ funkciæ ⃗η_i(x). Pervyæ integral pravoæ qasti moßet byt~ zapisan v vide ∫ Ωt ( Z^T_1 ⃗η · ⃗V_t + Z^′_1^T Z^{−T}_1 Z^T_1 η · ⃗V ) dx =

= ∫ Ωt Z^T_1 ⃗η · (⃗ V_t + Z^{−1}_1 Z^′_1 ⃗V ) dx = ∫ Ωt Z^T_1 (t)⃗η · (⃗ V_t + 2ωΣ⃗V ) dx, gde η – proizvol~naØ lineænaØ kombinaciØ funkciæ ⃗η_i(x) i

Z_1(t) = cos 2ωt sin 2ωt 0

− sin 2ωt cos 2ωt 0

0 0 1 . Takim obrazom, pri l¸bom fiksirovannom t ∫ Ωt Z^T_1 (t)⃗η · (⃗ V_t + 2ωΣ⃗V ) dx = − ∫ Ωt ( ⃗w · ∇)(Z^T_1 ⃗η · ⃗V )dx, a znaqit |J_i(t)| 6 c ‖ ‖ ⃗w ‖ ‖_{L2(Ωt)} ‖ ‖ρ ‖ ‖_{W 12 (Γ}1_).

Okonqatel~no poluqaem | | | | ∫ Ωt [ ⃗w · ⃗V_t − ( ⃗w · ∇)⃗v_∞ · ⃗V ] dx | | | | 6

6 c^{(‖}S( ⃗w)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖S( ⃗w)^‖_{L2(Ωt)}^‖ρ^‖_{L2(Γ}1_) +^‖ ⃗w^{‖2}_{L2(Ωt)}^‖ρ^‖_W 1_{2 (Ωt)}^) 6

   6 c^{(‖}S( ⃗w)^{‖2}_{L2(Ωt)} +^‖S( ⃗w)^‖_{L2(Ωt)}^‖ρ^‖_{L2(Γ}1_) + δ^‖ρ^{‖2}_{L2(Γ}1_)^).

VybiraØ snaqala γ, a zatem δ dostatoqno malymi (po sravneni¸ s konstantami v ocenkah), zakl¸qaem, qto neravenstvo (3.15) vypolnØetsØ pri nekotorom b > 0. Teorema 1 dokazana.

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 239

§4. O razreximosti zadaqi (1.14)

Spravedliva sledu¸waØ teorema o razreximosti zadaqi (1.14).

Teorema 2. Predpoloßim, qto naqal~nye dannye v zadaqe (1.14)

udovletvorØ¸t usloviØm soglasovaniØ: ∇ · ⃗w_0(x) = 0 i

Π_0S( ⃗w_0)⃗n_0 ≡ S( ⃗w_0)⃗n_0 − ⃗n_0 ( ⃗n_0 · S( ⃗w_0)⃗n_0 )| |_{Γ0} = 0,

gde ⃗n_0 – normal~ k Γ_0, i krome togo, qto | | ⃗w_0 | |_{C2+α(Ω0)} + | |ρ_0 | |_{C3+α(Γ}1_) 6 ε ≪ 1, (4.1)

gde ρ_0(y) – funkciØ, zada¸waØ poverhnost~ Γ_0 (posredstvom uravneniØ (1.13)). Togda zadaqa (1.14) imeet edinstvennoe rexenie, opredelennoe pri vseh t > 0, i | | ⃗w_t( · , t) | |_{C(Ωt)} + | | ⃗w( · , t)_{C2+α(Ωt)} | | + | |q( · , t) | |_{C1+α(Ωt)}+ + | ρ( · , t) | C3+^α(Γ1) 6 ce −bt (| | ⃗w_0|_{C2+α(Ωt)} + |ρ_0|_{C3+α(Γ}1_) ) . Privedem osnovnye idei dokazatel~stva fftoæ teoremy. Preßde vsego, legko ubedit~sØ v tom, qto zadaqa (1.14) imeet rexenie, opredelennoe na nekotorom koneqnom promeßutke vremeni

[0, T ). DlØ fftogo moßno vospol~zovat~sØ rassußdeniØmi raboty

[9] i pereæti k lagranßevym koordinatam po standartnym formulam ⃗x = ⃗ξ + t∫ 0 ⃗u(ξ, τ )dτ ≡ X(ξ, t), ⃗u(ξ, t) = ⃗v(X(ξ, t), t), ξ ∈ Ω_0. V silu (1.14), funkcii ⃗u(ξ, t) i r(ξ, t) = q(X, t) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

⃗u_t + (⃗u · ∇_u)⃗u + 2(⃗u · ∇_u)⃗v_∞(X) − ν∇^2_u⃗u + ∇_ur = 0, (4.2)

∇_u · ⃗u = 0, ξ ∈ Ω_0, t > 0, (4.3) ⃗u | |_{t=0} = ⃗v_0(ξ), (4.4) T_u(⃗u, q)⃗n − σΔ(t)X(ξ, t) = p_∞(X)⃗n, ξ ∈ Γ_0, (4.5)

240 V. A. SOLONNIKOV gde ∇_u = A∇, A – matrica algebraiqeskih dopolneniæ fflemen- tov a_{ij}(ξ, t) = ∂X_i ∂ξ_j = δ_{ij} + t∫ 0 ∂u_i ∂ξ_j dτ,

T_u = −qI + νS_u(⃗u), S_u(⃗u) = (∇_n⃗u) + (∇_u⃗u)^T , Δ(t) – operator Laplasa–Bel~trami na Γ_t = {y + N (y)ρ(y, t), y ∈ Γ_∞}. RazdelØØ tangencial~nu¸ i normal~nu¸ sostavlØ¸wie v

kraevom uslovii (4.5), moßno zapisat~ ffto uslovie v vide

Π_0ΠS_u(⃗u)⃗n = 0,

⃗n_0 · T ⃗n − σn_0 · Δ(0) t∫ 0 ⃗udτ = σH_0(ξ) + p_∞(ξ)+

+σ t∫ 0 ⃗n_0 · ( ∂Δ(t) ∂t ⃗ξ + (Δ(τ ) − Δ(0))⃗u(ξ, τ ) ) dτ + +(⃗n · ⃗n_0)p_∞(X) − p_∞(ξ), (4.6)

gde Π ⃗f = ⃗f − ⃗n(⃗n · ⃗f ), Π_0 ⃗f = ⃗f − ⃗n_0(⃗n_0 · ⃗f ). Zadaqa (4.2)–(4.4), (4.6) otliqaetsØ ot rassmotrennoæ v rabote [9] naliqiem mladxego qlena 2(⃗u ·∇_u)⃗v_∞ v uravnenii Stoksa i slagaemogo p_∞(X) v kraevom uslovii. Vospol~zovavwis~ uravneniem (1.8), zapixem summu σH_0(ξ) + p_∞(ξ) v vide

σH_0(ξ) + p_∞(ξ) = σ ( H_0(ξ) − H_∞(η) ) + ω^2 2 (|ξ^′|^2 − |η^′|^2),

gde η – toqka poverhnosti Γ_∞, svØzannaØ s ξ ∈ Γ_0 sootnoxeniem ξ = η + N (η)ρ_0(η). ˚sno, qto | |σH_0 + p_∞ | |_{C1+α (Γ0)} 6 c | |ρ_0 | |_{C3+α(Γ}1_).

Pofftomu, povtorØØ rassußdeniØ §7 iz [9], moßno pokazat~, qto zadaqa (4.2)–(4.5) razrexima na nekotorom intervale t ∈ (0, T ), i sup_{t<T} | |⃗u_t( · , t) | |_{Cα(Ω0)} +sup_{t<T} | |⃗u( · , t) | |_{C2+α(Ω0)} +sup_{t<T} | |r( · , t) | |_{C1+α(Ω0)} 6

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 241

6 C(T )^{(|}⃗u0^|_{C2+α (Ω0)} +^|ρ0^|_{C3+α(Γ}1_)^).

UmnoßaØ 4¸ formulu v (1.14) skalØrno na ⃗n, poluqaem ⃗n · T ⃗n = σ ( H(ξ, t) − H_∞(η) ) + ω^2 2 (| ξ^′ | |^2 − |η^′|^2), (4.7)

gde ξ = η + N (η)ρ(η, t), η ∈ Γ_∞, qto moßno rassmotret~ kak fflli-

ptiqeskoe uravnenie otnositel~no ρ na Γ_∞, qto pozvolØet vyve-

sti ocenku sup_{t<T} | |ρ( · , t) | |_{C3+α(Γ)} 6 c(T ) (| | ⃗w_0 | |_{C2+α (Ω0)} + | |⃗ρ_0 | |_{C3+α(Γ0)}.

Sledovatel~no, pri vseh t 6 T Y_t( ⃗w, q, ρ) = | | ⃗w_t( · , t) | |_{Cα(Ωt)} + | | ⃗w( · , t) | |_{C2+α (Ωt)} + | |q( · , t) | |_{C1+α(Ωt)}+ + | |ρ( · , t) | |_{C3+α(Γ}1_) 66 c(T ) (| | ⃗w_0 | |_{C2+α(Ω0)} + | |ρ_0 | |_{C3+α(Γ}1_) ) . (4.8)

Veliqina intervala (0, T ) zavisit ot norm funkciæ ⃗w_0 i ρ_0 i

stremitsØ k beskoneqnosti, kogda ffti normy stremØtsØ k nul¸.

Sledu¸wim xagom ØvlØetsØ ravnomernaØ ocenka normy Y_t( ⃗w,

q, ρ) pri bol~xih t. Ona vytekaet iz (1.19) i sledu¸wego pred-

loßeniØ.

Predloßenie 4.1. Pust~ rexenie zadaqi (1.14) opredeleno na

proizvol~nom intervale vremeni t ∈ (0, T ), T 6 ∞, i Y_t( ⃗w, q, ρ) 6 δ ≪ 1. (4.9) Togda pri l¸bom t > 2τ Y_t( ⃗w, r, ρ) 6

6 c(τ )^( sup_{t−τ}6_s6_t^‖ ⃗w( · , s)^‖_{L2(Ωs)} + sup_{t−τ}6_s6_t^‖ρ( · , s)^‖_{L2(Γ}1_)^), (4.10)

gde τ – nekotoroe maloe fiksirovannoe qislo.

Iz (4.8), (4.10), (1.19) sleduet, qto pri uslovii (4.1) vypol-

nØetsØ ravnomernaØ ocenka Y_t( ⃗w, r, ρ) 6 ce^{−bt} (| | ⃗w_0 | |_{C2+α(Ω0)} + | |ρ_0 | |_{C3+α (Γ}1_) ) .

242 V. A. SOLONNIKOV Pofftomu rexenie zadaqi (1.14) moßno prodolßit~ na beskoneqnyæ promeßutok vremeni, primenØØ posledovatel~no teoremu suwestvovaniØ lokal~nogo rexeniØ. ˚sno, qto usloviØ (4.9), (1.16) vypolnØ¸tsØ pri malom ε.

Neravenstvo (4.10) dokazyvaetsØ tak ße, kak ocenki (8.3), (9.13) raboty [9]. FiksiruØ proizvol~noe t_0 > 2T i perehodØ k lagranßevym koordinatam po formulam ⃗x = ⃗ξ + t∫ t1 ⃗u(ξ, τ )dτ = X(ξ, t), ⃗u(ξ, t) = ⃗v(X(ξ, t), t), my zapixem zadaqu (1.14) v forme (4.2)–(4.5) pri t > t_1 = t_0 −2τ . Posle fftogo moßno pokazat~, tak ße kak v [9], qto funkcii ⃗u_λ =

⃗uζ_λ, r_λ = rζ_λ, gde ζ_λ(t) – gladkaØ funkciØ ot t takaØ, qto ζ_λ(t) = 1

pri t > t_1 +2λ, ζ_λ(t) = 0 pri t 6 t_1 +λ, ζ^′_λ(t) 6 cλ^{−1}, udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ⃗u_{λt} + 2 ( ⃗u_λ · ∇_u ) ⃗v_∞(X) − ν∇^2_u⃗u_λ + ∇_ur_λ = ⃗u_λζ^′_λ, ∇_u · ⃗u_λ = 0, Π_0ΠS_u(⃗u_λ)⃗n = 0,

⃗n_0 · T_u(⃗u_λ)⃗n − σ⃗n_0 · t∫ t1 Δ(τ )⃗u_λ(ξ, τ ) = t∫ t1 B(ξ, τ )dτ, gde ⃗B = ζ_λ ( σ⃗n_0 · ∂Δ(t) ∂t X(ξ, τ ) + ∂ ∂t ( p_∞(X)(⃗n · ⃗n_0) ) ) . Ots¸da sleduet, qto pri malom τ sup t1<s<t0 | ⃗u_{λs}( · , s) | C^α(Ω_t1 ) + sup t1<s<t0 | ⃗u_λ( · , s) | C2+^α(Ω_t1 )+ sup t1<s<t0 | |r_λ( · , s) | |_{C1+α(Ω1)} 6 cλ^{−1} ( sup t1+λ<s<t0 | |⃗u( · , s) | |_{C1+α (Ωt1 )}+

+ sup t1+λ<s<t0 | |r( · , s) | |_{Cα(Γt1 )} ) + C sup_{t1+λ<s<t0} | |ρ( · , s) | |_{C1+α (Γ}1_) .

OCENKA OBOBWENNO` �NERGII V ZADAQE 243 Ispol~zuØ dlØ ocenki r na Γ_{t1} kraevoe uslovie (4.6), a dlØ ocenki norm | |⃗u | |_{C1+α (Ωt)} i | |ρ | |_{C1+α (Γ}1_) – interpolØcionnye neravenstva,

my poluqaem

y(λ) ≡ sup t1+2λ<s<t0 (| |⃗u_s( · , s) | |_{Cα(Ωt1 )} + | |⃗u( · , s) | |_{C2+α(Ωt1 )}+

+ | r( · , s) | C1+^α(Ω1) + | ρ( · , s) | C3+^α(Γ1) 6 εy ( λ 2 ) + +c(ε, λ) sup_{t1<δ<t0} (‖ ‖⃗u( · , s) ‖ ‖_{L2(Ωt1 )} + ‖ ‖ρ( · , s) ‖ ‖_{L2(Γ}1_) ) , otkuda, kak i v [9], vyvodim (4.10).

Literatura

1. V. A. Solonnikov, O neustanovivxemsØ teqenii koneqnoæ massy ßidkosti, ograniqennoæ svobodnoæ poverhnost~¸. — Zap. nauqn. semin. LOMI 152 (1986), 137–157.

2. V. A. Solonnikov, O neustanovivxemsØ dvißenii koneqnoæ izolirovannoæ massy samogravitiru¸weæ ßidkosti. — Algebra i Analiz 1, No. 1 (1989), 207–249.

3. P. Appel~, Figury ravnovesiØ vrawa¸weæsØ odnorodnoæ ßidkosti. M.;

L (1936).

4. V. V. RumØncev, K teorii dvißeniØ tverdyh tel s polostØmi, napolnennymi ßidkost~¸. — Prikl. mat. i meh. 30, No. 1 (1966), 51–60.

5. A. D. Myxkis (red.), Gidromehanika nevesomosti. Nauka, M. (1976).

6. M. Padula, On the exponential stability of the rest state of a viscous isothermal fluid. — J. Math. Fluid Mech. 1 (1999), 62–67.

7. M. Padula, V. A. Solonnikov, On Rayleigh–Taylor stability. — Ann. Univ. Ferrara, ser. VII-Sc. Mat. 46 (2000), 307–336.

8. M. Padula, V. A. Solonnikov, On the global existence of nonstationary motions of a fluid drop and their exponential decay to a uniform rigid rotation (to appear).

9. V. A. Solonnikov, Lectures on evolution free boundary problems: classical solutions. — In: Mathematical Aspects of Evolving Interfaces, Lecture Notes Math., Springer, to appear.

Solonnikov V. A. Generalized energy estimate in a free boundary problem for viscous incompressible fluid.

A generalized energy function is introduced and estimated for a problem of evolution of an isolated fluid mass with free boundary under surface tension force.

Postupilo 25 i¸nØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN