Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

A. P. Kalupin, V. L. Oleænik

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA

1. Vvedenie

V dannoæ rabote ustanovleny usloviØ, kotorye neobhodimo naloßit~ na funkci¸ a : Z → C, qtoby spektr vozmuwennogo operatora dvustoronnego sdviga T : f (n) −→ f (n+1) + a (n) f (n) , deæstvu¸wego na prostranstve posledovatel~nosteæ ‘^2 (Z), predstavlØl sobo¸ obobwennu¸ lemniskatu. Uslovie, kogda funkciØ

a (n) ØvlØetsØ periodiqeskoæ, rassmotreno v rabotah [2, 3, 8, 9].

Zdes~ ße my imeem delo s bolee obwim sluqaem. V qastnosti, kaqestvennoe otliqie predlagaemoæ raboty ot ukazannyh rabot zakl¸qaetsØ v tom, qto my dopuskaem ne tol~ko finitnye deformacii periodiqeskoæ funkcii a(n), no i dostatoqno proizvol~nye, s redkim raspoloßeniem vdol~ osi Z.

1.1. Lemniskata. Osnovnye svoæstva.

SuwestvennaØ qast~ spektra rassmatrivaemogo nami operatora leßit na lemniskate. SleduØ [7], dadim ee opredelenie:

Opredelenie 1. Pust~ zs ∈ C; zm ≠ zk pri m ≠ k; αs > 0; s = 1, 2 . . . , N ; ∑_N s=1 α_s = 1; r > 0. LiniØ urovnØ funkcii p(z) = N∏ s=1 |z−z_s|^{αs}, (1.1.1) to est~ mnoßestvo

l_r = {z ∈ C : p (z)= r} , (1.1.2)

nazyvaetsØ obobwennoæ lemniskatoæ. Toqki z_s nazyva¸tsØ fokusami lemniskaty.

V dal~neæxem budem opuskat~ slovo “obobwennaØ”. Poloßim:

l := l_1. 74

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 75 Otmetim prostye svoæstva lemniskaty.

(1) Lemniskata sostoit iz odnoæ ili neskol~kih, no ne bolee, qem iz N zamknutyh ßordanovyh krivyh. Pri N > 1 i pri vseh dostatoqno malyh znaqeniØh r lemniskata ØvlØetsØ nesvØznoæ, a imenno, sostoit iz N kontinuumov, poparno ne ime¸wih obwih toqek, i ØvlØetsØ svØznoæ pri bol~xih r.

(2) KaßdaØ komponenta lemniskaty soderßit vnutri sebØ po kraæneæ mere odin fokus.

(3) KaßdaØ ßordanova duga, soedinØ¸waØ fokus z_s s beskoneqno udalennoæ toqkoæ, peresekaet lemniskatu.

DlØ racional~nyh α_s my poluqaem klassiqeskoe opredelenie lemniskaty [1, 5]. Pri fftom semeæstvo lemniskat, zadavaemoe uravneniem |z^2−1| = r^2, nazyvaetsØ ovalami Kassini, sredi kotoryh osobenno vydelØetsØ lemniskata Bernulli (r = 1), kotoraØ imeet toqku samopereseqeniØ i vyglØdit kak znak beskoneqnosti ∞. Lemniskata v deæstvitel~nosti moßet predstavlØt~ iz sebØ dostatoqno zamyslovatu¸ krivu¸. V 1897 godu D. Gil~- bert pokazal, qto dlØ l¸boæ ograniqennoæ odnosvØznoæ oblasti G i dlØ vsØkogo ε > 0 suwestvuet lemniskata l_r ⊂ G, predstavlØ¸waØ sobo¸ svØznu¸ krivu¸, takaØ, qto granica ∂G leßit v ε-rasxirenii lemniskaty l_r, i lemniskata l_r leßit v εrasxirenii ∂G: ∂G ⊂ {z ∈ C : dist (z, l_r) < ε} , l_r ⊂ {z ∈ C : dist (z, ∂G)< ε} . Gil~bert imel v vidu “klassiqesku¸” lemniskatu s racional~nymi pokazatelØmi stepeneæ. Dokazatel~stvo teoremy i ee obobwenie na mnogosvØznyæ sluqaæ moßno naæti v monografii [5].

1.2. Operator sdviga.

Pust~ posledovatel~nost~ f opredelena na mnoßestve celyh qisel, f : Z → C.

Opredelenie 2. Operatorom dvustoronnego sdviga S nazyvaetsØ

operator, deæstvu¸wiæ po pravilu: (Sf) (n) = f (n+1) , n ∈ Z.

76 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK

Operator S ØvlØetsØ unitarnym operatorom na prostranstve

ℓ^2 (Z) = { f : ‖f‖^2 = +∞∑ n=−∞ |f (n)|^2 < ∞ } . EdiniqnaØ okrußnost~ na kompleksnoæ ploskosti s centrom v nule ØvlØetsØ spektrom operatora S.

Pust~ dalee kompleksnoznaqnaØ funkciØ a (n) opredelena na mnoßestve celyh qisel: a : Z → C.

Opredelenie 3. Vozmuwennym operatorom sdviga T budem nazy-

vat~ operator, deæstvu¸wiæ po pravilu:

T f = (S +a) f, to est~ (T f) (n) = f (n+1)+a (n) f (n) , n ∈ Z.

V rabote [8], sm. takße [2, 3, 9], pokazano, qto dlØ periodiqeskoæ funkcii a (n+m) = a (n) spektr operatora T zapolnØet lemniskatu s fokusami v toqkah, ØvlØ¸wihsØ znaqeniØmi funkcii a(n). ˚sno, qto v periodiqeskom sluqae mnoßestvo znaqeniæ funkcii a koneqno, i my imeem delo lix~ s racional~nymi pokazatelØmi α_s ili, inymi slovami, funkciØ p (z) v opredelenii lemniskaty ØvlØetsØ drobnoæ stepen~¸ modulØ nekotorogo polinoma P(z), nuli kotorogo obrazu¸t mnoßestvo znaqeniæ a (n), to est~ p(z) = | |P(z) | |^{1/m}. Naxa cel~ – rassmotret~ sluqaæ, kogda znaqeniØ funkcii a vstreqa¸tsØ v posledovatel~nosti {a(n)}^{+∞}_{n=−∞} s irracional~- nymi “qastotami”. Zdes~ dopuskaetsØ redkoe raspredelenie nekotoryh znaqeniæ funkcii a, to est~ nulevye qastoty.

Osnovnoæ rezul~tat formuliruetsØ v paragrafe 2, v paragrafe 3 privoditsØ ego dokazatel~stvo.

2. OsnovnaØ teorema 2.1. UsloviØ, nalagaemye na funkci¸ a (n).

Pust~ funkciØ a (n) prinimaet na Z koneqnoe qislo N razliqnyh znaqeniæ:

Im (a)= {a_1, a_2, . . . , a_N } ⊂ C. (2.1.1)

DlØ celyh n_1, n_2 ∈ Z; n_1 6 n_2, poloßim:

[n_1, n_2] := {n ∈ Z : n_1 6 n 6 n_2}

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 77 i rassmotrim veliqinu, ravnu¸ qislu toqek, v kotoryh funkciØ a (n) prinimaet fiksirovannoe znaqenie a_s na promeßutke [n, n+j]: m_s (n, j) := # {t ∈ [n, n+j] : a (t) = a_s} ; s = 1, 2, . . . , N ; n ∈ Z; j = 0, 1, 2, . . . . (2.1.2) Zametim, qto N∑ s=1 m_s (n, j) = # {t ∈ [n, n+j]} = j+1; n ∈ Z; j = 0, 1, 2, . . . . (2.1.3) S kaßdym qislom a_s svØßem neotricatel~noe qislo α_s ¿ 0, kotoroe imeet smysl qastoty poØvleniØ qisla a_s v posledovatel~nosti {a (n)}^{+∞}_{n=−∞}. Toqnee, my polagaem, qto N∑ s=1 α_s = 1;

m_s (n, j) = α_sj +β_s (n, j) ; j = 0, 1, 2, . . . ; s = 1, 2, . . . , N ; (2.1.4)

priqem β_s (n, j) = o (j), i β_s (n−j, j) = o (j) pri j → ∞.

Veliqiny β_s (n, j) mogut prinimat~ znaqeniØ l¸byh znakov. Odnako, esli α_s = 0, to β_s (n, j) = m_s (n, j) ¿ 0. Krome togo, tak kak

0 6 ms(n, j) 6 j + 1, to −α_sj 6 β_s(n, j) 6 j + 1, v qastnosti, max_{s,n} |β_s (n, j)| 6 j +1. I, nakonec, iz (2.1.3) sleduet, qto ∑_N s=1β_s (n, j) = 1.

Opredelenie 4. Budem govorit~, qto funkciØ a = a (n):

1) prinadleßit klassu A, esli dlØ vseh s = 1, 2, . . . , N pri j → ∞ veliqiny β_s (n, j) /j ravnomerno po n stremØtsØ k nul¸, to est~ lim_{j→∞} ( 1 j max_{s, n} |β_s (n, j)| ) = 0; (2.1.5)

2) prinadleßit klassu B, esli veliqiny β_s(n, j) ravnomerno ograniqeny, to est~ max_{s,n,j} |β_s (n, j)| < ∞. (2.1.6) PonØtno, qto B ⊂ A. Zdes~ sleduet otmetit~, qto vse funkcii a, rassmatrivaemye v rabotah [2, 3, 8, 9], popada¸t v klass B.

78 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK

2.2. Formulirovka osnovnoæ teoremy.

V dal~neæxem budem polagat~, qto

p (z) = p_a(z) := ∏ s: αs≠0 |z−a_s|^{αs}. (2.2.1) Qerez τ (a) oboznaqim ob¨edinenie lemniskaty l = {z : p (z) = 1} i mnoßestva teh toqek a_s, kotorye leßat v komponente svØznosti dopolneniØ lemniskaty, soderßaweæ beskoneqno udalennu¸ toqku, to est~

τ (a) = {z ∈ C : p (z) = 1} ⋃ {a_s : p (a_s)> 1} . (2.2.2)

Teorema. Pust~ a ∈ A. Togda:

1) mnoßestvo C \ τ (a) soderßitsØ v rezol~ventnom mnoßestve operatora T ;

2) esli a ∈ B, to spektr σ (T ) operatora T sovpadaet s mnoßestvom τ (a), to est~ σ (T ) = τ (a).

3. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 3.1. Neodnorodnoe uravnenie.

Qtoby issledovat~ spektr operatora T , neobhodimo postroit~ ego rezol~ventu. DlØ fftogo na ℓ^2 (Z) rassmotrim neodnorodnoe uravnenie:

(T − z) f = g, g ∈ ℓ^2 (Z) . (3.1.1)

Budem iskat~ te znaqeniØ parametra z, pri kotoryh suwestvuet rexenie f ∈ ℓ^2 (Z). V bolee podrobnoæ zapisi uravnenie (3.1.1) vyglØdit sledu¸wim obrazom:

f (n+1) + (a (n)−z) f (n) = g (n) , n ∈ Z. (3.1.2)

�to – lineænoe neodnorodnoe raznostnoe uravnenie pervogo porØdka (sm. [4]).

Vvedem v rassmotrenie polinom: P (n, j; z) := j∏ k=0 (z−a (n+k)) ; n ∈ Z; j = 0, 1, 2, . . . . (3.1.3) Zametim, qto P (n−j, j −1; z) = j∏ k=1 (z−a (n−k)) ; n ∈ Z; j = 1, 2, 3, . . . . (3.1.4)

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 79 Rassmatrivaemyæ polinom obladaet svoæstvami: P (n, j +1; z) = P (n, j; z) (z−a (n+j +1)) , P (n, j; z) = (z−a (n)) P (n+1, j −1; z) , | |P (n, j; z) | | = p (z)^j B (n, j; z) , (3.1.5) gde B (n, j; z) := N∏ s=1 |z−a_s|^{βs(n,j)}; n ∈ Z; j = 0, 1, 2, . . . . (3.1.6) Vne mnoßestva τ (a) dlØ vsØkoæ finitnoæ posledovatel~nosti

g = g (n) opredelim posledovatel~nost~ V_g (n, z): V_g (n, z) := − ∞∑ j=0 g (n+j) P (n, j; z) , esli p (z) > 1, z /∈ {a_s}^N_{s=1} , (3.1.7) to est~ toqka z prinadleßit vnexnosti lemniskaty l i ne sovpadaet ni s odnim iz znaqeniæ funkcii a (n);

V_g (n, z) := g (n−1) + ∞∑ j=1 g (n−j −1) P (n−j, j −1; z) , esli p (z) < 1,

(3.1.8)

to est~ toqka z prinadleßit vnutrenosti lemniskaty l.

My pokaßem, qto posledovatel~nost~ V_g ØvlØetsØ rexeniem neodnorodnogo uravneniØ (3.1.1) i prinadleßit ‘^2 (Z), kogda g ∈

‘^2 (Z). Shodimost~ rØdov (3.1.7) i (3.1.8) dlØ g ∈ ‘^2 (Z) vytekaet

iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 1. DlØ l¸bogo qisla z ∈ C \τ (a) suwestvuet postoØnnaØ

C (z) takaØ, qto dlØ vsØkoæ finitnoæ posledovatel~nosti g = g (n) imeet mesto neravenstvo: ‖V_g (z)‖ 6 C (z) ‖g‖. (3.1.9) Dokazatel~stvo. Budem rassmatrivat~ toqki z, razliqa¸wie-

sØ raspoloßeniem po otnoxeni¸ k lemniskate.

Sluqaæ 1. Toqka z prinadleßit vnexnosti lemniskaty l i ne

sovpadaet ni s odnim iz znaqeniæ funkcii a(n), to est~ p(z) > 1, z /∈ {a_s}^N_{s=1}.

80 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK Pust~ ukazannaØ toqka z fiksirovana. Ocenim | V_g (n) |_2 . Ispol~- zuØ opredelenie p(z) v (2.2.1) i uqityvaØ (2.1.4), (3.1.3), (3.1.6), v silu neravenstva Koxi–BunØkovskogo poluqaem:

|V_g (n)|^2 6 ∞∑ j=0 |g (n+j)| |P (n, j; z)| 2 = ∞∑ j=0 |g (n+j)| p (z)^j B (n, j; z) 2

6 ∞∑ j=0 1 p (z)^j B (n, j; z)^2 ∞∑ j=0 |g (n+j)|^2 p (z)^j . (3.1.10) DlØ ocenki pervogo somnoßitelØ poloßim:

K = K(z) := max_s ( max { 1 |z − a_s| , |z − a_s| }) . (3.1.11)

Zametim, qto K > 1, i tak kak z /∈ {a_s}^N_{s=1}, to K < ∞. V silu (2.1.5), dlØ vsØkogo ε > 0 naædetsØ takoæ nomer J, qto pri j > J dlØ vseh n ∈ Z i s = 1, 2, . . . , N vypolnØetsØ neravenstvo: |β_s (n, j)| < εj. Poloßim:

C_1(z) := max_n J∑ j=0 1 p (z)^j B (n, j; z)^2 . DlØ rassmatrivaemyh z imeem: C_1(z) < ∞. Togda, poskol~ku iz (3.1.11) sleduet vypolnenie sootnoxeniØ 1 |z − a_s|^{2βs(n,j)} 6 K^{2εj}, poluqaem ocenku dlØ pervogo somnoßitelØ v posledneæ qasti (3.1.10):_∞ ∑ j=0 1 p (z)^j B (n, j; z)^2 6

6 C1 (z) +^{∞∑}_{j=J+1}^{K2εjN}_{p (z)j} = C1 (z) +^{∞∑}_{j=J+1}^{(K2εN}_{p (z)}^{)j} .

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 81 Poskol~ku rassmatrivaetsØ sluqaæ p (z) > 1, vyberem ε = ε(z) < 1 takim, qtoby vypolnØlos~ uslovie:

K^{2εN} = (1 − ε) p (z)

– i po fftomu ε naædem sootvetstvu¸wiæ nomer J = J (z). Imeem okonqatel~nu¸ ocenku: ∞∑ j=0 1 p (z)^j B (n, j; z)^2 6

C_1(z) + 1 ε (z) . Oboznaqim:

C_2 (z) := C_1 (z) + 1 ε (z) . PodstavlØØ v (3.1.10), imeem:

|V_g (n)|^2 6 C_2 (z) ∞∑ j=0 |g (n+j)|^2 p (z)^j . Dalee:_{+∞} ∑ n=−∞ |V_g (n)|^2 6 C_2 (z) +∞∑ n=−∞ ∞∑ j=0 |g (n+j)|^2 p (z)^j = C_2 (z) ∞∑ j=0 1 p (z)^j +∞∑ n=−∞ |g (n+j)|^2

= C_2 (z) ‖g‖^2 1 1 − 1/p (z) = C_2 (z) p (z) p (z) − 1 ‖g‖^2. PolagaØ

C (z)^2 = C_2 (z) p (z) p (z) − 1 , poluqaem trebuemu¸ ocenku.

Sluqaæ 2. Toqka z prinadleßit vnutrennosti lemniskaty l i

ne sovpadaet ni s odnim iz ee fokusov, to est~ p (z) < 1, z /∈

{a_s : α_s > 0}^N_{s=1}. Pust~ ukazannaØ toqka z fiksirovana. Imeem:

|V_g (n)|^2 6 |g (n−1)| + ∞∑ j=1 |g (n− j −1)| | |P (n−j, j −1; z) | | 2 .

82 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK

Ispol~zuØ neravenstvo (a+b)^2 6 2 ( a^2 +b^2 ) , poluqaem:

|V_g (n)|^2 6

2 |g (n−1)|^2 + ∞∑ j=1 |g (n− j −1)| | |P (n−j, j −1; z) | | 2 . (3.1.12) S uqetom (2.1.4) i (3.1.4), | |P (n−j, j −1; z) | | v (3.1.12) moßno razbit~ na proizvedeniØ vida |z−a_s|, gde s = 1, 2, . . . , N , dvuh tipov: pervyæ tip soderßit fokusy lemniskaty, to est~ takie a_s, qto

α_s > 0, a vtoroæ – takie a_s, qto α_s = 0. Niße nam potrebuetsØ

ocenivat~ somnoßiteli |z−a_s| pri α_s = 0 tol~ko sverhu. To est~ my dopuskaem, qto |z−a_s| = 0 pri α_s = 0. Poskol~ku | |P (n−j, j −1; z) | | = p (z)^{j−1} B (n−j, j −1; z) , (3.1.13) gde B (n−j, j −1; z) est~ proizvedenie somnoßiteleæ dvuh ukazannyh vyxe tipov, poluqaem: ∞∑ j=1 |g (n− j −1)| | P (n−j, j −1; z) | 2

= ∞∑ j=1 |g (n− j −1)|p (z)^{j−1} B (n−j, j −1; z) 2 (3.1.14) 6 ∞∑ j=1 p (z)^{j−1} B (n−j, j −1; z)^2 ∞∑ j=1 |g (n− j −1)|^2p (z)^{j−1} . DlØ ocenki pervogo somnoßitelØ poloßim: Q (z) := max_k |z−a_k|. Togda dlØ l¸byh s = 1, 2, . . . , N imeet mesto sleduwaØ ocenka: |z−a_s| 6 Q (z) . Dalee, rassmatrivaØ lix~ fokusy, poloßim: q (z) := min_{k:αk>0} |z−a_k|.

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 83 DlØ vseh s, takih, qto α_s > 0, spravedliva ocenka: |z−a_s| ¿ q (z) > 0. Naibol~xu¸ iz veliqin Q (z) i 1/q (z) oboznaqim qerez L:

L = L (z) := max { Q (z) , 1 q (z) } . Togda dlØ vseh s, n, j vypolneno: |z−a_s|^{βs(n−j,j−1)} 6 L^{|βs(n−j,j−1)|}. (3.1.15) V silu (2.1.5) dlØ vsØkogo ε > 0 naædetsØ takoæ nomer J, qto esli

j > J, to pri vseh n ∈ Z, s = 1, 2, . . . , N vypolnØetsØ neravenstvo: |β_s (n−j, j −1)| < εj. Poloßim:

C_3 (z) := max_n J∑ j=1 (p (z))^{j−1} B (n−j, j −1; z)^2 . Imeem: C_3 (z) < ∞.

Iz (3.1.15) sleduet, qto dlØ vseh s = 1, 2, . . . , N vypolnØetsØ neravenstvo: |z−a_s|^{2βs(n−j,j−1)} 6 L^{2εj}. Pofftomu: ∞∑ j=1 p (z)^{j−1} B (n−j, j −1; z)^2 6 C_3 (z) + ∞∑ j=J+1 p (z)^{j−1} L^{2εjN} . Poskol~ku rassmatrivaetsØ sluqaæ 0 < p (z) < 1, vyberem ε = ε (z) takim, qtoby vypolnØlos~ uslovie:

L^{2εN} = 1 − ε p (z) – i po fftomu ε naædem sootvetstvu¸wiæ nomer J = J (z). Poluqaem:_∞ ∑ j=J+1 p (z)^{j−1} L^{2εjN} = ∞∑ j=J+1 p (z)^{j−1} (1 − ε)^j p (z)^j

84 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK = 1 p (z) ∞∑ j=J+1 (1 − ε)^j 6 1 p (z) ε (z) . Sledovatel~no, ∞∑ j=1 p (z)^{j−1} B (n−j, j −1; z)^2 6 C_3 (z) + 1 p (z) ε (z) . Oboznaqim:

C_4 (z) := C_3 (z) + 1 p (z) ε (z) . PodstavlØØ v (3.1.14), poluqim: ∞∑ j=1 |g (n− j −1)| | |P (n−j, j −1; z) | | 2

6 C4 (z)^{∞∑}_{j=1} |g (n− j −1)|^2p (z)^{j−1} .

Nakonec, ispol~zuØ poslednee neravenstvo, iz (3.1.12) poluqaem:

|V_g (n)|^2 6 2

|g (n − 1)|^2 + C_4 (z) ∞∑ j=1 |g (n− j −1)|^2p (z)^{j−1} . Dalee:_{+∞} ∑ n=−∞ |V_g (n)|^2 6 2 (_{+∞} ∑ n=−∞ |g (n−1)|^2

+C_4 (z) +∞∑ n=−∞ ∞∑ j=1 |g (n− j −1)|^2p (z)^{j−1}

= 2 ‖g‖^2 + C_4 (z) ∞∑ j=1 p (z)^{j−1} +∞∑ n=−∞ |g (n−j −1)|^2

= 2 ( ‖g‖^2 + C_4 (z) ‖g‖^2 1 1 − p (z) ) = 2 ( 1 + C_4 (z) 1 − p (z) ) ‖g‖^2.

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 85 Poloßiv

C (z)^2 := 2 ( 1 + C_4 (z) 1 − p (z) ) ‖g‖^2, poluqaem trebuemoe.

Sluqaæ 3. Toqka z = z0 sovpadaet s odnim iz fokusov lemniska-

ty, to est~ suwestvuet takoæ nomer t, qto a_t = z_0, α_t > 0. Pokaßem, qto v rassmatrivaemom sluqae formula (3.1.8) soderßit ravnomerno ograniqennoe qislo slagaemyh, to est~ suwestvuet nomer

M ¿ 1 takoæ, qto dlØ l¸byh n ∈ Z na promeßutke [n, n+M ] funk-

ciØ a (n) prinimaet znaqenie z_0. Sledovatel~no, P (n, M ; z_0) = 0 dlØ vseh n ∈ Z. Deæstvitel~no, pust~ proizvedenie P (n, j; z_0) otliqno ot nulØ. Togda

m_t (n, j) = α_tj + β_t (n, j) = 0. (3.1.16)

Sootnoxenie (3.1.16) moßet byt~ vypolneno tol~ko dlØ promeßutka [n, n+j] ograniqennoæ dliny, tak kak ono ffkvivalentno ravenstvu β_t (n, j) j = −α_t, a otnoxenie v levoæ qasti fftogo ravenstva ravnomerno po n stremitsØ k nul¸ pri j → ∞. Sledovatel~no, suwestvuet takoæ nomer M , qto pri vseh j ¿ M i n ∈ Z vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ: |β_t (n, j)| j < α_t; m_t (n, j)¿ 1; P (n, j; z_0) = 0.

Takim obrazom, suwestvovanie vyxeupomØnutogo qisla M dokazano. Dalee, poloßiv

R := max max_{n∈}Z 16j6M | |P (n − j, j − 1; z_0) | |, 1 , imeem:

|V_g (n)|^2 6 |g (n−1)| + M∑ j=1 |g (n−j −1)| | |P (n − j, j − 1; z_0) | | 2

6 |g (n−1)| + R M∑ j=1 |g (n−j −1)| 2 6 R^2 M∑ j=0 |g (n−j −1)| 2

86 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK

6 R^2 (M +1)^{M∑}_{j=0} |g (n−j −1)|^2.

Dalee: +∞∑ n=−∞ |V_g (n)|^2 6 R^2 (M +1) +∞∑ n=−∞ M∑ j=0 |g (n− j −1)|^2 =

= R^2 (M +1) M∑ j=0 +∞∑ n=−∞ |g (n− j −1)|^2 = R^2 (M +1)^2 ‖g‖^2.

PolagaØ

C (z) := R (M +1) ,

vnov~ poluqaem trebuemoe. •

ProdolßaØ po nepreryvnosti preobrazovanie g −→ V_g na vse

‘^2 (Z), my poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2. Pust~ z ∈ C \ τ (a). Togda dlØ proizvol~noæ posledova-

tel~nosti g ∈ ‘^2 (Z) posledovatel~nost~ f (n) := V_g (n) leßit v ‘^2 (Z), i krome togo, f ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (3.1.2).

Dokazatel~stvo. Proverku vtoroæ qasti utverßdeniØ lemmy

provedem prØmoæ podstanovkoæ v uravnenie.

Sluqaæ 1. Toqka z prinadleßit vnexnosti lemniskaty l i ne

sovpadaet ni s odnim iz znaqeniæ funkcii a (n), to est~ p(z) > 1,

z /∈ {a (s)}^N_{s=1}. Imeem: f (n) = − ∞∑ j=0 g (n+j) P (n, j; z) ; f (n+1) = − ∞∑ j=0 g (n+j +1) P (n+1, j; z) . S uqetom (3.1.4) poluqaem: (a (n)−z) f (n) = (z−a (n)) g (n) P (n, 0; z) + ∞∑ j=1 g (n+j) P (n, j; z)

= g (n) + ∞∑ j=1 (z−a (n)) g (n+j) (z−a (n)) P (n+1, j −1; z)

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 87

= g (n) + ∞∑ j=0 g (n+j +1) P (n+1, j; z) = g (n) − f (n+1) ,

to est~ f (n) – rexenie uravneniØ (3.1.2).

Sluqaæ 2. Toqka z prinadleßit vnutrennosti lemniskaty l. V

qastnosti, ona moßet sovpadat~ s fokusom, kak pokazano v lemme 1, i pri fftom uslovii funkciØ f leßit v ℓ^2 (Z), a formula (3.1.8) soderßit lix~ koneqnoe qislo slagaemyh. Imeem:

f (n) = g (n−1) + ∞∑ j=1 g (n−j −1) P (n−j, j −1; z) ;

f (n+1) = g (n) + ∞∑ j=1 g (n−j) P (n−j +1, j −1; z) . S uqetom (3.1.4) poluqaem: (a (n)−z) f (n) = (z−a (n)) g (n−1) − ∞∑ j=1 g (n−j −1) (z−a (n)) P (n−j, j −1; z)

= − ∞∑ j=1 g (n−j) P (n−j +1, j −1; z) = g (n) − f (n+1) , to est~ f (n) – rexenie uravneniØ (3.1.2). •

Iz lemm 1 i 2 poluqaem predstavlenie dlØ rezol~venty v oblasti C \ τ (a).

Sledstvie. Rezol~venta operatora T zapisyvaetsØ sledu¸wim

obrazom: ( (T − z)^{−1} g ) (n) = − ∞∑ j=0 g (n+j) P (n, j; z) , (3.1.17)

esli toqka z prinadleßit vnexnosti lemniskaty l i ne sovpadaet ni s odnim iz znaqeniæ funkcii a (n), to est~ p (z) > 1, z /∈ {a_s}^N_{s=1} ; ( (T − z)^{−1} g ) (n) = g (n−1)+ ∞∑ j=1 g (n−j −1) P (n−j, j −1; z) , (3.1.18)

88 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK

esli toqka z prinadleßit vnutrennosti lemniskaty l, to est~ p (z) < 1.

Toqki a_s, prinadleßawie vnexnosti lemniskaty l, ØvlØ¸tsØ izolirovannymi osobennostØmi rezol~venty. Esli p (a_{s0} ) > 1, i

inf {n : a (n) = a_{s0} } > −∞, to qislo z = a_{s0} budet sobstvennym zna-

qeniem operatora T , a razmernost~ sootvetstvu¸wego invariantnogo podprostranstva sovpadaet s qislom razliqnyh n, dlØ kotoryh a (n)= a_{s0} (sr. s [2], [9]).

Takim obrazom, punkt 1 teoremy dokazan.

Iz vyxeskazannogo sleduet, qto spektr operatora T sostoit iz toqek, v kotoryh vyraßenie dlØ rezol~venty, stoØwee v formule (3.1.17), imeet osobennosti, to est~ iz toqek a_s, takih, qto p (a_s) > 1, a takße – iz toqek, leßawih na lemniskate

l = {z : p (a_s)= 1}.

3.2. Ocenka normy rezol~venty vblizi lemniskaty.

Rassmotrim povedenie normy rezol~venty (T −z)^{−1} operatora T pri priblißenii parametra z k lemniskate. Zdes~ my predpolagaem, qto funkciØ a prinadleßit klassu B. Takim obrazom, nam dano, qto dlØ vseh j > 0; n ∈ Z; s = 1, 2, . . . , N qisla β_s (n, j) ravnomerno ograniqeny, to est~ suwestvuet postoØnnaØ D takaØ, qto |β_s (n, j)| 6 D. (3.2.1) Lemma 3. Pust~ vypolneno uslovie (3.2.1). Na lemniskate l =

{z : p (z) = 1} vyberem proizvol~nu¸ toqku ζ. Togda pri stremlenii toqki z takoæ, qto p (z) > 1, k toqke ζ, norma operatora (T −z)^{−1} neograniqenno vozrastaet.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku p (z) > 1, dlØ rezol~venty spraved-

liva formula (3.1.17). Primenim ee k funkcii

g (n) = χ (n) := { 1, n = 0, 0, n ≠ 0. Poluqaem:

1) esli n ¿ 1, to f(n) ≡ 0. 2) esli n 6 0, to

f (n) = ( (T −z)^{−1} χ ) (n) = − ∞∑ j=0 χ (n+j) P (n, j; z) = − 1 P (n, |n|; z) .

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 89 Sledovatel~no, pri n 6 0 imeem:

|f (n)|^2 = 1 | |P (n, |n|; z) | |^2 = 1 p (z)^{2|n|} B (n, |n|; z)^2 . Ocenim poslednee proizvedenie snizu. DlØ fftogo neobhodimo ocenit~ kaßdyæ iz somnoßiteleæ vida |z − a_s| sverhu dlØ

β_s (n, |n|)¿ 0 i snizu dlØ β_s (n, |n|)< 0. Poloßim:

A_1 := max_{ζ∈l} max_s |ζ −a_s|.

Rassmotrim toqku z v okrestnosti lemniskaty. DlØ opredelennosti poloßim: dist (z, l) < 1. Togda po neravenstvu treugol~nika imeem: |z−a_s| 6 1+A_1. Pri α_s = 0 pokazateli stepeni β_s (n, |n|) = m_s (n, |n|) neotricatel~ny, to est~ dlØ sootvetstvu¸wih toqek a_s vaßna ocenka rasstoØniØ |z − a_s| lix~ sverhu. Esli ße a_s ØvlØetsØ fokusom lemniskaty, to v silu znakoneopredelennosti qisel β_s (n, |n|) nußna dvustoronnØØ ocenka fftogo rasstoØniØ. No vse fokusy leßat vnutri lemniskaty. Poloßim:

A_2 := min_{s:αs>0} dist (l, a_s) .

Togda pri α_s > 0 poluqaem: |z−a_s| ¿ A_2 > 0. Dalee poloßim:

A := min { 1 A_1 + 1

, A_2, 1 } . Okonqatel~no, prinimaØ vo vnimanie uslovie (3.2.1), poluqim:

|f (n)|^2 = 1 p (z)^{2|n|} B (n, |n|; z)^2 ¿ A^{2DN} p (z)^{2|n|} . Takim obrazom, uqityvaØ, qto ‖χ‖ = 1, prihodim k nußnoæ ocenke kvadrata normy rezol~venty:

‖ (T −z)^{−1}‖^2 ¿ ‖ (T −z)^{−1} χ‖^2 = ∞∑ k=0 |f (−k)|^2 ¿ C ∞∑ k=0 1 p (z)^{2k} = Cp (z)^2 p (z)^2 −1 = Cp (z)^2 (p (z)+1) (p (z) − 1) ,

90 A. P. KALUPIN, V. L. OLE`NIK gde C = A^{2DN} . Pri z → ζ imeem p (z)−1 → 0, p (z)+1 → 2, a norma rezol~venty operatora T pri fftom neograniqenno vozrastaet. •

Lemma 3 pokazyvaet, qto pri dopolnitel~nom uslovii (3.2.1) vse toqki lemniskaty ØvlØ¸tsØ toqkami spektra operatora T .

Takim obrazom, dokazano, qto mnoßestvo C \ τ (a) ØvlØetsØ rezol~ventnym mnoßestvom operatora T , a ego spektr σ (T ) sovpadaet s mnoßestvom τ (a). Poslednee zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Avtory iskrenne blagodarny B. S. Pavlovu i M. M. Faddeevu za poleznye obsußdeniØ voprosov, izlagaemyh v dannoæ stat~e i blizkih k nim.

Pervyæ iz avtorov vyraßaet priznatel~nost~ P. N. Voroncovu-Vel~Øminovu za ego dobroe otnoxenie, vyrazivxeesØ, v qastnosti, v predostavlenii vozmoßnosti ispol~zovat~ prinadleßawie emu komp~¸tery dlØ nabora i pravki teksta.

Literatura

1. A. I. Markuxeviq, TeoriØ analitiqeskih funkciæ. Tom 1. Nauka, M., 1967.

2. V. L. Oleænik, Metod priblißeniØ sil~noæ svØzi na lemniskate. Zap.

nauqn. semin. POMI, 270 (2000), 256–276.

3. V. L. Oleænik, Rekurrentnye sootnoxeniØ i raznostnye uravneniØ. Sorosovskiæ obrazovatel~nyæ ßurnal, 7, No. 2 (2001).

4. A. A. Samarskiæ, Vvedenie v qislennye metody. Nauka, M. (1982). 5. D. L. Uolx, InterpolØciØ i approksimaciØ racional~nymi funkciØmi v kompleksnoæ oblasti. Izdatel~stvo inostrannoæ literatury, M. (1966).

6. B. V. Xabat, Vvedenie v kompleksnyæ analiz. Nauka, M. (1969).

7. H. Grunsky, Lectures on Theory of Functions in Multiply Connected Domains.

Vandenhoeck & Puprecht In Göttingen (1978).

8. V. L. Oleinik, B. S. Pavlov, Hilbert Theorem on Lemniscates and the Spectrum of Perturbed Shift. Department of Mathematics, University of Auckland, New Zealand, report series 417, May, 1999, pp. 1–11.

9. V. L. Oleinik, Tight-binding Approximanion on the Lemniscate. Department of Mathematics, University of Helsinki, Finland, preprint 243, November, 1999, pp. 1–12.

Kalupin A. P., Oleinik V. L. A Lemniscate as the spectrum of a perturbed shift.

The spectrum of the perturbed shift operator T , T : f (n) −→ f (n+1) + a (n) f (n), in ‘^2 (Z) is considered for a (n) taking a finite set

LEMNISKATA KAK SPEKTR VOZMUWENNOGO SDVIGA 91 of values. It is proved that if all values of the function a (n) have uniform frequencies on Z, then the essential part of the spectrum fills a generalized lemniscate.

Postupilo 13 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

sasha-k@usa.net Vladimir.Oleinik@pobox.spbu.ru