Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

M. F. Gamal~

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ IMEıT IZOMORFNYE REXETKI INVARIANTNYH PODPROSTRANSTV

§1. Vvedenie

Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo, I = I_H – toßdestvennyæ operator v H, esli E – podprostranstvo prostranstva H, to simvolom P_E oboznaqaetsØ ortogonal~nyæ proektor iz H na E. Pod podprostranstvom zdes~ vsegda podrazumevaetsØ lineænoe zamknutoe mnoßestvo.

Pust~ T : H → H – lineænyæ ograniqennyæ operator. Simvolom Lat T oboznaqaetsØ rexetka invariantnyh podprostranstv operatora T .

Operator T nazyvaetsØ sßatiem, esli ‖T ‖ 6 1. Sßatie T nazyvaetsØ slabym, esli ego spektr ne pokryvaet krug D = {z ∈ C : |z| < 1} i operator I − T^∗T ØvlØetsØ Ødernym.

Pust~ H_1, H_2 – gil~bertovy prostranstva, X : H_1 → H_2 – lineænyæ ograniqennyæ operator. Operator X nazyvaetsØ deformacieæ, esli Ker X = {0} i clos XH_1 = H_2.

Esli ime¸tsØ operatory T_1 : H_1 → H_1, T_2 : H_2 → H_2 i X : H_1 → H_2, takie, qto XT_1 = T_2X, to govorØt, qto X spletaet operatory T_1 i T_2. Opredelim otobraßenie

I_X : Lat T_1 → Lat T_2, I_X E = clos XE, E ∈ Lat T_1.

Esli I_X ØvlØetsØ biekcieæ, to I_X ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok Lat T_1 i Lat T_2 (sm. [4, gl. VII p. 1.19]).

Operatory T_1 : H_1 → H_1 i T_2 : H_2 → H_2 nazyva¸tsØ kvazipodobnymi, esli suwestvu¸t deformacii X : H_1 → H_2 i Y : H_2 → H_1 takie, qto XT_1 = T_2X i T_1Y = Y T_2.

V rabote dokazano sledu¸wee utverßdenie. Pust~ slabye sßatiØ T_1 i T_2 deæstvu¸t v separabel~nyh gil~bertovyh prostranstvah H_1 i H_2. Esli T_1 i T_2 kvazipodobny, to suwestvuet

Rabota qastiqno podderßana FCP “IntegraciØ” reg. nomer 326.53 i grantom “Nauqnye xkoly” No. 00-15-96-022. 51

52 M. F. GAMAL^ deformaciØ X : H_1 → H_2, spleta¸waØ operatory T_1 i T_2 i takaØ, qto I_X : Lat T_1 → Lat T_2 ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok.

PrivodØtsØ primery, pokazyva¸wie, qto dlØ proizvol~noæ deformacii X, spleta¸weæ kvazipodobnye slabye sßatiØ, otobraßenie I_X moßet ne byt~ izomorfizmom ih rexetok; otobraßenie, obratnoe izomorfizmu rexetok I_X , moßet byt~ ne predstavimo v vide I_Y ni dlØ kakogo ograniqennogo operatora Y (sm. §4).

Dokazatel~stva osnovany na primenenii rezul~tatov obzornoæ stat~i [2] i knigi [4].

Avtor vyraßaet iskrenn¸¸ blagodarnost~ V. I. Vas¸ninu i V. V. Kapustinu za poleznye obsußdeniØ.

§2. Osnovnoe utverßdenie

Osnovnym utverßdeniem raboty ØvlØetsØ teorema 1, iz nee vyvoditsØ privedennyæ v zagolovke rezul~tat.

Vse rassmatrivaemye gil~bertovy prostranstva predpolaga- ¸tsØ separabel~nymi. Simvolami H^2 i H^∞ oboznaqa¸tsØ prostranstva Hardi v ediniqnom kruge D.

Sßatie T nazyvaetsØ C_0-sßatiem, esli suwestvuet funkciØ φ ∈ H^∞, φ ≢ 0, takaØ, qto φ(T ) = 0. TakaØ funkciØ φ nazyvaetsØ annulØtorom C_0-sßatiØ T . V kaqestve annulØtora vsegda moßno vzØt~ vnutrenn¸¸ funkci¸ φ, to est~ taku¸, qto |φ| = 1 p.v. na T= ∂D.

DlØ vnutrenneæ funkcii θ iz H^∞ opredelim operator M_θ sledu¸wim obrazom: M_θ : K_θ → K_θ, M_θf = P_θzf, f ∈ K_θ, K_θ = H^2 ⊖ θH^2, P_θ – ortogonal~nyæ proektor iz H^2 na K_θ.

VsØkoe C_0-sßatie kvazipodobno svoeæ ßordanovoæ modeli, to est~ operatoru vida ∑_∞ n=1 ⊕M_{θn} , gde θ_n ∈ H^∞, funkcii θ_n – vnutrennie, θ_{n+1} delit θ_n dlØ vseh n > 0; vozmoßno, θ_n ≡ 1 dlØ n, bol~xih nekotorogo n_0.

Pust~ C_0-sßatie T imeet ßordanovu model~ ∑ n¿0^{⊕M}θn . GovorØt, qto T obladaet svoæstvom (R), esli sovokupnost~ vnutrennih funkciæ {θ_n}_n¿_0 ne imeet netrivial~nogo obwego delitelØ.

Pust~ A : H → H i B : K → K – vpolne neunitarnye sßatiØ, X : H → K – spleta¸waØ ih deformaciØ. Esli odno iz sßatiæ A i B ØvlØetsØ C_0-sßatiem, to C_0-sßatiem ØvlØetsØ i drugoe, i ih

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 53 ßordanovy modeli sovpada¸t. Esli A i B oblada¸t svoæstvom (R), to I_X : Lat A → Lat B ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok.

Vse privedennye zdes~ fakty o C_0-sßatiØh soderßatsØ v [4, gl. II, III, gl. VII p. 1.9, 1.21; 3, gl. III p. 4.6], sm. takße [2].

Teorema 1. Pust~ H, K, H – separabel~nye gil~bertovy pro-

stranstva, A : H → H i B : K → K – C_0-sßatiØ, X : H → K – deformaciØ, XA = BX, ∑ n¿0^{⊕M}θn^{– ßordanova model~ C}0^{-sßatiæ}

A i B (θ_n ∈ H^∞, funkcii θ_n – vnutrennie, n > 0), A i B oblada¸t svoæstvom (R), T : H → H – absol¸tno nepreryvnoe sßatie, I – toßdestvennyæ operator v H.

Togda I(X 0_{0 I} ) : Lat ( A 0 0 T ) → Lat ( B 0 0 T )

– izomorfizm rexetok.

Zameqanie (Teorema 1^′) Pust~ R – absol¸tno nepreryvnoe sßa-

tie v gil~bertovom prostranstve K, J : H → K – deformaciØ, takaØ, qto JT = RJ i I_J ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok Lat T i

Lat R. Esli v formulirovke teoremy 1 zamenit~ I na J i ( B 0 0 T )

na ( B 0 0 R ) , ona ostaetsØ vernoæ.

Dokazatel~stvo teoremy 1^′ bukval~no takoe ße, kak i dokazatel~stvo teoremy 1. Odnako, kak budet pokazano v §3, dlØ naxih celeæ dostatoqno teoremy 1, i, qtoby ne zagromoßdat~ rabotu lixnimi oboznaqeniØmi, budet privedeno tol~ko ee dokazatel~- stvo.

Oboznaqenie: pust~ H i H – gil~bertovy prostranstva, ( H H ) – ortogonal~naØ summa prostranstv H i H, E – podprostranstvo prostranstva ( H H ) . Poloßim ( E_1(E) 0 ) = E ∩ ( H 0 ) , ( E_2(E) 0 ) = clos ( I_H 0 0 0 ) E, ( 0 L_1(E) ) = E ∩ ( 0 H ) , ( 0 L_2(E) ) = clos ( 0 0 0 I_H ) E, gde I_H i I_H – toßdestvennye operatory v H i H. ˚sno, qto E_k(E) i L_k(E) – podprostranstva prostranstv H i H, k = 1, 2. Dalee,

54 M. F. GAMAL^ esli A : H → H i T : H → H – operatory v prostranstvah H i H, to ( A 0 0 T ) : ( H H ) → ( H H ) – operator v prostranstve ( H H ) . Esli E ∈ Lat ( A 0 0 T ) , to E_k(E) ∈ Lat A i L_k(E) ∈ Lat T , k = 1, 2 (dokazatel~stvo fftogo fakta oqevidno i opuskaetsØ).

V formulirovke teoremy 1 req~ idet takße o prostranstve ( K H ) . DlØ F ⊂ ( K H ) analogiqnye ob¨ekty budut oboznaqat~sØ qerez F_k(F) i L_k(F), k = 1, 2.

Lemma 1. Pust~ T – operator v gil~bertovom prostranstve H,

H_0, H_1 ∈ Lat T , H_0 ⊂ H_1, F ⊂ H_1 ⊖ H_0, P_{H1⊖H0} – ortogonal~nyæ proektor iz H na H_1 ⊖ H_0. Togda H_0 ⊕ F ∈ Lat T v tom i tol~ko v tom sluqae, esli F ∈ Lat P_{H1⊖H0} T | H1⊖H0 . � Lemma 2. Pust~ H, K – gil~bertovy prostranstva, X : H → K

– operator, H_0 ⊂ H_1 ⊂ H, F ⊂ H_1 ⊖ H_0, K_i = clos XH_i, i = 0, 1, P_{K1⊖K0} – ortogonal~nyæ proektor iz K na K_1 ⊖ K_0. Togda clos X(H_0 ⊕ F ) = K_0 ⊕ clos ( P_{K1⊖K0} X | H1⊖H0 ) F . � Lemma 3. Pust~ H, H – gil~bertovy prostranstva, A : H → H

– C_0-sßatie, φ ∈ H^∞, φ – annulØtor C_0-sßatiØ A, T : H → H

– absol¸tno nepreryvnoe sßatie, E ∈ Lat ( A 0 0 T ) . Poloßim

L_k = L_k(E), k = 1, 2, i pust~ P_{L2⊖L1} – ortogonal~nyæ proektor iz H na L_2 ⊖ L_1. Togda φ(T )L_2 ⊂ L_1, i, sledovatel~no, P_{L2⊖L1} T | L2⊖L1 – C_0-sßatie, ime¸wee annulØtor φ.

Dokazatel~stvo. Poloßim PH = ( 0 0 0 I_H ) , togda φ ( A 0 0 T ) = ( φ(A) 0 0 φ(T ) ) = ( 0 0 0 φ(T ) ) = ( 0 0 0 φ(T ) ) P_H, pofftomu

clos φ ( A 0 0 T ) E = clos ( 0 0 0 φ(T ) ) P_HE = clos ( 0 0 0 φ(T ) ) clos P_HE =

= clos ( 0 0 0 φ(T ) ) ( 0 L_2 ) = ( 0 clos φ(T )L_2 ) .

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 55

Tak kak E ∈ Lat ( A 0 0 T ) , to clos φ ( A 0 0 T ) E ⊂ E, takim obrazom, (_0

clos φ(T )L2 ) ⊂ E. Po opredeleni¸,

(_0 L1 ) = E ∩ (_0 H ) , i my poluqili, qto clos φ(T )L_2 ⊂ L_1. �

Lemma 4. Pust~ T1 i T2 – operatory v gil~bertovyh prostran-

stvah H_1 i H_2, F ∈ Lat

(_{T1 0}

0 T2 ) , pust~

clos ( I 0 0 0 ) F = ( H_1 0 ) , clos ( 0 0 0 I ) F = ( 0 H_2 ) , (1)

F ∩ ( H_1 0 ) = ( 0 0 ) , F ∩ ( 0 H_2 ) = ( 0 0 ) . (2)

Poloßim

X_1 = ( I 0 0 0 )| | F , X_1 : F → ( H_1 0 ) , X_2 = ( 0 0 0 I )| | F , X_2 : F → ( 0 H_2 ) . Togda X_1, X_2 – deformacii, X_1 spletaet

(_{T1 0}

0 T2 )| F i T_1, X_2 spletaet

(_{T1 0}

0 T2 )| F i T_2. �

Sledstvie. Pust~ v usloviØh lemmy 4 T1 i T2 ØvlØ¸tsØ C0-

sßatiØmi. Togda ßordanovy modeli C_0-sßatiæ T_1, T_2 i

(_{T1 0}

0 T2 )| F sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Kak uße otmeqalos~ pered formulirovkoæ te-

oremy 1, esli suwestvuet deformaciØ, spleta¸waØ dva C_0- sßatiØ, to ßordanovy modeli fftih C_0-sßatiæ sovpada¸t. Sledovatel~no, sßatiØ T_k, k = 1, 2, ime¸t tu ße ßordanovu model~, qto i sßatie

(_{T1 0}

0 T2 )| F . � Dokazatel~stvo teoremy 1. Poloßim X = ( X 0 0 I ) , X : ( H H ) → ( K H ) , togda X spletaet operatory (_{A 0} 0 T ) i (_{B 0} 0 T ) . Kak uße otmeqalos~ v §1, dlØ togo qtoby dokazat~, qto I_X ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok Lat (_{A 0} 0 T ) i Lat (_{B 0} 0 T ) , dostatoqno proverit~, qto I_X ØvlØetsØ biekcieæ [4, gl. VII p. 1.19].

56 M. F. GAMAL^

1) Pust~ E ∈ Lat (_{A 0} 0 T ) , poloßim

F_k = clos XE_k(E), k = 1, 2, E = E_2(E) ⊖ E_1(E), F = F_2 ⊖ F_1, F = E ⊖ ( E_1(E) L_1(E) ) , G = clos ( P_F X | E 0 0 I ) F. Po lemme 2 I_X E = ( F_1 L_1(E) ) ⊕ G. Pokaßem, qto

F_k = F_k(I_X E), L_k(E) = L_k(I_X E), k = 1, 2. (3)

Poloßim L = L_2(E) ⊖ L_1(E). Primenim lemmy 1 i 3 k sßati- Øm P_E A | E i P_L T | L i podprostranstvu F ⊂ (_E L ) . Poluqim, qto P_E A | E , P_L T | L i F udovletvorØ¸t usloviØm sledstviØ lemmy 4, pofftomu ßordanovy modeli C_0-sßatiæ P_E A | E i P_L T | L sovpada¸t. Pust~ ∑ n¿0^{⊕Mθ}n – ßordanova model~^{C0}-sßatiØ^{PE A|}E .

Poloßim ϑ_{2n} = ϑ_{2n+1} = θ_n, n > 0. ˚sno, qto operatory ( ∑ n¿0^{⊕Mθ}n^0 0 ∑ n¿0^{⊕Mθ}n ) i ∑ n¿0^{⊕Mϑn} unitarno ffkvivalentny, pofftomu ∑ n¿0^{⊕Mϑ}n ØvlØetsØ ßordanovoæ model~¸ C_0-sßatiØ ( P_E A | E 0 0 P_LT | L ) . Po uslovi¸ teoremy C_0-sßatie A obladaet svoæstvom (R), iz [4, gl. VII p. 1.17] sleduet, qto svoæstvom (R) obladaet i C_0- sßatie P_E A | E , to est~ sovokupnost~ vnutrennih funkciæ {θ_n}_n¿_0 ne imeet netrivial~nogo obwego delitelØ. Togda i sovokupnost~ {ϑ_n}_n¿_0 ne imeet netrivial~nogo obwego delitelØ, to est~ svoæstvom (R) obladaet i C_0-sßatie ( P_E A | E 0 0 P_LT | L ) . Pokaßem, qto operator ( P_F X | E 0 0 I_L ) : ( E L ) → ( F L )

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 57 ØvlØetsØ deformacieæ, spleta¸weæ sßatiØ ( P_EA | E 0 0 P_LT | L ) i ( P_F B | F 0 0 P_LT | L ) . Deæstvitel~no, to, qto fftot operator spletaet ukazannye sßatiØ, oqevidno, plotnost~ ego obraza sleduet iz lemmy 2. Qtoby proverit~ trivial~nost~ ego Ødra, ispol~zuem tot fakt, qto I_X : Lat A → Lat B ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok. Imenno, pust~ e ∈ E, l ∈ L i ( P_F X | E 0 0 I_L ) ( e l ) = ( 0 0 ) , togda l = 0 i P_F Xe = 0, to est~ Xe ∈ F_1. Rassmotrim naimen~xee invariantnoe podprostranstvo E_0 operatora A, soderßawee e i E_1(E), togda I_X E_0 = clos XE_0 = F_1, i, tak kak I_X ØvlØetsØ izomorfizmom, to E_0 = E_1(E). Ots¸da e ∈ E_1(E), to est~ e = 0.

My poluqili, qto deformaciØ (_{PF X}| E 0 0 I_L ) daet izomorfizm T rexetok Lat ( P_E A | E 0 0 P_LT | L ) i Lat ( P_F B | F 0 0 P_LT | L ) . Kak uße otmeqalos~, F ∈ Lat (_{PE A}| E 0 0 P_LT | L ) , i dlØ F vypolne-

ny ravenstva (1), (2). Ispol~zuØ izomorfizm T , legko dokazat~, qto (2) vypolneno i dlØ G. V samom dele, G = T F, G ∩ ( F 0 ) = T T^{−1} ( G ∩ ( F 0 )) , a T^{−1} ( G ∩ ( F 0 )) = T^{−1}G ∩ T^{−1} ( F 0 ) = F ∩ ( E 0 ) = ( 0 0 ) , otkuda G ∩ (_F 0 ) = (_0 0 ) . Tak ße dokazyvaetsØ i ravenstvo G ∩

(_0 L ) = (_0 0 ) . Ravenstva (1) dlØ G moßno proverit~ neposredstvenno. Nakonec, vypolnenie ravenstv (3) ravnosil~no vypolneni¸ ravenstv (1), (2) dlØ G.

2) Dokaßem, qto otobraßenie I_X vzaimno-odnoznaqno. Pust~ E_1, E_2 ∈ Lat (_{A 0} 0 T ) i I_X E_1 = I_X E_2. DlØ E_1 i E_2 vypolneny ravenstva (3), iz kotoryh srazu poluqaem sledu¸wee:

L_k(E_1) = L_k(E_2), I_X E_k(E_1) = I_X E_k(E_2), k = 1, 2.

58 M. F. GAMAL^ Tak kak E_k(E_i) ∈ Lat A, k, i = 1, 2, a I_X : Lat A → Lat B – vzaimnoodnoznaqnoe otobraßenie, to E_k(E_1) = E_k(E_2), k = 1, 2.

Poloßim

F_i = E_i ⊖ ( E_1(E_1) L_1(E_1) ) , E = E_2(E_1) ⊖ E_1(E_1),

F = F_2(I_X E_1) ⊖ F_1(I_X E_1), L = L_2(E_1) ⊖ L_1(E_1),

T – izomorfizm iz p. 1). Imeem:

I_X E_i = ( F_1(I_X E_1) L_1(E_1) ) ⊕ T F_i, i = 1, 2. Po uslovi¸ I_X E_1 = I_X E_2, sledovatel~no, T F_1 = T F_2. Tak kak T – izomorfizm, to F_1 = F_2, pofftomu E_1 = E_2 i vzaimnaØ odnoznaqnost~ otobraßeniØ I_X dokazana.

3) Ostalos~ dokazat~, qto I_X ØvlØetsØ otobraßeniem “na”, to est~ I_X Lat ( A 0 0 T ) = Lat ( B 0 0 T ) . DlØ fftogo ispol~zuem lemmu 1.20 iz [4, gl. VII]: I_X ØvlØetsØ otobraßeniem “na” togda i tol~ko togda, kogda

I_X � : Lat ( B^∗ 0 0 T^∗ ) → Lat ( A^∗ 0 0 T^∗ )

ØvlØetsØ vzaimno-odnoznaqnym otobraßeniem. Operatory A^∗, B^∗, T^∗, X^∗ udovletvorØ¸t usloviØm teoremy, i trebuemaØ odnoznaqnost~ uße dokazana v p. 2). Takim obrazom, teorema polnost~¸ dokazana. �

§3. Svedenie voprosa o kvazipodobii i izomorfizme rexetok invariatnyh podprostranstv slabyh sßatiæ k teoreme 1 �ta qast~ raboty sostoit v posledovatel~nom primenenii rezul~tatov, bol~xinstvo iz kotoryh moßno naæti v [2].

1. Otdelenie singulØrnoæ qasti. Pust~ T01 : H01 → H01 i

T_{02} : H_{02} → H_{02} – kvazipodobnye sßatiØ, X : H_{01} → H_{02} i Y : H_{02} → H_{01} – spleta¸wie ih deformacii. Horoxo izvestno, qto vsØkoe sßatie v gil~bertovom prostranstve predstavimo v vide

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 59 prØmoæ summy absol¸tno nepreryvnogo sßatiØ i singulØrnogo unitarnogo operatora. Poloßim

H_{0k} = ( H_k G_k ) , T_{0k} = ( T_k 0 0 V_k ) , k = 1, 2, gde H_k, G_k – gil~bertovy prostranstva, T_k – absol¸tno nepreryvnye sßatiØ v H_k, V_k – singulØrnye unitarnye operatory v G_k. Iz teoremy 8 i zameqaniØ 3 iz [2, §3] vytekaet, qto ne suwestvuet nenulevyh operatorov, spleta¸wih T_k i V_j , k, j = 1, 2. Ispol~zuØ fftot fakt, pokaßem, qto operatory X i Y diagonal~- ny otnositel~no razloßeniæ prostranstv H_{0k} = (_{Hk} G_k ) , k = 1, 2.

V samom dele, zapixem X v vide X = (_{X1 X2} X3 X4 ) , togda ravenstvo T_{02}X = X T_{01} ravnosil~no ravenstvu ( T_2X_1 T_2X_2 V_2X_3 V_2X_4 ) = ( X_1T_1 X_2V_1 X_3T_1 X_4V_1 ) , otkuda vidno, qto X_2 spletaet V_1 i T_2, X_3 spletaet T_1 i V_2, pofftomu X_2 = 0 i X_3 = 0. Analogiqno dokazyvaetsØ diagonal~nost~ operatora Y. Sledovatel~no, T_1 i T_2 kvazipodobny, V_1 i V_2 kvazipodobny, i, tak kak V_1 i V_2 unitarny, to V_1 i V_2 unitarno ffkvivalentny (sm. [3, gl. II p. 3.4]). Dalee, v teoreme 8, §3 iz [2] pokazano, qto Lat T_{0k} = Lat T_k ⊕ Lat V_k, k = 1, 2. Pofftomu, esli T_1 i T_2 takovy, qto rexetki Lat T_1 i Lat T_2 izomorfny, to rexetki Lat T_{01} i Lat T_{02} takße izomorfny.

Takim obrazom, vmesto proizvol~nyh slabyh sßatiæ dostatoqno rassmatrivat~ absol¸tno nepreryvnye slabye sßatiØ.

2. Psevdopodobie. ˚ ne privoßu zdes~ toqnogo opredeleniØ

psevdopodobiØ. Otmetim tol~ko tot fakt, kotoryæ budet neposredstvenno ispol~zovat~sØ. Pust~ T_1 i T_2 – operatory v gil~- bertovyh prostranstvah H_1 i H_2. Esli T_1 i T_2 psevdopodobny, to suwestvu¸t deformacii X : H_1 → H_2 i Y : H_2 → H_1 takie, qto XT_1 = T_2X, Y T_2 = T_1Y , i otobraßeniØ I_X : Lat T_1 → Lat T_2 i I_Y : Lat T_2 → Lat T_1 ØvlØ¸tsØ obratnymi drug k drugu izomorfizmami rexetok.

Privedem formulirovku teoremy 2, §6 iz [2].

Pust~ T – absol¸tno nepreryvnoe slaboe sßatie. Togda suwestvuet C_0-sßatie A i absol¸tno nepreryvnyæ unitarnyæ operator U , takie, qto operatory T i A ⊕ U = (_{A 0} 0 U ) psevdopodobny.

60 M. F. GAMAL^

V kaqestve operatora A beretsØ C_0-qast~ sßatiØ T (opredelenie sm. v [2, §6; 3, gl. VIII §2]). V [3, gl. VIII §2] pokazano, qto C_0-qast~ slabogo sßatiØ ØvlØetsØ slabym sßatiem.

Teper~ vidno, qto v rassmatrivaemoæ zadaqe moßno zamenit~ absol¸tno nepreryvnye slabye sßatiØ na prØmye summy slabogo C_0-sßatiØ i absol¸tno nepreryvnogo unitarnogo operatora.

3. Kvazipodobie prØmyh summ C0-sßatiØ i absol¸tno nepreryvnogo unitarnogo operatora.

Lemma 5. Pust~ A : H → H i B : K → K – C0-sßatiØ, U1 :

G_1 → G_1 i U_2 : G_2 → G_2 – absol¸tno nepreryvnye unitarnye operatory, X : (_H G1 ) → (_K G2 ) – deformaciØ, spleta¸waØ (_{A 0} 0 U1 ) i (_{B 0} 0 U2 ) . Togda operator X diagonalen otnositel~no razloßeniæ

prostranstv (_H G1 ) i (_K G2 ) , i, sledovatel~no, A i B kvazipodobny, U_1 i U_2 unitarno ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Tak kak A i B – C0-sßatiØ, to suwestvuet vnu-

trennØØ funkciØ φ iz H^∞, ØvlØ¸waØsØ annulØtorom sßatiæ A i B. Tak kak U_1 i U_2 – absol¸tno nepreryvnye unitarnye operatory, to operatory φ(U_1) i φ(U_2) korrektno opredeleny i unitarny. Tak kak X spletaet

(_{A 0}

0 U1 ) i (_{B 0}

0 U2 ) , to X spletaet φ

(_{A 0}

0 U1 ) i φ (_{B 0}

0 U2 ) . Zapixem X v vide X = (_{X1 X2} X3 X4 ) . Imeem: X φ ( A 0 0 U_1 ) = ( X_1 X_2 X_3 X_4 ) ( 0 0 0 φ(U_1) ) = ( 0 X_2φ(U_1) 0 X_4φ(U_1) ) ,

φ ( B 0 0 U_2 ) X = ( 0 0 0 φ(U_2) ) ( X_1 X_2 X_3 X_4 ) = = ( 0 0 φ(U_2)X_3 φ(U_2)X_4 ) , pofftomu X_2φ(U_1) = 0, φ(U_2)X_3 = 0, i, tak kak φ(U_1) i φ(U_2) unitarny, poluqaem, qto X_2 = 0 i X_3 = 0. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ primenit~ [4, gl. III p. 5.32] i [3, gl. II p. 3.4]: esli imeetsØ deformaciØ, spleta¸waØ C_0-sßatiØ A i B, to A i B kvazipodobny; esli imeetsØ deformaciØ, spleta¸waØ unitarnye operatory U_1 i U_2, to U_1 i U_2 unitarno ffkvivalentny. �

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 61 DlØ togo qtoby svesti vopros o kvazipodobii i izomorfizme rexetok slabyh sßatiæ k teoreme 1, ostaetsØ ubedit~sØ, qto slaboe C_0-sßatie obladaet svoæstvom (R). �to dokazano v [4, gl. VII p. 1.7].

§4. Primery Primer 1. Kak uße otmeqalos~, v [4, gl. VII p. 1.21] pokazano,

qto esli T_1 i T_2 – C_0-sßatiØ, oblada¸wie svoæstvom (R), to otobraßenie I_X : Lat T_1 → Lat T_2 ØvlØetsØ izomorfizmom dlØ l¸- boæ deformacii X, spleta¸weæ T_1 i T_2. Sledu¸wiæ prostoæ (i horoxo izvestnyæ) primer pokazyvaet, qto dlØ slabyh sßatiæ podobnoe utverßdenie, voobwe govorØ, neverno.

Pust~ U – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve L^2 = L^2(T). ˚sno, qto operator U – unitarnyæ (i, sledovatel~no, slaboe sßatie). Pust~ X – operator v L^2. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) X : L^2 → L^2 – deformaciØ, U X = XU ;

(ii) suwestvuet funkciØ w ∈ L^∞ = L^∞(T), w ≠ 0 p.v. na T, takaØ, qto Xf = wf dlØ vseh f ∈ L^2.

Esli X udovletvorØet usloviØm (i), (ii), to I_X : Lat U → Lat U ØvlØetsØ izomorfizmom togda i tol~ko togda, kogda log |w| ∈ L^1(T). Deæstvitel~no, poslednee vkl¸qenie ravnosil~no suwestvovani¸ funkciæ g ∈ H^∞ i δ_0 ∈ L^∞, |δ_0| = 1 p.v. na T, takih, qto w = δ_0g, i togda I_X E = δ_0E dlØ l¸bogo E ∈ Lat U , pofftomu I_X ØvlØetsØ izomorfizmom. Esli ße funkciØ w ne predstavima v ukazannom vide, to I_X δH^2 = clos wδH^2 = L^2 dlØ l¸boæ funkcii δ ∈ L^∞, |δ| = 1 p.v. na T, pofftomu I_X ne ØvlØetsØ izomorfizmom.

Primer 2. V §§2 i 3 pokazano, qto esli dva slabyh sßatiØ

T_1 : H_1 → H_1 i T_2 : H_2 → H_2 kvazipodobny, to suwestvuet deformaciØ X : H_1 → H_2, spleta¸waØ T_1 i T_2 i takaØ, qto I_X : Lat T_1 → Lat T_2 ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok. Kak uße otmeqalos~ (sm. [2, §4]), dlØ psevdopodobnyh operatorov T_1 i T_2 naædutsØ takie spleta¸wie ih deformacii X : H_1 → H_2 i Y : H_2 → H_1, qto otobraßeniØ I_X i I_Y ØvlØ¸tsØ izomorfizmami, obratnymi drug k drugu.

Privedem primer kvazipodobnyh slabyh sßatiæ T_1 i T_2, dlØ kotoryh verno sledu¸wee: dlØ l¸boæ deformacii X : H_1 → H_2, spleta¸weæ T_1 i T_2 i takoæ, qto I_X : Lat T_1 → Lat T_2 ØvlØet-

62 M. F. GAMAL^ sØ izomorfizmom, obratnoe otobraßenie k I_X ne predstavimo v vide I_Y ni dlØ kakogo ograniqennogo operatora Y : H_2 → H_1.

Pust~ θ_1, θ_2 ∈ H^∞, θ_1, θ_2 – vzaimno prostye vnutrennie funkcii, takie, qto funkciØ θ_1f_1 + θ_2f_2 ne ØvlØetsØ vnexneæ ni dlØ kakih f_1, f_2 ∈ H^2. Primery takih θ_1 i θ_2 moßno naæti v [1]. Pust~ U – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve L^2 = L^2(T). Poloßim

T_1 = ( M_{θ1θ2} 0 0 U ) , T_2 = ( M_{θ1} ⊕ M_{θ2} 0 0 U ) . Oqevidno, qto T_1 i T_2 ØvlØ¸tsØ slabymi sßatiØmi. Tak kak funkcii θ_1 i θ_2 vzaimno prosty, to operatory M_{θ1θ2} i M_{θ1} ⊕ M_{θ2} kvazipodobny (sm. [4, gl. II]), sledovatel~no, T_1 i T_2 kvazipodob- ny. Lemma 6. Pust~ θ1, θ2 ∈ H^∞, θ1, θ2 – vzaimno prostye vnutren-

nie funkcii, X : K_{θ1θ2} → ( K_{θ1} K_{θ2} ) i Y : ( K_{θ1} K_{θ2} ) → K_{θ1θ2} – operatory, XM_{θ1θ2} = (M_{θ1} ⊕ M_{θ2} )X, Y (M_{θ1} ⊕ M_{θ2} ) = M_{θ1θ2} Y . Togda suwestvu¸t takie funkcii ψ ∈ H^∞ i f_1, f_2 ∈ H^2, qto Y X = ψ(M_{θ1θ2} ) i ψ = θ_1f_1 + θ_2f_2.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto Y XMθ_1θ_2 = Mθ_1θ_2 Y X, poffto-

mu suwestvuet funkciØ ψ ∈ H^∞ takaØ, qto Y X = ψ(M_{θ1θ2} ). Dalee,

K_{θ1θ2} = θ_2K_{θ1} ⊕ K_{θ2} = ( θ_2K_{θ1} K_{θ2} ) , i dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ H^∞ operator φ(M_{θ1θ2} ) imeet vid

φ(M_{θ1θ2} ) = ( φ(M_{θ1θ2} ) | |_{θ2Kθ1} ∗ 0 φ(M_{θ2} ) ) . Zapixem operatory X i Y v vide X = (_{X1 X2} X3 X4 ) , Y = (_{Y1 Y2} Y3 Y4 ) , togda iz ravenstv

Xθ_1(M_{θ1θ2} ) = θ_1(M_{θ1} ⊕ M_{θ2} )X i θ_1(M_{θ1θ2} ) | θ2K_θ1 = 0

poluqaem: ( X_1 X_2 X_3 X_4 ) ( 0 ∗ 0 θ_1(M_{θ2} ) ) = ( 0 0 0 θ_1(M_{θ2} ) ) ( X_1 X_2 X_3 X_4 ) ,

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 63 otkuda θ_1(M_{θ2} )X_3 = 0. Tak kak θ_1 i θ_2 vzaimno prosty, to Ker θ_1(M_{θ2} ) = {0}, sledovatel~no, X_3 = 0. Analogiqno Y_3 = 0.

Teper~ imeem: Y X = (_{∗ ∗} 0 X4Y4 ) = ψ(M_{θ1θ2} ) = (_{∗ ∗} 0 ψ(M_θ2 ) ) , pofftomu X_4Y_4 = ψ(M_{θ1θ2} ). Krome togo, ravenstvo Y_3 = 0 oznaqaet, qto P_{θ2} Y | | (_{Kθ1} 0 ) = 0, no togda i P_{θ1} Y | | (_0

K_θ2 ) = 0, to est~ Y

(_0

K_θ2 ) ⊂ θ_1K_{θ2} . Pokaßem, qto ψ(M_{θ2} )K_{θ2} ⊂ P_{θ2} θ_1K_{θ2} . Deæstvitel~no,

ψ(M_{θ2} )K_{θ2} = Y_4X_4K_{θ2} =

= P_{θ2} Y | | (^0_{Kθ2} )

P( 0_{Kθ2} )XK_{θ2} ⊂ P_{θ2} Y ( 0 K_{θ2} ) ⊂ P_{θ2} θ_1K_{θ2} .

Imeem:

ψ(M_{θ2} )K_{θ2} = P_{θ2} ψK_{θ2} ⊂ P_{θ2} θ_1K_{θ2} ⊂ P_{θ2}θ_1H^2,

otkuda

P_{θ2} ψH^2 ⊂ P_{θ2} θ_1H^2, ψH^2 ⊂ θ_1H^2 + θ_2H^2 i ψ = θ_1f_1 + θ_2f_2,

gde f_1, f_2 ∈ H^2. �

Pust~ teper~ X : (_{Kθ1θ2} L2 ) → (_{Kθ1 ⊕Kθ2} L2 ) – deformaciØ, X T_1 = T_2X , i I_X – izomorfizm rexetok Lat T_1 i Lat T_2. Predpoloßim, qto suwestvuet takoæ ograniqennyæ operator Y : (_{Kθ1 ⊕Kθ2} L2 ) → (_{Kθ1θ2} L2 ) , qto I_Y : Lat T_2 → Lat T_1 ØvlØetsØ izomorfizmom, obratnym k I_X . Togda dlØ l¸bogo E ∈ Lat T_1 imeem: E = I_Y I_X E = clos Yclos X E = clos YX E, ots¸da vidno, qto Lat T_1 ⊂ Lat YX . Operator T_1 udovletvorØet usloviØm teoremy 5, §8 iz [2], pofftomu verno sledu- ¸wee: l¸boæ operator Z, dlØ kotorogo Lat T_1 ⊂ Lat Z, imeet vid Z = φ(T_1), gde φ ∈ H^∞. Pofftomu YX = φ(T_1) dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈ H^∞. Teper~ legko videt~, qto YT_2 = T_1Y. V samom dele, T_1YX = YX T_1 = YT_2X , to est~ T_1Y = YT_2 na mnoßestve X H_1,

64 M. F. GAMAL^ plotnom v H_2, po nepreryvnosti ffto ravenstvo prodolßaetsØ na vse H_2.

Po lemme 5 operatory X i Y diagonal~ny. Poloßim X = (_{X 0}

0 W1 ) , Y = (_{Y 0}

0 W2 ) , gde X : K_{θ1θ2} → K_{θ1} ⊕ K_{θ2} , Y : K_{θ1} ⊕ K_{θ2} → K_{θ1θ2} ,

W_1, W_2 – operatory v L^2. Po lemme 6 Y X = ψ(M_{θ1θ2} ), gde ψ = θ_1f_1 + θ_2f_2, f_1, f_2 ∈ H^2. Poloßim W = W_2W_1, togda W udovletvorØet uslovi¸ (i) iz primera 1, sledovatel~no, W udovletvorØet uslovi¸ (ii) dlØ nekotoroæ funkcii w ∈ L^∞. Po predpoloßeni¸ otobraßenie I_{YX} ØvlØetsØ toßdestvennym na Lat T_1, v qastnosti, H^2 = I_W H^2 = clos wH^2, znaqit, w – vnexnØØ funkciØ iz H^∞.

Imeem: YX = ( Y 0 0 W_2 ) ( X 0 0 W_1 ) = ( Y X 0 0 W ) = ( ψ(M_{θ1θ2} ) 0 0 w(U ) ) , s drugoæ storony,

YX = φ(T_1) = ( φ(M_{θ1θ2} ) 0 0 φ(U ) ) . Sledovatel~no, φ(U ) = w(U ), φ = w, znaqit, φ – vnexnØØ. Krome togo, φ(M_{θ1θ2} ) = ψ(M_{θ1θ2} ), pofftomu φ ∈ ψ + θ_1θ_2H^∞, i, tak kak ψ = θ_1f_1 + θ_2f_2 dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ H^2, to i φ = θ_1g_1 + θ_2g_2, gde g_1, g_2 ∈ H^2. Po uslovi¸, naloßennomu na funkcii θ_1 i θ_2, funkciØ φ ne moßet byt~ vnexneæ.

Itak, predpoloßiv, qto otobraßenie I_Y ØvlØetsØ obratnym k I_X , my poluqili protivoreqie. Sledovatel~no, otobraßenie I_Y ne moßet byt~ obratnym k I_X ni dlØ kakogo ograniqennogo operatora Y.

Literatura

1. V. I. Vas¸nin, N. G. Makarov, O kvazipodobii model~nyh sßatiæ s neravnymi defektami. — Zap. nauqn. semin. LOMI 149 (1986), 24–37.

2. V. V. Kapustin, A. V. Lipin, Operatornye algebry i rexetki invariantnyh podprostranstv. I, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 178 (1989) 23–56, 190 (1991) 110–147.

KVAZIPODOBNYE SLABYE SȷATI˚ 65 3. B. Sœkefal~vi-Nad~, Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz. Mir, Moskva (1970).

4. H. Bercovici, Operator theory and arithmetic in H1. — AMS, Math. Surveys and Monographs 26 (1988).

Gamal’ M. F. Quasisimilar weak contractions have isomorphic lattices of invariant subspaces.

A contraction T acting on a Hilbert space H is called a weak contraction if the spectrum of T does not cover the unit disk D and the operator I − T^∗T is of trace class. The operators T_1 : H_1 → H_1 and T_2 : H_2 → H_2 are called quasisimilar if there exist operators X : H_1 → H_2 and Y : H_2 → H_1 such that T_2X = XT_1, Y T_2 = T_1Y , and X and Y have zero kernels and dense ranges. It is proved that if two weak contractions T_1 and T_2 acting on separable spaces H_1 and H_2 are quasisimilar, then there exists an operator X : H_1 → H_2 such that XT_1 = T_2X and the mapping I_X : Lat T_1 → Lat T_2, I_X E = clos XE, E ∈ Lat T_1, is a lattice isomorphism. An example is given of two quasisimilar weak contractions such that for any isomorphism I_X its inverse is not equal to I_Y for an arbitrary (bounded) operator Y .

Postupilo 25 i¸nØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

gamal@pdmi.ras.ru