Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

V. S. Itenberg, I. V. Itenberg

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI NA VEWESTVENNO` PROEKTIVNO` PLOSKOSTI I VSPOMOGATEL^NYE KONIKI

Aleksandru Aleksandroviqu Ivanovu i Viktoru Abramoviqu Zalgalleru k 80-leti¸

§1. Vvedenie

Predmet stat~i – simmetriqnye krivye stepeni 6 na vewestvennoæ proektivnoæ ploskosti RP^2. PloskaØ proektivnaØ vewestvennaØ algebraiqeskaØ krivaØ A nazyvaetsØ simmetriqnoæ, esli mnoßestvo ee kompleksnyh toqek C A ⊂ C P^2 invariantno otnositel~no golomorfnoæ invol¸cii −1 : [z_0 : z_1 : z_2] → [−z_0 : z_1 :

z_2] kompleksnoæ proektivnoæ ploskosti C P^2 . My rassmatrivaem

zdes~ tol~ko neosobye simmetriqnye krivye.

Interesnym ØvlØetsØ vopros o tom, kakie klassy ßestkih izotopiæ neosobyh krivyh zadannoæ stepeni v RP^2 soderßat simmetriqnye krivye. (Dve neosobye krivye stepeni m v RP^2 ßestko izotopny, esli sootvetstvu¸wie toqki v prostranstve RC_m krivyh stepeni m v RP^2 prinadleßat odnoæ i toæ ße komponente svØznosti dopolneniØ diskriminantnoæ giperpoverhnosti.)

Pervyæ netrivial~nyæ rezul~tat, otnosØwiæsØ k simmetriqnym krivym, byl poluqen V. M. Harlamovym [12] (sm. takße stat~i [10, 11], kotorye tesno svØzany s rassmatrivaemym voprosom). On dokazal, qto neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2, ime- ¸waØ vewestvennu¸ shemu ⟨5 ∐ 1⟨5⟩⟩ (sm. ris. 1), ne moßet byt~ simmetriqnoæ. Sistematiqeskoe izuqenie simmetriqnyh krivyh bylo naqato T. Fidlerom [2]. V qastnosti, on dokazal, qto dlØ maksimal~noæ simmetriqnoæ krivoæ stepeni 2k v RP^2 imeet mesto sravnenie

p − n ≡ k^2 mod 16, 154

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 155 gde p i n – qisla qetnyh i neqetnyh ovalov sootvetstvenno. (L¸- baØ komponenta svØznosti mnoßestva vewestvennyh toqek neosoboæ krivoæ qetnoæ stepeni v RP^2 ØvlØetsØ ovalom, t.e. vloßena

v RP^2 dvustoronne; oval nazyvaetsØ (ne)qetnym, esli on leßit

vnutri (ne)qetnogo qisla drugih ovalov.) NeosobaØ krivaØ stepeni m v RP^2 nazyvaetsØ maksimal~noæ ili M -krivoæ, esli mnoßestvo ee vewestvennyh toqek imeet maksimal~no vozmoßnoe dlØ zadannoæ stepeni qislo komponent svØznosti; dlØ stepeni m, soglasno teoreme Harnaka [15], ffto qislo ravno (m−1)(m−2)/2+1. DlØ maksimal~noæ krivoæ stepeni 2k v RP^2 imeet mesto sravnenie Gudkova–Rohlina:

p − n ≡ k^2 mod 8

(sm. [6]). V kaqestve sledstviØ sravneniØ Fidlera moßno snova poluqit~, qto neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2, ime¸waØ vewestvennu¸ shemu ⟨5 ∐ 1⟨5⟩⟩, ne ØvlØetsØ simmetriqnoæ. Izuqenie simmetriqnyh krivyh bylo prodolßeno S. Trillem [19], kotoryæ dokazal neskol~ko sravneniæ dlØ simmetriqnyh (M − 1)- i (M −2)-krivyh qetnoæ stepeni (neosobaØ krivaØ stepeni m v RP^2 nazyvaetsØ (M −i)-krivoæ, esli mnoßestvo ee vewestvennyh toqek imeet (m − 1)(m − 2)/2 + 1 − i komponent svØznosti).

Ris. 1.

Otvet na vopros o klassah ßestkih izotopiæ neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2, dopuska¸wih simmetriqnye krivye, soderßitsØ v [16]. Stat~Ø [16] posvØwena vyqisleni¸ grupp monodromii neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2. Gruppa monodromii neosoboæ krivoæ A stepeni m v RP^2 est~ podgruppa g(π_1(U, a)) gruppy perestanovok ovalov krivoæ A, gde a – toqka prostranstva

156 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG

RCm, sootvetstvu¸waØ A, U – soderßawaØ a komponenta svØzno-

sti dopolneniØ diskriminantnoæ giperpoverhnosti v RC_m, a g – estestvennyæ gomomorfizm. ˚sno, qto gruppa monodromii invariantna otnositel~no ßestkih izotopiæ. SvØz~ meßdu gruppoæ monodromii neosoboæ krivoæ A stepeni 6 v RP^2 i suwestvovaniem simmetriqnoæ krivoæ v klasse ßestkih izotopiæ krivoæ A sledu¸waØ. L¸boæ klass ßestkih izotopiæ, soderßawiæ krivye stepeni 6 v RP^2 s 6 3 ovalami, dopuskaet simmetriqnu¸ krivu¸. NeosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2 s trivial~noæ gruppoæ monodromii i ime¸waØ ¿ 4 ovalov ne moßet byt~ simmetriqnoæ. Iz dokazatel~stva osnovnoæ teoremy raboty [16] sleduet, qto kaßdyæ klass ßestkih izotopiæ, soderßawiæ krivye stepeni 6

v RP^2 s netrivial~noæ gruppoæ monodromii, soderßit simme-

triqnu¸ krivu¸.

OkazyvaetsØ, qto gruppy monodromii neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2 mogut byt~ opisany v terminah prosteæxih vyroßdeniæ fftih krivyh (sm. [16]).

Dokazatel~stva v [16] osnovany na izuqenii vewestvennyh K3- poverhnosteæ i sledu¸t podhodu, razvitomu V. Harlamovym [9, 10] i V. Nikulinym [4, 5]. V nastoØweæ stat~e my ispol~zuem bolee fflementarnyæ podhod dlØ poluqeniØ spiska klassov ßestkih izotopiæ neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2, kotorye dopuska¸t simmetriqnu¸ krivu¸. DlØ dokazatel~stva togo, qto krivaØ v dannom klasse ßestkih izotopiæ ne moßet byt~ simmetriqnoæ, my izuqaem poloßenie krivoæ po otnoxeni¸ k vspomogatel~nym konikam. Nekotorye iz fftih konik ØvlØ¸tsØ prepØtstviØmi dlØ opredelennyh prosteæxih vyroßdeniæ krivoæ. �to privodit k dokazatel~stvu asimmetrii krivoæ (podrobnosti sm. v §3).

Rassmotrenie vspomogatel~nyh krivyh pri izuqenii ßestkih izotopiæ vewestvennyh algebraiqeskih krivyh vpervye bylo primeneno O. ˚. Viro [3] i T. Fidlerom [7]. Vspomogatel~nye koniki i kubiki uspexno ispol~zovalis~ v topologii vewestvennyh algebraiqeskih krivyh (sm., naprimer, [13, 14]). Moßno nadeØt~sØ, qto podhod, razvityæ v nastoØweæ stat~e, okaßetsØ poleznym pri izuqenii simmetriqnyh krivyh bol~xeæ stepeni, naprimer, stepeni 7.

§2. Standartnye svedeniØ o sekstikah v RP^2

Iz teoremy Bezu sleduet, qto neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 157 imeet odnu iz sledu¸wih vewestvennyh shem: ⟨∅⟩, ⟨1⟨1⟨1⟩⟩⟩ ili

⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩ (v oboznaqeniØh, predloßennyh Viro [1]). Napomnim,

qto v poslednem sluqae

α + β ≤ 10,

esli α + β = 10, to α − β ≡ 0 mod 8, esli α + β = 9, to α − β ≡ ±1 mod 8, v sootvetstvii s neravenstvom Harnaka i sravneniØmi Gudkova– Rohlina i Gudkova–Krahnova–Harlamova (sr. [2]). �to daet polnyæ spisok vewestvennyh shem neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2. Klass ßestkih izotopiæ neosoboæ krivoæ stepeni 6 v RP^2 opredelØetsØ vewestvennoæ shemoæ i tipom (I ili II) krivoæ [4].

Rassmotrim neosobu¸ krivu¸ A stepeni 6 v RP^2 s vewestvennoæ shemoæ ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde α ≥ 2, β ≥ 2 i α + β ≥ 5. Oboznaqim nepustoæ oval krivoæ A qerez O, vnexnie pustye ovaly – qerez

O_1, . . . , O_α i vnutrennie pustye ovaly – qerez O_{α+1}, . . . , O_{α+β}.

Vyberem toqku vnutri kaßdogo pustogo ovala krivoæ A takim obrazom, qtoby vse α + β vybrannyh toqek byli v obwem poloßenii. Oboznaqim toqku, vybrannu¸ vnutri O_k, qerez o_k. DlØ l¸boæ toqki p oboznaqim qerez L(p) puqok prØmyh, prohodØwih qerez p.

L¸boæ puqok L(o_k), gde O_k – vnutrenniæ pustoæ oval krivoæ A, opredelØet cikliqeskiæ porØdok Ord_c(o_k) na vseh pustyh ovalah krivoæ A, za iskl¸qeniem O_k. �tot cikliqeskiæ porØdok opredelen s toqnost~¸ do obraweniØ. Nazovem takoæ porØdok obratimym cikliqeskim. Pust~ teper~ O_k – vnexniæ pustoæ oval krivoæ A, i L^O(o_k) – otrezok puqka L(o_k), sostoØwiæ iz prØmyh, pereseka¸wih nepustoæ oval O. �tot otrezok puqka opredelØet obratimyæ cikliqeskiæ porØdok Ord_c(o_k) na pustyh ovalah krivoæ A, ime¸wih nepustoe pereseqenie s ob¨edineniem prØmyh otrezka L^O(o_k) i otliqnyh ot O_k. ˚sno, qto l¸boæ vnutrenniæ pustoæ oval krivoæ A imeet nepustoe pereseqenie s nekotorymi prØmymi otrezka L^O(o_k).

Sledu¸wie lemmy horoxo izvestny i byli vpervye dokazany V. M. Harlamovym [12].

Lemma 2.1. DlØ l¸bogo pustogo ovala Ok krivoæ A vnutrennie

pustye ovaly (za iskl¸qeniem O_k, esli on vnutrenniæ) ØvlØ¸tsØ posledovatel~nymi v obratimom cikliqeskom porØdke Ord_c(o_k). Krome togo, l¸baØ prØmaØ (o_i, o_j), gde O_i i O_j – vnexnie pustye ovaly, libo ne peresekaetsØ s vnutrennost~¸ ovala O, libo delit

158 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG

Ris. 2.

ego vnutrennost~ na dve qasti, odna iz kotoryh pusta, t.e. ne soderßit ovalov krivoæ A).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto suwestvu¸t dva vnexnih

pustyh ovala O_i i O_j , razdelØ¸wih dva vnutrennih pustyh ovala O_s i O_t v porØdke Ord_c(o_k) (sm. ris. 2). Rassmotrim koniku Q, kotoraØ prohodit qerez pØt~ toqek o_k, o_i, o_j, o_s i o_t. Zametim, qto duga RQ \ o_k (gde RQ – vewestvennaØ qast~ koniki Q) prohodit qerez o_i, o_j , o_s i o_t v porØdke, zadannom Ord_c(o_k). Takim obrazom, Q peresekaet A po kraæneæ mere v 14 toqkah. Protivoreqie.

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ lemmy predpoloßim, qto prØmaØ (o_i, o_j ), gde O_i i O_j – vnexnie pustye ovaly, delit vnutrennost~ ovala O na dve nepustye qasti; odna iz fftih qasteæ soderßit vnutrenniæ pustoæ oval O_s, a drugaØ soderßit vnutrenniæ pustoæ oval O_t. Vyberem proizvol~nyæ pustoæ oval O_r, otliqnyæ ot O_i, O_j , O_s i O_t. Konika, prohodØwaØ qerez

o_i, o_j, o_s, o_t i o_r, peresekaet A po kraæneæ mere v 14 toqkah. •

Iz lemmy 2.1 sleduet, qto l¸boæ puqok L(o_k), gde O_k - vnexniæ pustoæ oval, opredelØet lineænyæ porØdok Ord_l(o_k) na vnutrennih pustyh ovalah. �tot porØdok takße opredelen s toqnost~¸ do obraweniØ. Nazovem takoæ porØdok obratimym lineænym. Dalee, l¸boæ puqok L(o_k), gde O_k – vnutrenniæ pustoæ oval, opredelØet obratimyæ lineænyæ porØdok Ord_l(o_k) na vnexnih pustyh

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 159

Ris. 3.

ovalah.

Lemma 2.2. Obratimye lineænye porØdki, opredelØemye puqkami

L(o_1), . . . , L(o_α) na vnutrennih pustyh ovalah krivoæ A, sovpada- ¸t. Dokazatel~stvo. Pust~ Oi i Oj – dva vnexnih pustyh ova-

la, i pust~ O_r, O_s i O_t – tri vnutrennih pustyh ovala krivoæ A. Rassmotrim koniku Q, prohodØwu¸ qerez o_i, o_j , o_r , o_s i o_t (sm. ris. 3). VewestvennaØ qast~ koniki Q peresekaet vnutrennost~ ovala O po duge. �ta duga opredelØet obratimyæ lineænyæ porØdok na O_r, O_s i O_t. ˚sno, qto fftot porØdok sovpadaet s porØdkami, opredelØemymi otrezkami puqkov L^O(o_i) i L^O(o_j ). Ots¸da sleduet dokazyvaemoe utverßdenie. •

Lemma 2.3. Obratimye lineænye porØdki, opredelØemye na vnex-

nih pustyh ovalah krivoæ A puqkami L(o_{α+1}), . . . , L(o_{α+β}), sovpada¸t.

Dokazatel~stvo polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 2.2. •

V dal~neæxem my predpolagaem, qto ovaly O_1, . . . , O_α (sootvetstvenno, O_{α+1}, . . . , O_{α+β}) pronumerovany soglasno vyxeukazannym obratimym lineænym porØdkam. Zametim, qto ffti porØdki invariantny otnositel~no ßestkih izotopiæ.

Rassmotrim tri vnutrennih pustyh ovala O_r, O_s i O_t. PrØmye (o_r, o_s), (o_r, o_t) i (o_s, o_t) delØt proektivnu¸ ploskost~ na 4

160 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG qasti. Rovno odna iz fftih qasteæ soderßitsØ vnutri O. Nazovem ee treugol~nikom o_ro_so_t. Ob¨edinenie treugol~nikov o_ro_so_t, gde (O_r, O_s, O_t) probegaet vse troæki vnutrennih pustyh ovalov krivoæ A, nazyvaetsØ vypukloæ oboloqkoæ toqek o_{α+1}, . . . , o_{α+β} . VypuklaØ oboloqka C toqek o_{α+1}, . . . , o_{α+β} ØvlØetsØ vypukloæ v sledu¸wem smysle. Rassmotrim storonu [o_s, o_t] oboloqki C. PrØmaØ (o_s, o_t) delit vnutrennost~ ovala O na dve qasti. ˚sno, qto odna iz nih ne soderßit ni odnoæ iz toqek o_k.

Lemma 2.4. Ni odin iz treugol~nikov or osot, gde Or, Os i Ot - vnu-

trennie pustye ovaly krivoæ A, ne soderßit vnutri sebØ ovalov krivoæ A. Toqki o_{α+1}, . . . , o_{α+β} ØvlØ¸tsØ posledovatel~nymi verxinami svoeæ vypukloæ oboloqki.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto treugol~nik orosot, gde

O_r, O_s i O_t – vnutrennie pustye ovaly krivoæ A, soderßit vnu-

tri sebØ oval O_u (sm. ris. 4). Vyberem proizvol~nyæ pustoæ oval O_i krivoæ A, otliqnyæ ot O_r, O_s, O_t i O_u. Togda konika, prohodØwaØ qerez o_r, o_s, o_t, o_u i o_i, peresekaet A po kraæneæ mere v 14 toqkah.

Ris. 4.

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ lemmy dostatoqno pokazat~, qto obratimyæ lineænyæ porØdok, opredelØemyæ puqkom L(o_{α+1}) na ovalah O_{α+2} . . . , O_{α+β}, sovpadaet so standartnym porØdkom O_{α+2}, . . . , O_{α+β}. Vyberem sredi ovalov O_{α+2}, . . . , O_{α+β} tri ovala O_r, O_s i O_t i vyberem odin vnexniæ pustoæ oval O_i.

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 161 Pust~ Q – konika, prohodØwaØ qerez o_{α+1}, o_r, o_s, o_t i o_i. Zametim, qto duga RQ \ o_i prohodit qerez o_{α+1}, o_r, o_s i o_t v porØdke, zadavaemom Ord_l(o_i). Takim obrazom, puqok L(o_{α+1}) opredelØet na o_r , o_s i o_t tot ße samyæ obratimyæ lineænyæ porØdok, qto i

Ord_l(o_i). �to dokazyvaet trebuemoe utverßdenie. •

§3. Simmetriqnye sekstiki: osnovnaØ teorema Teorema 3.1. Klass ßestkih izotopiæ neosobyh krivyh stepeni 6

v RP^2 ne soderßit simmetriqnoæ krivoæ v tom i tol~ko v tom

sluqae, esli krivye fftogo klassa ime¸t vewestvennu¸ shemu ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde α ≥ 2, β ≥ 3 i max(α, β) ≥ 4.

Zameqanie. V tablice raboty [16], soderßaweæ gruppy mono-

dromii neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2, oxiboqno utverßdaetsØ, qto gruppa monodromii krivyh tipa II s vewestvennoæ shemoæ

⟨3 ∐ 1⟨3⟩⟩ trivial~na. Na samom dele ffta gruppa monodromii

izomorfna Z/2, i sootvetstvu¸wiæ klass ßestkih izotopiæ soderßit simmetriqnu¸ krivu¸.

Pust~ A – neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2 s vewestvennoæ shemoæ ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde β⟩0. Pustoæ oval O_k krivoæ A nazyvaetsØ mobil~nym esli suwestvuet put~ I : [0, 1] → RC_6 v prostranstve

RC6 vseh vewestvennyh ploskih proektivnyh krivyh stepeni 6

takoæ, qto

(1) I(0) – krivaØ A, (2) kaßdaØ krivaØ I(t), t ∈ [0, 1), neosoba, (3) krivaØ I(1) imeet rovno odnu osobu¸ toqku, i ffta toqka nevyroßdennaØ dvoænaØ, (4) pri vozmuwenii I(1−t^′), t^′ ∈ [0, 1], osoboæ krivoæ I(1) komponenta svØznosti mnoßestva vewestvennyh toqek krivoæ

I(1), soderßawaØ osobu¸ toqku, prevrawaetsØ v dve kom-

ponenty svØznosti mnoßestva vewestvennyh toqek krivoæ

I(0), odna iz kotoryh ØvlØetsØ ovalom O_k, drugaØ – ne-

pustym ovalom krivoæ A.

Lemma 3.2. Pust~ A – neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2 s vewe-

stvennoæ shemoæ ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde α ≥ 2 i β ≥ 4. Togda po kraæneæ mere odin iz ovalov O_{α+2} i O_{α+β−1} (v oboznaqeniØh §2) – mobil~- nyæ.

162 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG

Lemma 3.3. Pust~ A – neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2 s vewe-

stvennoæ shemoæ ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde α ≥ 4 i β = 3. Togda po kraæneæ mere odin iz ovalov O_2 i O_{α−1} (v oboznaqeniØh §2) mobil~nyæ. Krome togo, oval O_{α+2} ØvlØetsØ mobil~nym.

Lemmy 3.2 i 3.3 moßno dokazat~ s pomow~¸ postroeniØ (ispol~zuØ, naprimer, malye vozmuweniØ ob¨edineniØ treh ffllipsov, kasa¸wihsØ drug druga v dvuh toqkah [20]) podhodØwih predstaviteleæ v kaßdom klasse ßestkih izotopiæ neosobyh krivyh stepeni 6 v RP^2 s vewestvennymi shemami ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde

α ≥ 2 i β ≥ 4 (sootvetstvenno, α ≥ 4 i β = 3).

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Voz~mem neosobu¸ krivu¸ A ste-

peni 6 v RP^2 s vewestvennoæ shemoæ ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩, gde α ≥ 2, β ≥ 3 i

max(α, β) ≥ 4. Oboznaqim vnexnie (sootvetstvenno, vnutrennie)

pustye ovaly krivoæ A qerez O_1, . . . , O_α (sootvetstvenno, O_{α+1},

. . . , O_{α+β} ) soglasno obratimym lineænym porØdkam, vvedennym

v §2. DlØ l¸bogo pustogo ovala O_k krivoæ A vyberem toqku o_k vnutri O_k takim obrazom, qtoby vse vybrannye toqki byli v obwem poloßenii.

Ris. 5.

Rassmotrim dva sluqaØ: β ≥ 4 i β = 3.

Sluqaæ β ≥ 4. Soglasno lemme 3.2, odin iz ovalov Oα+2

i O_{α+β−1} – mobil~nyæ. Predpoloßim, naprimer, qto ffto – oval O_{α+2}. Pokaßem, qto togda O_{α+β−1} – ne mobil~nyæ. Ots¸- da budet sledovat~, qto krivaØ A – ne simmetriqnaØ. Vyberem

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 163 dva vnexnih pustyh ovala O_i i O_j krivoæ A. PrØmaØ (o_{α+1}, o_{α+β}) delit vnutrennost~ nepustogo ovala O krivoæ A na dve qasti. Soglasno lemme 2.4 odna iz fftih qasteæ soderßit toqki o_{α+2},

. . . , o_{α+β−1} (sm. ris. 5).

Oboznaqim fftu qast~ qerez P i rassmotrim koniku Q, prohodØwu¸ qerez o_i, o_j , o_{α+1}, o_{α+β−1} i o_{α+β} . Duga q vewestvennoæ qa-

sti RQ koniki Q, leßawaØ vnutri O i soedinØ¸waØ toqki oα+1

i o_{α+β}, prohodit qerez o_{α+β−1} i, takim obrazom, soderßitsØ v P . Rassmotrim takße koniku Q^′, prohodØwu¸ qerez o_i, o_j , o_{α+1}, o_{α+2} i o_{α+β}. Duga q^′ ee vewestvennoæ qasti RQ^′, leßawaØ vnutri O i soedinØ¸waØ o_{α+1} i o_{α+β} , takße soderßitsØ v P (sm. ris. 5). Tak kak oval O_{α+2} mobil~nyæ, on raspoloßen vne oblasti, ograniqennoæ dugoæ q i otrezkom [o_{α+1}, o_{α+β}], soderßawimsØ vnutri O (sm. ris. 5). Ots¸da sleduet, qto oval O_{α+β−1} raspoloßen vnutri oblasti, ograniqennoæ dugoæ q^′ i otrezkom [o_{α+1}, o_{α+β}]. Takim obrazom, soglasno teoreme Bezu, oval O_{α+β−1} – ne mobil~- nyæ.

Sluqaæ β = 3. Soglasno lemme 3.3 odin iz ovalov O2 i Oα−1 –

mobil~nyæ. Predpoloßim, naprimer, qto O_2 – mobil~nyæ. Pokaßem, qto O_{α−1} – ne mobil~nyæ. Ots¸da budet sledovat~, qto krivaØ A – ne simmetriqnaØ.

Ris. 6.

164 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG

Pust~ Q – puqok konik, prohodØwih qerez o_1, o_α, o_{α+1} i o_{α+3}. Oboznaqim qerez Q_2, Q_{α−1} i Q_{α+2} koniki puqka Q, prohodØwie qerez o_2, o_{α−1} i o_{α+2}, sootvetstvenno (sm. ris. 6). Rassmotrim otrezok Q^{o1,off} puqka Q, sostoØwiæ iz konik, vewestvennaØ qast~ kotoryh soderßit dugu, taku¸, qto

ffta duga soedinØet toqki o_1 i o_α, duga ne prohodit qerez drugie bazisnye toqki puqka.

Koniki Q_2, Q_{α−1} i Q_{α+2} prinadleßat Q^{o1,off}. Pust~ q_2, q_{α−1} i

q_{α+2} – dugi ih vewestvennyh qasteæ RQ_2, RQ_{α−1} i RQ_{α+2}, soedi-

nØ¸wie toqki o_1 i o_α i ne prohodØwie qerez drugie bazisnye toqki puqka. Zametim, qto q_2, q_{α−1} i q_{α+2} raspoloßeny snarußi nepustogo ovala O krivoæ A. Otrezok Q^{o1,off} opredelØet obratimyæ lineænyæ porØdok na Q_2, Q_{α−1} i Q_{α+2}. Pokaßem, qto fftot porØdok sledu¸wiæ: Q_2, Q_{α−1} i Q_{α+2}. Esli Q_2 raspoloßena meßdu Q_{α−1} i Q_{α+2}, to oval O_2 soderßitsØ vnutri oblasti (gomeomorfnoæ disku), ograniqennoæ q_{α−1} i q_{α+2} (sm. ris. 7). �to protivoreqit tomu, qto O_2 – mobil~nyæ.

Ris. 7.

Predpoloßim, qto konika Q_{α+2} raspoloßena meßdu konikami

Q_2 i Q_{α−1}. Rassmotrim togda dugi q^′_2 i q^′_{α−1} ih vewestvennyh

qasteæ RQ_2 i RQ_{α−1}, soedinØ¸wie o_{α+1} i o_{α+3} i raspoloßennye vnutri O. My poluqaem, qto oval O_{α+2} soderßitsØ vnutri oblasti (gomeomorfnoæ disku), ograniqennoæ q^′_2 i q^′_{α−1} (sm. ris. 8). �to protivoreqit lemme 3.3, utverßda¸weæ, qto oval O_{α+2} – mobil~nyæ.

Takim obrazom, Q_{α−1} raspoloßena meßdu Q_2 i Q_{α+2}. V fftom sluqae oval O_{α−1} soderßitsØ vnutri oblasti (gomeomorfnoæ disku), ograniqennoæ q_2 i q_{α+2} (sm. ris. 9). Ots¸da my poluqaem, qto oval O_{α−1} – ne mobil~nyæ.

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 165

Ris. 8.

Ris. 9.

My dokazali, qto l¸baØ neosobaØ krivaØ stepeni 6 v RP^2, ime¸waØ vewestvennu¸ shemu ⟨α ∐ 1⟨β⟩⟩ s α ≥ 2, β ≥ 3 i

max(α, β) ≥ 4, ne ØvlØetsØ simmetriqnoæ.

DlØ kaßdogo klassa ßestkih izotopiæ, soderßawego neosobye krivye stepeni 6 v RP^2 s drugoæ vewestvennoæ shemoæ, legko postroit~ simmetriqnyæ predstavitel~. �to moßno sdelat~ ispol~zuØ klassiqeskie metody, malye vozmuweniØ treh ffllipsov, kasa¸wihsØ drug druga v dvuh toqkah [20] i kombinatornoe skleivanie (sm. [21, 17]). V kaqestve primera my privodim zdes~ kombinatornoe skleivanie simmetriqnoæ neosoboæ krivoæ stepeni 6 v RP^2 s vewestvennoæ shemoæ ⟨6 ∐ 1⟨2⟩⟩ (sm. ris. 10). •

Blagodarnost~. Qast~ nastoØweæ raboty byla vypolnena vo

vremØ prebyvaniØ vtorogo avtora v Isaac Newton Institute for Math-

ematical Sciences, University of Cambridge. Vtoroæ avtor blagodarit

fftot Institut za gostepriimstvo i prekrasnye usloviØ dlØ raboty.

166 V. S. ITENBERG, I. V. ITENBERG

Ris. 10.

Literatura

1. O. ˚. Viro, Krivye stepeni 7, krivye stepeni 8 i gipoteza Rffgsdeæl. — Dokl. AN SSSR 254 (1980), 1303–1310.

2. O. ˚. Viro, Uspehi v topologii vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ za poslednie xest~ let. — Uspehi mat. nauk 41, ˝ 3 (1986), 45–67.

3. O. ˚. Viro, — Qastnoe soobwenie.

4. V. V. Nikulin, Celoqislennye simmetriqeskie bilineænye formy i nekotorye ih geometriqeskie priloßeniØ. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 43, ˝ 1 (1979), 111–177.

5. V. V. Nikulin, Invol¸cii celoqislennyh kvadratiqnyh form i ih priloßeniØ k vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 47, ˝ 1 (1983), 109–188.

6. V. A. Rohlin, SravneniØ po modul¸ 16 v xestnadcatoæ probleme Gil~- berta. — Funkc. analiz i ego priloß. 6, ˝ 4 (1972), 58–64.

7. T. Fidler, Puqki prØmyh i topologiØ vewestvennyh algebraiqeskih krivyh. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 46, ˝ 4 (1982), 853–863.

8. T. Fidler, — Qastnoe soobwenie.

9. V. M. Harlamov, Topologiqeskie tipy neosobyh poverhnosteæ stepeni 4

v RP^3. — Funkc. analiz i ego priloß. 10, ˝ 4 (1976), 55–68.

10. V. M. Harlamov, Izotopiqeskie tipy neosobyh poverhnosteæ stepeni 4

v RP^3. — Funkc. analiz i ego priloß. 12, ˝ 1 (1978), 86–87.

11. V. M. Harlamov, K klassifikacii neosobyh poverhnosteæ stepeni 4 v RP^3

SIMMETRIQNYE SEKSTIKI 167 otnositel~no ßestkih izotopiæ. — Funkc. analiz i ego priloß. 18, ˝ 1 (1984), 49–56.

12. V. M. Harlamov, — Qastnoe soobwenie.

13. S. Fiedler-Le Touzé, Orientations complexes des courbes algébriques réelles. — Ph. D. Thesis, Rennes 2000.

14. S. Fiedler-Le Touzé and S. Orevkov, A flexible affine M-sextic which is algebraically unrealizable. — Preprint. Toulouse. 1999.

15. A. Harnack, Über Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven. — Math. Ann

10 (1876), 189–199.

16. I. Itenberg, Groups of monodromy of nonsingular curves of degree 6. Real Analytic and Algebraic Geometry, Proc., Trento 1992. W. de Gruyter, 1995, pp. 161–168.

17. I. Itenberg and O. Ya. Viro, Patchworking algebraic curves disproves the Ragsdale conjecture. — Math. Intelligencer 18 no. 4 (1996), 19–28.

18. V. M. Kharlamov, Nonamphicheiral surfaces of degree 4 in RP 3. — Lect. Notes Math. 1346 (1988), 349–356.

19. S. Trilles, Symétrie et entrelacs de courbes algébriques réelles. — Ph. D. Thesis, Toulouse, 2000.

20. O. Ya. Viro, Gluing of plane real algebraic curves and construction of curves of degrees 6 and 7. — Lect. Notes Math. 1060 (1984), 187–200.

21. O. Ya. Viro, Patchworking real algebraic varieties. Preprint, Uppsala University, 1994.

Itenberg V. S., Itenberg I. V. Symmetric sextics and auxiliary conics. Rigid isotopy classes of nonsingular curves of degree 6 in RP^2 are considered. The previously-known list of all the classes containing symmetric curves is obtained by elementary means. The proof of the fact that a curve in a given rigid isotopy class cannot be symmetric involves studying the position of such a curve with respect to auxiliary conics.

Postupilo 25 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet ffkonomiki i finansov

Rennes University, France email itenberg@maths.univ-rennes1.fr