Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

S. V. Dußin

INFINITEZIMAL^NA˚ KLASSIFIKACI˚ SISTEM DVUH URAVNENI` V QASTNYH PROIZVODNYH PERVOGO POR˚DKA

§1. Vvedenie

My daem klassifikaci¸ simvolov sistem differencial~nyh uravneniæ, sostoØwih iz dvuh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka, naloßennyh na dve funkcii dvuh peremennyh, otnositel~no estestvennogo deæstviØ gruppy lokal~nyh zamen zavisimyh i nezavisimyh peremennyh.

KlassifikaciØ okazyvaetsØ koneqnoæ, ona sostoit iz 5 tipov v vewestvennom sluqae i 4 tipov v kompleksnom sluqae. Pomimo fflliptiqeskogo, paraboliqeskogo i giperboliqeskogo tipov, kotorye sostavlØ¸t klassifikaci¸ simvolov uravneniæ vtorogo porØdka na funkci¸ u(x, y) (sm. [1]), v naxem sluqae ime¸tsØ ewe dva “vyroßdennyh” tipa, neffkvivalentnyh meßdu soboæ.

Bifurkacionnye diagrammy osobyh orbit v prostranstve simvolov vlekut opredelennye svoæstva osobennosteæ lineænyh i kvazilineænyh sistem rassmatrivaemogo vida. ˚ priznatelen S. V. Qmutovu, kotoryæ raz¨Øsnil mne smysl versal~nyh deformaciæ i bifurkacionnyh diagramm v obwem kontekste deæstviØ proizvol~noæ gruppy Li na mnogoobrazii.

V zakl¸qitel~nom §6 dlØ kaßdogo tipa simvola my opisyvaem topologiqeskiæ tip sootvetstvu¸wego integral~nogo grassmaniana – ob¨ekta, ime¸wego bol~xoe znaqenie dlØ issledovaniØ osobennosteæ rexeniæ differencial~nyh uravneniæ [5].

Vse teoremy, privodimye v nastoØweæ zametke, dokazyva¸tsØ prØmymi vyqisleniØmi, i my, vmesto podrobnyh dokazatel~stv, ograniqivaemsØ lix~ kratkimi nabroskami.

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 98-01-00555a, RFFI 00- 15-96084 i NWO-RFBR 047-008-005. 61

62 S. V. DUȷIN

§2. KlassifikaciØ simvolov Sistema uravneniæ v qastnyh proizvodnyh porØdka k otnositel~no m neizvestnyh funkciæ n nezavisimyh peremennyh opredelØet podmnogoobrazie E v prostranstve struæ J_k(X, Y ), gde dim X = n, dim Y = m (sm. [2, 4, 5]). Simvol sistemy v toqke θ ∈ E opredelØetsØ kak pereseqenie kasatel~nogo prostranstva k E i kasatel~nogo prostranstva k slo¸ F_θ estestvennoæ proekcii J_k → J_{k−1}, soderßawemu toqku θ. Esli a ∈ X i b ∈ Y – sootvetstvenno istoqnik i cel~ strui θ, to kasatel~noe prostranstvo T_θ(F_θ) estestvenno izomorfno tenzornomu proizvedeni¸ S^kV^∗ ⊗ W , gde V = T_a(X), W = T_b(Y ), a S^k oboznaqaet k-¸ simmetriqesku¸ stepen~. V fftom smysle simvol moßno ponimat~ kak lineænoe podprostranstvo v S^k(R^n)^∗ ⊗ R^m.

Oboznaqim qerez G_θ gruppu lokal~nyh diffeomorfizmov pary ( X × Y, (a, b) ) , podnØtie kotoryh v prostranstvo struæ J_k(X, Y ) ostavlØet toqku θ nepodvißnoæ. V sledu¸weæ teoreme pereqisleny svoæstva grupp G_θ, vyteka¸wie iz izvestnyh faktov geometrii prostranstv struæ (sm. [4]).

Teorema 1. Pust~ θ, θ^′ ∈ π^{−1}_{k,0}(a, b) – dve toqki, prinadleßawie

odnomu slo¸ proekcii π_{k,0} : J_k(X, Y ) → J_0(X, Y ) = X × Y . Togda: 1. V okrestnosti toqki (a, b) ∈ X × Y suwestvuet lokal~nyæ diffeomorfizm φ s φ^{(k)}(θ) = θ^′.

2. Gruppy G_θ i G_θ0 soprØßeny posredstvom φ.

3. Deæstvie G_θ v kasatel~nom prostranstve T_θ(F_θ) soglasovano s deæstviem G_θ0 v T_θ0 (F_θ0 ) pri otoßdestvlenii T_θ(F_θ) ∼= T_θ0 (F_θ0 ) ∼= S^k V^∗ ⊗ W .

4. V koordinatnom sluqae X = R^n, Y = R^m i θ = (0, 0, . . ., 0) gruppa G = G_θ sostoit iz teh i tol~ko teh lokal~nyh diffeomorfizmov (x, y) → (x̃, ỹ), kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ∂^sỹ_j /∂x^s_i = 0 v toqke (0, . . ., 0) dlØ vseh i = 1, . . ., n, j = 1, . . ., m

i s 6 k.

5. Deæstvie gruppy G v T_θ(F_θ) zavisit tol~ko ot lineænoæ qasti diffeomorfizma i imeet sledu¸wee razloßenie:

G → GL(V ) × GL(W ) → GL(T_θ(F_θ)),

gde poslednØØ strelka predstavlØet soboæ estestvennoe levopravoe deæstvie prØmogo proizvedeniØ GL(V ) × GL(W ) v S^kV^∗ ⊗ W .

INFINITEZIMAL^NA˚ KLASSIFIKACI˚ SISTEM 63 Takim obrazom, problema klassifikacii simvolov dopuskaet sledu¸wu¸ qisto algebraiqesku¸ formulirovku.

Zafiksiruem qetverku natural~nyh qisel n, m, k, r. Pust~ V i W – vektornye prostranstva razmernosteæ n i m nad nekotorym polem. Opisat~ orbity gruppy GL(V ) × GL(W ) v grassmaniane r-mernyh ploskosteæ prostranstva S^kV^∗ ⊗ W po otnoxeni¸ k deæstvi¸, poroßdennomu estestvennym levo-pravym deæstviem fftoæ gruppy v samom prostranstve S^k V^∗ ⊗ W .

V takoæ postanovke problema imeet smysl nad l¸bym polem; niße my rassmatrivaem tol~ko vewestvennoe pole R i kompleksnoe pole C .

V qastnom sluqae m = 1, k = 2, r = 1 (qto sootvetstvuet odnomu uravneni¸ vtorogo porØdka) my prihodim k probleme klassifikacii kvadratiqnyh form n peremennyh. Horoxo izvestnoe rexenie fftoæ zadaqi privodit k ponØti¸ tipa (giperboliqeskogo, paraboliqeskogo, fflliptiqeskogo) dlØ uravneniæ vtorogo porØdka.

V sledu¸wem paragrafe my rassmotrim zadaqu klassifikacii simvolov dlØ znaqeniæ parametrov n = 2, m = 2, k = 1, r = 2: klassifikaciØ dvumernyh prostranstv lineænyh operatorov na ploskosti otnositel~no nezavisimyh lineænyh zamen v oblasti opredeleniØ i v oblasti znaqeniæ.

�ta zadaqa, naskol~ko nam izvestno, nikogda ran~xe ne rassmatrivalas~ v literature, nesmotrØ na estestvennost~ postanovki, prostotu rexeniØ i izØwestvo otveta.

Problema. Sostavit~ polnyæ spisok vseh qetverok (n, m, k, r),

dlØ kotoryh klassifikaciØ simvolov koneqna.

§3. Ploskosti lineænyh operatorov na ploskosti

PrØmoe proizvedenie GL(R^2) × GL(R^2) deæstvuet v prostranstve lineænyh operatorov End(R^2) po pravilu (X, Y ) · A = XAY. Naædem orbity sootvetstvu¸wego deæstviØ na mnoßestve dvumernyh podprostranstv qetyrehmernogo prostranstva End(R^2).

V prostranstve End(R^2) vydelim trehmernyæ konus K, sosto- Øwiæ iz vseh vyroßdennyh operatorov. Sled konusa K na dvu-

64 S. V. DUȷIN mernoæ ploskosti L ⊂ End(R^2), t.e. pereseqenie L ∩ K, rassmatrivaemoe s toqnost~¸ do lineænyh preobrazovaniæ ploskosti L, ØvlØetsØ vaßnym invariantom fftoæ ploskosti. Sled, kak kvadratiqnyæ konus na ploskosti, moßet prinimat~ odno iz qetyreh znaqeniæ: toqka, prØmaØ, para prØmyh i vsØ ploskost~. V kaßdom iz pervyh treh sluqaev legko dokazat~, qto dve ploskosti, ime¸wie odinakovyæ sled, ffkvivalentny meßdu soboæ. Ploskost~ operatorov, celikom leßawaØ v K, moßet otnosit~sØ k odnomu iz dvuh neffkvivalentnyh tipov: vse operatory s odnim i tem ße odnomernym Ødrom ili vse operatory s odnim i tem ße odnomernym obrazom.

�ti soobraßeniØ privodØt k sledu¸weæ teoreme.

Teorema 2. Mnoßestvo vseh dvumernyh ploskosteæ lineænyh

operatorov v R^2 otnositel~no gruppy nezavisimyh lineænyh zamen v obraze i proobraze raspadaetsØ na 5 orbit. Sledovatel~- no, simvol sistemy differencial~nyh uravneniæ s parametrami k = 1, n = m = r = 2 prinadleßit odnomu iz 5 tipov: giperboliqeskomu (Hyp), fflliptiqeskomu (Ell), paraboliqeskomu (Par) pervomu vyroßdennomu (DI) ili vtoromu vyroßdennomu (DII). V tablice privedeny nazvaniØ tipov, razmernosti orbit i normal~nye formy ploskosteæ lineænyh operatorov i sistem uravneniæ.

Tip dim(O) L ∩ K Normal~naØ formaL Sistema d.u.

Hyp 4 dve prØmyh ⟨ ( 1 0 0 0 ) , ( 0 0 0 1 ) ⟩ { uy = 0 vx = 0

Ell 4 odna toqka ⟨ ( 1 0 0 1 ) , ( 0 1 −1 0 ) ⟩ { vx = −uy vy = ux

Par 3 odna prØmaØ ⟨ ( 1 0 0 1 ) , ( 0 1 0 0 ) ⟩ { vx = 0 vy = ux

DI 1 vsØ ploskost~ ⟨ ( 1 0 0 0 ) , ( 0 0 1 0 ) ⟩ { uy = 0 vy = 0

DII 1 vsØ ploskost~ ⟨ ( 1 0 0 0 ) , ( 0 1 0 0 ) ⟩ { vx = 0 vy = 0

Dadim naglØdnoe izobraßenie privedennoæ klassifikacii v terminah fflementarnoæ proektivnoæ geometrii. Grassmanian dvumernyh ploskosteæ v End(R^2) izomorfen mnogoobrazi¸

INFINITEZIMAL^NA˚ KLASSIFIKACI˚ SISTEM 65 proektivnyh prØmyh v trehmernom proektivnom prostranstve P (EndR^2) ∼= RP^3. Konus vyroßdennyh operatorov vyglØdit kak nevyroßdennaØ kvadrika Q ⊂ RP^3. Deæstvie gruppy levyh i pravyh lineænyh zamen svoditsØ k proektivnym preobrazovani-

Øm RP^3, sohranØ¸wim kvadriku Q.

PrØmaØ l otnositsØ k fflliptiqeskoæ, paraboliqeskoæ ili giperboliqeskoæ orbite, esli ona peresekaet kvadriku Q po 0, 1 ili 2 toqkam, sootvetstvenno. Dva semeæstva prØmolineænyh obrazu¸wih kvadriki sootvetstvu¸t dvum vyroßdennym tipam.

§4. Versal~nye deformacii

Predpoloßim, qto gruppa Li G gladko deæstvuet na mnogoobrazii M . Versal~naØ deformaciØ [3] toqki p ∈ M – ffto lokal~noe otobraßenie f : (Λ, 0) → (M, p) nekotorogo prostranstva parametrov Λ ∼= R^s v M , obraz kotorogo transversalen orbite G(p) i imeet razmernost~, ravnu¸ korazmernosti orbity G(p).

Razbienie prostranstva parametrov Λ na podmnoßestva, otveqa¸wie raznym orbitam, nazyvaetsØ bifurkacionnoæ diagrammoæ.

Esli orbita toqki p soderßit nekotoru¸ okrestnost~ toqki p, to bifurkacionnaØ diagramma toqki p trivial~na, i u nee net versal~noæ deformacii s s > 0. Takie toqki nazyva¸tsØ stabil~nymi.

Teorema 3. Versal~nye deformacii normal~nyh form, pereqi-

slennyh v teoreme 2, moßno vybrat~ sledu¸wim obrazom: 1. Giperboliqeskiæ tip stabilen. 2. �lliptiqeskiæ tip stabilen.

3. DlØ paraboliqeskogo tipa: {v_x = λu_y, v_y = u_x}.

66 S. V. DUȷIN

4. DlØ pervogo vyroßdennogo tipa:

{u_y = λ_1v_x, v_y = λ_2u_x + λ_3v_x}.

5. DlØ vtorogo vyroßdennogo tipa:

{v_x = λ_1u_y, v_y = λ_2u_x + λ_3u_y}.

BifurkacionnaØ diagramma paraboliqeskoæ toqki odnomerna i sostoit iz giperboliqeskoæ oblasti po odnu storonu ot rassmatrivaemoæ toqki i fflliptiqeskoæ oblasti – po drugu¸.

Bifurkacionnye diagrammy oboih vyroßdennyh tipov odinakovy: oni predstavlØ¸t soboæ okrestnost~ nulØ v trehmernom prostranstve parametrov (λ_1, λ_2, λ_3), razbitu¸ konusom λ^2_3 + 4λ_1λ_2 = 0, sostoØwim iz paraboliqeskih toqek, na fflliptiqesku¸ oblast~ vnutri i giperboliqesku¸ oblast~ snarußi.

Sledovatel~no, diagramma primykaniæ orbit imeet takoæ vid:

V kompleksnom sluqae vse ffti rezul~taty sohranØ¸tsØ s odnim izmeneniem: fflliptiqeskaØ i giperboliqeskaØ orbity sliva¸tsØ v odnu.

§5. Vyroßdenie simvolov lineænyh i kvazilineænyh sistem

Do sih por my izuqali simvol sistemy E ⊂ J_1(R^2, R^2) v odnoæ fiksirovannoæ toqke θ ∈ E. Qto moßno skazat~ o zavisimosti simvola σ(E, θ) ot toqki θ?

DlØ obweæ nelineænoæ sistemy semeæstvo simvolov {σ(E, θ)} – xestiparametriqeskoe, poskol~ku mnogoobrazie E xestimerno.

Esli sistema kvazilineæna, t.e. imeet vid a_1(x, y, u, v)u_x +b_1(x, y, u, v)u_y +c_1(x, y, u, v)v_x +d_1(x, y, u, v)v_y = 0, a_2(x, y, u, v)u_x +b_2(x, y, u, v)u_y +c_2(x, y, u, v)v_x +d_2(x, y, u, v)v_y = 0, (1)

INFINITEZIMAL^NA˚ KLASSIFIKACI˚ SISTEM 67 to semeæstvo simvolov postoØnno vdol~ sloev proekcii J_1 → J_0 i, sledovatel~no, zavisit tol~ko ot 4 parametrov.

LineænaØ sistema { a_1(x, y)u_x + b_1(x, y)u_y + c_1(x, y)v_x + d_1(x, y)v_y = 0,

a_2(x, y)u_x + b_2(x, y)u_y + c_2(x, y)v_x + d_2(x, y)v_y = 0 (2) imeet, voobwe govorØ, dvuhparametriqeskoe semeæstvo simvolov.

Rezul~taty §4 privodØt k takim sledstviØm otnositel~no povedeniØ oblasteæ v prostranstve parametrov, v kotoryh simvol sistemy otnositsØ k tomu ili inomu tipu.

Teorema 4. DlØ lineænoæ sistemy (2) vyroßdenie simvola ti-

pa I ili II ustranØetsØ malym xeveleniem. Paraboliqeskie toqki tipiqnoæ lineænoæ sistemy obrazu¸t krivu¸ na ploskosti (x, y), s odnoæ storony ot kotoroæ simvol fflliptiqen, a s drugoæ – giperboliqen. �ta kartina ustoæqiva otnositel~no malyh deformaciæ v klasse lineænyh sistem.

DlØ tipiqnoæ kvazilineænoæ sistemy (1) vse vyroßdeniØ simvola ustoæqivy. V okrestnosti toqki (x, y, u, v), v kotoroæ simvol otnositsØ k vyroßdennym tipam I ili II, est~ celaØ krivaØ toqek togo ße tipa; v prostranstve, transversal~nom fftoæ krivoæ, vsegda naædutsØ paraboliqeskie, fflliptiqeskie i giperboliqeskiæ toqki, kotorye, s toqnost~¸ do diffeomorfizma, zapolnØ¸t poverhnost~ kvadratiqnogo konusa, ego vnutrennost~ i ego vnexnost~, sootvetstvenno.

§6. Integral~nyæ grassmanian Soglasno V. V. Lyqaginu [5], s kaßdoæ toqkoæ θ podmnogoobraziØ E ⊂ J_k(X, Y ) moßno svØzat~ algebraiqeskoe mnogoobrazie IG(E, θ), sostoØwee iz vseh n-ploskosteæ (n = dim X), kasatel~nyh k E i integral~nyh dlØ metasimplektiqeskoæ struktury, estestvennym obrazom opredelennoæ na rassloenii struæ. Bolee toqno, pust~ C ⊂ T (J_k(X, Y )) – raspredelenie Kartana, t.e. kontaktnaØ struktura porØdka k (sm. [4, 5]). Ploskost~ fftogo raspredeleniØ C_θ v kaßdoæ toqke θ ∈ J_k(X, Y ) opredelØetsØ kak mnoßestvo nuleæ nabora 1-form ω^j_σ = du^j_σ − n∑ i=1 u^j_{σi}dx_i.

68 S. V. DUȷIN Togda

IG(E, θ) = {L ⊂ C_θ ∩ T (E_θ) : dim L = n, dω^j_σ|_L = 0}.

Mnogoobrazie IG(E, θ) nazyvaetsØ integral~nym grassmanianom uravneniØ E v toqke θ; ego topologiØ soderßit vaßnu¸ informaci¸ ob osobennostØh, kotorye mogut imet~ rexeniØ dannogo uravneniØ. V qastnom sluqae trivial~nogo skalØrnogo uravneniØ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka E = J_1(R^n, R) integral~nyæ grassmanian prevrawaetsØ v lagranßev grassmanian Λ(n) (sm. [6]).

Legko proverit~, qto algebraiqeskiæ (i, sledovatel~no, topologiqeskiæ) tip integral~nogo grassmaniana IG(E, θ) polnost~¸ opredelØetsØ tipom simvola σ(E, θ) v smysle klassifikacii, dannoæ vyxe. Takim obrazom, teorema 2 pozvolØet opisat~ vse vozmoßnye tipy integral~nyh grassmanianov dlØ sistem pervogo porØdka s 2 zavisimymi i 2 nezavisimymi peremennymi.

Teorema 5. Integral~nyæ grassmanian sistemy dvuh uravneniæ

pervogo porØdka otnositel~no dvuh funkciæ ot dvuh peremennyh imeet odin iz sledu¸wih topologiqeskih tipov, v zavisimosti ot tipa simvola sistemy:

L¸bopytno, qto vo vseh sluqaØh, krome poslednego, integral~nyæ grassmanian dvumeren. Poslednee mnogoobrazie v tablice – ffto ne qto inoe, kak obyqnyæ lagranßev grassmanian Λ(2) (sm. [6]).

INFINITEZIMAL^NA˚ KLASSIFIKACI˚ SISTEM 69

Literatura

1. I. G. Petrovskiæ, Lekcii ob uravneniØh s qastnymi proizvodnymi. Fizmatgiz, M., 1961.

2. H. Goldshmidt, Intergrability criteria for systems of nonlinear partial differential equations. J. Diff. Geometry 1 (1967), 269–307.

3. V. I. Arnol~d, A. N. Varqenko, S. M. Guseæn-Zade, Osobennosti differenciruemyh otobraßeniæ. T. 1. Nauka, M., 1982.

4. A. M. Vinogradov, I. S. Krasil~wik, V. V. Lyqagin, GeometriØ prostranstv dßetov i nelineænye differencial~nye uravneniØ. M.: Nauka, 1986.

5. V. V. Lychagin, Topological aspects of geometrical theory of differential equations.

Lecture Notes Math., 1214, 1985.

6. V. I. Arnol~d, O harakteristiqeskom klasse, vhodØwem v uslovie kvantovaniØ. Funkc. analiz i ego priloß., 1(1) (1967), 1–14.

Duzhin S. V. Infinitesimal classification of systems of two PDE of first order.

Systems of two PDE of the first order with respect to two functions of two variables are considered. A classification of symbols of such systems with respect to the natural action of the group of local changes of dependable and independent variables is given.

Postupilo 20 dekabrØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN