Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

V. N. Solev, A. Zerbet USLOVIE LOKAL^NO` ASIMPTOTIQESKO` NORMAL^NOSTI DL˚ GAUSSOVSKIH STACIONARNYH PROCESSOV

1. Vvedenie Pust~ x(t) stacionarnyæ gaussovskiæ process s nulevym srednim, E x(t) = 0, i spektral~noæ meroæ μ (sm. podrobnee [1, 4]). Inaqe govorØ, x takaØ funkciØ x : IR^1 → Γ ⊂ L^2(dP ), qto R(t, s) = E x(t)x(s) = R_x(t − s) (1.1) i R_x(t) = ∞∫ −∞ exp{itu} μ(du), (1.2) gde L^2(dP ) – L^2-prostranstvo, postroennoe po veroØtnostnoæ mere P , Γ – gaussovskoe podprostranstvo prostranstva L^2(dP ), μ – koneqnaØ mera.

My budem takße rassmatrivat~ funkcionaly x[φ],

x[φ] = ∞∫ −∞ φ(t)x(t) dt, (1.3) opredelennye dlØ vseh funkciæ φ takih, qto ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ φ(t)φ(s)R_x(t − s) dtds < ∞. ˚sno, qto

E |x[φ]|^2 = ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ φ(t)φ(s)R(t − s) dtds = ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ |φ̂(u)|^2 μ(du). (1.4)

225

226 V. N. SOLEV, A. ZERBET

gde φ̂–preobrazovanie Fur~e funkcii φ.

V obwem sluqae x[·]–obobwennyæ stacionarnyæ gaussovskiæ process , to est~ takoæ lineænyæ operator x[·] : D(IR^1) −→ Γ, iz prostranstva D(IR^1) beskoneqno differenciruemyh funkciæ φ : IR^1 → IR^1 s kompaktnym nositelem v Γ, qto R(φ, ψ) = E x[φ]x[ψ] = E x[τ_sφ]x[τ_sψ] Zdes~ τ_s operator sdviga: [τ_sφ] (t) = φ(t + s). Kak izvestno, suwestvuet takaØ neotricatel~naØ mera μ (nazyvaemaØ spektral~noæ meroæ processa x), qto

E x[φ]x[ψ] = ∞∫ −∞ φ̂(u)ψ̂(u) μ(du). (1.5) Otnositel~no mery μ my predpolagaem, qto ∞∫ −∞ μ(du) (1 + u^2)^n < ∞, (1.6) dlØ nekotorogo celogo n.

Rassmotrim spektral~noe predstavlenie processa x (sm. podrobnee [4]): x[φ] = ∞∫ −∞ φ̂(u) Z(du), (1.7) gde Z(·) – takaØ ortogonal~naØ (gaussovskaØ) mera, qto E Z(A) · Z(B) = μ{A ∩ B}, E Z(A) = 0. (1.8) V sluqae, kogda obobwennyæ process x stroitsØ po “obyqnomu” processu x (kak ffto sdelano v (1.3)), my imeem x(t) = ∞∫ −∞ exp{itu} Z(du). (1.9) Poloßim X = sp{x[φ], φ ∈ D(IR^1)}. Kak ffto sleduet iz (1.5) lineænyæ operator U : X → L^2(dμ), opredelennyæ sootnoxeniem U x[φ] = φ̂, (1.10)

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 227

ØvlØetsØ unitarnoæ izometrieæ.

DlØ izmerimogo S ⊂ IR^1 oboznaqim

X_S = sp{x[φ] : supp φ ∈ S}. (1.11)

gde sp{M } zamykanie (zdes~ v metrike prostranstva L^2(dP )) lineænoæ oboloqki M . Tak qto X = X_{IR}1 .

Esli S = [a, b], a < b my budem pisat~

X^b_a = X_{[a,b]}.

V special~nom sluqae, kogda S = [−t, t], t ≥ 0 my budem pisat~

X(t) = X_{[−t,t]}.

Pust~ x[·] obobwennyæ gaussovskiæ process so spektral~noæ plotnost~¸ f, F naimen~xaØ σ−algebra, otnositel~no kotoroæ izmerimy veliqiny x[φ], φ ∈ D(IR^1), F_t, t > 0, σ−algebra, poroßdennaØ veliqinami x[φ], (supp) φ ∈ [−t, t]. Oboznaqim P(f) meru na F, inducirovannu¸ processom x. Pust~ P_t(f)– sußenie mery P(f) na F_t.

Predpoloßim, qto neotricatel~nye funkcii f i g vybrany tak, qto gaussovskie mery P_t(f) i P_t(g) vzaimno absol¸tno nepreryvny, i oboznaqim

D_t(f, g) = ln dP_t(f) dP_t(g) . Nas interesuet sluqaæ, kogda t veliko, a gaussovskie mery P_t(f) i P_t(g) blizki. Toqnee nas interesuet sluqaæ, kogda funkciØ g(u) fiksirovana, t–veliko, a funkciØ f(u) = f_t(u) v sledu- ¸wem smysle blizka k funkcii g.

DlØ lokal~no integriruemoæ funkcii φ, opredelennoæ na vewestvennoæ osi, oboznaqim ||φ||_∗ – VMO normu φ (sm. [6, 7]): ||φ||_∗ = sup_I 1 |I| ∫ I |φ(u) − φ_I | du (1.12) gde supremum beretsØ po vsem koneqnym intervalam I, |I| – dlina I, φ_I = 1 I ∫ I φ(u) du.

228 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Oboznaqim qerez L prostranstvo s normoæ ||φ||_L = ||φ||_∗ + ∫ IR1 |φ(u)|^2 du 1/2 . (1.13)

My predpolagaem, qto f = f_t = h_tg, gde

ln h_t(u) = 1 √ t [φ(u) + r_t(u)] .

Zdes~ funkcii φ, r_t leßat v prostranstve L, priqem ||r_t||_L → 0, kogda t → ∞. V fftih usloviØh (pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto funkciØ g udovletvorØet uslovi¸ Makenhaupta) my ustanavlivaem asimptotiqesku¸ normal~nost~ veliqiny D_t(f, g).

Ots¸da, razumeetsØ, sleduet, qto esli semeæstvo gaussovskih mer, otveqaet stacionarnym processam so spektral~nymi plotnostØmi f(u) ∈ {f : f(u) = f(θ; u), θ ∈ Θ ⊂ IR^n}, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ Makenhaupta i gladko zavisØwimi ot parametra θ, to ffto semeæstvo udovletvorØet uslovi¸ lokal~noæ asimptotiqeskoæ normal~nosti (LAN). Zdes~ slova “gladko zavisØwimi” oznaqa¸t, qto funkciØ ψ(θ; ·) = ln f(θ; ·) kak funkciØ iz Θ v L differenciruema v metrike prostranstva L. Poslednee oznaqaet, qto suwestvuet takaØ vektor-funkciØ D(u) = D(θ_0; u) (iz IR^1 v IR^n)s koordinatami iz prostranstva L, qto ψ(θ; ·) − ψ(θ_0; ·) = (D, θ − θ_0)_{IR}n + r(θ_0, θ; u), gde ||r(θ_0, θ; ·)||_L = o(||θ − θ_0||_{IR}n ), (·, ·)_{IR}n , || · ||_{IR}n – skalØrnoe proizvedenie i norma v IR^n

2. VosproizvodØwee Ødro

Pust~ R_+ verhnØØ poluploskost~ {z : (Im) z > 0}. Budem pisat~ h ∈ H(R_+) = H_+ esli h takaØ analitiqeskaØ funkciØ na R_+, qto suwestvuet predel

lim_{y↘0} h(x + iy) = h(x), (2.1)

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 229 ∞∫ −∞ ln |h(x)| dx 1 + x^2 > −∞, (2.2) i lg |h(x + iy)| ≤ y π ∞∫ −∞ ln |h(t)| dt (x − t)^2 + y^2 , y > 0. (2.3) Funkcii iz H_+ ,budem otoßdestvlØt~ s ih “graniqnymi znaqeniØmi”, opredelennymi v (2.1).

DlØ nißneæ poluploskosti R_− = {z : (Im) z < 0} prostranstvo Hardi H(R_−) = H_− opredelØetsØ analogiqnym obrazom. PonØtno, qto v fftom sluqae neravenstvo (2.3) perehodit v neravenstvo lg |h(x + iy)| ≤ |y| π ∞∫ −∞ ln |h(t)| dt (x − t)^2 + y^2 , y < 0, Budem oboznaqat~ H^2_+ = L^2 ∩ H_+, H^2_− = L^2 ∩ H_−. Budem pisat~ e_t(u) = e^{itu}. Oboznaqim qerez H_t pereseqenie H_t = e_{−t}H_+ ∩ e_tH_−.

˚sno, qto v H_t leßat celye funkcii koneqnoæ stepeni, gde stepen~ t = t_g celoæ funkcii g opredelØetsØ sootnoxeniem t = lim_{r→∞} ln max_{|z|=r} |g(z)| r . DlØ neotricatel~noæ funkcii f (opredelennoæ na vewestvennoæ prØmoæ) oboznaqim qerez L^2_f L^2−prostranstvo, postroennoe po mere s plotnost~¸ f. Budem pisat~ L^2, esli f(t) = 1I(t) ≡ 1. Oboznaqim H(t) = {φ : φ ∈ L^2, φ(u) = t∫ −t a(s)e^{isu} ds}. Poloßim H_t(f) = H(t) ∩ L^2_f , gde zamykanie beretsØ v metrike prostranstva L^2_f .

230 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Funkcional l_zφ = φ(z) opredelen na H(t),a potomu opredelen na plotnom mnoßestve v H_t(f). Po izvestnoæ al~ternative M. G. Kreæna [?] realizu¸tsØ tol~ko dve vozmoßnosti:

1) H_t(f) = L^2_f i funkcional l_z neograniqen na H_t(f) ili 2) H_t(f) ≠ L^2_f , funkcional l_z ograniqen na H_t(f), priqem

H_t(f) = H_t ∩ L^2_f .

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto funkciØ f udovletvorØet uslovi¸_∞ ∫ −∞ ln f(u) 1 + u^2 du > −∞. (2.4) Oboznaqim φ̃-funkci¸,garmoniqeski soprØßennu¸ s φ,

φ̃(z) = 1 π ∫ IR1 x − u (x − u)^2 + y^2 φ(u) du, z = x + iy, y ≥ 0 (2.5) esli φ ∈ L^p, 1 ≤ p < ∞, i sootnoxeniem, esli φ ∈ L^∞

φ̃(z) = 1 π ∫ IR1 [ x − u (x − u)^2 + y^2 + u 1 + u^2 ] φ(u) du, z = x + iy, (2.6) esli φ ∈ L^∞ (sm. [7]).

Pri usloviie (2.4) H_t(f) ≠ L^2_f (sm. [7]), a potomu funkcional l_z ograniqen na H_t(f) i, sledovatel~no, suwestvuet vosproizvodØwee Ødro G^f_t (u, v) na H_t(f): ( φ, G^f_t (u, ·) ) f = φ(u), φ ∈ H_t(f). ˚sno, qto G^f_t (u, u) = ||G_t(u, ·)||_f i dlØ φ ∈ H_t(f) |φ(z)|^2 ≤ ||φ||^2_fG^f_t (z, z). Poskol~ku dlØ funkcii φ(v) = [ G^f_t (u, u) ]_{−1} G^f_t (u, v) my imeem φ(u) = 1, ||φ||^2_f = [ G^f_t (u, u) ]_{−1} ,

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 231

to poluqaem

G^f_t (u, u) = sup φ:φ∈H_t(f),|φ(u)|=1 1 ||φ||^2_f = [ inf φ:φ∈H_t(f),|φ(u)|=1 ||φ||^2_f ]_{−1} . Zdes~ i dalee my oboznaqaem (·, ·)_f , ||·||_f skalØrnoe proizvedenie i normu v L^2_f . Pofftomu,

Lemma 2.1. Esli f (v) ≤ f(v) ≤ f (u) (poqti vs¸du), to

G^f_t (u, u) ≤ G^f_t (u, u) ≤ G^f_t (u, u) dlØ vseh u. (2.5)

Horoxo izvestno, qto G_t(u, v) = sin t(u − v) π(u − v) , gde G_t(u, v) = G1^I_t(u, v).

Teper~ predpoloßim, qto f i g neotricatel~nye funkcii i f = hg. Lemma 2.2.. G^g_t (u, u) { 1 G^g_t (u, u) ∫ |G^g_t (u, v)|^2 h(v)g(v) dv }_{−1} ≤ G^f_t (u, u) ≤

≤ G^g_t (u, u) { 1 G^g_t (u, u) ∫ |G^g_t (u, v)|^2 1 h(v) g(v) dv } Dokazatel~stvo. Levoe neravenstvo. DlØ fiksirovannogo u

voz~mem funkci¸ φ(v) = 1 G^g_t (u, u) G^g_t (u, v). Esli φ /∈ L^2_f levoe neravenstvo trivial~no. Pust~ φ ∈ L^2_f i pofftomu φ ∈ H_t(f). Tak kak φ(u) = 1, poluqaem

1 = |φ(u)|^2 ≤ 1 [G^g_t (u, u)]^2 ∫ |G^g_t (u, v)|^2 h(v)g(v) dv × G^f_t (u, u). Pravoe neravenstvo. DlØ fiksirovannogo u voz~mem funkci¸ φ(v) = 1 h(v) G^g_t (u, v).

232 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Esli φ /∈ L^2_f pravoe neravenstvo trivial~no. Pust~ φ ∈ L^2_f . Tak kak (ψ, φ)_f = ψ(u), ψ ∈ H_t(f) ∩ H_t(g), to P^f_t φ = G_t(u, ·), gde P^f_t ortoproektor v L^2_f na H_t(f). Pofftomu G^f_t (u, u) = ||G_t(u, ·)||^2_f ≤ ||φ||^2_f = G^g_t (u, u) { 1 G^g_t (u, u) ∫ |G^g_t (u, v)|^2 1 h(v) g(v) dv } . V sluqae, kogda g(u) ≡ 1 poluqaem

Lemma 2.3. t π {∫ sin^2 t(u − v) tπ sin^2(u − v) h(v)g(v) dv }−1 ≤ G^f_t (u, u) ≤

≤ t π {∫ sin^2 t(u − v) tπ sin^2(u − v) 1 h(v) g(v) dv }

Sleduet zametit~, qto Ødro K_t(u, v), K_t(u, v) = 1 G^g_t (u, u) |G^g_t (u, v)|^2 , udovletvorØet uslovi¸ ∫ K_t(u, v)g(v) dv = 1. Pofftomu

τ_t(u) = {∫ K_t(u, v) 1 h(v) g(v) dv } × {∫ K_t(u, v)h(v)g(v) dv } ≥ 1. 3. Klassy A_p Neotricatel~naØ lokal~no integriruemaØ funkciØ w leßit v klasse A_p (p ≥ 1),esli (sm. [6, 7])

sup_I 1 |I| ∫ I w(u) du · 1 |I| ∫ I [w(u)]^{−q/p} du p/q = C(p, w) < ∞, (3.1)

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 233

gde supremum beretsØ po vsem intervalam I, |I|-dlina I, 1/p + 1/q = 1.

Neotricatel~naØ lokal~no integriruemaØ funkciØ w leßit v prostranstve A_p (p ≥ 1), v edinstvennom sluqae, kogda (sm. [7]) dlØ l¸boæ neotricatel~noæ funkcii f (f_I )^p ≤ K(p, w) 1 W (I) ∫ I f^p(u)w(u) du, (3.2) gde f_I = 1 |I| ∫ I f(u) du, W (I) = ∫ I w(u) du. V (3.2) v kaqestve K(p, w) moßno vzØt~ C(p, w) iz (3.1).

DlØ funkcii w iz A_p (p ≥ 1) verno (sm. [6, 7]) obrawennoe neravenstvo Iensena 1 |I| ∫ I w(u) du ≤ C(p, w) exp 1 |I| ∫ I ln w(u) du i, stalo byt~, dlØ l¸bogo r > 1 verno obrawennoe neravenstvo Gœl~dera 1 |I| ∫ I w(u) du ≤ C(p, w) 1 |I| ∫ I [w(u)]^{1/r} du r . (3.3)

Poskol~ku (sm. [6, 7]) dlØ nekotorogo q = q(w) > 1 funkciØ w^q ∈ A_p, esli w ∈ A_p, to dlØ dostatoqno malogo q > 1 1 |I| ∫ I w^q(u) du 1/q ≤ 2C(p, w) 1 |I| ∫ I w(u) du. (3.4) Pust~ φ neotricatel~naØ funkciØ, ψ – naimen~xaØ qetnaØ monotonno ubyva¸waØ na IR^1_+ maßoranta dlØ φ: ψ(u) = sup_{|v|≥|u|} |φ(v)|. Predpoloßim, qto ∫ IR1 φ(u) du = 1, ∫ IR1 ψ(u) du < ∞. (3.4)

234 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Oboznaqim φ ∗ h-svertku funkciæ φ i h. Opredelim operator T_ε sootnoxeniem T_εh = φ_ε ∗ h, gde φ_ε(u) =^1_ε φ (_u ε ) . Imeet mesto sledu¸waØ teorema (sm. [6]).

Teorema 3.1. Pust~ funkciØ f ∈ Ap, p ≥ 1, a funkciØ φ udovle-

tvorØet uslovi¸ (3.4). Togda ∫ IR1 |T_εh(u)|^pf(u) du < C_p(f) ∫ IR1 |h(u)|^pf(u) du. (3.5) DlØ neotricatel~noæ funkcii f oboznaqim

F (E) = ∫ E f(u) du, G(E) = ∫ E 1 f(u) du. (3.6) Lemma 3.1. Pust~ f ∈ A2, togda suwestvuet takie konstanty

C_∗(f) i 1 < α < 2, qto dlØ l¸byh koneqnyh intervalov E ⊂ I F (I) ≤ C_∗(f) ( |I| |E| )_α F (E), G(I) ≤ C_∗(f) ( |I| |E| )_α G(E). (3.7) Pri fftom C_∗(f) = C_∗(f_u) dlØ l¸bogo u ∈ IR^1, gde f_u(v) = f(v − u).

Dokazatel~stvo. Kak izvestno (sm. [6, 7]), esli f ∈ A2, to pri

nekotoryh C_f , 1 > β > 0 dlØ l¸byh intervalov E ∈ I G(E) G(I) ≤ C_f ( |E| |I| )_β . (3.8)

Pri fftom C_f = C_{fu} . Ots¸da sleduet pervoe iz neravenstv, esli uqest~, qto G(I) ≤ C(2, f) 1 F (I) |I|^2, G(E) > 1 F (E) |E|^2, (3.9) i oqevidnoe sootnoxenie C(2, f) = C(2, f_u) dlØ l¸bogo u ∈ IR^1. Vtoroe dokazyvaetsØ analogiqno.

Rassmotrim Ødro Puassona (y > 0) P_y(u − v) = 1 π y (u − v)^2 + y^2 .

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 235

Poskol~ku P_{y1} ∗ P_{y2} = P_{y1+y2} , to operator A_y, opredelennyæ sootnoxeniem [A_yh] (u) = ∫ IR1 P_y(u − v)h(v) dv, udovletvorØet uslovi¸ A_{y1+y2} = A_{y1} A_{y2} .

Zametim, qto 1 tπ sin^2tx x^2 ≤ 2 π 1/t x^2 + 1/t^2 . SvØßem s neotricatel~noæ funkcieæ f funkci¸

F (y) = ∫ [−y,y] f(x) dx, y ≥ 0. Lemma 3.2. Imeet mesto ravenstvo ∫ IR1 t π(x^2 + t^2) f(x) dx = 2 ∞∫ 0 tx π(x^2 + t^2)^2 F (x) dx =

= 2 t ∞∫ o x π(x^2 + 1)^2 F (tx) dx. (3.10) Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ t > 0

q_t(x) = t|x| π(x^2 + t^2)^2

. (3.11)

Togda, oqevidno, ∫ {|y|>|x|} q_t(y) dy = ∞∫ |x| 2ty π(y^2 + t^2)^2 dy = P_t(x), a potomu 2 ∞∫ 0 q_t(x)F (x) dx = ∫ IR1 q_t(x)F (x) dx

= ∫ IR1 ∫ IR1 q_t(x)1I_{{|x|>|y|}}f(y) dxdy =

236 V. N. SOLEV, A. ZERBET ∫ IR1 ∫ |x|>|y| q_t(x) dx f(y)dy = ∫ IR1 P_t(y)f(y) dx. Takim obrazom, 2 t^2 ∞∫ 0 x π(x^2 + 1)^2 F (tx) dx = 2 ∞∫ 0 tx π(x^2 + t^2)^2 F (x) dx =

= ∫ IR1 t π(x^2 + t^2) f(x) dx.

Nam ponadobitsØ takße drugoæ variant lemmy 3.2. SvØßem s neotricatel~noæ funkcieæ f i toqkoæ u ∈ IR^1 funkci¸ F (y, u) = ∫ [−y,y] f(u − x) dx, y ≥ 0. Lemma 3.2^∗. Imeet mesto ravenstvo ∫ IR1 t π ((x − u)^2 + t^2) f(x) dx = ∫ IR1 t π (x^2 + t^2) f(u − x) dx =

2 ∞∫ 0 tx π(x^2 + t^2)^2 F (x, u) dx = 2 t ∞∫ o x π(x^2 + 1)^2 F (tx, u) dx Lemma 3.2 sleduet iz lemmy 3.1.

Lemma. 3.3. Pust~ f ∈ A2, togda sup y>0,u∈IR1 ∫ IR1 P_y(u−v)f(v) dv× ∫ IR 1 P_y(u−v) 1 f(v) dv = K(f) < ∞. (3.12) Dokazatel~stvo. Dostatoqno ocenit~ veliqinu

C(f) = sup_{y>0} ∫ IR1 P_y(v)f(v) dv × ∫ IR1 P_y(v) 1 f(v) dv.

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 237

Esli pri fftom okaßetsØ, qto C(f) < K_∗(f) i K_∗(f) = K_∗(f_u), u ∈ IR^1, gde f_u(v) = f(v − u), to neravenstvo K(f) < ∞ stanet sledstviem neravenstva C(f) < ∞, poskol~ku ∫ IR1 P_y(u − v)f(v) dv × ∫ IR1 P_y(u − v) 1 f(v) dv =

= ∫ IR1 P_y(v)f_u(v) dv × ∫ IR1 P_y(v) 1 f_u(v) dv. Iz lemmy 3.2 poluqaem

C(f) = 2 sup_{y>0} 1 y^2 ∞∫ 0 ∞∫ 0 s π(s^2 + 1)^2 F (ys) t π(t^2 + 1)^2 G(yt) dsdt, gde G(t) = ∫ [−t,t] 1 f(u) du. Po lemme 3.1 pri nekotorom α < 2 F (ys)G(yt) < F (y)G(y), esli t, s ≤ 1; F (ys)G(yt) < C_∗(f)F (y)G(y)t^α , esli s ≤ 1, t > 1; F (ys)G(yt) < C_∗(f)F (y)G(y)s^α , esli t ≤ 1, s > 1; F (ys)G(yt) < C^2_∗ (f)F (y)G(y)(st)^α , esli s, t > 1. Pofftomu pri C^∗(f) = 1 + C_∗(f) + C^2_∗ (f) F (ys)G(yt) ≤ C^∗(f)F (ys)G(yt)z(t, s), gde z(t, s) = 1 + t^α + s^α + (ts)^α Zametim, qto, esli f ∈ A_2,to F (y)G(y) ≤ 4C(2, f)y^2. Pofftomu pri K(f) = 4C(2, f)C^∗(f) poluqaem F (ys)G(yt) ≤ K_1(f)y^2 z(t, s). Ots¸da, C(f) ≤ 2K_1(f)J = K_∗(f),

238 V. N. SOLEV, A. ZERBET gde J = ∞∫ 0 ∞∫ 0 s π(s^2 + 1)^2 t π(t^2 + 1)^2 z(t, s) dsdt < ∞. Nakonec, zametim, qto K_∗(f) = K_∗(f_u) dlØ l¸bogo u. Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy.

Lemma 3.4. Pust~ f ∈ A2, togda ln ∫ IR1 P_y(u − v)f(v) dv ≤ K(f) ∫ IR1 P_y(u − v) ln f(v) dv. Dokazatel~stvo. Po lemme 3.3 ∫ IR1 P_y(u − v)f(v) dv exp{− ∫ IR1 P_y(u − v) ln f(v) dv} ×

× ∫ IR1 P_y(u − v) 1 f(v) dv exp{ ∫ IR1 P_y(u − v) ln f(v) dv} ≤ K(f) Po neravenstvu Iensena kaßdyæ iz somnoßiteleæ ≥ 1 i stalo byt~ ne bol~xe K(f) ≥ 1. Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy.

4. Prostranstvo BMO Lokal~no integriruemaØ funkciØ φ leßit v prostranstve BMO (sm. podrobnee [6, 7]), esli ||φ||_∗ = sup_I 1 |I| ∫ I |φ(t) − φ_I | dt < ∞. (4.1) Poloßim φ^♯(u) = sup_{I:u∈I} 1 |I| ∫ I |φ(v) − φ_I | dv. (4.2) Kak izvestno ([6]), ||φ^♯||_L1 = ||φ^♯||_∗, (4.3) c_p||φ^♯||_Lp ≤ ||φ||_Lp ≤ C_p||φ^♯||_Lp . (4.4)

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 239

5. Otnoxenie pravdopodobiØ

Pust~ x[·] obobwennyæ gaussovskiæ process so spektral~noæ plotnost~¸ f, F naimen~xaØ σ−algebra, otnositel~no kotoroæ izmerimy veliqiny x[φ], φ ∈ D(IR^1), F_t, t > 0, σ−algebra, poroßdennaØ veliqinami x[φ], (supp) φ ∈ [−t, t]. Oboznaqim P(f) meru na F, inducirovannu¸ processom x. Pust~ P_t(f)– sußenie mery P(f) na F_t.

Predpoloßim, qto neotricatel~nye funkcii f i g vybrany tak, qto gaussovskie mery P_t(f) i P_t(g) vzaimno absol¸tno nepreryvny, i oboznaqim

D_t(f, g) = ln dP_t(f) dP_t(g) . Napixem udobnoe nam predstavlenie dlØ veliqiny D_t(f, g) (sm. [4, 14]) D_t(f, g) = − 1 2 d_t(f, g) − 1 2 ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ { G^f_t (u, v) − G^g_t (u, v) } Φ(du, dv). (5.1) Zdes~ d_t(f, g) = (tr) (ln A_t(f, g) − I + A_t(f, g)) , (5.2)

A_t = A_t(f, g) – neotricatel~nyæ operator v H_t(g), opredelennyæ sootnoxeniem (·, ·)_f = (A_t·, ·)_g . Kak legko ponØt~, A_t(f, g) = P_t(g)hP_t(g), gde funkciØ h opredelena sootnoxeniem f = hg, P_t(g) – ortoproektor v L^2_g na podprostranstvo H_t(g), a h – operator umnoßeniØ na funkci¸ h. V dal~neæxem budem pisat~ P_t vmesto P_t(1I).

My budem ispol~zovat~ takße drugoe predstavlenie dlØ veliqiny D_t(f, g). Pust~ {x_j, j = 1, 2, ...} takoæ ortonormirovannyæ bazis v X_{[−t,t]} (v metrike prostranstva L^2(dP(g))), qto ∫ x_ix_j dP(f) = σ^2_j δ_{i,j}, σ_j > 0. Togda (sm. [4]) D_t(f, g) = − 1 2 d_t(f, g) − 1 2 ∞∑ j=1 ( x^2_j

σ^2_j − 1 σ^2_j ) − ∞∑ j=1 ( x^2_j − 1 ) =

240 V. N. SOLEV, A. ZERBET − 1 2 d_t(f, g) − 1 2 ∞∑ j=1 ( x^2_j − 1 ) ( 1 σ^2_j − 1 ) (5.3)

Zametim, qto veliqiny σ_j = σ_j(t) zavisØt ot t. Inogda dlØ prostoty my budem opuskat~ znaqek t. Osnovnoæ rezul~tat raboty sostoit v sledu¸wih teoremah

Teorema 1. Pust~ funkciØ g ∈ A2, funkciØ f = ft = hg, a funkciØ

h(u) = h_t(u) dopuskaet predstavlenie

h_t(u) = exp{ 1 √ t [ h^0(u) + r_t(u) ] }, (5.4) gde h^0, r_t ∈ L, priqem ||r_t||_L → 0 pri t → ∞. Togda

D_t(f, g) = ξ_t − 1/2σ^2 + R_t, (5.5) ξ_t ∈ N (0, sigma^2), σ^2 = 1 π ∞∫ −∞ |h^0(u)|^2 du, a veliqina R_t stremitsØ k nul¸ (po verooØtnosti), kogda t → ∞.

Predpoloßim teper~, qto my imeem parametriqeskoe semeæstva spektral~nyh plotnosteæ f(u) ∈ {f : f(u) = f(θ; u), θ ∈ Θ ⊂ IR^n}. (∗) gladko zavisØwih ot θ. Poloßim

D_t(θ; h) = ln dP_t(f(θ; ·) dP_t(f(θ +^{1√}_t h; ·)) . Zdes~ slova “gladko zavisØwie” oznaqa¸t, qto funkciØ ψ(θ; ·) = ln f(θ; ·) kak funkciØ iz Θ v L differenciruema v metrike prostranstva L. Poslednee oznaqaet, qto suwestvuet takaØ vektorfunkciØ D(u) = D(θ_0; u) (iz IR^1 v IR^n)s koordinatami iz prostranstva L, qto ψ(θ; ·) − ψ(θ_0; ·) = (D, θ − θ_0)_{IR}n + r(θ_0, θ; u), gde ||r(θ_0, θ; ·)||_L = o(||θ − θ_0||_{IR}n ),

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 241 (·, ·)_{IR}n , || · ||_{IR}n – skalØrnoe proizvedenie i norma v IR^n.

Poloßim σ(θ, h) = 1 π ∞∫ −∞ | (D(θ; u), h) |^2 du. Teorema 2. Pust~ semeæstvo (*) differenciruemo vo vnutrenneæ

toqke θ v metrike prostranstva L. Togda

D_t(f, g) = ξ_t − 1/2σ^2 + R_t, (5.6)

ξ_t ∈ N (0, sigma^2(theta, h)),a veliqina R_t stremitsØ k nul¸ (po verooØtnosti), kogda t → ∞.

Oqevidno, teorema 2 sleduet iz teoremy 1.

Zametim, qto (kak ffto sleduet iz lemmy 4.1, primenennoæ snaqala k funkciØm g, φ = ln h, a potom k funkciØm gh, φ = − ln h) v usloviØh teoremy 1 pri t → ∞

inf_j σ_j(t) → 1, sup_j σ_j(t) → 1.

Pofftomu dlØ dokazatel~stva teoremy 1 dostatoqno ustanovit~, qto pri t → ∞_∞ ∑ j=1 ( 1 σ^2_j − 1 )_2

→ σ^2. (5.7)

6. Dokazatel~stvo teoremy 1 Vs¸du v fftom punkte my budem predpolagat~, qto funkciØ g ∈ A_2, funkciØ f = f_t = hg, a funkciØ h(u) = h_t(u) dopuskaet predstavlenie

h_t(u) = exp{ 1 √ t [h_∗(u) + r_t(u)]}, (6.1)

gde h_∗, r_t ∈ L, priqem ||r_t||_L → 0 pri t → ∞. Poskol~ku nas interesu¸t tol~ko “bol~xie” t, my moßem sqitat~, qto funkcii f = f_t dopuska¸t predstavlenie f = V + U , gde ||U ||_L1 ≤ C^1 < ∞, ||V ||_L1 ≤ C^2 < π/2 (6.2) Snaqala my dokaßem, qto

242 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Lemma 6.1. V usloviØh (6.1), (6.2) dlØ l¸bogo 0 < δ < 1 i dosta-

toqno bol~xih t (1 − δ)||ψ||_f ≤ ||ψ||_g(1 + δ)||ψ||_f , φ ∈ H_t(g). (6.3) Potom ustanovim, qto

Lemma 6.2. V usloviØh (6.1), (6.2) ||A_t||^2 → π ∞∫ −∞ |h_∗(u)|^2 du (6.4)

gde orerator A_t = h − I.

Ots¸da, kak uße otmeqalos~, sleduet utverßdenie teoremy 1.

Dokazatel~stvo lemmy 6.1. Poloßim φ = ln h. Preßde vsego

zametim, qto po neravenstvu Iensena ∞∫ −∞ exp{φ(v)}|ψ(v)|^2g(v) dv ≥ exp ∞∫ −∞ φ(v)|ψ(v)|^2 g(v) dv . Pofftomu dostatoqno dokazat~, qto pri nekotorom r > 1 dlØ l¸- bogo poloßitel~nogo δ i dostatoqno bol~xih t sup ψ:ψ∈H_t (g),||ψ||_g=1 ∞∫ −∞ |φ(v)|^r |ψ(v)|^2g(v) dv ≤ δ. (6.5) Oqevidno bez poteri obwnosti moßno predpolagat~ v dal~neæxem, qto funkciØ φ-neotricatel~naØ Zametim, qto po lemme 2.3 ||ψ(u)||^2 ≤ ||ψ||^2_gG^g_t (u, u) ≤ t π {∫ sin^2 t(u − v) tπ sin^2(u − v) 1 g(v) dv } ≤

≤ t π {∫ 2 π 1/t (u − v)^2 + 1/t^2 1 g(v) dv } . Ots¸da, J = ∞∫ −∞ |ψ(v)|^2[φ(v)]^r g(v) dv ≤

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 243 ≤ 2t π ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ 1 π 1/t (u − v)^2 + 1/t^2 [φ(v)]^r g(v) g(u) dudv. (6.6) Napomnim, qto dlØ y > 0 ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ 1 π 2y (u − v)^2 + 4y^2 h_1(v)h_2(u) dudv =

= ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + y^2 h_1(v) dv × ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + y^2 h_2(v) dv du. Voz~mem h_1 = φ^r g, h_2 = 1/g i vospol~zuemsØ neravenstvom Gel~- dera (1/p+1/q=1) ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + y^2 |φ(v)|^rg(v) dv ≤

≤ ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + y^2 [φ(v)]^{rp} dv 1/p ×

× ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + y^2 g^q (v) dv 1/q . (6.7)

Poluqaem J ≤ 2t π ∞∫ −∞ a_t(u)b_t(u) du, (6.8) gde a_t(u) = ∞∫ −∞ 1 π 1/2t (u − v)^2 + (1/2t)^2 [φ(v)]^{rp} dv 1/p ,

b_t(u) = ∞∫ −∞ 1 π 1/2t (u − v)^2 + (1/2t)^2 g^q (v) dv 1/q ×

244 V. N. SOLEV, A. ZERBET × ∞∫ −∞ 1 π 1/2t (u − v)^2 + (1/2t)^2 1 g(v) dv. Esli p dostatoqno veliko, to g^q ∈ A_2 i udovletvorØet (4.3) (sm. podrobnee v [6, 7]),a potomu (kak ffto sleduet iz lemm 3.3, 3.4) sup t>0,u∈IR1 b_t(u) = L(c_1, c_2) ≤ ∞.

Pofftomu dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo δ sup_{t>t0} ∞∫ −∞ a_t(u) du ≤ K(c_3)δ, (6.9) esli t_0 dostatoqno veliko.

V usloviØh lemmy (sm. [6, 7])

φ = φ_∗ + φ^∗, gde ||φ_∗||_L1 ≤ c_4 1 √ t , ||φ^∗||_L1 ≤ c_4 1 √ t . (6.10)

DlØ funkcii g ∈ L^2_{loc} poloßim

g^♯(u) = sup_{y>0} ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + (y)^2 |f(v) − f(z)|^2 dv 1/2 , z = u + iy, gde pri (y > 0) g(z) = ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + (y)^2 g(v) dv. Kak izvestno, [7], c^1||g||_∗ ≤ ||g^♯||_L1 ≤ c^2||g||_∗ ,

sup_{y>0} ∞∫ −∞ 1 π y (u − v)^2 + (y)^2 |g(v) − g(z)|^p dv 1/p ≤ c(p)g^♯(u), z = u+iy, (6.11) esli g ∈ BM O, i pri 1 < p < ∞ ||g||_Lp ≤ C^1(p)||g^♯||_Lp ≤ C^2(p)||g||_Lp . (6.12)

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 245

Zametim, qto a^{1/r}_t (u) ≤ c(p) ∞∫ −∞ 1 π 1/2t (u − v)^2 + (1/2t)^2 [φ(v) − φ(u + iy)]^{rp} dv 1/rp +

+φ(u + i/2t)} ≤ c(p)φ^♯(u) + φ^⋆(u), φ^⋆(u) = sup_{y>0} φ(u + iy). (6.13) Kak izvestno, pri 1 < p < ∞, ||φ^⋆||_Lp ≤ K(p)||φ||_Lp . Ots¸da, i iz (4.13) poluqaem ∞∫ −∞ a_t(u) du ≤ C(p, r)||φ||^r_Lrp. DlØ dokazatel~stva (4.10) ostaetsØ zametit~, qto, esli vypolneno (4.11), to ||φ||^{rp}_Lrp ≤ c(p, r)t^{− rp2} . Pofftomu nußnaØ ocenka poluqaetsØ pri r > 2.

Dokazatel~stvo lemmy 6.2. Preßde vsego zametim, qto v uslo-

viØ¸ lemmy (podrobnee sm. [14]) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo δ i dostatoqno bol~xih t (1 − δ)||A_t||^2 ≤ (tr)P_t(g)|h − 1|^2P_t(g). (6.14) Dalee,

(tr)P_t(g)|h − 1|^2P_t(g) = ∞∫ ∞ G^g_t (u, u)(h(u) − 1)^2g(u) du. (6.15)

Issledovanie asimptotiqeskogo povedeniØ poslednego integrala provoditsØ tak ße, kaka ffto sdelano v dokazatel~stve lemmy 1. V rezul~tate poluqaem

(tr)P_t(g)|h − 1|^2P_t(g) → π ∞∫ ∞ (h_∗)^2 du.

246 V. N. SOLEV, A. ZERBET

Zdes~ sleduet napomnit~, qto v usloviØh lemmy dlØ l¸bogo poloßitel~nogo δ i dostatoqno bol~xih t (1 − δ)G_t(u, u) ≤ ∞∫ −∞ 1/t π ((u − v)^2 + 1/t^2) g(u) du ≤ (1 + δ)G_t(u, u). (6.14)

Literatura

1. J. L. Doob, Stochastic Processes. Wiley (1990).

2. U. Grenander, M. Rozenblatt, Statistical analyses of stationary time series. N.-J.

(1956).

3. I. Gohberg, M. Kreæn, Vvedenie v teori¸ lineænyh nesamosoprØßennyh operatorov. Nauka, Moskva (1965).

4. ı. A. Rozanov, Stacionarnye processy. Mir, Moskva (1963). 5. I. A. Ibragimov, ı. A. Rozanov, Gaussovskie processy. Mir, Moskva (1974).

6. M. Elias Stein, Harmonic Analysis: real-variable methods, orthogonality, and oscilatory integrals. Princeton University Press (1993).

7. Garnett, B. John, Bounded analytic functions. Pure and Applied Mathematics,

96, New York etc.: Academic Press (1981).

8. R. Hunt, B. Muckenhoupt, R. Wheeden, Weighted norm inequalities for the conjugate function and Hilbert transform. Trans. Amer. Math. Soc., 176 (1973), 227–251.

9. K. O. Dzhaparidze, Parameter Estimation and Hypothesis Testing in Spectral Analysis of Stationary Time Series. Springer-Verlag, New-York (1986).

10. E. Basor, Asymptotic Formulas for Toeplitz Determinants. Trans. Amer. Math.

Soc. ,239 (1978), 33–65.

11. M. Rosenblatt (1962), Asymptotic Behvior of Eigenvalues of Toeplitz Forms.

Journal Math., Mech., 11(6) (1962), 941–950.

12. F. Avram, On Bilinear Forms in Gaussian Random Variables and Toeplitz Matrices. Probab. Theori Relat. Fields, 79 (1988), 37–45.

13. V. N. Solev, Toqnost~ metoda naimen~xih kvadratov v zadaqe ocenivaniØ v stacionarnom xume. Zap. Nauqnyh Semin. POMI, 232 (1996).

14. V. N. Solev, Gaussovskie f-regulØrnye processy i asimptotiqeskoe povedenie funkcii pravdopodobiØ. Zap. Nauqnyh Semin. POMI, 119 (1982), 203–239.

Solev V. N., Zerbet A. Conditions of the local asymptotic normality for Gaussian stationary random processes.

Let x[·] be a stationary Gaussian process with zero mean and spectral density f, F be the σ−algebra, induced by random variables x[φ], φ ∈ D(R^1), F_t, t > 0, be the σ−algebra, induced by random variables x[φ], supp φ ∈ [−t, t]. We denote by P(f) the Gaussian measure on F,

USLOVIE LOKAL^NO` NORMAL^NOSTI 247 generated by x. Let P_t(f) be the restriction of P(f) on F_t. Suppose nonnegative functions f and g are chosen by such a way that measures P_t(f) and P_t(g) are absolutely continuous and put

D_t(f, g) = ln dP_t(f) dP_t(g) . For a fixed g(u) and f(u) = f_t(u) close in some sense to g(u) the asymptotic normality of D_t(f, g) is proved under some regularity conditions.

Postupilo 14 i¸nØ 2001 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN