Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

L. V. Rozovskiæ

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` BOL^XIH UKLONENI` DL˚ VYBOROQNOGO SREDNEGO PRI VYPOLNENII USLOVI˚ KRAMERA

1. Rezul~taty

Rassmotrim posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin X, X_1, X_2, . . . Vs¸du niße my budem predpolagat~, qto sluqaænaØ veliqina X nevyroßdena i qto E X^2e^{λX} < ∞ (1)

pri nekotorom λ > 0.

Predpoloßenie (1), qut~ bolee sil~noe, qem standartnoe uslovie Kramera L(λ) = E e^{λX} < ∞, obespeqivaet pri 0 < u 6 λ suwestvovanie funkciæ m(u) = ( ln L(u) )_′ , σ^2(u) = m^′(u), Q(u) = um(u) − ln L(u), (2)

horoxo izvestnyh v zadaqah o bol~xih ukloneniØh.

Napomnim (naprimer, [1]), qto

−∞ 6 lim_{u↓0} m(u) = m(0) = E X < +∞ (3)

i qto pri m(0) < x 6 m(λ)

sup_{u>0}(ux − ln L(u)) = Q(h), (4)

gde h = h(x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ

m(h) = x. (5)

Naxeæ osnovnoæ cel~¸ ØvlØetsØ izuqenie asimptotiqeskogo povedeniØ veroØtnosti P (¯ X_n ¿ x ) , gde X̄_n =^{X1+···+Xn}_n , kogda x ¿

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantami RFFI No. 99-01-00724, veduwih nauqnyh xkol No. 00-15-96019 i MinobrazovaniØ E00-1.0-45. 208

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 209

x_n > E X, a posledovatel~nost~ x_n vybiraetsØ takim obrazom, qtoby X̄_n nahodilos~ v zone bol~xih ukloneniæ, to est~ tak, qtoby P (¯ X_n ¿ x_n ) → 0.

Analogiqnoe issledovanie pri nepoloßitel~nyh X_1, X_2, . . . (i dlØ x = x_n) bylo provedeno v [2] (zametim, qto pri X 6 0 uslovie (1) vypolnØetsØ s l¸bym λ > 0). Toqnee, v [2] rassmatrivalas~ veroØtnost~ P (¯ X_n 6 x_n ) , v predpoloßenii neotricatel~nosti slagaemyh X_1, X_2, . . ., odnako odna postanovka zadaqi perehodit v drugu¸, esli X_j zamenit~ na −X_j .

V dal~neæxem, vse predely, esli ffto ne ogovoreno osobo, berutsØ pri n → ∞.

Teorema 1. Pri vseh x, m(0) < x 6 m(λ), i vseh n ¿ 1 e^{−nQ(h)} ¿ P (¯ X_n ¿ x ) ¿ e^{−nQ(h)−c ı1+√nQ(h)ȷ}, (6) gde c – nekotoraØ postoØnnaØ, kotoraØ ne zavisit ot x i n.

Teorema 1 ØvlØetsØ utoqneniem i obobweniem kl¸qevoæ lemmy 2.3 iz [2]. Ee, krome togo, moßno traktovat~, kak utoqnenie i dopolnenie izvestnoæ teoremy Qernova[3] (sm.takße (4) i sledstvie 2 niße).

Zametim, qto ocenka sverhu v (6) horoxo izvestna (naprimer, [2]–[4]). Takße otmetim, qto toqnye neasimptotiqeskie verhnie i nißnie ocenki dlØ veroØtnosti iz (6) bez kakih-libo dopolnitel~nyh predpoloßeniæ byli naædeny v [10].

Sledstvie 1. Esli EX < xn 6 m(λ) i hn ØvlØetsØ rexeniem

uravneniØ m(h_n) = x_n, to P (¯ X_n ¿ x_n ) → 0 (7)

togda i tol~ko togda, kogda n E ( 1 ∧ h^2_nX^2 ) → ∞. (8) S pomow~¸ sledstviØ 1 moßno vyqislit~ “naimen~xu¸” nißn¸¸ granicu x_n dlØ bol~xih ukloneniæ vyboroqnogo srednego.

Sledstvie 2. Pust~ poloßitel~naØ posledovatel~nost~ hn → 0

takim obrazom, qto imeet mesto (8). Togda ( sm.oboznaqeniØ v (2)–(5)) ravnomerno po x, m(h_n) 6 x 6 m(λ), lim − ln P (¯ X_n ¿ x ) nQ(h) = 1. (9)

210 L. V. ROZOVSKI`

SledstviØ 1 i 2 ØvlØ¸tsØ obobweniem na sluqaæ neograniqennyh slagaemyh i utoqneniem (rassmatrivaetsØ interval izmeneniØ x) teoremy 2.1 iz [2].

Sootnoxenie (9) pozvolØet naæti logarifmiqesku¸ asimptotiku P (¯ X_n ¿ x ) pri n → ∞. DlØ togo qtoby issledovat~ asimptotiqeskoe povedenie sobstvenno veroØtnosti P (¯ X_n ¿ x ) , my, tak ße kak v [2], sdelaem sledu¸wee dopolnitel~noe predpoloßenie.

Budem govorit~, qto sluqaænaØ veliqina X udovletvorØet uslovi¸ stohastiqeskoæ kompaktnosti Fellera, ili stohastiqeski kompaktna, esli

lim sup x→∞ x^2 P (|X| > x) E X^2 I[|X| 6 x] < ∞. (10) Zametim, qto sootnoxenie (10) zavedomo vypolnØetsØ, kogda X prinadleßit oblasti pritØßeniØ kakogo-libo ustoæqivogo zakona, i qto X v (10) moßno zamenit~ na X^− = X ∧ 0 .

Teorema 2. Predpoloßim, qto X stohastiqeski kompaktna.

Pust~ 0 < h_n 6 ε_n, priqem h_n udovletvorØet uslovi¸ (8), a ε_n → 0 skol~ ugodno medlenno.

Togda ravnomerno po x ∈ [m(h_n), m(ε_n)] P (¯ X_n ¿ x ) = 1 hσ(h) √ 2πn e^{−n Q(h)} (1 + o(1)), (11)

gde h udovletvorØet uravneni¸ (5).

Zameqanie 1. Rezul~tat, analogiqnyæ ravenstvu (11) pri x =

m(h_n) i X 6 0, poluqen v [2, teorema 4.1].

Zameqanie 2. Asimptotika dlØ P^{(¯}Xn ¿ x^) pri m(εn) < x 6

m(λ − ε_n) naædena v [1]. Toqnee, tam dokazano, qto sootnoxeniØ tipa (11) vypolnØ¸tsØ ravnomerno po m(ε) < x 6 m(λ − ε) pri l¸bom ε > 0. Vozmoßnost~ zameny zdes~ ε na ε_n sleduet iz obwih soobraßeniæ (naprimer, [5, gl. 10, lemma 6]).^1 Otmetim, qto rezul~taty iz [1] spravedlivy bez predpoloßeniØ (10) i qto asimptotiqeskie formuly dlØ P (¯ X_n ¿ x ) otliqa¸tsØ drug ot druga

1OpredelennaØ modifikaciØ rassußdeniæ iz [1] pozvolØet rasxirit~ pravu¸ granicu bol~xih ukloneniæ do m(λ).

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 211 v zavisimosti ot togo, rexetqata ili net sluqaænaØ veliqina X. Vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Pri x > 0 poloßim

R(x) = P ( |X| > x ) , D(x) = E X^2 I[|X| 6 x], G(x) = E (x^2 ∧X^2). (12)

Zameqanie 3. Pust~ poloßitel~naØ posledovatel~nost~ bn pri

n > n_0 udovletvorØet sootnoxeni¸

0 < c_1 6 n G(b_n)/b^2_n 6 c_2 < ∞, (13)

gde c_1, c_2 – nekotorye postoØnnye (moßno, naprimer, poloßit~ c_1 = c_2 = 1; pri fftom, rexenie uravneniØ n G(b_n) = b^2_n budet edinstvennym, poskol~ku funkciØ G(x)/x^2 strogo ubyvaet). Togda, esli sluqaænaØ veliqina X stohastiqeski kompaktna, to sootnoxenie (8) ravnosil~no predpoloßeni¸ lim inf h_n b_n = ∞; krome togo,

m(h_n) 6 E X I[X ¿ −b_n] + ρ_n b_n n , (14)

gde 0 < ρ_n → ∞ skol~ ugodno medlenno.

Iz teoremy 2 i usloviØ (14) vytekaet utverßdenie, kotoroe dopolnØet sledstviØ 1 iz [6] i [7].

Sledstvie 3. Pust~ X prinadleßit oblasti pritØßeniØ usto-

æqivogo zakona s pokazatelem α ∈ (1, 2]. Predpoloßim, qto E X = 0 i qto posledovatel~nost~ b_n udovletvorØet uslovi¸ (13). Togda sootnoxenie (11) vypolnØetsØ ravnomerno po x, ρ_n^{bn}_n 6 x 6 ε_n, gde poloßitel~nye posledovatel~nosti ε_n i ρ_n kak ugodno medlenno stremØtsØ k nul¸ i beskoneqnosti, sootvetstvenno.

Otmetim, qto granica snizu dlØ x ØvlØetsØ toqnoæ v tom smysle, qto ρ_n v neæ nel~zØ zamenit~ nikakoæ postoØnnoæ.

Zameqanie 4. UsloviØ na levyæ hvost raspredeleniØ sluqaænoæ

veliqiny X v sledstvii 3 moßno oslabit~. Dostatoqno trebovat~, qtoby P ( X < −x ) = (1 + o(1)) R_0(x), x → ∞, (15)

gde x^δ R_0(x) ↓ (∃ 1 < δ < 2).

212 L. V. ROZOVSKI`

Sledstvie 4. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (15), priqem

x^δ R_0(x) ↓ (∃ 0 < δ < 1), x^γ R_0(x) ↑ (∃ 0 < γ < 2). (16)

Predpoloßim takße, qto x R_0(x) → ∞, x → ∞, (17) i qto b_n udovletvorØet (13). Togda (11) spravedlivo ravnomerno po x, −ε_n^{bn}_n 6 x 6 −ρ_n, gde 0 < ε_n → 0, 0 < ρ_n → ∞ kak ugodno medlenno.

Zametim, qto usloviØ (15)–(17) vypolnØ¸tsØ, esli X prinadleßit oblasti pritØßeniØ ustoæqivogo zakona s pokazatelem 0 < α < 1 i qto v fftom sluqae granica snizu dlØ x neuluqxaema (ε_n nel~zØ zamenit~ postoØnnoæ).

Sootnoxenie (11) moßno dopolnit~.

Teorema 3. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.

Esli X imeet nerexetqatoe raspredelenie, to ravnomerno po x, m(h_n) 6 x 6 m(ε_n), i y ¿ ε_n P ( x + y n > X̄_n ¿ x ) = 1 − e^{−hy} hσ(h) √ 2πn e^{−n Q(h)} (1 + o(1)). (18)

Esli X imeet rexetqatoe raspredelenie s toqkami rosta vida a + N H(N celoe), gde a – nekotoroe qislo, H – maksimal~nyæ xag raspredeleniØ, to sootnoxenie (18) vypolnØetsØ ravnomerno po x = a + k^H_n ∈ [m(h_n), m(ε_n)](k celoe) i y = l H(l poloßitel~noe celoe).

Zdes~ h udovletvorØet uravneni¸ (5).

Sledstvie 5. Pust~ X prinimaet s poloßitel~nymi veroØtno-

stØmi znaqeniØ vida a + N H (N celoe), gde a – nekotoroe qislo, H – maksimal~nyæ xag raspredeleniØ. Esli nx prinimaet lix~ znaqeniØ vida na + N H (N celoe), to P ( X_1 + · · · + X_n = nx ) = H σ(h) √ 2πn e^{−n Q(h)} (1 + o(1))

ravnomerno po x ∈ [m(h_n), m(ε_n)].

Zameqanie 5. V usloviØh teoremy 3 spravedlivy utverßdeniØ,

analogiqnye sledstviØm 3 i 4. Krome togo (sm. zameqanie 2), pravu¸ granicu intervala izmeneniØ x, kak v teoreme 3, tak i v sledstviØh 3–5, moßno rasxirit~ do m(λ).

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 213

2. Dokazatel~stvo teoremy 1

Poloßim S_n = X_1 + · · · + X_n. Izvestno (naprimer, [5, gl.8]), qto pri l¸bom u, 0 < u 6 λ, P ( S_n ¿ x n ) = L^n(u) E e^{−uS̄n} I[S̄_n ¿ x n] = e^{−nQ(u)}I_n(u), (19)

gde S̄_n = S̄_n(u) = X_1(u)+· · ·+ X_n(u) – summa nezavisimyh sluqaæ-

nyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ^1_{L(u)}^x ∫ −∞ e^{uy}d P ( X < y ) (napominaem, qto E X_1(u) = m(u), VarX_1(u) = σ^2(u)), I_n(u) = E e^{−uσ(u)√nZn(u)}I[Z_n(u) ¿ √ n (x − m(u)) σ(u) ], Z_n(u) =

S̄_n − E S̄_n √ Var S̄_n . (20)

Pust~ h ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (5). Togda I_n(h) 6 1, otkuda sleduet levaØ qast~ ocenki (6). Dalee, esli m(u) > x (ili u > h), to I_n(u) ¿ e^{−u n (m(u)−x)} P ( |Z_n(u)| 6 √ n (m(u) − x) σ(u) ) ¿ e^{−u n(m(u)−x)} ( 1 − σ^2(u) n (m(u) − x)^2 ) ; (21)

I_n(λ) ¿ e^{−λ σ(λ)} √ 2kn P ( 0 6 Zn(λ) 6^√2k^), k > 0. (22)

Poloßim a(u) = u^2 σ^2(u)/Q(u). Imeem,

a = sup_{0<u} 6λ^{a(u) < ∞.} (23)

Deæstvitel~no, esli 0 < u_0 6 u 6 λ, to a(u) 6^1_{Q(u0)} sup_{u0} 6u6λ^{u2σ2(u),} tak kak Q(u) ↑; krome togo, tak ße, kak v [2, lemma 2.2], moßno pokazat~, qto pri u → 0 Q(u) ≍ E ( 1 ∧ u^2X^2 ) , u^2 σ^2(u) = O ( E ( 1 ∧ u^2X^2 ) ), (24)

otkuda sleduet, qto a(u) 6 c_1, 0 < u < u_0, gde c_1 ne zavisit ot u.

214 L. V. ROZOVSKI`

Pri t ∈ [h, λ] poloßim ξ(t) = t (m(t) − x). Oqevidno, Q(u)−Q(h) = u∫ h tm^′(t)dt = ξ(u)− u∫ h (m(t)−m(h))dt 6 ξ(u), h 6 u 6 λ. (25) Oboznaqim (sm.(23) i (5)) ν = nQ(h)/a, ε = (1 + √ 1 + 2ν)/ν.

Snaqala rassmotrim sluqaæ ξ(λ) ¿ ε Q(h). (26)

Pust~ u ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ξ(u) = ε Q(h) (takoe rexenie suwestvuet i edinstvenno, poskol~ku funkciØ ξ(t) strogo vozrastaet na [h, λ]). Togda po (25), (23)

Q(u) 6 Q(h) + ξ(u) = (1 + ε) Q(h), u (m(u) − x) = ξ(u) = ε Q(h), σ^2(u) n(m(u) − x)^2 = u^2σ^2(u) nξ^2(u) 6 a Q(u) nε^2 Q^2(h) 6

(1 + ε) a nε^2 Q(h) = 1 + ε ε^2 ν = 1 2 , otkuda i po (19)–(21), (26) poluqim P ( S_n ¿ x n ) ¿^1_2 e^{−(1+2ε)nQ(h)}, m(0) < x 6 m(λ) − ε Q(h)/λ. (27)

PrinimaØ vo vnimanie opredelenie parametra ε, zakl¸qaem, qto ocenka snizu v (6) spravedliva pri m(0) < x < m(λ) − ε Q(h)/λ s postoØnnoæ c = max(4a + ln 2, 2 √ 2a).

Pust~ teper~ ξ(λ) < ε Q(h), ili 0 6 m(λ) − x < ε Q(h)/λ. (28) Togda po (22), (23) P ( S_n ¿ x n ) ¿ P^(Sn ¿ m(λ) n^) ¿ e^{−nQ(λ)−} √_{2knλ2 σ2(λ)} P ( 0 6 Zn(λ) 6^√2k^) ¿ e^{−nQ(λ)−} √_{2ka n Q(λ)} √ 2k∫ 0 Φ(dx) − Δ_n , (29) gde Φ(x) – standartnoe normal~noe raspredelenie, a Δ_n → 0 v silu central~noæ predel~noæ teoremy (napominaem, qto

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 215

VarX_1(λ) = σ^2(λ) < ∞ po uslovi¸ (1)). Dalee, po (25) i (28) Q(λ) 6 Q(h) + ξ(λ) < (1 + ε) Q(h) i, sledovatel~no, n Q(λ) + √ 2ka n Q(λ) < (1 + ε)n Q(h) + √ 2ka (1 + ε) n Q(h) = n Q(h)+a(1+ √ k)(1+ √ 1 + 2ν)6 nQ(h)+(1+ √ k)(2a+ √ 2an Q(h)). Ots¸da i iz (29) pri vseh n ¿ n_0 poluqim pravu¸ qast~ sootnoxeniØ (6) uße v diapazone (28).

Nakonec, rassmotrim sluqaæ 1 6 n 6 n_0. VernemsØ k sootnoxeni¸ (29) i poloßim v nem k = n A^2/2, A > 0. Imeem (sm. (19), (20)) pri dostatoqno bol~xom A P ( 0 6 Zn(λ) 6 A^√n^) ¿^( P^(0 6 X1(λ) − m(λ) 6 Aσ(λ)^{))n} > c,

gde poloßitel~noe c zavisit lix~ ot raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny X (napominaem, qto m(λ) = E X_1(λ) i 0 < σ^2(λ) < ∞). Teorema 1, takim obrazom, dokazana.

Sledstvie 1 nesloßno vyvoditsØ iz (6) i (24), a sledstvie 2 – iz (6) i sledstviØ 1.

3. Dokazatel~stvo teorem 2 i 3

Pust~ 0 < u 6 λ. Oboznaqim qerez F^{(u)}(x) funkci¸ raspredeleniØ Z_n(u) (sm. (19), (20)), a qerez f^{(u)}(t) – ee harakteristiqesku¸ funkci¸. Poloßim

δ^{(u)}(t) = f^{(u)}(t) − e^{−t2/2}, δ_ε(u) = 1/ε∫ 0 |δ^{(u)}(t)| dt (ε > 0). (30) Lemma 1. Pust~ 0 < y 6 ∞, 0 < h 6 λ. Togda

P (0 6 X̄_n − m(h) < y n ) =

L^n(h)e^{−n h m(h)} y h/τ∫

0 e^{−τt} Φ(dt) + θ 1 − e^{−h y} τ ε^{(h)}(y) , (31)

gde ( sm. (2)) τ = h σ(h) √ n, ε^{(h)}(y) = inf_{ε>0}{δ_ε(h) + (1 + δ_ε(h))(1 + 1 y h ) τ ε}, (32)

216 L. V. ROZOVSKI`

|θ| 6 c, a c – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Oboznaqim dlØ kratkosti L(h), m(h)

qerez L i m , sootvetstvenno, i poloßim ȳ = y h/τ . Tak ße, kak v (19) poluqim

P (0 6 S_n − n m σ(h) √ n < ȳ) = L^n e^{−n h m} ȳ∫ 0 e^{−τt} F^{(h)}(dt). (33)

Pust~ Δ(t) = F^{(h)}(t) − Φ(t). Oqevidno, ȳ∫ 0 e^{−τt} F^{(h)}(dt) = ȳ∫ 0 e^{−τt} Φ(dt) + ȳ∫ 0 e^{−τt} Δ(dt). (34) Oboznaqim vtoroæ integral v pravoæ qasti (34) qerez J i ocenim ego. Imeem,

J 6 e^{−τȳ} |Δ(ȳ) − Δ(0)| + τ ȳ∫ 0 |Δ(t) − Δ(0)| e^{−τt}dt. (35) Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ rezul~tat, analog kotoroæ byl dokazan v [8, lemmy 3 i 4].

Lemma 2. Pust~ x, ε > 0. Togda (sm. (30), (34))

sup_z |Δ(x + z) − Δ(z)| 6 c_1 (ε + (x + ε) δ_ε(h)),

gde c_1 – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Ispol~zuØ fftu ocenku v (35) i uqityvaØ, qto e^{−t} 6^{1−e} �t_t , legko naædem

J 6 c1^{1 − e−τ ȳ}_τ (δε(h) + ε (1 + δε(h)) (τ + 1/ȳ)).

Sootnoxenie (31) sleduet iz (33), (34) i ocenki dlØ J. Lemma 1 dokazana.

Lemma 3. Pust~ τ, β > 0. Togda 1 − e^{−τ β} τ √ 2π > β∫ 0 e^{−τt} Φ(dt) > 1 − e^{−τ β} τ √ 2π (1 − 1/τ^2). (36)

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 217

Dokazatel~stvo lemmy 3. UqityvaØ, qto U = τ √ 2π β∫ 0 e^{−τt} Φ(dt) = τ β∫ 0 e^{−τt−t2/2} dt,

a e^{−t2/2} ∈ [1−t^2/2, 1], nahodim 1−e^{−τ β} > U > 1−e^{−τ β} −^τ_2^β ∫ 0 e^{−τt} t^2 dt. Ots¸da i iz ocenki τ β∫ 0 e^{−τt} t^2 dt < 2 τ^2 (1 − e^{−τ β}), kotoru¸ moßno poluqit~ integrirovaniem po qastØm, sleduet sootnoxenie (36). Lemma 3 dokazana.

Dokaßem vnaqale teoremu 3 (nerexetqatyæ sluqaæ). Vospol~- zuemsØ lemmami 1 i 3 pri β = y h/τ i h iz usloviØ (5). Imeem (sm. (32)),

P (x 6 X̄_n < x + y n ) = 1 − e^{−hy} τ √ 2π L^n(h)e^{−hx}(1 + θ ( 1 τ^2

+ ε^{(h)}(y))). (37)

UqityvaØ (sm. [2, lemma 4.1(a)] i (12)), qto

σ^2(u) ≍ G(1/u), u → 0, (38)

i prinimaØ vo vnimanie uslovie (8), poluqim ravnomerno po x ∈ [m(h_n), m(ε_n)] τ = h σ(h) √ n → ∞. (39) DlØ s ¿ s_0 > 0, gde s_0 > 0 dostatoqno malo, poloßim

ρ(s) = sup s06|t|6s, 06u6λ^{| E e} itX1(u)|, (40) i pust~ n ¿ s_n ↑ ∞ takim obrazom, qtoby

ρ(s_n) 6 1 − 1 √ n (41)

(takaØ posledovatel~nost~ s_n suwestvuet, poskol~ku sluqaænaØ veliqina X_1 i, sledovatel~no, X_1(u), imeet nerexetqatoe raspredelenie, otkuda ρ(s) < 1 pri l¸bom s > s_0).

218 L. V. ROZOVSKI`

Poloßim ε_n = 1/√s_n, γ = ε^2_n h/τ (sm. (32)).

PrinimaØ vo vnimanie (37), (39), dostatoqno pokazat~, qto sup_y ¿εn^ε (h)(y) = ε^{(h)}(ε_n) → 0, h_n 6 h 6 ε_n. (42) Imeem s uqetom vybora γ ε^{(h)}(ε_n) 6 δ_γ (h) + (1 + δ_γ (h)) 2 ε_n. (43) Ocenim δ_γ (h), h_n 6 h 6 ε_n. Imeem (sm. (30))

δ_γ (h) 6 α∫ 0 |δ^{(h)}(t)|dt + ∞∫ α e^{−t2/2}dt+

+ s0τ/h∫

α |f^{(h)}(t)|dt + ε�2_{n τ/h}∫

s0τ/h |f^{(h)}(t)|dt = I_1 + · · · + I_4, (44) gde α = τ 4μ(h) , μ(h) = h σ^2(h)

E |X_1(u)|^3.

S uqetom (38) nesloßno proverit~ (naprimer, [2, lemma 4.1]), qto μ(h) 6 c_1, 0 < h < h_0, gde, zdes~ i niße, c_1, c_2, . . . – nekotorye postoØnnye. Ots¸da i iz [5, gl.5, lemma 1], naædem I_1 + I_2 6 c_2/τ, 0 < h < h_0. (45) Dalee (sm. (40), (41), (30)) I_4 6 ε^{−2}_n σ(h) √ n ρ^n(ε^{−2}_n ), h_n 6 h 6 ε_n. (46) Ispol~zuØ toßdestvo (sm. (12))

G(x) = 2 x∫ 0 uR(u)du, (47) moßno pokazat~, qto pri uslovii (10) G(x)/x^{2−ω} ↓ (∃0 < ω < 2), (48)

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 219 i, sledovatel~no, G(1/h) 6 c_3 h^{ω−2}, 0 < h 6 h_0. Ots¸da i iz (24) (ili (38)) sleduet

σ^2(h) 6 c_4 h^{ω−2} 6 c_4 h^{ω−2}_n , h_n 6 h 6 h_0. (49)

S drugoæ storony, iz usloviæ (8) i (49) vytekaet, qto 1 n 6 E (1 ∧ h^2_nX^2) = h^2_n G(1/hn) 6 c3 h^ω_n, n > n0,

ili^1_{hn} 6 (c_3 n)^{1/ω}, n > n_0.

Iz skazannogo, (46) i (41) (napominaem, qto s_n 6 n) sleduet

I_4 6 c_5 n^{1+ωω} (1 − √ n)^n → 0. (50)

Ocenim I_3 (sm.(44)). Poloßim f_h(t) = E e^{itX1(h)}. RassußdaØ tak ße, kak v [7, (48)–(50)], poluqim pri 0 < h < h_0 i ε_0h 6 |t| 6 s_0 (sm. (12))

Re(f_h(t) − 1) 6 −^{1−cos 1}_{L(h)} e^{−h/|t|}D(1/|t|) 6 −c_6t^2G(1/|t|), (51) |f_h(t) − 1| 6 c_7 ( t^2G(1/|t|) + | E XI[|X| 6 1/|t|]| ) . (52)

UqityvaØ (sm.[2, (2.9)], qto E^2XI[|X| 6 1/|t|] = o(D(1/|t|)), t → 0, esli E X^2 = ∞ ili E X^2 < ∞ i E X = 0 (bez poteri obwnosti), iz (51), (52) pri dostatoqno malom s_0 naædem |f_h(t)| 6 eRe^{(fh (t)−1)+|fh(t)−1|2} 6 e^{−c8t2G(1/|t|)}, 0 < h < h_0, ε_0h 6 |t| 6 s_0. (53)

Oboznaqim n t^2G(1/|t|) qerez Z(t). Togda (sm. (44), (53), (38) i (47))

I_3 = τ h s0∫ αh/τ |f_h(t)|^ndt 6 τ h s0∫ c9h e^{−c8Z(t)}dt. (54)

Iz (48) sleduet, qto t/Z^1ω (t) ↓ na (0, s_0], a iz (47) i (10) – qto

Z(t) 6 c_{10} tZ^′(t), 0 < t 6 s_0.

220 L. V. ROZOVSKI` Ots¸da i iz (54) poluqim

I_3 6 c_{10} τ h s0∫ c9h e^{−c8Z(t)}t dZ(t)/Z(t) 6 6 c10^τ_h^{c9h}_{Z1/ω(c9h)} s0∫ c9h e^{−c8Z(t)} Z^1 �ω_ω (t)dt 6 6 c11^τ_{Z1/ω(c9h)} ∞∫ c8Z(c9h) e^{−u} u^1 �ω_ω du, no Z(c_9h) ¿ c^2_9Z(h) (esli c_9 ¿ 1), a Z(h) ¿ c_{12}τ^2 (sm. (38)). Pofftomu, s uqetom usloviØ (8), I_3 6 c_{13} τ e^{−c14τ2} → 0, (55) ravnomerno po h_n 6 h 6 ε_n.

Takim obrazom (sm. (37), (39), (43)–(45), (50), (55) i (42)), pervaØ qast~ teoremy 3 dokazana.

Pereædem k rexetqatomu sluqa¸. DlØ udobstva poloßim a = 0, H = 1. Imeem pri 0 < h 6 λ i l¸byh celyh k ¿ 0 i x ∈ (m(0), m(λ)] p_k = P (X̄_n = x + k n ) = L^n(h) e^{−h (n x+k)} h 2πτ I_k, (56)

gde I_k = ∫ |t|6^{πτ}_h^f (h)(t)e^{−it h}τ^{(n x+k−n m(h))}dt, a proqie oboznaqeniØ za-

imstvovany v (30), (32).

Pust~ h udovletvorØet uravneni¸ (5). Tak ße, kak v (44)

I_k = ∫ |t|6α e^{−t2/2−i t k hτ} dt + θ_1 ∫ |t|6α |δ^{(h)}(t)|dt+

θ_2 ∫ α<|t|6s0τ/h |f^{(h)}(t)|dt + θ_3 ∫ s0τ/h<|t|6π^τ_h |f^{(h)}(t)|dt, |θ_i| 6 1. (57)

Pervyæ integral v pravoæ qasti (57) raven √ 2π e^{−( k hτ )2/2} + θ_4 ∫ |t|>α e^{−t2/2}dt, |θ_4| 6 1;

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 221 vtoroæ i tretiæ oceniva¸tsØ analogiqno (45), (55) i pri vseh dostatoqno bol~xih n ne prevoshodØt c_1/τ , a qetvertyæ ne bolee πτ h q^n, gde q = sup 0<h6λ, s06|t|6π^{|fh(t)| < 1} poskol~ku X_1(h) imeet rexetqatoe raspredelenie s maksimal~- nym xagom 1 (sm. takße [9, lemma 3.2]).

VtoraØ qast~ teoremy 3 sleduet iz (56), (57) (sm. takße (49) i (8)) i vyxeskazannogo, tak kak y−1∑ k=0 e^{−k h−( k hτ )2/2} ∼ 1 − e^{−h y} h , ravnomerno po celym y ¿ 1 i h, h_n 6 h 6 ε_n.

Teorema 3 polnost~¸ dokazana.

Teorema 2 pri nerexetqatom X – sledstvie teoremy 3 (y = ∞). To ße spravedlivo, esli X imeet rexetqatoe raspredelenie i x = x_{k,n} = a + k^H_n (sm. oboznaqeniØ v teoreme 3). OstaetsØ proverit~, qto esli x_{k,n} < x < x_{k+1,n} (∃ k ∈ N ), to pri h = h(x) i h_∗ = h(x_{k+1,n}) (sm.(5)) h ∼ h_∗, σ(h) ∼ σ(h_∗), n Q(h) ∼ n Q(h_∗) + o(1) (58) ravnomerno po k ∈ N .

Deæstvitel~no, 1 n ¿ xk+1,n − x = m(h∗) − m(h) = (h∗ − h)σ^2(θ), h < θ < h∗. (59) Ots¸da, iz (24), (8) i togo, qto h_∗ ¿ h_n, naædem

0 6 (h∗ − h)/h^2_∗ 6 c4(n E (1 ∧ h^2_∗X^2)^{−1} → 0,

qto dokazyvaet pervoe sootnoxenie v (58).

Dalee (sm. (44) i niße, a takße (38))

|σ^2(h_∗) − σ^2(h)| 6 (h_∗ − h) E |X_1(θ)|^3 6 6 c1 (h∗ − h)σ^2(θ)/θ 6 c2^{h∗ − h}_h σ^2(h), θ ∈ (h, h∗), otkuda poluqim vtoru¸ formulu v (58). Nakonec, 0 6 n Q(h∗) − n Q(h) = n (h∗ − h) θ σ^2(θ), θ ∈ (h, h∗),

222 L. V. ROZOVSKI` no n (h_∗ − h) σ^2(θ) 6 2, n > n_0, a θ 6 h_∗ → 0 (sm.(59) i (38)). Teorema 2 dokazana.

Proverim (14). Imeem m(h) = L^′(h) − L^′(h) (L(h) − 1)/L(h) 6 L^′(h), 0 < h < h_0, (60) esli h_0 dostatoqno malo.

V samom dele, esli L^′(0) ¿ 0, to L^′(h) ¿ L^′(0) ¿ 0 i L(h) ¿ L(0) = 1, otkuda L^′(h) (L(h) − 1) ¿ 0. (61) Esli ße L^′(0) < 0, to L^′(h) < 0, 0 6 h 6 h_0, i L(h) 6 L(0) = 1 v fftom ße intervale. Sledovatel~no, uslovie (61) snova vypolnØetsØ.

Poloßim S(x) = E XI[X ¿ −x]. Togda (sm. (12) i (1))

L^′(h) 6 S(1/h) + h E X^2 e^{h X} − 1 h X I[h X ¿ −1] 6 6 S(1/h) + h (e − 1) D(1/h) + o(h), h → 0. Ots¸da i iz (60) sleduet m(h_n) 6 S(1/h_n) + e h_n D(1/h) + o(h), n > n_0. (62) Pust~ vypolneno uslovie (13). Pokaßem, qto sootnoxenie (8) ravnosil~no tomu, qto h_n = ρ_n/b_n, gde ρ_n → ∞ kak ugodno medlenno. Deæstvitel~no, ispol~zuØ svoæstvo (48), vidim n E ( 1 ∧ ( ρ_n b_n )^2 X^2 ) = n G(b_n) b^2_n ρ^2_n G(b_n/ρ_n) G(b_n) ∈ (c_1 ρ^ω_n , c_2 ρ^2_n), n > n_0,

qto privodit k sootnoxeni¸ (8).

S drugoæ storony, predpoloßenie lim inf h_n b_n < ∞ protivoreqit emu. Neobhodimoe utverßdenie dokazano.

Pri h_n = ρ_n/b_n

S(1/h_n) 6 S(b_n) + ρ_n b_n D(b_n) 6 S(b_n) + c_2 ρ_n b_n n , h_n D(1/h_n) 6 c_2 ρ_n b_n n , n > n_0. Ots¸da i iz (62) sleduet (14). Zameqanie 3 obosnovano.

Proverim sledstvie 3 i zameqanie 4. Snaqala pokaßem, qto esli vypolnØetsØ (15) i x^δ R_0(x) ↓ (∃ 0 < δ < 2), to sluqaænaØ

O NIȷNE` GRANICE VERO˚TNOSTE` 223 veliqina X udovletvorØet uslovi¸ stohastiqeskoæ kompaktnosti.

Esli E X^2 < ∞, to uslovie (10), razumeetsØ, vypolnØetsØ. Pust~ E X^2 = ∞. Togda (sm. (12) i (47)) pri x → ∞ G(x) ∼ 2 x∫ 0 u R_0(u)du ¿ 2 x^δ R_0(x) x∫ 0 u^{1−δ}du = 2 2 − δ x^2 R_0(x) ∼ 2 2 − δ x^2 R(x), otkuda D(x) = G(x) − x^2 R(x) ¿^1_{2−δ} x^2 R(x), x > x_0, i, sledovatel~no, uslovie (10) vypolnØetsØ.

Dalee, poskol~ku E X = 0, imeem pri x → ∞ S(x) 6 E |X|I[|X| ¿ x] ∼ x R_0(x) + ∫ |u|>x R_0(u)du 6

x R_0(x) + x^δ R_0(x) ∫ |u|>x u^{−δ}du = δ δ − 1 x R_0(x) ∼ δ δ − 1 x R(x) 6 δ δ − 1 G(x)/x. Takim obrazom, S(b_n) 6 c_3 b_n/n, n > n_0, vsledstvie qego (sm. (14)) m(h_n) 6 2 ρ_n b_n/n. Krome togo, esli E X = 0, to 0 < m(ε_n) → 0. Nakonec, esli x = K b_n/n, gde K – poloßitel~naØ postoØnnaØ, to v silu usloviØ (13) i togo, qto X prinadleßit oblasti pritØßeniØ ustoæqivogo zakona F_α s α ∈ (1, 2],

lim inf P (X̄_n > K b_n/n) = lim inf P ( S_n b_n > K) ¿ 1 − F_α(c_4 K) > 0.

Vyxeizloßennoe dokazyvaet sledstvie 3 i kommentarii k ne- mu. Sledstvie 4 proverØetsØ analogiqno. Zametim lix~, qto iz usloviØ (17) sleduet, qto E X = −∞.

Literatura

1. V. V. Petrov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 10, ˝ 2 (1965), 310–322.

224 L. V. ROZOVSKI`

2. N.C. Jain , W.E. Pruitt, Lower tail probability estimates for subordinators and nondecreasing random walks. — Ann. Probab. 15 no. 1 (1987), 76–101.

3. H. Chernoff, A measure of asymptotic efficiency for tests of a hypothesis based on the sum of observations. — Ann.Math.Statist. 23 no. 4 (1952), 493–507.

4. R.R. Bahadur, R. Ranga Rao, On deviations of the sample mean. — Ann. Math.

Statist. 31 no. 4 (1960), 1015–1027.

5. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. M.: Nauka, 1972, 416 s.

6. L. V. Rozovskiæ, VeroØtnosti bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ iz oblasti pritØßeniØ normal~nogo zakona. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 34, ˝ 4 (1989), 686–705.

7. L. V. Rozovskiæ, Bol~xie ukloneniØ summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin iz oblasti pritØßeniØ ustoæqivogo zakona. — Zapiski nauqn. semin. POMI 228 (1996), 262–283.

8. L.V. Osipov, On large deviations for sums of random vectors in Rk. — J. Mult.

Analysis 11 no. 2 (1981), 115–126.

9. T. Höglund, A unified formulation of the central limit theorem for small and large deviations from the mean. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 49 (1979), 105–117.

10. M. G. Hahn, M. J. Klass, Approximation of partial sums of arbitrary i.i.d. random variables and the precision of the usual exponential upper bound. — Ann. Prob. 25, No. 3 (1997), 1451–1470.

Rozovskii L. V. On a lower bound of large– deviation probabilities for the sample mean under the Cramer condition.

Let X_1, X_2, . . . be i.i.d. random variables, satisfying the condition

E X^2_1 e^{λX1} < ∞ (∃λ > 0).

We investigate the asymptotic behavior of P (¯ X_n ¿ x ) as n → ∞ provided that X̄_n =^{X1+···+Xn}_n , when x ¿ x_n > E X_1 and x_n is such that X̄_n is contained in a zone of large deviations, i.e. P (X̄_n ¿ x_n ) → 0.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ, kafedra vysxeæ matematiki