Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

ı. I. Ingster, I. A. Suslina

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII POLOȷITEL^NYH SIGNALOV

1. Obnarußenie signalov bol~xoæ razmernosti

Rassmotrim sledu¸wu¸ zadaqu. Pust~ nabl¸daetsØ n-mernyæ gaussovskiæ vektor X = v+ξ, X = (X_1, ..., X_n), gde v = (v_1, ..., v_n) ∈ R^n – neizvestnyæ vektor srednih (ego budem nazyvat~ signalom), a ξ = (ξ_1, ..., ξ_n) – standartnyæ n-mernyæ gaussovskiæ vektor (ego budem nazyvat~ xumom), t.e. sluqaænye veliqiny ξ_1, ..., ξ_n nezavisimy i ξ_i ∼ N (0, 1). Zadaqa obnarußeniØ signala sostoit v proverke gipotezy H_0 : v = 0 protiv al~ternativy H_1 : v ∈ V_n, gde V_n – zadannoe dopustimoe mnoßestvo signalov.

Budem sqitat~ razmernost~ signalov n bol~xoæ. Toqnee, nas budut interesovat~ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok i (ili) usloviØ minimaksnoæ razliqimosti i nerazliqimosti v fftoæ zadaqe pri n → ∞, a takße struktura asimptotiqeski minimaksnyh i sostoØtel~nyh (v minimaksnom smysle) posledovatel~nosteæ testov dlØ obnarußeniØ signalov. Imenno, dlØ l¸bogo testa ψ = ψ_n(x) (pod testom ponimaetsØ izmerimaØ funkciØ nabl¸deniæ, zadannaØ na R^n so znaqeniØmi v intervale [0,1]) rassmotrim veroØtnosti oxibok I i II roda α(ψ) = E_0(ψ), β(ψ, v) = E_v(1 − ψ), v ∈ V_n. Pust~ β(ψ, V_n) = sup_{v∈Vn} β(ψ, v) maksimal~noe znaqenie veroØtnosti oxibok II roda. Zdes~ E_v – srednee po gaussovskoæ mere P_v na (R^n, B^n) so srednim v ∈ R^n i ediniqnoæ matriceæ kovariaciæ. DlØ zadannogo α ∈ (0, 1) oboznaqim Ψ_α mnoßestvo testov s veroØtnost~¸ oxibok I roda

Rabota qastiqno podderßivalas~ grantom Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (nomer proekta 99-01-00111), grantom veduwih nauqnyh xkol (nomer proekta 00-15-96019). 112

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 113 ne bol~xe α i poloßim β(α, V_n) = inf_{ψ∈Ψα} β(ψ, V_n). Legko videt~, qto funkciØ β(α, V_n) ne vozrastaet i vognuta po α ∈ (0, 1), a takße spravedlivy neravenstva 0 ≤ β(α, V_n) ≤ 1 − α.

Beliqiny β(α, V_n) budem nazyvat~ minimaksnymi veroØtnostØmi oxibok.

Budem govorit~, qto gipoteza H_0 i al~ternativa H_1 sosto- Øtel~no razliqimy, esli β(α, V_n) → 0 dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1), i asimptotiqeski nerazliqimy, esli β(α, V_n) → 1 − α dlØ l¸- bogo α ∈ (0, 1). Posledovatel~nost~ testov ψ_{n,α}, taku¸ qto α(ψ_{n,α}) ≤ α+o(1), budem nazyvat~ asimptotiqeski minimaksnoæ, esli β(ψ_{n,α}, V_n) = β(α, V_n)+o(1); i sostoØtel~noæ (v minimaksnom smysle), esli β(ψ_{n,α}, V_n) → 0. Zdes~ i niße dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi, esli ne ogovoreno protivnoe, predely rassmatriva¸tsØ pri n → ∞.

Legko videt~, qto sostoØtel~naØ razliqimost~ ravnosil~na tomu, qto suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ testov ψ_n, qto α(ψ_n) + β(ψ_n, V_n) → 0.

Budem nazyvat~ zadaqu obnarußeniØ trivial~noæ, esli β(α, V_n) = 1 − α. DlØ togo, qtoby minimaksnaØ zadaqa byla netrivial~noæ, t.e. β(α, V_n) < 1 − α, dlØ nekotorogo α ∈ (0, 1), neobhodimo, qtoby dopustimye mnoßestva signalov V_n ne soderßali “slixkom malyh” signalov. Pust~ V_n = V_{n,p}(ρ_n) = {v ∈ R^n : |v|_p ≥ ρ_n}, (1.1) gde |v|_p = (^n∑ i=1 |v_i|^p )_{1/p} , 0 < p < ∞ (1.2)

est~ l^p-norma v R^n (kvazi-norma pri p ∈ (0, 1)).

DlØ takih mnoßestv V_n zadaqa izuqena v [6], (sm. takße [8]). UsloviØ minimaksnoæ razliqimosti formuliru¸tsØ v terminah kritiqeskih radiusov ρ^∗_n:

ρ^∗_n = ρ^∗_{n,p} = { n^{1/p−1/4}, pri 0 < p ≤ 2, n^{1/2p}, pri 2 < p < ∞, (1.3)

i ime¸t vid: dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1) β(α, V_n) → 0 pri ρ_n/ρ^∗_n → ∞; (1.4)

β(α, V_n) → 1 − α pri ρ_n/ρ^∗_n → 0. (1.5)

114 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pri vypolnenii usloviØ (1.4) coctoØtel~noe obnarußenie obespeqivaetsØ testami vida ψ_{n,α} = 1_{{tn>Tα}}, (1.6) osnovannymi na sravnenii testovyh statistik

t_n = t_{n,p} = { (2n)^−1^/2 ∑_n i=1(X2_i − 1), pri 0 < p ≤ 2, n^{−1/2} ∑_n i=1(|X_i|^p − d_p)/s_p, pri 2 < p < ∞ (1.7)

c porogom T_α. Zdes~ veliqiny d_p = E|ξ|^p, c^2_p = D|ξ|^p est~ srednee i dispersiØ sluqaænoæ veliqiny |ξ|^p, gde ξ est~ standartnaØ gaussovskaØ sluqaænaØ veliqina. Porog T_α vybiraetsØ iz usloviØ Φ(T_α) = 1−α. Zdes~ i dalee Φ(t) est~ funkciØ raspredeleniØ standartnogo normal~nogo zakona.

Takim obrazom pri p ≤ 2 testovye statistiki est~ statistiki tipa hi-kvadrat i ne zavisØt ot p. Otmetim, qto pri p = 2 ukazannye testy ØvlØ¸tsØ minimaksnymi (ne asimptotiqeski) dlØ l¸bogo n, a pri p < 2 – asimptotiqeski minimaksnymi. MinimaksnaØ veroØtnost~ oxibok pri p = 2 vyraßaetsØ qerez funkci¸ necentral~nogo hi-kvadrat raspredeleniØ c n stepenØmi svobody. Asimptotiqeskoe ße vyraßenie imeet vid pri p ≤ 2: β(α, V_n) = Φ(T_α − u_n) + o(1), (1.8) gde u^2_n = n^{1−4/p} 2 ρ^4_n. (1.9)

Pri p > 2 struktura asimptotiqeski minimaksnyh testov sloßnee. Asimptotiqeski minimaksnymi ØvlØ¸tsØ testy vida ψ_{n,α} = 1_{{tn>Tα}∪Xn} , (1.10) osnovannye na statistikah vida

t_n = t_{n,p} = (nh(z_p))^{−1/2} n∑ i=1 ξ(X_i, z_p), h(z) = 2 sinh^2(z^2/2),

gde ξ(x, z) = e^{−z2/2} cosh(xz) − 1, a z_p est~ poloßitel~noe rexenie uravneniØ p tanh(z^2/2) = z^2, i na porogovoæ procedure:

X_n = {X ∈ R^n : max_i |X_i| > √ 2 log n}. (1.11)

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 115 Asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok imeet vid (1.8), gde u^2_n = n 2 (ρ_n/z_p)2^p sinh2(z2_p /2).

ObratimsØ teper~ k zadaqe obnarußeniØ poloßitel~nyh signalov. Pust~ R^n_+ – zamknutyæ poloßitel~nyæ oktant v R^n i V^+_{n,p} = V_{n,p} ∩ R^n_+ = {v ∈ V_{n,p} : v_i ≥ 0}. Poskol~ku V^+_{n,p} ⊂ V_{n,p}, spravedlivo neravenstvo β(α, V^+_{n,p}) ≤ β(α, V_{n,p}), i sostoØtel~nye testy dlØ V_{n,p} obespeqiva¸t sosto- Øtel~noe obnarußenie signalov i iz V^+_{n,p}. Vopros sostoit v tom, skol~ sil~no β(α, V^+_{n,p}) men~xe qem β(α, V_{n,p}), skol~ sil~no moßno umen~xit~ kritiqeskie radiusy ρ^∗_{n,p} i moßno li postroit~ luqxie testy dlØ obnarußeniØ poloßitel~nyh signalov iz V_{n,p}? Otvet daet sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.1. 1) Pust~ p ≤ 1. Togda βn(α) = Φ(Tα − un), gde

u_n = ρ_nn^{1/2−1/p}. Pri fftom minimaksnymi (ne asimptotiqeski) ØvlØ¸tsØ testy vida, analogiqnogo (1.6), osnovannye na lineænoæ statistike

t_n = n^{−1/2} n∑ i=1 X_i. (1.12)

�to vleqet usloviØ razliqimosti (1.4), (1.5) s kritiqeskimi radiusami ρ^∗_{n,p} = n^{1/p−1/2}.

2) Pust~ p > 1. Togda:

a) UsloviØ razliqimosti ime¸t vid (1.4), (1.5) s kritiqeskimi radiusami ρ^∗_{n,p} = n^{1/2p}. SoctoØtel~nymi v minimaksnom smysle ØvlØ¸tsØ testy, osnovannye na statistikah

t_n = t^+_{n,p} = n^{−1/2} n∑ i=1 η(X_i), η(X) =

= { (X + X2 − 1)/ √ 3, pri 1 < p < 2, (|X|^p − d_p)/s_p, pri p ≥ 2. (1.13)

b) ToqnaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok imeet vid (1.7), gde veliqina u_n opredelØetsØ sootnoxeniem

u^2_n = n(ρ_n/z_{p,+})^{2p}(e^{z2p,+} − 1)).

116 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pri u_n ≍ 1 asimptotiqeski minimaksnymi ØvlØ¸tsØ testy vida, analogiqnogo (1.10), osnovannye na porogovoæ procedure (1.11) i statistikah

t_n = t^+_{n,p} = (nh_+(z_{p,+}))^{−1/2} n∑ i=1 ν(X_i, z_{p,+}),

gde h_+(z) = e^{z2} − 1, ν(x, z) = e^{−z2/2+xz} − 1, a z_{p,+} est~ poloßitel~- noe rexenie uravneniØ p(1 − e^{−z2} ) = z^2.

Teorema 1.1 pokazyvaet, qto pri p < 2 predpoloßenie poloßitel~nosti pozvolØet suwestvenno oslabit~ usloviØ razliqimosti dlØ signalov bol~xoæ razmernosti, t. e. ukazannye v teoreme testy pozvolØ¸t obnarußivat~ stol~ malye signaly v norme | · |_p, qto ih minimaksnoe obnarußenie nevozmoßno bez predpoloßeniØ poloßitel~nosti. V to ße vremØ pri p ≥ 2 predpoloßenie poloßitel~nosti ne pozvolØet uluqxit~ razliqimost~; moßno lix~ neskol~ko umen~xit~ minimaksnye veroØtnosti oxibok.

2. Beskoneqnomernye signaly: usloviØ netrivial~nosti

Pust~ nabl¸daetsØ beskoneqnomernyæ gaussovskiæ vektor X = v + ξ, gde signal v ∈ l^2 est~ neizvestnyæ vektor srednih, a xum ξ est~ posledovatel~nost~, sostoØwaØ iz nezavisimyh standartnyh gaussovskih sluqaænyh veliqin. My proverØem gipotezu H_0 : v = 0 protiv al~ternativy H_1 : v ∈ V_n, gde V_n – zadannaØ posledovatel~nost~ mnoßestv v prostranstve posledovatel~nosteæ l^2. OpredeleniØ razdela 1 oqevidnym obrazom perenosØtsØ i na fftu zadaqu.

Odnako uslovie otdelennosti V_n ot nulØ v normah | · |_p (kvazinormah pri p ∈ (0, 1)) ne obespeqivaet netrivial~nosti zadaqi. Imenno (sm. [6]) pust~

V_p(ρ) = {v ∈ l^2 : |v|_p = ( ∑ i |v_i|^p )_{1/p} ≥ ρ}. Togda β(α, V_p(ρ)) = 1 − α dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1) i ρ > 0. To ße verno i pri zamene mnoßestva V_p(ρ) na ego “poloßitel~nu¸ qast~” V^+_p (ρ) = V_p(ρ) ∩ l^2_+, gde l^2_+ = {v ∈ l^2 : v_i ≥ 0} – poloßitel~nyæ oktant v l^2.

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 117 Rassmotrim bolee xirokiæ klass norm (kvazi-norm). Pust~ a = {a_i} – poloßitel~naØ posledovatel~nost~, i |v|_{p,a} = ( ∑ i |v_ia_i|^p )_{1/p} , t. e. ediniqnyæ xar v norme |·|_{p,a} est~ l^p-ffllipsoid s posledovatel~nost~¸ poluoseæ a^{−1}_i . Poloßim V_{p,a}(ρ) = {v ∈ l^2 : |v|_{p,a} ≥ ρ}.

V [6] pokazano, qto dlØ mnoßestv V_{p,a}(ρ) uslovie netrivial~- nosti vyraßaetsØ v terminah shodimosti ili rashodimosti rØ- da: g_p(a) = { ∑ i a^{4p/(4−p)} i , pri p ≤ 2, ∑ i a^{2p}_i , pri p > 2.

Imenno, esli g_p(a) = ∞, to β(α, V_{p,a}(ρ)) = 1 − α dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1) i ρ > 0. Esli ße g_p(a) < ∞, to usloviØ minimaksnoæ razliqimosti nosØt “klassiqeskiæ” harakter: oni sootvetstvu- ¸t usloviØm (1.4), (1.5) pri ρ^∗_n = 1.

Uslovie g_p(a) = ∞ oznaqaet, qto posledovatel~nost~ poluoseæ a ne ubyvaet slixkom bystro. V qastnosti pri a_i = i^r , −∞ < r < ∞, i = 1, 2, ... ffto uslovie vypolneno pri r ≥ r_p = { 1/4 − 1/p, pri p ≤ 2, −1/2p, pri p > 2. VernemsØ k sluqa¸ poloßitel~nyh signalov. Pust~ V^+_{p,a}(ρ) = V_{p,a}(ρ) ∩ l^2_+ est~ mnoßestvo neotricatel~nyh signalov iz V_{p,a}(ρ). OkazyvaetsØ, qto uslovie netrivial~nosti opisyvaetsØ rØdom

g_{p,+}(a) = { ∑ i a^{2p/(2−p)} i , pri p ≤ 1, ∑ i a^{2p}_i , pri p > 1.

Imenno, spravedliva

Teorema 2.1. 1) Pust~ gp,+(a) = ∞. Togda β(α, V^+_{p,a}(ρ)) = 1 − α dlØ

l¸bogo α ∈ (0, 1) i ρ > 0.

2) Pust~ g_{p,+}(a) < ∞. Togda usloviØ minimaksnoæ razliqimosti nosØt klassiqeskiæ harakter, t. e. sootvetstvu¸t usloviØm

(1.4), (1.5) pri ρ^∗_n = 1.

Iz teoremy 2.1 sleduet, qto, analogiqno razdelu 1, pri p < 2 ograniqenie poloßitel~nosti suwestvenno oslablØet usloviØ

118 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA netrivial~nosti, v to vremØ kak pri p ≥ 2 ffto ograniqenie ne menØet usloviæ netrivial~nosti. V qastnosti, pust~ a_i = i^r , i =

1, 2, .... Togda usloviØ trivial~nosti g_{p,}+(a) = ∞ imeet vid r ≥ r^∗_{p,+} = { 1/2 − 1/p, pri p ≤ 1, −1/2p, pri p > 1. VernemsØ k mnoßestvam signalov tipa V_{p,a}(ρ). Esli g_p(a) = ∞, to dlØ poluqeniØ netrivial~noæ zadaqi minimaksnogo obnarußeniØ neobhodimo dopolnitel~no suzit~ mnoßestva vozmoßnyh signalov. Takie sußeniØ qasto formuliru¸tsØ v vide dopolnitel~nogo ograniqeniØ sverhu na normu | · |_{q,b} signalov: V_{p,a;q,b}(ρ, R) = {v ∈ l^2 : |v|_{p,a} ≥ ρ, |v|_{q,b} ≤ R}. (2.1) DlØ mnoßestv signalov vida (2.1) pri p = q = 2, R = R_n → ∞ asimptotiqeskaØ zadaqa minimaksnogo obnarußeniØ izuqena v [3]; sluqai r = 0, p ≤ q, p ≤ 2 i p = q > 2 izuqeny v [5, 6, 11]. Polnoe issledovanie zadaqi dlØ posledovatel~nosteæ a_i ∼ i^r , b_i ∼ i^s, i → ∞ pri vsevozmoßnyh κ = (r, s, p, q); 0 < p, q ≤ ∞, −∞ < r, s < ∞ soderßitsØ v [9].

V qastnosti, pust~ a_i = i^r, r > r^∗_p, b_i = i^s. Iz rezul~tatov fftih rabot, sleduet, qto esli p ≤ q < ∞, p ≤ 2, to zadaqa minimaksnogo obnarußeniØ trivial~na dlØ s − r ≤ 1/p − 1/q, a pri s − r > 1/p − 1/q asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok imeet vid (1.7) s veliqinami u^2_n ∼ c_0m_0z^4_0 , gde m_0 = m_{n,0}, z_0 = z_{n,0} opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ: c_1m^{r+1/p} 0 z_0 ∼ ρ_n, c_2m^{s+1/q}_0 z_0 ∼ R_n. (2.2)

Pri fftom asimptotiqeski minimaksnye testy osnovany na vzvexennyh statistikah tipa ξ^2 vida t_n = ∑ i w_{n,i}(X^2_i − 1), a kofffficienty w_{n,i} ≥ 0 ime¸t vid

w^2_{n,i} = ζ^4(y_i) ( 2 ∑ i ζ^4(y_i) )_{−1} , y_i = i/m_0, gde ζ(y) = ζ(y, κ) est~ neotricatel~noe (strogo poloßitel~noe pri p < q) rexenie uravneniØ 2ζ^{4−p} = py^{rp} − qy^{sq} ζ^{q−p}. Pri p = q moßno ukazat~ Øvnyæ vid rexeniæ: ζ(y) = (p(y^{rp} − y^{sp})/2)^{1/(4−p)}_+ ,

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 119 gde t_+ = max(0, t). Veliqiny c_l = c_l(κ), l = 0, 1, 2 opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

c_0 = 1 2 ∞∫ 0 ζ^4(y)dy, c_1 = ∞∫ 0 ζ^p(y)y^{rp} dy, c_2 = ∞∫ 0 ζ^q (y)y^{sq} dy; pri p = q oni vyraßa¸tsØ qerez beta-funkci¸.

Esli ße 2 < p = q < ∞, to zadaqa minimaksnogo obnarußeniØ trivial~na dlØ s ≤ r, a pri s > r asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok imeet vid (1.8) s veliqinami u^2_n ∼ c_0n_0h^2_0, gde n_0 = n_{n,0}, h_0 = h_{n,0} opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ: c_1n^{r+1/p} 0 h^{1/p}_0 ∼ ρ_n, c_2n^{s+1/p}_0 h^{1/p}_0 ∼ R_n. (2.3) Pri fftom asimptotiqeski minimaksnymi ØvlØ¸tsØ testy vida, analogiqnogo (1.9), osnovannye na porogovoæ procedure X_n = {X : sup_i |X_i|/T_{n,i} ≥ 1}, T_{n,i} = √ 2 log i + log log R_n, (2.4)

i na statistikah t_n = ∑ i w_{n,i}ξ(X_i, z_p), gde ξ(x, z) = e^{z2} cosh(xz) − 1, a kofffficienty w_{n,i} ≥ 0 ime¸t vid w_{n,i} = η(x_i) ( 2 sinh2(z2_p /2) ∑ i η^2(x_i) )_{−1/2} , gde x_i = i/n_0, η(x) = (x^{rp} − x^{sp})_+. Veliqiny c_l = c_l(κ), l = 0, 1, 2 opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

c_0(κ) = 2 sinh^2(z^2_p /2) 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})2dx;

c^p_1(κ) = z^p 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})x^{rp}dx, c^p2(κ) = z^p 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})x^{sp}dx. Iz fftih rezul~tatov sleduet, qto pri R_n → ∞ usloviØ minimaksnoæ razliqimosti dlØ rassmatrivaemyh mnoßestv signalov ime¸t vid (1.4), (1.4) s kritiqeskimi radiusami ρ^∗_n = R^{C(κ)}n , gde C(κ) = { (4/p − 1 + 4r)/(4/q − 1 + 4s) pri p ≤ q, p ≤ 2, (1 + 2rp)/(1 + 2ps) pri p = q > 2.

120 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

ObratimsØ k zadaqe obnarußeniØ poloßitel~nyh signalov. V silu teoremy 2.1 pri r ≥ r^∗_{p,+} dlØ poluqeniØ netrivial~noæ zadaqi neobhodimy dopolnitel~nye ograniqeniØ na dopustimye mnoßestva signalov, krome poloßitel~nosti. Rassmotrim mnoßestv signalov vida, analogiqnogo (2.1): V^+_n = V^+_{p,a;q,b}(ρ_n, R_n) = {v ∈ l^2_+ : |v|_{p,a} ≥ ρ_n, |v|_{q,b} ≤ R_n}, (2.5) sootvetstvu¸wie posledovatel~nostØm a_i = i^r , b_i = i^s. OgraniqimsØ sluqaØmi r > r^∗_{p,+} pri p ≤ 1, p ≤ q < ∞ ili 1 < p = q < ∞. Budem takße sqitat~, qto esli p < q, to otnoxenie R_n/ρ_n dostatoqno veliko (toqnee R_n/ρ_n > S(κ), gde S^{pq/(p−q)}(κ) = ∑ i i^{−τ} , τ = pq(s − r)/(p − q) > 1 (ffto uslovie nepustoty mnoßestva V^+_n ).

Teorema 2.2. 1) Pust~ p ≤ q, p ≤ 1, r > r^∗_{p,+}. Togda zadaqa tri-

vial~na pri s − r ≤ 1/p − 1/q. Pust~ s − r > 1/p − 1/q. Togda minimaksnaØ veroØtnost~ oxibok opredelØetsØ toqnym ravenstvom β_n(α) = Φ(T_α − u_n), priqem asimptotika veliqiny u_n pri R_n → ∞, ρ_n → ∞ opredelØetsØ sootnoxeniem: u^2_n ∼ c_0v^2_0m_0, gde asimptotika veliqin v_0 = v_{0,n}, m_0 = m_{0,n} opredelØetsØ iz sootnoxeniæ: c_1m^{r+1/p} 0 v_0 ∼ ρ_n, c_2m^{s+1/q}_0 v_0 ∼ R_n, (2.6)

a veliqiny c_l = c_l(κ), l = 0, 1, 2 opredelØetsØ ravenstvami:

c_0 = ∞∫ 0 u^2(y)dy, c_1 = ∞∫ 0 u^p(y)y^{rp} dy, c_2 = ∞∫ 0 u^q(y)y^{sq} dy, (2.7) gde u(y) est~ neotricatel~noe (poloßitel~noe pri p < q) rexenie uravneniØ 2u2^{−p} = py^{rp} − qy^{sq} u^{q−p}. (2.8) Pri fftom minimaksnymi (ne asimptotiqeski) ØvlØ¸tsØ testy ψ_{n,α} = 1_{{tn>Tα}}, osnovannye na lineænyh statistikah

t_n = ∑ i w_{n,i}X_i, w_{n,i} = u(y_i)/( ∑ i u^2(y_i))^{1/2}, y_i = i/m_0. (2.9)

2) Pust~ 1 < p = q < ∞, r > r^∗_{p,+}. Togda zadaqa minimaksnogo obnarußeniØ trivial~na dlØ s ≤ r, a pri s > r asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok imeet vid (1.8) s veliqinami u^2_n ∼ c_0n_0h^2_0, gde n_0 = n_{n,0}, h_0 = h_{n,0} opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ: c_1n^{r+1/p} 0 h^{1/p}_0 ∼ ρ_n, c_2n^{s+1/p}_0 h^{1/p}_0 ∼ R_n. (2.10)

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 121 Pri u_n ≍ 1 asimptotiqeski minimaksnymi ØvlØ¸tsØ testy vida, analogiqnogo (1.10), osnovannye na porogovoæ procedure (2.4) i na statistikah vida t_n = ∑ i w_{n,i}ν(X_i, z_{p,+}), gde ν(x, z) = e^{−z2/2+xz} − 1, a kofffficienty w_{n,i} ≥ 0 ime¸t vid w_{n,i} = η(x_i) ( (e^{z2p,+} − 1) ∑ i η^2(x_i) )_{−1/2} , x_i = i/n_0, η(x) = (x^{rp} − x^{sp})_+.

Veliqiny c_l = c_l(κ), l = 0, 1, 2 opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

c_0(κ) = (e^{z2p,+} − 1) 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})2dx;

c^p_1(κ) = z^p_{,+} 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})x^{rp}dx,

c^p_2(κ) = z^p_{,+} 1∫ 0 (x^{rp} − x^{sp})x^{sp}dx. Iz teoremy 2.2 sleduet, qto pri R_n → ∞ usloviØ minimaksnoæ razliqimosti dlØ rassmatrivaemyh mnoßestv poloßitel~- nyh signalov ime¸t vid (1.4), (1.5) s kritiqeskimi radiusami ρ^∗_n = R^{C+(κ)}n , gde

C_+(κ) = { (2/p − 1 + 2r)/(2/q − 1 + 2s) pri p ≤ q, p ≤ 1, (1 + 2rp)/(1 + 2ps) pri p = q > 1.

Takim obrazom, pri p = q ≥ 2 ograniqenie poloßitel~nosti ne menØet usloviæ razliqimosti, v to vremØ, kak pri p ≤ q, p ≤ 1 usloviØ razliqimosti stanovØtsØ suwestvenno slabee.

3. Obnarußenie gladkih poloßitel~nyh signalov ObratimsØ teper~ k zadaqe obnarußeniØ funkcional~nogo signala v gaussovskom belom xume. Nabl¸deniØ ime¸t vid realizacii sluqaænogo processa X_n(t), t ∈ [0, 1], udovletvorØ¸wego stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ dX_n(t) = s(t)dt + n^{−1/2}dW (t), t ∈ [0, 1], (3.1)

122 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA gde W (t) – standartnyæ vinerovskiæ process, s(t) = s ∈ L_2(0, 1) – neizvestnyæ signal, ε = n^{−1/2} > 0 – uroven~ xuma, rassmatrivaemyæ kak asimptotiqeskiæ parametr ε → 0 pri n → ∞. Zadaqa sostoit v proverke gipotezy H_0 : s = 0 protiv al~ternativy H_1 : s ∈ S_n, gde S_n ⊂ L_2(0, 1) – zadannoe funkcional~noe mnoßestvo. Vse opredeleniØ, kasa¸wiesØ minimaksnoæ i asimptotiqeski minimaksnoæ postanovki zadaqi, sformulirovannye v razdele 1, perenosØtsØ oqevidnym obrazom na rassmatrivaemu¸ zadaqu s zamenoæ mer P_v na mery P_{n,s}, sootvetstvu¸wie nabl¸deniØm (3.1).

Qasto mnoßestva S_n zada¸tsØ ograniqeniØmi gladkosti neizvestnyh signalov i ih otdelennosti ot nulØ: S_n = S(p, q, σ; ρ_n, R) = {s ∈ L_2(0, 1) : ‖s‖_p ≥ ρ_n, ‖s‖^σ_q ≤ R}. (3.2) Zdes~ ‖ · ‖_p est~ L_p-norma, a ‖ · ‖^σ_q est~ sobolevskaØ norma, sootvetstvu¸waØ L_q -norme proizvodnoæ signala porØdka σ > 0 (s obobweniem na sluqaæ necelyh σ); qasto udobnee rassmatrivat~ normy besovskogo tipa [12] ‖·‖^σ_q = ‖·‖^σ_{q,t}, gde t > 0 – dopolnitel~- nyæ parametr, harakterizu¸wiæ “tonku¸ strukturu” normy.

Horoxo izvestno, qto zafiksirovav l¸boæ ortonormal~nyæ bazis {ϕ_i} v L_2(0, 1) i perehodØ k normirovannym koordinatam razloßeniæ X_ε → X, s → v po fftomu bazisu:

X_i = n^{1/2} 1∫ 0 ϕ_i(t)dX_ε(t), v_i = n^{1/2} 1∫ 0 ϕ_i(t)s(t)dt, my poluqaem ffkvivalentnu¸ zadaqu v prostranstve posledovatel~nosteæ X = v + ξ, v ∈ V_n ⊂ l^2 (zdes~ ξ – posletovatel~nost~ standartnyh normal~nyh sluqaænyh veliqin) s mnoßestvom V_n, sootvetstvu¸wim mnoßestvu normirovannyh posledovatel~nosteæ kofffficientov Fur~e razloßeniØ signalov iz mnoßestva S_n po bazisu {ϕ_i}. Odnako ograniqeniØ, opredelØ¸wie funkcional~nye mnoßestva S_n, qasto trudno vyrazit~ v terminah kofffficientov Fur~e.

�to moßno sdelat~ dlØ sluqaØ periodiqeskih gladkih signalov pri p = q = 2, kogda L_2-norma signala sootvetstvuet l^2- norme v prostranstve kofffficientov Fur~e razloßeniØ po standartnomu trigonometriqeskomu bazisu v L_2(0, 1), a norma Soboleva sootvetstvuet norme tipa | · |_{2,a} dlØ posledovatel~nosti

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 123

a_i, i = 0, 1, 2, ... vida a_0 = 1, a_{2i−1} = a_{2i} = (1 + i)^σ , i > 0. V fftom sluqae toqnaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok i usloviØ razliqimosti soderßatsØ v [3].

Esli p ≠ 2 ili q ≠ 2, to dlØ norm Besova moßno ispol~zovat~ dostatoqno regulØrnye “wavelet-bazisy”, qto obespeqivaet sootvetstvie po porØdku meßdu normami Besova v funkcional~nom prostranstve i special~nymi normami (kotorye takße nazyva- ¸t normami Besova) v prostranstve posledovatel~nosteæ kofffficientov Fur~e razloßeniØ signalov po regulØrnomu waveletbazisu. V silu teorem vloßeniØ [12], svØzyva¸wih normy Besova pri razliqnyh parametrah t i normy Soboleva, ots¸da moßno poluqit~ rezul~taty i dlØ norm Soboleva; sm. po fftim voprosam [2, 9] i ssylki v fftih rabotah. Na baze fftih metodov usloviØ minimaksnoæ razliqimosti v sootvetstvu¸wih zadaqah obnarußeniØ signalov poluqeny v [9] (sm. takße [10]). V qastnosti, iz rezul~tatov [9] sleduet (cm. takße [4, 6]), qto dlØ mnoßestv signalov tipa (3.2) pri p ≤ 2, p ≤ q i pri 2 < p = q < ∞ usloviØ minimaksnoæ razliqimosti ime¸t vid, analogiqnyæ (1.4), (1.5) pri kritiqeskih radiusah

ρ^∗_n = n^{−C} , C = { 2σ/(4σ + 1) pri p ≤ 2, p ≤ q, σ/(2σ + 1 − p^{−1}) pri 2 < p = q < ∞.

Pri vypolnenii usloviæ razliqimosti sostoØtel~nye semeæstva testov mogut byt~ postroeny sledu¸wim obrazom. Vyberem celoqislennoe semeæstvo N = N_n ≍ (ρ^∗_n)^{−1/σ} → ∞ i rassmotrim semeæstvo Δ_N ravnomernyh razbieniæ intervala [0, 1) na intervaly δ_{N,i} = [(i − 1)/N, i/N ), i = 1, ..., N . Semeæstvu

Δ_N sootvetctvuet semeæstvo ortonormal~nyh naborov ϕ_{N,i} = N^{1/2}1_{δN,i} , i = 1, ..., N v L_2(0, 1), poroßda¸wih prostranstvo L_{ΔN} kusoqno-postoØnnyh funkciæ dlØ razbieniØ Δ_N , i semeæstvo statistik

X_i = X_{n,i} = n^{1/2} 1∫ 0 ϕ_{N,i}(t)dX_n(t) =

= (N n)1^/2 i/N∫ (i−1)/N dX_n(t), i = 1, ..., N, (3.3)

124 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA a takße sootvetstvu¸wie im semeæstva statistik vida (1.7) s zamenoæ n na N . Togda sostoØtel~nymi ØvlØ¸tsØ semeæstva testov ψ_{n,α} vida (1.6).

Odnako usloviØ poloßitel~nosti signalov s(t) ≥ 0 ne udaetsØ vyrazit~ v terminah kofffficientov razloßeniØ po bazisu Fur~e ili wavelet-bazisu. Pofftomu rezul~taty razdelov 1, 2 nel~zØ ispol~zovat~ neposredstvenno.

Privedem usloviØ minimaksnoæ razliqimosti dlØ poloßitel~nyh signalov pri p = 1, p ≤ q i pri 1 < p = q < ∞. Oboznaqim S^+_n = S^+(p, q, σ; ρ_n, R) mnoßestvo signalov iz S(p, q, σ; ρ_n, R), udovletvorØ¸wih uslovi¸ s(t) ≥ 0 pri vseh t ∈ [0, 1].

Teorema 3.1. 1) Pri p = 1, p ≤ q ili 1 < p = q < ∞ usloviØ

minimaksnoæ razliqimosti ime¸t vid, analogiqnyæ (1.4), (1.5) pri kritiqeskih radiusah ρ^∗_n = n^{−σ/(2σ+1−p}

�1_) . 2) Rassmotrim statistiki X_i = X_{n,i}, i = 1, ..., N = N_n ≍

(ρ^∗_n)^−1^{/σ} vida (3.3). Togda dlØ p = 1, q ≥ p pri vypolnenii uslo-

viæ razliqimosti sostoØtel~nymi ØvlØ¸tsØ semeæstva testov ψ^+_{n,α} vida, analogiqnogo (1.6), osnovannye pri p = 1 na lineænoæ statistike (1.12), a dlØ p = q > 1 – na statistikah (1.13) s zamenoæ n na N .

Otmetim, qto pri p = 1, q ≥ p usloviØ razliqimosti poloßitel~nyh signalov nosØt klassiqeskiæ harakter dlØ modeli nabl¸deniæ (3.1), t.e. ρ^∗_n = n^{−1/2}; krome togo pri 1 ≤ p = q < 2 usloviØ poloßitel~nosti pozvolØet suwestvenno oslabit~ usloviØ razliqimosti, v to vremØ kak pri 2 ≤ p = q usloviØ razliqimosti ne menØ¸tsØ.

4. Dokazatel~stva teorem 1.1–3.1: nißnie granicy

Dokazatel~stva utverßdeniæ o vide nißnih granic teorem 1.1–3.1 sledu¸t shemam dokazatel~stv analogiqnyh rezul~tatov bez usloviØ poloßitel~nosti (sm. [5–9]). Poslednee uslovie, odnako, suwestvenno menØet rØd analitiqeskih svoæstv zadaqi, i my ostanovimsØ, v osnovnom, na fftih izmeneniØh.

4.1. Sluqaæ p ≤ 1, q ≥ p

V fftom sluqae nißnie granicy osnovany na neravenstve

β(V, α) ≥ sup_{v∈V} β(v, α) = Φ(T_α − inf_{v∈V} |v|); (4.1)

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 125 zdes~ β(v_1, α) = Φ(T_α − |v_1|) est~ veroØtnost~ oxibki II roda dlØ testa Neæmana–Pirsona pri proverke prostoæ gipotezy H_0 : v = 0 protiv prostoæ al~ternativy H_1 : v = v_1; |v| = |v|_2 est~ evklidova ili l^2-norma signala. Neravenstvo (4.1) svodit zadaqu poiska nißnih granic minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok k poisku toqki v ∈ V s minimal~noæ normoæ.

V usloviØh teoremy 1.1 ffto est~ toqka s koordinatami v_{i,n} = n^{−1/p}ρ_n, i = 1, ..., n, qto i daet nißnie granicy teoremy. V usloviØh teoremy 2.1 poisk takoæ toqki privodit k zadaqe minimizacii

u^2_n = inf { ∑ i v^2_i : ∑ i (v_ia_i)^p ≥ ρ^p_n, v_i ≥ 0 } . (4.2)

AnalogiqnaØ zadaqa izuqena v [6] (s tem otliqiem, qto minimiziruetsØ summa ne kvadratov, a 4-h stepeneæ; analitiqesku¸ priqinu fftogo otliqiØ my poØsnim pozße). Ispol~zuØ metod mnoßiteleæ Lagranßa (sr. s dokazatel~stvami v [6]) ili primenØØ rezul~taty [6] s zamenoæ peremennyh v → v^2, p → 2p my vidim, qto nißnØØ gran~ est~ 0 pri g_{p,+}(a) = ∞, i u_n = g_{p,+}(a)^{1/2−1/p}ρ_n pri g_{p,+}(a) < ∞.

V usloviØh teoremy 2.2 zadaqa minimizacii imeet vid

u^2_n = inf { ∑ i v^2_i : ∑ i (v_ii^r )^p ≥ ρ^p_n, ∑ i (v_ii^s)^q ≤ R^q_n, v_i ≥ 0 } . (4.3)

AnalogiqnaØ zadaqa (s analogiqnym otliqiem) izuqena v [11]. PrimenØØ metod mnoßiteleæ Lagranßa netrudno preobrazovat~ sootvetstvu¸wie uravneniØ dlØ koordinat minimal~noæ toqki k vidu v_i = v_0u(i/m_0), gde u(y) est~ rexenie uravneniØ (2.8), a parametry v_0 = v_{0,n}, m_0 = m_{0,n} opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ ∑ i (v_ii^r )^p = ρ^p_n, ∑ i (v_ii^s)^q = R^q_n,

kotorye pri y_i = i/m_0 moßno perepisat~ v vide:

v^p_0m^{rp+1}_0 ( m^{−1}_0 ∑ i u^p(y_i)y^{rp}_i ) = ρ^p_n,

v^q_0m^{sq+1}_0 ( m^{−1}_0 ∑ i u^q(y_i)y^{sq}_i ) = R^q_n, (4.4)

126 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA a znaqenie minimuma kvadrata l^2-normy signala est~

u^2_n = v^2_0 m_0 ( m^{−1}_0 ∑ i u^2(y_i) ) . (4.5)

Netrudno ubedit~sØ, qto dostatoqno izuqit~ sluqaæ, kogda m_0 → ∞ pri R_n → ∞, ρ_n → ∞. V fftom sluqae, zamenØØ normirovannye summy v (4.4), (4.5) integralami (2.7), my prihodim k sootnoxeniØm teoremy. V shodimosti integralov (2.7) netrudno ubedit~sØ, ispol~zuØ asimptotiqeskie svoæstva rexeniæ uravneniØ (2.8): u(y) ∼ { (p/2)1^/(2^{−p})y^{rp/}(2^{−p}), pri y → 0, (p/q)1^/(^{q−p})y(^{rp−sq})^/(^{q−p}) , pri y → ∞. V usloviØh teoremy 3.1 neravenstvo (4.1) moßno perepisat~ v vide β(S_n, α) ≥ Φ(T_α − n^{1/2}‖s_n‖), dlØ l¸boæ posledovatel~nosti signalov s_n ∈ S_n, zdes~ ‖ · ‖ = ‖ · ‖_2. Qtoby poluqit~ trebuemye nißnie granicy my rassmatrivaem semeæstva signalov sledu¸wego vida. ZadadimsØ neotricatel~noæ dostatoqno gladkoæ funkcieæ ϕ(t), t ∈ R^1 s nositelem na intervale (0, 1) i takoæ, qto 1∫ 0 ϕ^2(t)dt = 1, 1∫ 0 ϕ^p(t)dt = C^p_p , max t, 0≤k<σ+2 |ϕ^{(k)}(t)| ≤ b_1 < ∞. (4.6)

gde indeks (k) oznaqaet k-¸ proizvodnu¸. Rassmotrim celoqislennoe semeæstvo N = N_n, poloßitel~noe semeæstvo z_n, vid kotoryh utoqnim niße, i semeæstvo funkciæ s_n(t) = n^{−1/2}z_n ∑_N i=1 ϕ(N t − i + 1). ˚sno, qto n^{1/2}‖s_n‖ = z_n, ‖s_n‖_p = n^{−1/2}z_nC_p, ‖s_n‖^σ_q ≤ n^{−1/2}N^σz_nB_1, gde B_1 – poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot σ. Vyberem N_n, z_n tak, qtoby

n^{−1/2}z_nC_p ≥ ρ_n, B_1n^{−1/2}z_nN^σ ≤ R;

Øsno, qto pri fftom s_n ∈ S_n i N_n ≍ ρ^{−1/σ}n , z_n ≍ n^{1/2}ρ_n, otkuda sledu¸t nißnie granicy sootvetstvu¸wie teoreme: β(S_n, α) ≥

Φ(T_α − B2n1^/2ρ_n), gde B2 – poloßitel~naØ postoØnnaØ.

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 127

4.2. Sluqaæ p = q > 1 4.2.1. UsloviØ nerazliqimosti. Pri p > 1 dlØ postroeniØ

nißnih granic v minimaksnoæ zadaqe proverki gipotez my ispol~zuem metody [6, 7, 9] poiska asimptotiqeski naimenee blagopriØtnyh apriornyh raspredeleniæ π^n, asimptotiqeski sosredotoqennyh na zadannyh mnoßestvah signalov:

π^n(V_n) → 1, n → ∞. (4.7)

Pri vypolnenii usloviØ (4.7) spravedlivo neravenstvo β(α, V_n) ≥ β(α, π^n) + o(1), n → ∞, (4.8) gde β(α, π^n) est~ minimal~naØ veroØtnost~ oxibok II roda v baæesovskoæ zadaqe proverki gipotezy H_0 : P = P_0 o raspredelenii P nabl¸deniæ X protiv al~ternativy H_πn : P = P_πn , sootvetstvu¸weæ smesi P_πn = ∫ P_vπ^n(dv) pri zadannom urovne veroØtnost~ oxibok I roda α ∈ (0, 1). My rassmatrivaem klass apriornyh raspredeleniæ vida π^n = ∏ i π_{n,i}, sootvetstvu- ¸wih naboram π̄_n = {π_{n,i}}, gde π_{n,i} – veroØtnostnye mery na R^1. DlØ naborov π̄ = {π_i} takogo vida rassmotrim funkcional ‖π̄‖^2 = ∑ i ‖π_i‖^2 = ∑ i(π_i, π_i), sootvetstvu¸wiæ bilineænoæ forme (π̄, r̄) = ∑ i (π_i, r_i) = ∑ i ∫ R1 ∫ R1 (e^{uv} − 1)π_i(du)r_i(dv). (4.9)

V [7, 9] pokazano, qto esli ‖π̄_n‖ → 0, to β(α, π^n) → 1 − α, n → ∞ dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1); krome togo, bilineænye formy (4.9) poroßda¸t gil~bertovy normy na lineænyh prostranstvah zarØdov s otnoxeniem ffkvivalentnosti r_1 ∼ r_2 + aδ_0 i prostranstvah posledovatel~nosteæ takih zarØdov; zdes~ i dalee δ_z est~ veroØtnostnaØ mera, sosredotoqennaØ v toqke z ∈ R^1.

My budem rassmatrivat~ posledovatel~nosti, sostoØwie iz dvuhtoqeqnyh mer π̄_n = π̄(h̄_n, z̄_n) = {π(h_{n,i}, z_{n,i})}, π(h, z) = (1 − h)δ_0 + hδ_z, h ∈ [0, 1], z ≥ 0. (4.10)

DlØ takih mer ‖π(h, z)‖^2 = h^2Eν^2(ξ, z) = h^2(e^{z2} − 1),

‖π̄_n‖^2 = ∑ i h^2_{n,i}(e^{z2n,i} − 1), l_{n,π}n = ∑ i log(1 + h_{n,i}ν(X_i, z_{n,i})). (4.11)

128 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

V usloviØh teoremy 2.1 pust~ z_{n,i} = 1, B > 1 – poloßitel~naØ postoØnnaØ, h_{n,i} = h_n = Bρ^p_n/n. DlØ sootvetstvu¸- weæ posledovatel~nosti mer (4.10) pri ρ_n = o(n^{1/2p}) imeem: h_n = o(n^{−1/2}), ‖π̄_n‖^2 ≍ nh^2_n = o(1). Ostalos~ proverit~ uslovie (4.7). Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ nh_n ≍ ρ^p_n → ∞ (v protivnom sluqae moßno uveliqit~ ρ_n, obespeqiv ffto uslovie i sohraniv uslovie ρ_n = o(n^{1/2p}); pri fftom veliqiny β(α, V_n) ne uveliqatsØ) Togda uslovie (4.7) vytekaet (sr. s analogiqnymi ocenkami v [6, 9]) iz neravenstva Qebyxeva i sootnoxeniæ:

π^n(R^n_+) = 1, E_πn ( n∑ i=1 v^p_i ) = nh_n = Bρ^p_n,

D_πn ( n∑ i=1 v^p_i ) = nh_n(1 − h_n) = o((nh_n)^2).

(4.12)

V usloviØh teoremy 2.1 pri g_{p,+}(a) = ∞ i fiksirovannom ρ > 0 dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda posledovatel~nost~ a takova, qto a_i → 0 (sr. s [6]). Rassmotrim posledovatel~nost~ naborov π̄_n = {π(h_{n,i}, z_{n,i})} c z_{n,i} = 1 i h_{n,i} = { Bρ^pa^p_i /A_n, pri i ≤ n, 0, pri i > n , A_n = n∑ i=1 a^{2p}_i , B > 1. Togda legko videt~ (sr. s ocenkami v [6]), qto max_i h_{n,i} → 0, ‖π̄_n‖2 ≍ ∑ i h^2_{n,i} = o(1), a uslovie (4.7) vytekaet iz neravenstva Qebyxeva i sootnoxeniæ, analogiqnyh (4.12):

π^n(R^n_+) = 1, E_πn ( ∑ a^p_i v^p_i ) = ∑ i h_ia^p_i = Bρ^p , D_πn ( ∑ a^p_i v^p_i ) ≤ ∑ i h_ia^{2p}_i = o(1).

V usloviØh teoremy 3.1 pri ρ_n = o(ρ^∗_n), analogiqno p. 4.1, zadadimsØ neotricatel~noæ gladkoæ funkcieæ ϕ(t), udovletvorØ¸- weæ usloviØm (4.6), i rassmotrim posledovatel~nost~ ortonormal~nyh naborov funkciæ ϕ_{n,i} = N^{1/2}ϕ(N t − i + 1), i = 1, ..., N ≍

(ρ^∗_n)^−1^{/σ} i sluqaænye funkcii vida

s_η (t) = n^{−1/2} N∑ i=1 η_iϕ_{n,i}(t) = (N/n)^{1/2} N∑ i=1 η_iϕ(N t − i + 1), (4.13)

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 129 gde η_1, ..., η_N – nezavisimye odinakovo raspredelennye bernullievskie sluqaænye veliqiny; P (η_i = 1) = h_N , P (η_i = 0) = 1 − h_N , gde h_N = Bρ^p_n(n/N )^{p/2}C^{−p}_p → 0, B > 1. Sluqaænye funkcii (4.13) poroßda¸t veroØtnostnye mery

π^n = N∏ i=1 π_{n,i}, π_{n,i} = (1 − h_N )δ_0 + h_N δ_1

v prostranstve normirovannyh kofffficientov v_i = n^{1/2}(s_η , ϕ_{n,i}), i = 1, ..., N i sootvetstvu¸wie baæesovskie zadaqi ffkvivalentny. Pri fftom ‖π̄_n‖^2 ≍ N h^2_N ≍ (ρ_n/ρ^∗_n)^{2p} → 0.

Ostalos~ pokazat~, qto sluqaænye funkcii (4.13) sosredotoqeny v S_n s veroØtnost~¸, stremØweæsØ k 1 pri n → ∞. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ N h_N → ∞ (fftogo moßno dobit~sØ uveliqivaØ ρ_n i sohranØØ uslovie ρ_n = o(ρ^∗_n)). Pri fftom uslovie sosredotoqennosti vytekaet iz neravenstva Qebyxeva i ocenok:

E‖s_η‖^p = (n^{−1}N C^2_p )^{p/2}h_N = Bρ^p_n, D‖s_η ‖^p ≤ (n^{−1}N C^2_p )^ph_N = o(ρ^{2p}_n ),

E(‖s_η ‖^σ_p )^p = O(n^{−p/2}N^{p/2+pσ)}h_N ) = O((ρ_n/ρ^∗_n)^p) → 0.

4.2.2. ToqnaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxi- bok ObratimsØ teper~ k toqnoæ asimptotike iz teorem 1.1, 2.2. V [7, 9] pokazano, qto esli statistika l_{n,π}n = log(dP_πn /dP_0) asimptotiqeski normal~na otnositel~no P_0-raspredeleniØ: l_{n,π}n ∼ N (−u^2_n/2, u^2_n), n → ∞, (4.14) gde N (a, σ^2) – normal~noe raspredelenie, to

β(α, π^n) = Φ(T_α − u_n) + o(1), n → ∞; (4.15)

tam ße pokazano, qto uslovie asimptotiqeskoæ normal~nosti (4.14) s u_n = ‖π̄_n‖ vypolneno dlØ posledovatel~nosteæ simmetriqnyh mer π̄_n = {π(h_{n,i}, z_{n,i})}, π(h, z) = (1 − h)δ0 + h(δ_z + δ_{−z} )/2, (4.16) takih qto

‖π̄_n‖ ≍ 1, sup_i ‖π_{n,i}‖ = o(1), sup_i z_{n,i} = O(1). (4.17)

130 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Analiz dokazatel~stv pokazyvaet, qto v predpoloßeniØh (4.17) to ße spravedlivo i dlØ posledovatel~nosteæ mer (4.10). Takim obrazom pri vypolnenii (4.7), (4.17) iz (4.8) sleduet neravenstvo β(α, V_n) ≥ Φ(T_α − u_n) + o(1), n → ∞; (4.18)

Otmetim, qto pervoe uslovie v (4.17) ne ØvlØetsØ ograniqiva¸- wim, t. k. pri u_n = ‖π̄_n‖ → ∞ neravenstvo (4.18) trivial~no, a pri u_n → 0 vytekaet iz rezul~tatov, otmeqennyh v p. 4.2.1.

Takim obrazom dlØ poluqeniØ nailuqxih nißnih granic my prihodim k zadaqe minimizacii

u_n = inf_{π̄n ∈Πn} ‖π̄_n‖, (4.19)

gde Π_n – nekotoraØ posledovatel~nost~ klassov takih naborov

π̄_n, qto vypolneny usloviØ (4.7). Toqnee, pust~ suwestvuet ta-

kaØ posledovatel~nost~ dvuhtoqeqnyh mer π̄_n = {π(h_{n,i}, z_{n,i})}, qto ‖π̄_n‖ = u_n + o(1) i vypolneny usloviØ (4.7), (4.17). Togda spravedlivo predel~noe ravenstvo (4.15).

V usloviØh teoremy 1.1 rassmotrim klassy Π_n vida

Π_n = Π_{n,p}(ρ_n) =

= {π̄_n = {π_{n,i}}^n_i=1 : supp(π_{n,i}) ⊂ [0, ∞), n∑ i=1 E_{πn,i} v^p ≥ ρ^p_n}, (4.20) gde supp(π) est~ vypuklyæ nositel~ mery π. Ispol~zuØ soobraßeniØ simmetrii i vypuklosti funkcionala ‖π̄_n‖ i mnoßestva

Π_{n,p}(ρ_n) legko videt~, qto minimum u_n v zadaqe (4.19), (4.20)

imeet vid u^2_n = nϕ^+_p (ρ_n/n^{1/p}), gde

ϕ^+_p (λ) = inf{‖π‖^2 : supp(π) ⊂ [0, ∞), E_πv^p ≥ λ^p}. (4.21)

AnalogiqnaØ (4.21) ffkstremal~naØ zadaqa ϕ_p(λ) = inf{‖π‖^2 : E_π|v|^p ≥ λ^p} izuqalas~ v [5, 6], gde pokazano, qto pri p ≤ 2 minimum dostigaetsØ na simmetriqnyh merah π = π(h, z) vida (4.16), priqem esli p ≤ 2, to h = 1, z = λ, ϕ_p(λ) ∼ λ^4/2 pri λ → 0. Esli ße p > 2, to z = z_p, h = (λ/z_p)^p pri dostatoqno malyh λ ≤ z_p.

Ispol~zuØ analogiqnu¸ [5, 6] tehniku moßno ustanovit~ sledu¸wee utverßdenie.

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 131

Lemma 4.1. 1) Pust~ p ≤ 1. Togda minimum v ffkstremal~noæ za-

daqe (4.21) dostigaetsØ na odnotoqeqnoæ mere π = δ_z, z = λ, qto sootvetstvuet π(h, z), h = 1. To ße verno pri p > 1, λ > z_{p,+}.

2) Pust~ p > 1, λ ≤ z_{p,+}. Togda minimum v ffkstremal~noæ zadaqe

(4.21) dostigaetsØ na dvuhtoqeqnoæ mere π(h, z) pri z = z_{p,}+, h = (λ/z_{p,}+)^p. Ispol~zuØ lemmu 4.1 legko nahodim, qto pri p > 1, ρ_n = o(n^{1/p}) minimum v ffkstremal~noæ zadaqe (4.19), (4.20) imeet vid u^2_n = n(ρ_n/n^{1/p}z_{p,+})^{2p}(e^{z2p,+} − 1) i dostigaetsØ na nabore, sostavlennom iz n odinakovyh mer π_n = π(h_n, z_{p,+}), h_n = ρ^p_n/nz^p_{,+}. Esli by sootvetstvu¸wie mery π^n udovletvorØli uslovi¸ (4.7), to ots¸da vytekali by trebuemye nißnie granicy. �to uslovie, voobwe govorØ, ne vypolneno, t.k. E_πn ∑_n i=1 v^p_i = nh_nz^p_{,+} = ρ^p_n. Odnako, tak tak D_πn ( ∑_n i=1 v^p_i ) ≤ ρ^p_nz^p_{,+} = o(ρ^{2p}_n ) pri ρ_n → ∞, iz neravenstva Qebyxeva sleduet vypolnenie (4.7) dlØ mer π̃^n, sootvetstvu¸wih zamene veliqiny ρ_n na ρ̃_n = ρ_n(1 + δ), δ > 0. V silu proizvol~nosti δ > 0 ots¸da vyteka¸t trebuemye nißnie granicy.

V usloviØh teoremy 2.2 my rassmatrivaem mnoßestva

Π_n =Π_{n,p,q}(ρ_n, R_n) = {π̄_n = {π_{n,i}}^n_i=1 : supp(π_{n,i}) ⊂ [0, ∞), n∑ i=1 E_{πn,i} i^{rp}v^p ≥ ρ^p_n, n∑ i=1 E_{πn,i} i^{sq}v^q ≤ R^q_n}. (4.22)

�kstremal~nu¸ zadaqu (4.19), (4.22) pri p ≠ q moßno svesti k vidu

u^2_n = inf{ ∑ i ϕ^+_{p,q}(λ_i, μ_i) : ∑ i i^{rp}λ^p_i ≥ ρ^p_n, ∑ i i^{sq}μ^q_i ≤ R^q_n}, gde ϕ^+_{p,q}(λ, μ) = inf{‖π‖^2 : supp(π) ⊂ [0, ∞), E_πv^p ≥ λ^p, E_π v^q ≤ μ^q}, (4.23) a pri p = q

u^2_n = inf{ ∑ i ϕ^+_p (λ_i) : ∑ i i^{rp}λ^p_i ≥ ρ^p_n, ∑ i i^{sp}λ^p_i ≤ R^p_n}, gde ϕ^+_p (λ) opredelØetsØ (4.21) (v ffkstremal~noæ zadaqe (4.21) neravenstvo v ograniqenii moßno zamenit~ ravenstvom). AnalogiqnaØ (4.23) ffkstremal~naØ zadaqa ϕ_{p,q}(λ, μ) = inf{‖π‖^2 : E_π|v|^p ≥ λ^p, E_π|v|^q ≤ μ^q }

132 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA issledovana v [11], gde, v qastnosti, pokazano, qto pri p ≤ 2, q > p, λ ≥ μ (poslednee est~ uslovie nepustoty mnoßestva minimizacii) minimum dostigaetsØ na simmetriqnyh dvuhtoqeqnyh merah s h = 1, z = λ; pri fftom ϕ_{p,q}(λ, μ) ∼ λ^4/2 pri λ → 0.

Ispol~zuØ analogiqnu¸ tehniku moßno izuqit~ i zadaqu (4.23). My ne budem privodit~ sootvetstvu¸wie rezul~taty; otmetim tol~ko, qto pri p ≤ 1, q > p, λ ≥ μ minimum dostigaetsØ na odnotoqeqnyh merah s h = 1, z = λ; pri fftom ϕ^+_{p,q}(λ, μ) ∼ λ^2 pri λ → 0.

Takim obrazom pri p ≤ 1, q ≥ p zadaqa (4.19), (4.22) asimptotiqeski svoditsØ k poisku toqki iz V_n s minimal~noæ dlinoæ, kotoraØ i izuqalas~ v p. 4.1. Otliqie lemmy 4.1 i otmeqennyh rezul~tatov ot analogiqnyh rezul~tatov v [5, 6, 11] i est~ analitiqeskaØ priqina ffffektov, svØzannyh s ograniqeniem poloßitel~nosti signalov.

Pust~ p = q > 1. Togda s uqetom lemmy 4.1 zadaqa (4.19), (4.22) svoditsØ k sledu¸weæ:

u^2_n = (e^{z2p,+} − 1) inf{ ∑ i h^2_i : ∑ i i^{rp}h_i ≥ ≥ (ρ_n/z_{p,+})^p, ∑ i i^{sp}h_i ≤ (R_n/z_{p,+})^p}. (4.24)

�ta zadaqa legko issleduetsØ s pomow~¸ metoda mnoßiteleæ Lagranßa i asimptotika ee rexeniØ pri R_n → ∞, ρ_n ≍ ρ^∗_n i privedena v formulirovke teoremy 2.2. Sootvetstvu¸waØ mera π^n neposredstvenno ne udovletvorØet uslovi¸ (4.7). Odnako vypolneniØ fftogo usloviØ legko dobit~sØ, zamenØØ veliqiny ρ_n, R_n na ρ̃_n = ρ_n(1+δ),^~R_n = R_n(1−δ), δ ∈ (0, 1). V silu proizvol~nosti δ ots¸da vyteka¸t trebuemye nißnie granicy.

5. Dokazatel~stva teorem 1.1–3.1: verhnie granicy

Dokazatel~stva utverßdeniæ o vide verhnih granic osnovany na issledovanii minimaksnyh svoæstv special~nyh klassov testov. Pri fftom, analogiqno [5–9], voznika¸t ffkstremal~nye zadaqi, dvoæstvennye zadaqam, voznika¸wim pri postroenii nißnih granic.

Rassmotrim minimaksnye svoæstva testov ψ_{n,T} = 1_{tn>T} na osnove statistik t_n = t_n(X), takih qto E_0t_n = 0, D_0(t_n) = 1,

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 133 i poroga T > 0. Oboznaqim

h_n(v) = E_vt_n, D_n(v) = D_vt_n, h_n(V_n) = inf_{v∈Vn} h_n(v). (5.1)

Pust~ dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti δ_n = o(1) vypolneny sootnoxeniØ:

D_n(v) ≤ B + δ_nh^2_n(v), v ∈ V_n. (5.2)

Togda iz neravenstva Qebyxeva legko poluqit~ (sr. s [6]), qto α(ψ_{n,T} ) ≤ α pri T^2 ≥ 1/α i β(ψ_{n,T} , V_n) → 0 pri h_n(V_n) → ∞. Esli ße, v dopolnenie k (5.2), t_n ∼ N (0, 1) otnositel~no P_0- raspredeleniØ i t_n ∼ N (h_n(v), 1) otnositel~no P_v-raspredeleniØ ravnomerno po takim v ∈ V_n, qto h_n(v) = O(1), to α(ψ_{n,Tα} ) = α = o(1), β(ψ_{n,Tα} , V_n) ≤ Φ(T_α − h_n(V_n)) + o(1). 5.1. Sluqaæ p ≤ 1, q ≥ p

DlØ nabl¸deniæ X = v + ξ rassmotrim klass testov ψ_{r,α} = 1_{(X,r)>Tα} , osnovannyh na lineænyh statistikah (X, r) = ∑ i X_ir_i, |r| = 1 (zdes~ i niße | · | – evklidova norma v R^n ili gil~bertova norma v l^2). Poskol~ku ffti statistiki normal~ny: (X, r) ∼ N ((v, r), 1) otnositel~no l¸bogo P_v-raspredeleniØ, imeem: α(ψ_{r,α}) = α, β(ψ_{r,α}, V_n) = Φ(T_α − inf_{v∈Vn}(v, r)). Takim obrazom pri poiske nailuqxego testa, osnovannogo na lineænyh statistikah vida (X, r), my prihodim k maksiminnoæ zadaqe:

u_n = sup_{|r|=1} inf_{v∈Vn}(v, r). (5.3)

Legko proverit~, qto esli mnoßestvo V_n vypuklo i suwestvuet toqka v^∗ ∈ V_n s minimal~noæ normoæ: |v^∗_n| = inf_{v∈Vn} |v| > 0, (5.4) to u_n = |v^∗_n|, i verhnØØ gran~ v (5.3) dostigaetsØ pri r_n = v^∗_n/|v^∗_n| (sm. takße lemmu 5.1 niße). Pri fftom s uqetom nißnih granic (4.1) my imeem neasimptotiqeskie ravenstva (sr. s [1]): β(α, V_n) = β(ψ_{r,α}, V_n) = Φ(T_α − u_n).

134 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

V usloviØh teorem 1.1, 2.1 mnoßestva V_n = V^+_{p,a}(ρ_n) vypukly pri p ≤ 1, otkuda vyteka¸t ravenstva teoremy 1.1 dlØ veroØtnosteæ oxibok i minimaksnost~ testov. V usloviØh teoremy 2.1 pri g^+_p (a) < ∞ toqka v^∗_n imeet koordinaty v^∗_{n,i} = ρ_na^{p/(2−p)} i (g_{p,}+(a))^−1^{/p}, |v^∗_n| = ρ_n(g_{p,}+(a))^−(2^{−p})^/2^p,

otkuda vytekaet sostoØtel~nost~ testov pri ρ_n → ∞.

V usloviØh teoremy 3.1 P_{n,s}-raspredeleniØ statistik (3.3) opredelØ¸tsØ P_v-raspredeleniØmi sluqaænogo vektora X = v + ξ ∈ R^N , gde v = (v_1, ..., v_N), v_i = n^{1/2}(ϕ_{N,i}, s). Pri fftom N∑ i=1 |v_i|^p = n^{p/2}N^{1−p/2}‖P r_N (s)‖^p, (5.5) gde P r_N (s) – operator L_2-proektirovaniØ na podprostranstvo funkciæ, postoØnnyh na intervalah δ_{N,i}, poroßdennyh naborom ϕ_{N,i} = N^{1/2}1_{δN,i} ; i = 1, ..., N . Pri fftom P_v-raspredeleniØ lineænyh statistik (1.12) (s zamenoæ n na N ), sootvetstvu¸wih statistikam (3.3), ØvlØ¸tsØ normal~nymi N (h_n(v), 1), gde

h_n(v) = N^{−1/2} N∑ i=1 v_i = n^{1/2}‖P r_N (s)‖_1.

Takim obrazom uslovie sostoØtel~nosti testov teoremy 3.1 pri p = 1, q ≥ 1 imeet vid

inf_{s∈Sn} n1^/2‖P r_N (s)‖1 → ∞, (5.6)

priqem v silu izvestnyh teorem vloßeniØ [12] dostatoqno rassmotret~ sluqaæ p = q = 1, ‖ · ‖^σ_p = ‖ · ‖^σ_{p,∞}, sootvetstvu¸wiæ naibolee xirokomu mnoßestvu signalov S_n = S(p, q, σ, ρ_n, R).

Vospol~zuemsØ sledu¸wim neravenstvom (sm. [6], neravenstvo (5.16)): ‖P r_N (s)‖_p ≥ B_1‖s‖_p − B_2N^{−σ} pri ‖s‖^σ_p ≤ R, p ≥ 1, (5.7) gde B_1, B_2 – poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie ot σ, R. �to neravenstvo dokazano v [6] dlØ normy Nikol~skogo, ffkvivalentnoæ norme Besova ‖ · ‖^σ_{p,∞}. Iz neravenstva (5.7) i vybora N ≍

(ρ^∗_n)^−1^{/σ} sleduet (5.6), t. k. pri ρ_n ≫ ρ^∗_n = n^−1^/2 dlØ l¸bogo s ∈ S_n imeem: n^{1/2}‖P r_N (s)‖_1 ≥ B_1n^{1/2}ρ_n(1 + o(1)) → ∞.

ObratimsØ k teoreme 2.2. Zametim, qto uslovie vypuklosti mnoßestv V_n moßno oslabit~, zameniv ego sledu¸wim.

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 135

Lemma 5.1. Pust~ suwestvuet vzaimno-odnoznaqnaØ zamena pe-

remennyh ϕ : Z_n → V_n; v = ϕ(z), v_i = ϕ_i(z_i), gde Z_n – vypukloe mnoßestvo, ϕ_i(t) – neotricatel~nye vypuklye funkcii. Pust~ suwestvuet toqka z^∗_n ∈ Z_n, takaØ qto |ϕ(z^∗_n)| = inf_{z∈Zn} |ϕ(z)|, (qto ravnosil~no (5.4) pri v^∗_n = ϕ(z^∗_n)). Togda verhnØØ gran~ v (5.3) est~ u_n = |v^∗_n| i dostigaetsØ pri r = v^∗_n/|v^∗_n| = ϕ(z^∗_n)/|ϕ(z^∗_n)|.

Dokazatel~stvo. V silu ravenstva sup_{|r|=1}(r, v) = |v|, imeem: u_n = sup_{|r|=1} inf_{v∈Vn}(r, v) ≤ inf_{v∈Vn} sup_{|r|=1}(r, v) = inf_{v∈Vn} |v| = |v^∗_n|. Qtoby ustanovit~ protivopoloßnoe neravenstvo: inf_{v∈Vn} (r^∗_n, v) ≥ |v^∗_n|, r^∗_n = v^∗_n/|v^∗_n|, predpoloßim protivnoe: suwestvuet toqka v = ϕ(z) ∈ V_n, takaØ qto (r^∗_n, v) < |v^∗_n|, qto ravnosil~no tomu, qto a = ∑ i ϕ_i(z^∗_{n,i})(ϕ_i(z^∗_{n,i}) − ϕ_i(z_i)) > 0. Pust~ z(t) = (1 − t)z^∗_n + tz, t ∈ (0, 1); z(t) ∈ Z v silu vypuklosti Z. Togda v silu neotri-

catel~nosti i vypuklosti funkciæ ϕ_i imeem: 0 ≤ ϕ_i(z_i(t)) ≤ ϕ_i(z^∗_{n,i}) + t(ϕ_i(z_i) − ϕ_i(z^∗_{n,i})), otkuda |ϕ(z(t))|^2 ≤ |ϕ(z^∗_n)|^2 − 2ta + Bt^2, B = |ϕ(z) − ϕ(z^∗_n)|^2. Tak kak a > 0, ots¸da pri malyh t > 0 sleduet, qto |v(t)| = |ϕ(z(t))| < |ϕ(z^∗_n)| = |v^∗_n|, qto protivoreqit minimal~nosti normy v^∗_n.

V usloviØh teoremy 2.2 pri p ≤ 1, q ≥ p rassmotrim zamenu peremennyh v_i = z^{1/p}_i , perevodØwu¸ V_n v vypukloe mnoßestvo. V silu lemmy 5.1 i predyduwih ocenok, zadaqa postroeniØ minimaksnyh testov svoditsØ k zadaqe minimizacii (5.4), kotoraØ rassmatrivalas~ vyxe v p. 4.1 i asimptotika rexeniæ kotoroæ privedena v teoreme.

5.2. Sluqaæ p = q > 1 5.2.1. MinimaksnaØ sostoØtel~nost~. V usloviØh teorem 1.1,

2.1, 3.1, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ 1 < p < 2, tak kak pri p ≥ 2 minimaksnaØ sostoØtel~nost~ dokazana v [6] dlØ bolee xirokih al~ternativ (bez usloviØ poloßitel~nosti). V usloviØh teoremy 1.1 dlØ statistik

t_n = n^{−1/2} n∑ i=1 η(X_i), η(X) = (X + X^2 − 1)/ √ 3 (5.8)

136 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA iz ravenstv:

Eη(ξ + m) = (m^2 + m)/ √ 3, Dη(ξ + m) = 1 + 4(m2 + m)/3, ξ ∼ N (0, 1),

(5.9) sleduet, qto

h_n(v) = (3n)^{−1/2}(|v|_1 + |v|^2), D_n(v) = 1 + (3n)^{−1/2}4h_n(v), (5.10) qto vleqet usloviØ (5.2). V silu neravenstva t + t^2 ≥ t^p pri t ≥ 0, p ∈ (1, 2) sostoØtel~nost~ v teoreme 1.1 vytekaet iz sootnoxeniæ: dlØ l¸bogo v ∈ V_n n^{−1/2}(|v|_1 + |v|^2) ≥ n^{−1/2}|v|^p ≥ n^{−1/2}ρ^p_n → ∞, pri ρ_n/ρ^∗_n = n^{−1/2p}ρ_n → ∞. V usloviØh teoremy 3.1 P_{s,n}-raspredelenie statistik (5.8) (s zamenoæ n na N ) sovpadaet s ih P_v-raspredeleniem pri v_i = n^{1/2}(s, ϕ_{N,i}), i = 1, ..., N , tak qto usloviØ (5.2) sledu¸t iz (5.10). Analogiqno predyduwemu s uqetom (5.5) imeem: h_n(v) ≥ N^{−1/2}|v|^p = N^{1/2−p/2}n^{p/2}‖P r_N (s)‖^p. Pri ρ_n ≫ ρ^∗_n = n^{−σ/(2σ+1−p} �1_)

v silu (5.7) i vybora N ≍ (ρ^∗_n)^{−1/σ} ots¸da sleduet, qto h^{1/p}_n (v) ≥ N^{1/2p−1/2}n^{1/2}(B_1ρ_n − B_2N^{−σ}) ≍ ≍ N^{1/2p−1/2}n^{1/2}ρ_n ≫ N^{1/2p−1/2}n^{1/2}ρ^∗_n = 1, qto vleqet sostoØtel~nost~ testov. Nakonec v usloviØh teoremy 2.1 pri g_{p,+}(a) < ∞, ρ_n → ∞ rassmotrim statistiki t_n = ∑ i w_iη(X_i), w_i = a^p_i (g_{p,+}(a))^{−1/2},

tak qto E_0t_n = 0, D_0t_n = 1. Iz ravenstv (5.9) sleduet, qto ravnomerno po v ∈ V_n pri C = (3g_{p,+}(a))^{−1/2} h_n(v) = C ∑ i a^p_i (v_i + v^2_i ) ≥ C ∑ i (a_iv_i)^p ≥ Cρ^p_n → ∞, D_n(v) = 1+4C^2 ∑ i a^{2p}_i (v_i + v^2_i ) ≤ 1 + 4C(max_i a^p_i )h_n(v) = 1 + o(h^2_n(v)), otkuda sleduet sostoØtel~nost~.

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 137

5.2.2. Asimptotiqeski minimaksnye testy. Metody dokaza-

tel~stva asimptotiqeskoæ minimaksnosti testov iz teorem 1.1, 2.2 pri p > 1 predstavlØ¸t soboæ modifikaci¸ metodov [9] v neskol~ko uprowennom variante. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ u_n ≍ 1 (esli u_n → 0, to verhnie granicy trivial~ny; esli u_n → ∞, to umen~xaØ ρ_n my rasxirØem mnoßestva signalov i moßem poluqit~ proizvol~no bol~xie u_n ≍ 1, qto sootvetstvuet proizvol~no malym veroØtnostØm β(ψ_{n,a}, V_n)).

Rassmotrim statistiki t_n = u^{−1}_n ∑ i h_{n,i}ν(X_i, z_i), gde ν(x, z) = e^{−z2/2+xz} − 1, u^2_n = ∑ i h^2_{n,i}(e^{z2n,i} − 1) i z_{n,i}, h_{n,i} – neotricatel~nye posledovatel~nosti, takie qto

sup_i z_{n,i} ≤ B, sup_i h_{n,i} = o(1), u_n ≍ 1. (5.11)

Pri ξ ∼ N (0, 1) netrudno proverit~ ravenstva Eν(ξ, z) = 0, Eν^2(ξ, z) = e^{z2} − 1, Eν^4(ξ, z) = (e^{z2} − 1)^2(e^{4z2} + 2e^{3z2} + 3e^{2z2} − 3) ≤ 6(e^{z2} − 1)^2e^{4z2} ,

iz kotoryh sleduet, qto E_0t_n = 0, D_0t_n = 1 i statistika t_n asimptotiqeski N (0, 1)-normal~na otnositel~no P_0-raspredeleniØ. Krome togo Eν(ξ + m, z) = e^{zm} − 1, Dν(ξ + m, z) = Dν(ξ, z) + (e^{zm} − 1)(e^{z2} − 1). Togda h_n(v) = u^{−1}_n ∑ i h_{n,i}(e^{zn,i vi} − 1), D_n(v) = 1 + u^{−2}_n ∑ i h^2_{n,i}(e^{zn,ivi} − 1)(e^{z2n,i} − 1) = 1 + o(h_n(v)), a takße predstavlØØ t_n = h_n(v) + t_{n,v} + r_n(v), gde t_{n,v} = u^{−1}_n ∑ i h_{n,i}ν(X_i − v_i, z_{n,i}), r_n(v) =

= u^−1_n ∑ i h_{n,i}(e^{zn,ivi} − 1)ν(X_i − v_i, z_{n,i}), imeem:

E_vr_n(v) = 0, E_vr^2_n(v) = u^{−2}_n ∑ i h^2_{n,i}(e^{zn,ivi} − 1)^2(e^{z2n,i} − 1).

138 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Zametim, qto P_v-raspredelenie statistiki t_{n,v} sovpadaet s P_0- raspredeleniem statistiki t_n. Pust~ veliqiny 0 < Q_{n,i} ≤ ∞ opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniØ e^{BQn,i} = h^{−1/4}_{n,i} (my sqitaem Q_{n,i} = ∞ pri h_{n,i} = 0), i pust~ V_{n,1} = {v ∈ V_n : v_i ≤ 2Q_{n,i}}. Togda h_{n,i}(e^{zn,ivi} − 1) ≤ h^{1/2}_{n,i} → 0 ravnomerno po i i po v ∈ V_{n,1}, tak qto Er^2_n(v) = o(h_n(v)). Takim obrazom statistika t_n asimptotiqeski N (h_n(v), 1)-normal~na otnositel~no P_v-raspredeleniØ ravnomerno po takim v ∈ V_{n,1}, qto h_n(v) = O(1). Ots¸da sleduet, qto

β(ψ_{n,Tα} , V_{n,1}) = Φ(T_α − h_n(V_{n,1})) + o(1) ≤ Φ(T_α − h_n(V_n)) + o(1).

Zametim, qto inf_i Q_{n,i} → ∞, e^{−Q2n,i /2} = O(e^{−8BQn,i} ) = O(h^2_{n,i}), otkuda sleduet, qto ∑ i Φ(−Q_{n,i}) = o( ∑ i e^{−Q2n,i/2}) = o( ∑ i h^2_{n,i}) → 0. Pust~ T_{n,i} ≤ Q_{n,i} – takie posledovatel~nosti, qto ∑ i Φ(−T_{n,i}) = o(1). Rassmotrim posledovatel~nost~ testov ψ_n =

1_{Xn} , X_n = {X : sup_i(X_i/T_{n,i}) ≥ 1}. Legko videt~ (sm. [6]), qto

α(ψ_n) = P_0(X_n) ≤ ∑ i Φ(−T_{n,i}) = o(1), β(ψ_n, v) = P_v(X_n) ≤ inf_i Φ(T_{n,i} − v_i) ≤ inf_i Φ(−Q_{n,i}) → 0

ravnomerno po v ∈ V_{n,2} = l^2 \ V_{n,1}. Pofftomu rassmatrivaØ testy: ψ_{n,α} = max(ψ_n, ψ_{n,Tα} ), poluqim, qto α(ψ_{n,α}) ≤ α(ψ_{n,Tα} ) + α(ψ_n) ≤ α + o(1), β(ψ_{n,α}, V_n) ≤ max(β(ψ_{n,Tα} , V_{n,1}), β(ψ_n, V_{n,2})) ≤ Φ(T_α − h_n(V_n)) + o(1). Takim obrazom zadaqa svoditsØ k izuqeni¸ nißneæ grani h_n(V_n), opredelØemoæ (5.1). Zametim, qto minimiziruemu¸ veliqinu moßno predstavit~ v vide h_n(v) = (r̄_n,^¯δ_v), r̄_n = π̄_n/‖π̄_n‖, gde nabory π̄_n = {π_{n,i}} sostoØt iz mer π_{n,i} = π(h_{n,i}, z_{n,i}); zdes~

δ̄_v = {δ_{vi} }, a skalØrnoe proizvedenie opredeleno (4.9). Pofftomu

h_n(V_n) ≥ h(r̄_n, Π_n) = inf_{π̄∈Πn} (r̄, π̄),

dlØ l¸bogo mnoßestva Π_n, soderßawego vse nabory^¯δ_v, v ∈ V_n, v qastnosti, dlØ mnoßestv (4.20), (4.22) v usloviØh teorem 1.1,

O MINIMAKSNOM OBNARUȷENII SIGNALOV 139 2.2. �ti mnoßestva vypukly, tak qto analogiqno p. 5.1, poluqaem, qto poisk nabora r̄_n, maksimiziru¸wego h(r̄_n, Π_n), svoditsØ k zadaqe minimizacii (4.19) i h_n(V_n) ≥ u_n = ‖π̄_n‖, gde

π̄_n ∈ Π_n – nabor, na kotorom dostigaetsØ minimum v (4.19).

Kak bylo pokazano v p. 4.2, nabory π̄_n, sostoØt iz dvuhtoqeqnyh mer π_{n,i} = π(h_{n,i}, z_{n,i}), priqem legko proverit~, qto nabory

h̄_n, z̄_n udovletvorØ¸t usloviØm (5.11). Ots¸da vyteka¸t trebue-

mye verhnie granicy teorem 1.1, 2.2. Ostalos~ zametit~, qto iz privedennogo vida ffkstremal~nyh posledovatel~nosteæ sleduet, qto dlØ porogov T_{n,i}, ukazannyh v teoremah, vypolneno uslovie T_{n,i} < Q_{n,i} ≍ log h^{−1}_{n,i}. Literatura

1. M. V. Burnaxev, O minimaksnom obnarußenii netoqno izvestnogo signala v gaussovskom belom xume. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 24, v. 1 (1989), 107–119.

2. D. L. Donoho, I. M. Johnstone, G. Kerkyacharian, and D. Picard, Wavelet shrinkage: asymptopia? (with discussion). J. Royal Statist. Soc., Ser. B, 57, No. 2 (1995), 301–369.

3. M. S. Ermakov, Minimaksnoe obnarußenie signala v gaussovskom belom xume. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 35, v. 4 (1990), 704–715.

4. ı. I. Ingster, MinimaksnaØ proverka neparametriqeskih gipotez o plotnosti raspredeleniØ v metrikah Lp. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 31, v. 2 (1986), 333–337.

5. ı. I. Ingster, Minimaksnoe obnarußenie signalov v metrikah lp. Zap.

nauqnyh seminarov LOMI, 184 (1990), 152–168.

6. Yu. I. Ingster, Asymptotically minimax hypothesis testing for nonparametric alternatives. I, II, III. Mathematical Methods of Statistics, 2 (1993), 85–114, 171–189, 249–268.

7. ı. I. Ingster, MinimaksnaØ proverka gipotez dlØ nevyroßdennyh funkciæ poter~ i ffkstremal~nye vypuklye zadaqi. Zap. nauqnyh seminarov POMI, 228 (1996), 162–188.

8. Yu. I. Ingster, Minimax detection of a signal for ln-balls. Mathematical Methods of Statistics, 7, No. 4 (1998), 401–428.

9. Yu. I. Ingster and I. A. Suslina, Minimax nonparametric hypothesis testing for ellipsoids and Besov bodies. ESAIM: Probability & Statistics, 4 (2000), 53–135.

10. V. G. Spokoiny, Adaptive and spatially adaptive testing of nonparametric hypothesis. Mathematical Methods of Statistics, 7, No. 3 (1998), 245–273.

11. I. A. Suslina, �kstremal~nye zadaqi, voznika¸wie pri minimaksnom obnarußenii signala dlØ lq-ffllipsoidov s udalennym lp-xarom. Zap. nauqnyh seminarov POMI, 228 (1996), 312–332.

12. H. Triebel, Theory of Functional Space 2. Birkhauser, Basel, 1992.

Ingster Yu. I., Suslina I. A. On the minimax detection of positive

140 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA signals.

The minimax signal detection problem for admissible sets of signals of the form of a sphere with a domain around the center removed has been considered in detail in recent autors’ papers. In the present paper the question about additional possibilities arising under assumption of positivity of the signal is investigated.

Postupilo 29 maØ 2001 goda Peterburgskiæ universitet puteæ soobweniØ,

S.-Peterburgskiæ institut toqnoæ mehaniki i optiki