Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

P. Deovel~s, M. A. Lifxic

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ CENTRIROVANNOGO PUASSONOVSKOGO PROCESSA V SMEWENNYE MALYE XARY

1. Vvedenie

Predmetom dannoæ raboty ØvlØ¸tsØ gaussovskie approksimacii veroØtnosteæ popadaniØ traektoriæ centrirovannogo puassonovskogo processa v xar malogo radiusa, centr kotorogo udalØetsØ ot naqala koordinat. Zadaqi o popadanii v xar malogo radiusa v poslednee vremØ issledu¸tsØ dostatoqno xiroko, osobenno dlØ gaussovskih processov (sm. [19, 20] i dal~neæxie ssylki v fftih rabotah). Osobenno horoxo izuqen vinerovskiæ process (sm., naprimer, [6, 8, 9]). DlØ negaussovskih processov izvestno znaqitel~no men~xe. NesmotrØ na to, qto dlØ processov s nezavisimymi priraweniØmi mnogoe v fftom napravlenii sdelano v rabotah Borovkova i Mogul~skogo [1, 4, 5], dlØ veroØtnosteæ popadaniØ v xar so smewennym centrom ewe est~ mnogo nerexennyh voprosov. My predlagaem metodologi¸ rexeniØ fftoæ zadaqi, prigodnu¸ dlØ dostatoqno proizvol~nyh processov s nezavisimymi priraweniØmi, hotØ i koncentriruem usiliØ poka iskl¸qitel~no na puassonovskom processe (imeØ vvidu ego izvestnye priloßeniØ k statistike).

Podqerknem, qto kl¸qevym momentom naxeæ konstrukcii ØvlØetsØ ispol~zovanie tehniki Skorohoda [7], pozvolØ¸weæ vyqislØt~ vzaimnye plotnosti raspredeleniæ processov s nezavisimymi priraweniØmi. Formula dlØ takoæ plotnosti, daße v ee prosteæxeæ forme (sm. lemmu 3.1 niße) igraet dlØ puassonovskogo processa tu rol~, kotoru¸ formula Kamerona–Martina igraet v gaussovskom sluqae – imenno s ee pomow~¸ udaetsØ postroit~ “soprØßennoe” raspredelenie, centrirovannoe kak raz

Rabota podderßana Rossiæskim Fondom Fundamental~nyh Issledovaniæ, NNIO (GermaniØ) i INTAS, granty No. 99-01-00112, 99-01-04027, 99- 01317, a takße grantom “Universitety Rossii” No. 99-26-11. 63

64 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC v centre issleduemogo xara. Podqerknem, qto esli dlØ gaussovskogo sluqaØ soprØßennoe raspredelenie stroitsØ sdvigom ishodnogo, v puassonovskom sluqae my stroim ego, izmenØØ intensivnost~ skaqkov processa.

Dokazav s pomow~¸ perehoda k soprØßennym raspredeleni- Øm osnovnoæ rezul~tat, teoremu 2.2, my vyvodim v posledu¸wih teoremah 2.5 i 2.6 integral~nyæ test, ukazyva¸wiæ, v kakoæ oblasti parametrov vozmoßna vinerovskaØ approksimaciØ vero- Øtnosteæ popadaniØ centrirovannogo puassonovskogo processa v malyæ xar.

Predstavlenie o vozmoßnyh statistiqeskih priloßeniØh poluqennyh rezul~tatov moßno sostavit~ po rabote [16]. �ti priloßeniØ, svØzannye, glavnym obrazom, s predel~nymi svoæstvami hvostovyh ffmpiriqeskih processov, budut podrobnee izloßeny nami v drugoæ publikacii.

2. Osnovnye rezul~taty

Nam potrebu¸tsØ sledu¸wie ponØtiØ i oboznaqeniØ. Pust~

{N (t) : t ≥ 0} standartnyæ puassonovskiæ process. Oboznaqim Y (t) = N (t) − t sootvetstvu¸wiæ centrirovannyæ puassonovskiæ

process i dlØ kaßdogo ρ > 0 poloßim Y_ρ(t) = ρ^{−1/2}Y (ρt) = ρ^{−1/2}{N (ρt) − ρt} pri t ≥ 0. (1) Pust~ (B[0, 1], U) ffto klass ograniqennyh funkciæ na otrezke [0, 1], snabßennyæ topologieæ ravnomernoæ shodimosti U, inducirovannoæ normoæ ‖f‖ = sup_{0≤t≤1} |f(t)|. Inogda nam potrebu¸tsØ ‖f‖_− = sup_{0≤t≤1}{−f(t) ∨ 0} i, analogiqno, ‖f‖_+. Pust~

(D[0, 1], S) prostranstvo Skorohoda, sostoØwee iz funkciæ, ne-

preryvnyh sprava i ime¸wih predely sleva, snabßennoe topologieæ Skorohoda S (sm. s. 111–116 v knige [10]). Pust~ AC[0, 1] oboznaqaet klass vseh absol¸tno nepreryvnyh funkciæ na otrezke [0, 1]. Oboznaqim ḟ =^d_{dt} f lebegovu proizvodnu¸ f ∈ AC[0, 1] i vvedem gil~bertovu normu

|f|_{IH} =

{ ∫_1 0 ḟ(t)2dt }_{1/2} , esli f(0) = 0 i f ∈ AC[0, 1],

∞ v ostal~nyh sluqaØh.

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 65 Oboznaqim IH = {f ∈ B[0, 1] : |f|_{IH} < ∞} Ødro vinerovskoæ mery. Ediniqnyæ xar prostranstva (B[0, 1], U) oboznaqim U = {f ∈ B[0, 1] : ‖f‖ ≤ 1}. Sledu¸waØ asimptotiqeskaØ ocenka vinerovskoæ mery malyh xarov εU horoxo izvestna (ona voshodit k klassiqeskoæ rabote [12]; sm. takße obzor svØzannyh s fftoæ ocenkoæ rezul~tatov [20]). Esli W vinerovskiæ process, to IP ( W ∈ εU ) = exp ( − (1 + o(1)) π^2 8ε^2 ) pri ε → 0. (2)

ImeØ, soglasno principu invariantnosti Donskera (sm. [16]), slabu¸ shodimost~ v (D[0, 1], S) { Y_ρ(t) : t ∈ [0, 1] } −→^d { W (t) : t ∈ [0, 1] } pri ρ → ∞, (3)

estestvenno predpoloßit~, qto spravedliv i analog (2) s zamenoæ W na Y_ρ. Kak sleduet iz rezul~tatov Mogul~skogo [4] ili Borovkova i Mogul~skogo [1], my v samom dele imeem IP ( Y_ρ ∈ εU ) = exp ( − (1 + o(1)) π^2 8ε^2 ) pri ε → 0 i ρε^2 → ∞. (4) Zametim, qto (4) perestaet vypolnØt~sØ, esli ε ↛ 0 ili ρε^2 ↛ ∞.

Asimptotiqesku¸ formulu vinerovskoæ mery smewennyh malyh xarov vyvel de Akosta [8] (sm. takße obobweniØ v rabotah Qaki [13, 14]), priqem v osnove ego podhoda leßit formula Kamerona–Martina (sm. [11] ili [3]). DlØ kaßdoæ f ∈ IH i l¸- bogo r > 0 verno IP ( W −λf ∈ r λ U^) = exp^(−^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2} +|f|^2_{IH} +o(1)^{})} pri λ → ∞. (5)

Cel~ naxeæ raboty – oharakterizovat~ v terminah f ∈ IH i parametrov λ, ρ, udovletvorØ¸wih usloviØm λ → ∞ i ρ/λ^2 → ∞, diapazon spravedlivosti puassonovskogo analoga (5). Formal~- no zamenØØ W puassonovskim processom Y_ρ, sformuliruem naxu cel~ kak svoæstvo

(P) IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) = exp^( −^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2} + |f|^2_{IH} + o(1)^{})}.

DlØ f = 0 ono svoditsØ k izvestnoæ formule (4).

Nesloßnye argumenty, osnovannye na (5) i sil~nom principe invariantnosti, privodØt k sledu¸wemu utverßdeni¸ – ishodnoæ toqke naxego issledovaniØ.

66 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

Predloßenie 2.1. Pust~ r > 0 i f ∈ IH. Togda svoæstvo (P) vy-

polneno, esli (i) λ → ∞; (ii) ρ/λ^6 → ∞. (6) Uslovie (6)(ii) ØvlØetsØ nailuqxim iz togo, qto moßno izvleq~ iz upomØnutoæ metodologii. Odnako ono ne ØvlØetsØ optimal~nym – rabotaØ neposredstvenno s puassonovskim processom, nam udaetsØ oslabit~ ego i poluqit~, v izvestnom smysle, okonqatel~nyæ otvet. TehniqeskaØ trudnost~ neposredstvennoæ raboty s puassonovskim processom Øsna – zdes~ net prØmogo analoga formuly Kamerona–Martina, a znaqit nevozmoßno prØmoe kopirovanie argumentov, predloßennyh de Akosta dlØ raboty s vinerovskim processom. Tem ne menee udaetsØ poluqit~ sledu¸- wiæ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 2.2. Pust~ F otnositel~no kompaktnoe podmnoßestvo

IH. Pust~ kaßdaØ funkciØ g ∈ F imeet versi¸ lebegovoæ proizvodnoæ ġ, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ ‖ġ‖ < ∞. Oboznaqim F zamykanie F v IH. Pust~ g ∈ F, f ∈ F, ρ i λ menØ¸tsØ takim obrazom, qto

(i) λ → ∞; (ii) ρ/λ^2 → ∞;

(iii) (λ/ρ^{1/2})‖ġ‖ ≤ 1 − α dlØ nekotorogo α ∈ (0, 1);

(iv) λ^2‖f − g‖ → 0; (v) |f − g|_{IH} → 0. (7) Togda dlØ kaßdogo r > 0 verno

(P) IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) = exp^( −^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2} + |f|^2_{IH} + o(1)^{})}.

Esli predpolagat~ tol~ko odnostoronn¸¸ versi¸ svoæstva (iii), a imenno lim sup(λ/ρ^{1/2})‖ġ‖_− ≤ 1; (8)

libo, qto f ∈ H fiksirovana, to dlØ kaßdogo r > 0 po-preßnemu verna verhnØØ ocenka

(P)_< IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) 6 exp^( −^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2} + |f|^2_{IH} + o(1)^{})}.

Dokazatel~stvo teoremy 2.2 privedeno v razd. 3. Seæqas my privedem vaßneæxie sledstviØ iz fftoæ teoremy. Pervoe iz fftih sledstviæ pokazyvaet, qto svoæstvo (P) spravedlivo pri minimal~nyh predpoloßeniØh, esli funkciØ f prinadleßit dovol~no xirokomu podklassu fflementov IH.

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 67

Sledstvie 2.3. Predpoloßim, qto f ∈ IH imeet ograniqennu¸

versi¸ lebegovoæ proizvodnoæ ḟ , t.e. ‖ḟ ‖ < ∞. Esli

(i) λ → ∞; (ii) ρ/λ^2 → ∞, (9)

to dlØ kaßdogo r > 0 spravedlivo svoæstvo (P).

Dokazatel~stvo. Poloßim F = F = {f} v teoreme 2.2. ⊔⊓

Teper~ my oharakterizuem spravedlivost~ svoæstva (P) dlØ funkciæ f ∈ IH, ne obØzatel~no udovletvorØ¸wih uslovi¸ ‖ḟ‖ < ∞. V to vremØ kak verhnØØ ocenka (P)_< uße ustanovlena v teoreme 2.2 dlØ l¸boæ f ∈ IH, dlØ nißneæ potrebuetsØ approksimacionnaØ procedura. DlØ fftogo opredelim sledu¸wie harakteristiki. DlØ vseh f ∈ IH i γ ≥ 0 poloßim

f_γ (t) = t∫ 0 ḟ_γ (s)ds pri 0 ≤ t ≤ 1, (10) gde ḟ_γ (t) = ḟ(t)1_{{|ḟ (t)|≤γ}} pri 0 ≤ t ≤ 1. (11)

Dalee, pust~

F_f = {f_γ : γ ≥ 0} i R_f (γ) = 1∫ 0 |ḟ(s)|1_{{|ḟ (s)|>γ}}ds. (12) V dal~neæxem my oboznaqaem RV (ili SV ) klass funkciæ, regulØrno (ili medlenno) menØ¸wihsØ na beskoneqnosti. Oboznaqim SV_0 podklass SV , sostoØwiæ iz teh {G(t) : t ≥ 0}, dlØ kotoryh

(i) G poloßitel~na i ne ubyvaet na [0, ∞); (ii) G(x) = H(log_+ x) dlØ H ∈ RV .

DlØ kaßdoæ G ∈ SV_0 polagaem

IH_G = { f ∈ IH : 1∫ 0 |ḟ (t)|^2G ( |ḟ(t)| ) dt < ∞ } . Otmetim, qto dlØ konstanty G = C verno IH_G = IH_C = IH. S drugoæ storony l¸baØ funkciØ f ∈ IH, dlØ kotoroæ ‖ḟ ‖ < ∞ prinadleßit IH_G pri vseh G ∈ SV_0.

Sledu¸wee fflementarnoe utverßdenie soderßit poleznye svoæstva vvedennyh ob¨ektov.

68 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

Predloßenie 2.4. DlØ l¸boæ f ∈ IH mnoßestvo Ff otnositel~-

no kompaktno v IH i

|ḟ_γ (t)| ≤ |ḟ(t)| pri p.v. t ∈ [0, 1] dlØ l¸bogo γ ≥ 0; (13) |f − f_γ |_{IH} → 0 pri γ → ∞. (14) Pri dopolnitel~nom predpoloßenii f ∈ IH_G dlØ nekotorogo G ∈ SV_0 budet verno lim_{λ→∞} λ^2R_f ( λ2 G(λ) ) = 0. (15)

Bolee togo, esli funkciØ G ∈ SV_0 takova, qto ∞∫ 1 dx xG(x) = ∞, (16)

to dlØ l¸boæ f ∈ IH verno

lim inf λ→∞ λ^2R_f ( λ2 G(λ) ) = 0. (17)

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.4 otloßim do razd. 3. KombiniruØ ffto predloßenie s teoremoæ 2.2, poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2.5. Pust~ G ∈ SV 0. Predpoloßim, qto

(i) λ → ∞; (ii) lim inf ρG(λ)^2/λ^6 > 0. (18) Togda dlØ kaßdogo r > 0 i f ∈ IH_G vypolneno svoæstvo (P).

Pri dopolnitel~nom predpoloßenii ∞∫ 1 dx xG(x) = ∞ (19)

svoæstvo (P) vypolneno dlØ kaßdoæ funkcii f ∈ IH vdol~ nekotoroæ podposledovatel~nosti (zavisØweæ ot f). A imenno, naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ Λ = Λ(f) = {ℓ_j ↑ ∞}, qto dlØ vseh r > 0 verno IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) = exp ( − λ^2 2 { π2 4r^2

+ |f|^2_{IH} + o(1) }) pri λ → ∞, λ ∈ D^Λ, (20)

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 69 gde D^Λ = ⋃ j [2ℓ_j, 3ℓ_j].

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto f ∈ IHG. Prime-

nim teoremu 2.2 k F = F_f . DlØ fftogo proverim, qto v naxih predpoloßeniØh vypolneny svoæstva (7). Deæstvitel~no, (18) (i) sovpadaet s (7) (i). Iz gipotezy G ∈ SV_0 sleduet, qto dlØ l¸bogo

ε > 0 G(λ)/λ^ε → 0. Pofftomu (18) (i–ii) obespeqiva¸t (7) (ii). Da-

lee, pri zadannyh f i G legko postroit~ taku¸ funkci¸ G̃, qto

lim_{λ→∞} G̃(λ)/G(λ) = ∞ no po-preßnemu f ∈ IH~_G. Pofftomu vmesto

(18)(ii) my moßem, ne ograniqivaØ obwnosti, predpolagat~, qto

ρG(λ)^2/λ^6 → ∞. PolagaØ g = f_λ2_{/G(λ)} v teoreme 2.2, poluqaem iz (11), qto { λ ρ^{1/2} } ‖ġ‖ ≤ { λ ρ^{1/2} }{ λ2 G(λ) } = { λ6 ρG(λ)^2 }_{1/2} → 0, otkuda sledu¸t(18)(ii), (7)(iii). Nakonec, ispol~zuØ (14) i (15), vidim, qto λ^2‖f − g‖ 6 λ^2R_f ( λ2 G(λ) ) → 0 i |f − g|_{IH} → 0, otkuda sleduet (7)(iv–v). Poskol~ku predpoloßeniØ teoremy 2.2 vypolneny, svoæstvo (P) imeet mesto.

Dalee, predpoloßim, qto verno (19), i pust~ f ∈ IH proizvol~- na. Soglasno (17), naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ {ℓ_j ↑ ∞}, qto lim_j ℓ^2_j R_f ( ℓ2_j G(ℓ_j) ) = 0.

Poskol~ku funkciØ G(·) medlenno menØetsØ, a R_f (·) ne ubyvaet, imeem

lim sup λ→∞,λ∈DΛ λ^2R_f ( λ2 G(λ) ) = lim sup_j sup λ∈[2ℓ_j ,3ℓ_j] λ^2R_f ( λ2 G(λ) ) 6 9 lim_j ℓ^2_j Rf^{( ℓ2j}_{G(ℓj )}^) = 0.

Ots¸da vidno, qto sootnoxenie λ^2||f − g|| 6 λ^2R_f (_{λ2} G(λ) ) → 0 spravedlivo pri perehode k predelu vdol~ mnoßestva D^Λ. PovtorØØ naxi argumenty pri takom predel~nom perehode, pokazyvaem spravedlivost~ (20). ⊔⊓

70 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ obratnym k teoreme 2.5. On pokazyvaet, qto integral~nyæ test (19) toqen.

Teorema 2.6. Pust~ G ∈ SV 0 udovletvorØet uslovi¸ ∞∫ 1 dx xG(x) < ∞. (21) Pust~ parametry ρ i λ izmenØ¸tsØ takim obrazom, qto

(i) λ → ∞; (ii) lim sup ρG(λ)^2/λ^6 < ∞. (22)

Pust~ {Y_ρ(·)} semeæstvo processov, udovletvorØ¸wee uslovi¸ Y_ρ(t) ¿ −ρ^{1/2}t dlØ kaßdogo ρ i vseh t ∈ [0, 1]. Togda dlØ l¸bogo η > 0 suwestvuet funkciØ f ∈ IH, dlØ kotoroæ |f|_{IH} = η i v predele verno

(Q) IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) = 0.

Oqevidno, esli vypolneno (Q), to ni svoæstvo (20), ni, tem bolee, svoæstvo (P) vypolnØt~sØ ne mogut. Dokazatel~stvo teoremy 2.6 privedeno v razd. 3.

ZameqaniØ. 1^∘) Poskol~ku IH1 = IH, to predloßenie 2.1 ØvlØetsØ

qastnym sluqaem teoremy 2.5, sootvetstvu¸wim G(·) = 1.

2^∘) PolagaØ G(x) = G_b(x) := (log_+ x)^b v teoremah 2.5 i 2.6, polu-

qaem, qto esli v predele

(i) λ → ∞; (ii) lim inf{ρ(log λ)^2}/λ^6 > 0; (23)

to svoæstvo (P) verno dlØ vseh f ∈ IH_G, i dlØ vseh f ∈ IH vypolneny (P)_< i (20). S drugoæ storony, esli dlØ nekotorogo ε > 0

(i) λ → ∞; (ii) lim sup{ρ(log λ)^{2+ε}}/λ^6 < ∞, (24)

to pri nekotoroæ f ∈ IH imeet mesto (Q).

Otmetim, qto (23)–(24) uluqxa¸t (6) na mnoßitel~ (log λ)^2 i pokazyva¸t nevozmoßnost~ uluqxeniØ na (log λ)^{2+ε}. My ostavlØem qitatel¸ vozmoßnost~ prodelat~ dal~neæxie utoqneniØ na baze drugogo vybora G ∈ SV_0.

3^∘) Analogiqno, esli f ∈ IH imeet ḟ ∈ L^p[0, 1] dlØ nekotorogo p >

2, my moßem approksimiovat~ f funkciØmi g = f_γ , γ = λ^{2/(p−1)}. Teorema 2.2 v fftom sluqae daet svoæstvo (P) v predpoloßeniØh

(i) λ → ∞; (ii) lim inf ρ/λ^{2p+2p}�^1 > 0,

kotorye slabee, qem (18) i menØ¸tsØ v diapazone ot (9) do (6), kogda p probegaet interval [2, ∞).

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 71

3. Dokazatel~stva Izloßennoe niße dokazatel~stvo teoremy 2.2 osnovano na formule Skorohoda dlØ plotnosteæ mer, otveqa¸wih processam s nezavisimymi priraweniØmi (sm. gorazdo bolee obwie rezul~- taty v knige [7], §46, 47; drugie priloßeniØ toæ ße tehniki sm. [2], §9). DlØ dal~neæxego nam potrebu¸tsØ puassonovskie processy peremennoæ intensivnosti. DlØ l¸boæ neotricatel~noæ integriruemoæ funkcii {μ(t) : 0 ≤ t ≤ 1} puassonovskiæ process intensivnosti μ budem oboznaqat~ {Π_μ(t) : 0 ≤ t ≤ 1}. DlØ nego my imeem ravenstvo raspredeleniæ

Π_μ(t) =^d N (^t∫ 0 μ(s)ds ) pri 0 ≤ t ≤ 1.

Oboznaqim A_S σ-algebru borelevskih podmnoßestv (D[0, 1], S). Horoxo izvestno (sm., naprimer, [18]), qto Π_μ opredelØet vero- Øtnostnu¸ meru na (D[0, 1], A_S),

P_μ(A) = IP(Π_μ ∈ A) pri A ∈ A_S .

Nax kl¸qevoæ argument vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Lemma 3.1. Pust~ {μi(t) : 0 ≤ t ≤ 1} dlØ i = 1, 2 dve neotricatel~-

nye integriruemye funkcii na [0, 1], znaqeniØ kotoryh otdeleny ot nulØ i beskoneqnosti. Togda P_{μ1} ≪ P_{μ2} i dlØ P_{μ2} -poqti vseh y ∈ D[0, 1] verna formula dlØ plotnosti dP_{μ1} dP_{μ2} (y) = exp

{^1∫ 0 (μ_2(t) − μ_1(t))dt − 1∫ 0 log ( μ_2(t)

μ_1(t) ) dy(t) } . Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Zafiksiruem r > 0, α ∈ (0, 1), i

pust~ mnoßestvo F ⊂ IH otnositel~no kompaktno. Pust~ funkciØ

g ∈ F izmenØetsØ vmeste s parametrami λ → ∞ i ρ/λ^2 → ∞ takim

obrazom qto v predele λ ρ^{1/2} ‖ġ‖_− ≤ 1 − α . (25) V fftih usloviØh moßno primenit~ lemmu 3.1 k μ_1(t) = ρ i μ_2(t) =

ρ + ρ^{1/2}λġ(t) pri 0 ≤ t ≤ 1 (zametim, qto iz usloviØ (25) sleduet

72 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

μ_2(t) ≥ 0 pri 0 ≤ t ≤ 1), i my moßem opredelit~ puassonovskie

processy

Π_{μ1} (t) =^d ρ^{1/2}Y_ρ(t) + ρt,

Π_{μ2} (t) =^d Y (ρt + ρ^{1/2}λg(t)) + ρt + ρ^{1/2}λg(t).

Oboznaqim

Π_{μ2} (t) = Π_{μ2} (t) − μ_2(t) = Π_{μ2} (t) − ρt − ρ^{1/2}λg(t)

=^d Y (ρt + ρ^{1/2}λg(t)) pri 0 ≤ t ≤ 1.

(26)

Rassmotrim podmnoßestvo A(g) prostranstva D[0, 1], opredelennoe formuloæ A(g) = { y ∈ D[0, 1] : y ∈ ρI + ρ^{1/2}λg + ρ^{1/2}r λ U^}, gde I(t) = t. Oqevidno, IP ( Y_ρ − λg ∈ r λ U^) = Pμ_1 (A(g)) = ∫ A(g) dP_{μ1} dP_{μ2} (y)P_{μ2} (dy) = IE ( 1^{_{Πμ2∈A(g)}^{} dPμ1}_{dPμ2} (Πμ_2 )^)

= IE ( 1^{_{Πμ2∈A(g)}^} exp^{{ 1∫}_0 ρ^{1/2}λġ(t)dt − 1∫ 0 log ( 1 + {λġ(t) ρ^{1/2} }) dΠ_{μ2} (t) }) (27)

= exp

{^1∫ 0 [ ρ^{1/2}λġ(t) − log ( 1 + { λġ(t) ρ^{1/2} }) μ_2(t) ] dt }

× IE ( 1^{_{Πμ2 ∈ ρ1/2 rλ U}^} exp^{ −^{1∫}_0 log^(1 +^{{λġ(t)}_{ρ1/2}^{})}dΠμ_2 (t)^{})} =: e^{Qg} × S_g .

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 73 Rassmotrim puassonovsku¸ funkci¸ ukloneniæ

Ψ(u) = u log u − u + 1 pri u > 0,

1 pri u = 0, ∞ pri u < 0. Zametim, qto

0 ≤ Ψ(1 + u) ≤ u^2 dlØ u ≥ −1, (28) i Ψ(1 + u) = (1 + o(1))u^2/2 pri u → 0. (29)

Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

Q_g = −ρ 1∫ 0 Ψ ( 1 + {λġ(t) ρ^{1/2} }) dt.

Vspomnim, qto oblast~¸ izmeneniØ funkcional~nogo parametra g ØvlØetsØ otnositel~no kompaktnoe podmnoßestvo IH, sledovatel~no, semeæstvo funkciæ {ġ(·)^2} ravnomerno integriruemo na

[0, 1]. �to nabl¸denie vmeste s (28) i (29) obespeqivaet pred-

stavlenie

Q_g = − λ^2 2 ( |g|^2_{IH} + o(1) ) . (30)

Pereædem teper~ k ocenivani¸ veliqiny S_g v (27). Perepixem ee v vide

S_g = IE ( V_1V_2 ) , (31)

gde dlØ nekotoroæ podhodØweæ kusoqno-lineænoæ funkcii ψ,

V_1 = 1{_{Πμ}

2 ∈^ρ

1/2_r

λ U^{} exp} { − J_1(ψ) } , (32)

V_2 = exp { − J_2(g, ψ) } , (33)

74 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC i J_1(ψ) = 1∫ 0 log ( 1 + {λψ̇(t) ρ^{1/2} }) dΠ_{μ2} (t),

J_2(g, ψ) = 1∫ 0 { log ( 1 + { λġ(t) ρ^{1/2} }) − log ( 1 + {λψ̇(t) ρ^{1/2} })} dΠ_{μ2} (t)

=: 1∫ 0 Δ_{g,ψ}(t)dΠ_{μ2} (t). Vospol~zuemsØ sledu¸wimi nesloßnymi ocenkami, osnovannymi na neravenstve Gel~dera. Pust~ p > 1 i q = p/(p − 1) dva soprØßennyh pokazatelØ. Togda imeetsØ verhnØØ ocenka

S_g = IE(V_1V_2) ≤ IE(V^p_1 )^{1/p}IE(V^q_2 )^{1/q}. (34)

Nißn¸¸ ocenku my vyvedem iz primeneniØ neravenstva Gel~dera k proizvol~nym poloßitel~nym sluqaænym veliqinam ξ_1, ξ_2. Imeem

IE(ξ_1) = IE ( {ξ_1ξ_2}ξ^{−1}_2 ) ≤ IE ( ξ^p_1 ξ^p_2 )_{1/p} IE ( ξ^{−q}_2 )_{1/q} . Sledovatel~no, IE ( ξ^p_1 ξ^p_2 ) ≥ IE ( ξ_1 )_p IE ( ξ^{−q}_2 )_{−p/q} . PolagaØ ξ_1 = V^{1/p}_1 i ξ_2 = V^{1/p}_2 , prihodim k nißneæ ocenke

IE(V_1V_2) ≥ IE(V^{1/p}_1 )^pIE(V^{−q/p}_2 )^{−p/q} . (35)

Naibolee tonkoæ qast~¸ dokazatel~stva ØvlØetsØ ocenivanie vyraßeniØ IE(V^{±q}_2 ). Ispol~zuØ (33), zapixem

IE(V^{±q}_2 ) = IE ( exp { ∓ qJ_2(g, ψ) }) . Fiksiruem proizvol~noe ε > 0. Gipoteza ob otnositel~noæ kompaktnosti F v prostranstve IH obespeqivaet suwestvovanie takogo koneqnogo mnoßestva funkciæ {ψ_1, . . . , ψ_N } ⊂ IH, qto (1) DlØ kaßdogo j = 1, . . . , N , ψ_j ØvlØetsØ kusoqno lineænoæ funkcieæ (ee proizvodnaØ ψ̇_j budet, takim obrazom, kusoqno postoØnnoæ);

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 75 (2) DlØ kaßdogo g ∈ F naædetsØ takoæ indeks 1 ≤ j(g) ≤ N , qto

|g − ψ_{j(g)}|^2_{IH} = min_{1≤j≤N} |g − ψ_j |^2_{IH} < ε.

V dal~neæxem my pixem prosto ψ := ψ_{j(g)}.

DlØ ograniqennyh versiæ ψ̇_j v predele verno λ ρ^{1/2} max 1≤j≤N ‖ψ̇_j ‖ ≤ 1 − α. (36) Vospol~zuemsØ horoxo izvestnoæ formuloæ IE ( exp { ∓ q 1∫ 0 Δ_{g,ψ}(t)dΠ_{μ2} (t) })

= exp

{^1∫ 0 ( e^{∓qΔg,ψ (t)} ± qΔ_{g,ψ}(t) − 1 ) μ_2(t)dt } (37)

i zaæmemsØ issledovaniem podintegral~nogo vyraßeniØ. V osnovnoæ zone {t :^λ√_ρ |ġ(t)| 6 1 − α} skombiniruem (36) i neravenstvo | log(1 + u) − log(1 + v)| ≤ |u − v|/α dlØ u, v ≥ α − 1. PoluqitsØ |Δ_{g,ψ}(t)| ≤ λ αρ^{1/2} |ġ(t) − ψ̇(t)|, (38) |Δ_{g,ψ}(t)| 6 | log α| + log 2 = log(2/α). (39)

Tak kak v nule e^{−x} + x − 1 = (1 + o(1))x^2/2, moßno opredelit~ postoØnnu¸ C(q, α) vyraßeniem

C(q, α) = sup |x|≤q log(2/α) x^{−2}|e^{−x} + x − 1|. S pomow~¸ (38)–(39) vidim, qto v dannoæ zone ρ λ^2 | |e^{∓qΔg,ψ(t)} ± qΔg,ψ(t) − 1 | | ≤ q^2C(q, α) α^2

|ġ(t) − ψ̇(t)|^2. (40)

Integrirovanie v (37) po fftoæ zone privodit k ocenke q2C(q,α) α2 λ^2ε^2.

76 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

RassmatrivaØ iskl¸qitel~nu¸ zonu T = {t :^λ√_ρ ġ(t) ¿ 1 − α} i ispol~zuØ (36), imeem v predele Δ_{g,ψ}(t) ¿ 0 i

e^{−qΔg,ψ (t)} + qΔ_{g,ψ}(t) − 1 6 qΔ_{g,ψ}(t) 6 (q + o(1)) log(1 + λġ ρ^{1/2} ). Integrirovanie v (37) po fftoæ zone privodit k verhneæ ocenke

ρ(q + o(1)) ∫ T log(1 + λġ(t) ρ^{1/2} ) ( 1 + λġ(t) ρ^{1/2} ) dt. Ispol~zuØ koneqnu¸ maßorantu

C(α) = sup_{x>1−α} x^{−2}(1 + x) log(1 + x),

poluqaem integral~nu¸ ocenku

C(α)λ^2(q + o(1)) ∫ T ġ(t)^2dt = λ^2o(1).

DlØ ob¨edineniØ dvuh zon imeem

IE(V^q_2 ) 6 exp { q^2 C(q, α) α^2 λ^2ε^2 + λ^2o(1) } . (41)

ObratimsØ k izuqeni¸ integrala J_1(ψ), gde ψ̇ stupenqataØ funkciØ. V silu (26) funkciØ Π_{μ2} imeet ograniqennu¸ variaci¸ na

[0, 1] i Π_{μ2} (0) = 0. Napomnim, qto dlØ l¸boæ stupenqatoæ funk-

cii ℓ i l¸boæ funkcii ograniqennoæ variacii ω, udovletvorØ- ¸weæ ω(0) = 0, verno | | 1∫ 0 ℓ(t)dω(t) | | = | |ℓ(1)ω(1) − 1∫ 0 ω(t)dℓ(t) | | ≤ ‖ω‖ { |ℓ(1)| + V(ℓ) } ≤ 2‖ω‖V(ℓ), gde V(ℓ) oboznaqaet polnu¸ variaci¸ ℓ. Poskol~ku mnoßestvo

{ψ_1, . . . , ψ_N } koneqno, ffta formula pokazyvaet, qto v predele max 1≤j≤N |J_1(ψ_j )| ≤ 2‖Π_{μ2} ‖ max_{1≤j≤N} V ( log ( 1 + λψ̇_j ρ^{1/2} )) ≤ 3M ‖Π_{μ2} ‖ { λ ρ^{1/2} } ,

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 77 gde M = max_{1≤j≤N} V(ψ̇_j ). Pofftomu imeem v predele ravnomerno po j = 1, . . . , N sootnoxenie IE ( V^{1/p}_1 ) = IE ({ 1^{_{Πμ2 ∈ ρ1/2rλ U}^} exp^( − J1(ψj )^{)}1/p)} ≥ IP ( ‖Π_{μ2} ‖ ≤ ρ^{1/2}r λ ) exp { − 3M r p } ; E(V^p_1 ) = IE ({ 1^{_{Πμ2∈ ρ1/2rλ U}^} exp^( − J1(ψj )^{)}p)} ≤ IP ( ‖Π_{μ2} ‖ ≤ ρ^{1/2}r λ ) exp { 3M pr } . Iz (26) sleduet IP ( ‖Π_{μ2} ‖ ≤ ρ^{1/2}r λ ) = IP ( Y_{mg} ∈ ρ^{1/2}r m^{1/2}_g λ U ) , (42)

gde m_g :=

∫_1 0 μ_2(t)dt = ρ + ρ^{1/2}λg(1). Tak kak

|g(1)| = | | 1∫ 0 ġ(t)dt | | ≤ {^1∫ 0 ġ(t)^2dt }_{1/2} = |g|_{IH}, my imeem, ravnomerno po g ∈ F, | | m_g ρ − 1 | | = | | λg(1) ρ^{1/2} | | ≤ λ ρ^{1/2} sup_{g∈F} |g|_{IH} → 0.

PodstavlØØ fftu ocenku v (42) i ispol~zuØ (4), poluqaem IP ( ‖Π_{μ2} ‖ ≤ ρ^{1/2}r λ )

= exp ( − (1 + o(1)) π^2λ^2m_g 8r^2ρ ) = exp ( − (1 + o(1)) π^2λ^2 8r^2 ) . i sledovatel~no,

IE(V^p_1 )^{1/p} 6 exp ( − {1 + o(1) p } π2λ2 8r^2 ) , (43)

IE(V^{1/p}_1 )^p ¿ exp ( − p(1 + o(1)) π^2λ^2 8r^2 ) . (44)

78 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC SobiraØ vmeste ocenki (27), (30), (31), (32), (33), (34) ili (35), (41), (43) ili (44), v koneqnom sqete nahodim IP ( Y_ρ − λg ∈ r λ U^) ≤ exp^( −^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2p} + |g|^2_{IH} −^{2qC(q, α)}_{α2} ε^2 − ε^{})}, IP ( Y_ρ − λg ∈ r λ U^) ≥ exp^( −^{λ2}_2^{{ pπ2}_{4r2} + |g|^2_{IH} +^{2qC(q/p, α)}_{pα2} ε^2 + ε^{})}.

Poskol~ku p − 1 > 0, a zatem i ε > 0 moßno vybrat~ skol~ ugodno malymi, iz ukazannyh neravenstv sleduet, qto pri uslovii (25) verno ravenstvo IP ( Y_ρ − λg ∈ r λ U^) = exp^( −^{λ2}_2^{{ π2}_{4r2} + |g|^2_{IH} + o(1)^{})}. (45)

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva (P) vospol~zuemsØ sootnoxeniem (7)(v) i zapixem, qto |g|_{IH} = |f|_{IH} + o(1). V silu (7)(iv) poluqaem, qto λ‖g − f‖ = o(r/λ). KombiniruØ poluqennoe s (45), prihodim k (P).

Poskol~ku predpoloßenie (25) slixkom ograniqitel~no dlØ zaØvlennoæ verhneæ ocenki (P)_<, zamenim ego na bolee slaboe predpoloßenie (8). DlØ proizvol~nogo malogo δ > 0 postroim vspomogatel~nu¸ troæku

ρ̃ = (1 + δ)ρ, g̃ = g √ 1 + δ , r̃ = r + δ^{1/3} √ 1 + δ , kotoraØ udovletvorØet uslovi¸ (25). Rassmotrim dva nezavisimyh centrirovannyh puassonovskih processa Π_ρ i Π^∗_{δρ}. V silu ih nezavisimosti imeem IP ( Π_{ρ̃} √ ρ̃ − λg̃ ∈ r̃ λ U^) = IP^{( Π(1+δ)ρ}√_{(1 + δ)ρ} − λ^g√_{1 + δ} ∈^{r + δ1/3}_λ√_{1 + δ} U^)

= IP ( Π_ρ + Π^∗_{δρ} √ ρ − λg ∈ r + δ^{1/3} λ U^) ¿ IP^{( Πρ}√_ρ − λg ∈^r_λ U^) IP ( Π^∗_{δρ} √ ρ ∈ δ^{1/3} λ U^) .

Ispol~zuØ (4) dlØ poslednego mnoßitelØ, vyvodim IP ( Π_ρ √ ρ − λg ∈ r λ U^)

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 79

6 IP^{( Πρ̃}√_{ρ̃} − λg̃ ∈^{r̃}_λ U^) exp^{{ π2}_8 δ^{1/3}λ^2(1 + o(1))^} .

Primenim k troæke (ρ̃, g̃, r̃) ravenstvo (45) i vyvedem iz nego IP ( Π_ρ √ ρ − λg ∈ r λ U^) 6 exp^(−^{λ2}_2^{{ π2}_4 (r̃^{−2} − δ^{1/3}) + |g|^2_{IH}(1 − δ) + o(1)^{})} .

IskomaØ verhnØØ ocenka (P)_< dlØ ishodnoæ troæki (ρ, g, r) poluqaetsØ ots¸da predel~nym perehodom δ → 0.

Rassmotrim teper~ poslednee utverßdenie teoremy 2.2. Zafiksiruem f ∈ H. DlØ poluqeniØ verhneæ ocenki (P)_< dostatoqno postroit~ taku¸ posledovatel~nost~ {g}, qto |g − f|_{IH} → 0, vypolneno svoæstvo (8) i IP ( Y_ρ − λf ∈ r λ U^) 6 IP^(Yρ − λg ∈^r_λ U^). (46)

DlØ fftogo ispol~zuem operator monotonizacii M : D[0, 1] →

D[0, 1], opredelennyæ sootnoxeniem

Mh(s) = sup_0 6t6s^{h(t).} Sledu¸wiæ rezul~tat pokazyvaet svoæstva operatora M.

Predloßenie 3.2. (i) Esli funkciØ h ne ubyvaet, to Mh = h.

(ii) DlØ vseh h_1, h_2 ∈ D verno ||Mh_1 − Mh_2|| 6 ||h_1 − h_2||. V qastnosti, esli h_1 ne ubyvaet, to ||h_1 − Mh_2|| 6 ||h_1 − h_2||. (47) (iii) Esli h ∈ IH, to Mh ∈ IH.

(iv) Esli h(s) = Mh(s) i funkciØ h imeet poloßitel~nu¸ proizvodnu¸ ḣ(s), to Mh imeet pravu¸ proizvodnu¸ (Mh)^·_+ v toqke s i (Mh)^·_+(s) = ḣ(s).

Dokazatel~stvo fftih fflementarnyh utverßdeniæ my ostavlØem qitatel¸.

Opredelim approksimacii

g = g(λ) = M(f + ρ^{1/2} λ I) − ρ^{1/2} λ I.

80 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC Oqevidno, imeem g ∈ IH i, poskol~ku pervyæ qlen ne ubyvaet, my imeem ||ġ||_− 6 ρ^{1/2} λ . Takim obrazom, neravenstvo (8) provereno. Dalee, opredelim mnoßestva S = S(λ) := {s ∈ [0, 1] : g(s) ≠ f(s)} = { s ∈ [0, 1] : sup_0 6t6s f(t) − f(s) s − t > ρ^{1/2} λ }

i oboznaqim |S| meru Lebega mnoßestva S. Iz opredeleniØ sleduet, qto dlØ kaßdogo s ∈ [0, 1], dlØ kotorogo proizvodnaØ ḟ (s) opredelena i koneqna, pri bol~xih λ budet verno s ∉ S. Sledovatel~no, lim_{λ→∞} |S| = 0.

S drugoæ storny, esli s ∉ S i proizvodnye ḟ (s), ġ(s) opredeleny, to g(s) = f(s), i iz predloßeniØ 3.2 (iv) sleduet ġ(s) = ḟ (s). Sledovatel~no,

|g − f|^2_{IH} = ∫ S |ġ(s) − ḟ(s)|^2ds 6 2^∫_S |ġ(s)|^2ds + 2^∫_S |^˙f (s)|^2ds 6 4^∫_S |^˙f(s)|^2ds → 0.

Nakonec, vyvedem (46). Ispol~zuØ opredelenie g i polagaØ v (47) h_1 = Y_ρ + ρ^{1/2}I; h_2 = λf + ρ^{1/2}I, nahodim ||Y_ρ − λg|| = ||Y_ρ − M(λf + ρ^{1/2}I) + ρ^{1/2}I|| = ||h_1 − M(h_2)|| 6 ||h_1 − h_2|| = ||Y_ρ − λf||. Sledovatel~no, dlØ vseh poloßitel~nyh r, λ verno { Y_ρ − λf ∈ r λ U^} ⊂^{Yρ − λg ∈^r_λ U^}, otkuda sleduet (46). ⊔⊓

Sledu¸waØ lemma nußna dlØ dokazatel~stva predloßeniØ 2.4.

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 81

Lemma 3.3. DlØ kaßdogo ψ ∈ L^2[0, 1] i kaßdoæ poloßitel~noæ

posledovatel~nosti {d_m}, obrazu¸weæ rashodØwiæsØ rØd, verno

lim inf m→∞ { 2m d_m }^1∫ 0 |ψ(t)|1_{{|ψ(t)|≥2}m_}dt = 0. (48) Dokazatel~stvo. Tak kak^{∑N}_{m=−∞} 2^m = 2^{N+1}, zapixem dlØ pro-

izvol~nogo y ≥ 0, ∞∑ m=−∞ 2^m1_{{y≥2}m_} ≤ 2y. UmnoßaØ obe qasti neravenstva na y i polagaØ y = |ψ(t)|, poluqaem_∞ ∑ m=−∞ 2^m|ψ(t)|1_{{|ψ(t)|≥2}m_} ≤ 2|ψ(t)|^2. IntegriruØ po [0, 1], vidim, qto ∞∑ m=−∞ a_m := ∞∑ m=−∞ 2^m 1∫ 0 |ψ(t)|1_{{|ψ(t)|≥2}m_}dt ≤ 2 1∫ 0 |ψ(t)|^2dt < ∞. Poskol~ku iz ∑_∞ m=0 a_m < ∞ i ∑_∞ m=0 d_m = ∞ sleduet

lim inf m→∞ { a_m d_m } = 0,

fftogo dostatoqno dlØ (48).⊔⊓

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.4. My imeem, p.n. po t ∈ [0, 1], |ḟ_γ (t)| = |ḟ (t)|1_{{|ḟγ(t)|≤γ}} ≤ |ḟ (t)|. Poskol~ku ḟ_γ (t) → ḟ(t) p.n. po t ∈ [0, 1], kogda γ → ∞, teorema Lebega vleqet |f_γ − f|_{IH} → 0 kogda γ → ∞, i my imeem (14) i otnositel~nu¸ kompaktnost~ F v IH. Dalee, pust~ f ∈ IH_G. PolagaØ

u =^{λ2}_{G(λ)} , poluqaem (15) s pomow~¸ ocenki

λ^2R_f (u) = λ^2 1∫ 0 |ḟ(t)|1_{{|ḟ(t)|>u}}(t)dt

82 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC

6^{λ2}_{uG(u)} 1∫ 0 |ḟ(t)|^2G(|ḟ(t)|)1_{{|ḟ(t)|>u}}(t)dt

= G(λ) G(u) 1∫ 0 |ḟ(t)|^2G(|ḟ(t)|)1_{{|ḟ(t)|>u}}(t)dt → 0. DlØ dokazatel~stva (17) poloßim ψ = ḟ i d_m = G(2^m)^{−1} v lemme 3.3. Tak kak ∞∫ 1 dx xG(x) = ∞ ⇔ ∞∑ m=1 d_m = ∞∑ m=1 1 G(2^m) = ∞, naxi predpoloßeniØ s pomow~¸ (48) da¸t

lim inf m→∞ { 2^mG(2^m) 1∫ 0 |ḟ(t)|1_{{|ḟ(t)|>2}m_}(t)dt } = 0. (49)

Pust~ λ = λ_m = 2^{m/2} √ G(2^m). Tak kak funkciØ G medlenno

menØetsØ i ne ubyvaet, imeem v predele λ < 2^m, sledovatel~no,

λ^2 G(λ) ¿ λ^2 G(2^m)

= 2^m.

Tak kak funkciØ R_f (·) ne ubyvaet, poluqaem R_f ( λ^2 G(λ) ) 6 Rf (2^m).

Sledovatel~no, ispol~zuØ opredelenie λ i (49), nahodim

lim inf m→∞ λ^2_m R_f ( λ^2_m G(λ_m) ) = 0,

otkuda vytekaet (17). ⊔⊓

Dokazatel~stvo teoremy 2.6. Legko videt~, qto dlØ kaßdoæ

funkcii G ∈ SV_0, udovletvorØ¸weæ (21), suwestvuet G̃ ∈ SV_0, kotoraØ takße udovletvorØet (21), no lim_{λ→∞} G̃(λ)/G(λ) = 0. Pofftomu bez ograniqeniØ obwnosti moßno vmesto (22) (ii) predpoloßit~, qto

ρG(λ)^2/λ^6 → 0. (50)

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 83 Dalee, zamenØØ pri neobhodimosti G na cG s podhodØweæ konstantoæ c > 0, moßem takße predpoloßit~, qto 1∫ 0 du uG(1/u) = ∞∫ 1 dx xG(x) = η^2.

Zametim teper~, qto funkciØ f(t) := − t∫ 0 du √ uG(1/u) pri 0 ≤ t ≤ 1, (51)

udovletvorØet uslovi¸ |f|_{IH} = η. Poloßim ρ_1 = max{ρ, λ^4}. Togda, soglasno (22) i (50), verno

(i) λ → ∞; (ii) ρ_1/λ^2 → ∞; (iii) ρ_1G(λ)^2/λ^6 → 0. (52)

Poloßim

t_∗ = t_∗(ρ_1, λ) = λ^2 ρ_1G(λ)

, (53)

V silu (52) (ii) i (53), monotonnost~ G vleqet

t_∗ = { λ2 ρ_1 } 1 G(λ) = O ( λ2 ρ_1 ) → 0. (54)

Vvvidu (51) i (54), iz predpoloßeniØ o medlennom izmenenii G sleduet, qto v predele |f(t_∗)| = t�∫ 0 du √ uG(1/u) = (1 + o(1)) 2t_∗ √ t_∗G(1/t_∗) . (55)

Dalee, iz (57), (52) (iii) i monotonnosti G vyvodim 1 t_∗ = { ρ_1G(λ)2

λ^6 }{ λ4 G(λ) } = o(λ^4). (56)

Napomnim, qto iz G ∈ SV_0 sleduet lim_{λ→∞} G(λ) G(λ^4)

= 1. (57)

84 P. DEOVEL^S, M. A. LIFXIC Teper~ (56) i monotonnost~ G obespeqiva¸t v predele G(1/t_∗) ≤

G(λ^4), otkuda t_∗ √ t_∗G(1/t_∗) ¿ { G(λ) G(λ^4)

}_{1/2} ρ1/2_1 t_∗ λ = (1 + o(1)) ρ^{1/2}_1 t_∗ λ . V silu (55), v predele verno |f(t_∗)| > 3ρ^{1/2}_1 t_∗/(2λ). KombiniruØ ffto s neravenstvom

Y_ρ(t_∗) ≥ −ρ^{1/2}t_∗ ¿ −ρ^{1/2}_1 t_∗,

poluqim ‖Y_ρ − λf‖ ≥ Y_ρ(t_∗) − λf(t_∗) > ρ^{1/2}_1 t_∗ 2 . (58)

S drugoæ storony, iz (54) i (52) (iii) sleduet 1 λ = ρ^{1/2}_1 t_∗ λ · ρ^{1/2}_1 G(λ)

λ^2

= ρ^{1/2}_1 t_∗

{ ρ_1G(λ)2

λ^6 }_{1/2} = o ( ρ^{1/2}_1 t_∗ ) . (59)

Iz (58) i (59) legko poluqaetsØ, qto dlØ kaßdogo r > 0, v predele ‖Y_ρ − λf‖ > r λ , i zakl¸qenie (Q) teoremy 2.6 dokazano. ⊔⊓

Literatura

1. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ, O veroØtnostØh malyh ukloneniæ dlØ sluqaænyh processov. Trudy Inst. Matem. SOAN SSSR, 13 (1989), 147–168.

2. ı. A. Davydov, M. A. Lifxic, Metod rassloeniæ v nekotoryh veroØtnostnyh zadaqah. TeoriØ VeroØtn. Matem. Statist. Teor. Kibern., 22 (1984), 61–157.

3. M. A. Lifxic, Gaussovskie sluqaænye funkcii. TViMS, Kiev (1995). 4. A. A. Mogul~skiæ, Malye ukloneniØ v prostranstve traektoriæ. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 19 (1974), 755–765.

5. A. A. Mogul~skiæ, O zakone povtornogo logarifma v forme Qßuna dlØ funkcional~nyh prostranstv. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 24 (1979), 399–407.

6. S. V. Nagaev, Ob asimptotike vinerovskoæ mery uzkoæ polosy. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 26 (1981), 639.

7. A. V. Skorohod, Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi. Nauka, M. (1964).

VERO˚TNOSTI POPADANI˚ PROCESSA V XARY 85

8. A. de Acosta, Small deviations in the functional central limit theorem with applications to functional laws of the iterated logarithm. Ann. Probab. 11, (1983) 78–101.

9. A. de Acosta, On the functional form of Lévy’s modulus of continuity for Brownian motion. Z. Wahrscheinlichkeit. verw. Gebiete, 69 (1985), 567–579.

10. P. Billingsley, Convergence of Probability Measures. Wiley, New York (1968). 11. R. Cameron, W. T. Martin, Transformation of Wiener integrals under translation. Ann. Math., 45 (1944), 386–396.

12. K. L. Chung, On the maximum partial sums of sequences of independent random variables. Trans. Amer. Math. Soc., 64 (1948), 205–233.

13. E. Csáki, A relation between Chung’s and Strassen’s law of the iterated logarithm.

Z. Wahrscheinlichkeit. verw. Gebiete., 54 (1980), 287–301.

14. E. Csáki, A liminf result in Strassen’s law of the iterated logarithm. Colloq. Math.

Soc. János Bolyai., 57 (1989), 83–93.

15. M. Csörgő, P. Révész, Strong Approximations in Probability and Statistics. Academic Press, New York (1981).

16. P. Deheuvels, Chung-type functional laws of the iterated logarithm for tail empirical processes. Ann. Inst. Henri Poincaré (to appear).

17. P. Deheuvels, D. M. Mason, Nonstandard functional laws of the iterated logarithm for tail empirical and quantile processes. Ann. Probab., 18 (1990), 1693–1722.

18. O. Kallenberg, Random Measures. Academic Press, New York (1976). 19. M. Ledoux, Isoperimetry and Gaussian analysis. Lectures on Probability Theory and Statistics Lecture Notes in Math., 1648 (1996), 165–294.

20. M. A. Lifshits, Asymptotic behavior of small ball probabilities. Probab. Theory and Math. Statist. Proc. VII International Vilnius Conference (1998), Vilnius, 1999, 453–468.

Deheuvels P., Lifshits M. A. Probabilities of hitting of shifted small balls by the centered Poisson process.

We investigate the probabilities of hitting shifted small balls by sample paths of centered Poisson process and find the exact range of parameters where Wiener approximation of those probabilities is valid. Towards this aim, we introduce the Skorokhod density technique which, for the Poisson process, plays a role similar to that of the Cameron-Martin formula in construction of associated laws for Gaussian measure.

Postupilo 24 noØbrØ 2000 g.

Université Paris VI

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet