Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 277, 2001 g.

B. ı. Konev

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV V VYVODAH S SEQENI˚MI PO FORMULAM OGRANIQENNO` GLUBINY SV˚ZANNYH VHOȷDENI`

1. Vvedenie

Vopros ob ocenke razmera lineænoæ zapisi dokazatel~stva otnositel~no koliqestva soderßawihsØ v nem strok byl postavlen v rabote [15] v svØzi s gipotezoæ KraæzelØ ob obobwenii dokazatel~stv v arifmetike (sm., naprimer, [12]). V sekvencial~- nyh isqisleniØh s seqeniØmi suwestvuet lix~ koneqnoe qislo shem logiqeskogo vyvoda dannogo razmera (govorØ neformal~- no, shemoæ, ili skeletom vyvoda ØvlØetsØ konstrukciØ, kotoraØ otliqaetsØ ot samogo vyvoda lix~ tem, qto v neæ predstavlena vsØ informaciØ o vyvode, krome sobstvennyh termov i sobstvennyh peremennyh, ispol~zuemyh v pravilah vvedeniØ kvantorov. Bolee toqnoe opredelenie soderßitsØ v razdele 5). Shema zadaet logiqesku¸ strukturu vyvoda, odnako esli Øzyk soderßit funkcional~nye simvoly, formuly, vhodØwie v vyvod, mogut soderßat~ termy bol~xogo razmera i poluqit~ ocenki razmera fftih termov v obwem sluqae nevozmoßno, qto bylo pokazano Orevkovym [4, 6] i nezavisimo Kraæqekom i Pudlakom [15]. Pozdnee Bassom [10] bylo dokazano bolee obwee utverßdenie ob algoritmiqeskoæ nerazreximosti zadaqi k-vyvodimosti dlØ sekvencial~nogo isqisleniØ s seqeniØmi (t.e. zadaqi opredeleniØ suwestvuet li vyvod dannoæ formuly, soderßawiæ ne bolee k strok).

Izvestny qastnye sluqai, kogda ßelaemaØ ocenka moßet byt~ poluqena, naprimer, esli rassmatriva¸tsØ vyvody bez seqeniæ [15], a takße vyvody, v kotoryh na formuly seqeniØ nakladyva¸tsØ opredelennye ograniqeniØ. Tak v rabote [3] byli poluqeny ocenki razmera termov v vyvodah, gde dopuska¸tsØ seqe-

Rabota vypolnena pri podderßke INTAS i RFFI. 80

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 81

niØ po beskvantornym formulam, v rabote [16] rassmotren sluqaæ seqeniæ po formulam, ne soderßawim svØzannyh vhoßdeniæ peremennyh nenulevoæ glubiny. Interesnyæ razreximyæ sluqaæ soderßitsØ v rabote [9], gde rassmatriva¸tsØ vyvody, v kotoryh seqeniØ dopuska¸tsØ tol~ko po predvarennym formulam s “odnorodnym” kvantornym prefiksom, soderßawim libo tol~- ko kvantory vseobwnosti, libo tol~ko suwestvovaniØ. Pravda, dlØ dokazatel~stva razreximosti i poluqeniØ ocenki avtory izmenØ¸t isqislenie – zamenØ¸t pravila vvedeniØ kvantorov na pravila vvedeniØ blokov kvantorov. DlØ standartnoæ formulirovki isqisleniØ, vosstanovlenie po sheme dokazatel~stva s seqeniØmi po takim formulam algoritmiqeski nerazreximo.

Osnovnym mehanizmom poluqeniØ ocenok ØvlØetsØ svedenie zadaqi vosstanovleniØ dokazatel~stva po ego sheme k zadaqe unifikacii [4, 6, 16, 15] (ili razreximym sluqaØm kvaziunifikacii [9]). Pri fftom, ocenki razmera vhodØwih v dokazatel~stvo termov sledu¸t iz ocenok razmera naibolee obwego unifikatora (kvaziunifikatora).

V. P. Orevkovym bylo pokazano [16], qto esli dopolnit~ shemu dokazatel~stva v sekvencial~nom isqislenii tipami seqeniæ (formulami, vo mnogom opisyva¸wimi vid formul seqeniØ), zadaqa vosstanovleniØ dokazatel~stva po ego sheme stanovitsØ razreximoæ. V dannoæ rabote my neskol~ko izmenØem privedennu¸ v [16] konstrukci¸; v rezul~tate poluqaetsØ zadaqa unifikacii s vydelennymi neizvestnymi dlØ termov, voznika¸wimi pri rassmotrenii primeneniæ pravila seqeniØ, nazyvaemyh neizvestnymi tipa seqeniØ.

DokazyvaetsØ ocenka razmera rexeniØ zadaqi unifikacii, ne zavisØwaØ ot koliqestva neizvestnyh tipa seqeniØ. Ots¸da sleduet, qto esli seqeniØ dopuskaetsØ proizvodit~ po formulam, v kotoryh ograniqena glubina svØzannyh vhoßdeniæ peremennyh, suwestvuet ocenka razmera termov, vhodØwih v dokazatel~stvo.

Struktura raboty. V razdele 2 vvodØtsØ osnovnye ponØtiØ i

oboznaqeniØ. Ocenka vysoty termov v naibolee obwem unifikatore, ne zavisØwaØ ot koliqestva neizvestnyh tipa seqeniØ, dokazyvaetsØ v razdele 3. Razdel 4 soderßit seri¸ primerov, pokazyva¸wih, qto poluqennaØ verhnØØ ocenka ØvlØetsØ dostatoqno toqnoæ. V razdele 5 stroitsØ verhnØØ ocenka vysoty termov, vhodØwih v vyvody s seqeniØmi po formulam ograniqennoæ

82 B. ı. KONEV

glubiny svØzannyh vhoßdeniæ.

Predvaritel~naØ versiØ dannoæ raboty byla predstavlena na konferencii “International Workshop on First order Theorem Proving” [14].

2. Osnovnye ponØtiØ

DlØ togo qtoby izbeßat~ putanicy s predmetnymi peremennymi, my budem nazyvat~ metaparemennye dlØ termov neizvestnymi. PonØtiØ term, podterm, vhoßdenie podterma, vysota terma, oboznaqaemaØ h[t], opredelØ¸tsØ kak obyqno. Glubina vhoßdeniØ podterma v term opredelØetsØ kak koliqestvo funkcional~nyh znakov, v oblasti deæstviØ kotoryh nahoditsØ dannoe vhoßdenie. Raznost~¸ glubin neizvestnoæ x v terme t budem nazyvat~ raznost~ meßdu maksimal~noæ i minimal~noæ glubinami vhoßdeniæ neizvestnoæ x v term t. Oboznaqim Var (t) sovokupnost~ vseh neizvestnyh, vhodØwih v term t.

Putem v terme t k vhoßdeni¸ v podterma t^′ nazovem posledovatel~nost~ par {(f_{i1} , n_1), (f_{i2} , n_2), . . . , (f_{il} , n_l)}, gde f_{ij} – funkcional~nyæ znak arnosti N_{ij} , n_j – qislo meßdu 1 i N_{ij} , opredelØemye indukcieæ po postroeni¸ t sledu¸wim obrazom. Esli term t^′ sovpadaet s t, to putem v terme t k vhoßdeni¸ v nazovem pustu¸ posledovatel~nost~ {}. Esli term t imeet vid t = f(t_1, . . . , t_l) vhoßdenie v poroßdaet vhoßdenie w terma t^′ v odin iz termov t_1, . . . , t_l, ne umalØØ obwnosti, v term t_k. Togda v terme t_k opredelen put~ k w. Pust~ fftot put~ raven {(f_{i1} , n_1), (f_{i2} , n_2), . . . , (f_{il} , n_l)}. Togda putem v terme t ko vhoßdeni¸ v nazovem posledovatel~nost~ {(f, k), (f_{i1} , n_1), (f_{i2} , n_2), . . . , (f_{il} , n_l)}. Pust~ t – nekotoryæ term. My govorim, qto posledovatel~- nost~ P par funkcional~nyh znakov i natural~nyh qisel opredelØet podterm t^′ terma t i ego vhoßdenie, esli put~ k dannomu vhoßdeni¸ t^′ sovpadaet s P.

Pust~ Γ – sistema (mnoßestvo) par termov {(T_i, Θ_i)}. Zadaqa unifikacii dlØ sistemy Γ sostoit v poiske podstanovki σ termov vmesto neizvestnyh takoæ, qto σ(T_i) = σ(Θ_i) (my zapisyvaem primenenie podstanovok sleva). TakaØ podstanovka nazyvaetsØ unifikatorom sistemy Γ. Unifikator σ nazyvaetsØ naibolee obwim unifikatorom sistemy Γ, esli l¸boæ drugoæ unifikator σ^′

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 83

moßet byt~ predstavlen v vide σ^′ = λ∘σ, gde λ – nekaØ podstanovka. Robinson [18] dokazal teoremu ob unifikacii, imenno, esli sistema Γ imeet kakoæ-libo unifikator, ona imeet i naibolee obwiæ unifikator.

PonØtiØ vysoty, glubiny vhoßdeniØ i raznosti glubin estestvennym obrazom perenosØtsØ na sistemy par termov. Vysotoæ podstanovki nazovem maksimal~nu¸ vysotu rezul~tata primeneniØ fftoæ podstanovki k neizvestnym.

3. Ocenka vysoty naibolee obwego unifikatora sistemy par termov otnositel~no koliqestva neizvestnyh ne tipa seqeniØ

Esli dlØ nekotoroæ neizvestnoæ x raznost~ glubin ee vhoßdeniæ v sistemu Γ ravna nul¸, my nazyvaem taku¸ neizvestnu¸ neizvestnoæ tipa seqeniØ, v protivnom sluqae neizvestnaØ nazyvaetsØ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ. �to nazvanie obuslovleno primeneniem verhneæ ocenki otnositel~no koliqestva neizvestnyh ne tipa seqeniØ dlØ poluqeniØ ocenki razmera termov v vyvodah s seqeniØmi v razdele 5.

Poskol~ku glubiny vseh vhoßdeniæ neizvestnoæ tipa seqeniØ sovpada¸t, my budem inogda govorit~ “glubina neizvestnoæ”, vmesto “glubina vhoßdeniØ neizvestnoæ” dlØ neizvestnyh tipa seqeniØ.

Zameqanie. Zdes~, i vo vseh analogiqnyh sluqaØh, my sqita-

em, qto maksimum po pustomu mnoßestvu raven nul¸. V dannom sluqae ffto oznaqaet, qto esli sistema ne soderßit neizvestnyh tipa seqeniØ, to maksimum glubin neizvestnyh tipa seqeniØ raven nul¸.

Oboznaqim h_x[Γ] glubinu vhoßdeniØ neizvestnoæ tipa seqeniØ x v sistemu Γ.

Teorema 1. Pust~ unificiruemaØ sistema par termov Γ =

{(T_i, Θ_i)} soderßit n neizvestnyh ne tipa seqeniØ. Pust~ h_0 = h[Γ], h_1 – maksimal~naØ glubina vhoßdeniæ neizvestnyh tipa seqeniØ, h_2 – maksimal~naØ glubina vhoßdeniæ neizvestnyh ne tipa seqeniØ, ar [Γ] – maksimal~naØ arnost~ funkcional~nyh znakov, vhodØwih v sistemu Γ. Togda vysota naibolee obwego unifikatora Γ ne prevoshodit

ar [Γ]^{h1} · n · h_1 + n · h_2 + h_0.

84 B. ı. KONEV

Predpoloßim, qto sistema par termov Γ = {(T_i, Θ_i)} imeet naibolee obwiæ unifikator σ. DlØ dokazatel~stva teoremy my predstavlØem rezul~tat unifikacii termov orientirovannym acikliqeskim mul~tigrafom, kak ffto bylo predloßeno Patersonom i Vegmanom dlØ lineænogo algoritma unifikacii [17]^1. A imenno, predstavim ishodnye termy sistemy Γ derev~Ømi (oboznaqim poluqennyæ les G(Γ)) i vvedem na verxinah fftih derev~ev otnoxenie ffkvivalentnosti Σ sledu¸wim obrazom. Dve verxiny ob¨ØvlØ¸tsØ ffkvivalentnymi, esli sootvetstvu¸wie im podtermy perehodØt pod deæstviem σ v grafiqeski ravnye termy (netrudno ubedit~sØ, qto tak opredelennoe otnoxenie deæstvitel~no ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti).

Rassmotrim orientirovannyæ mul~tigraf G^′(Γ), predstavlØ- ¸wiæ rezul~tat unifikacii sistemy Γ: verxinami grafa G^′(Γ) ØvlØ¸tsØ klassy ffkvivalentnosti verxin grafa G(Γ) po otnoxeni¸ Σ; iz verxiny C_1 v verxinu C_2 idet duga togda i tol~ko togda, kogda klass C_1 soderßit verxinu x_1, klass C_2 soderßit verxinu x_2 i v grafe G(Γ) imeetsØ duga (x_1, x_2).

Budem govorit~, qto verxina C grafa G^′(Γ) pomeqena neizvestnoæ ili funkcional~nym znakom, esli klass C soderßit verxinu grafa G(Γ), pomeqennu¸ fftim funkcional~nym znakom, ili fftoæ neizvestnoæ; verxina grafa G^′[Γ] moßet byt~ pomeqena funkcional~nym znakom i neskol~kimi neizvestnymi.

Indukcieæ po postroeni¸ netrudno pokazat~, qto poluqennyæ graf G^′(Γ) acikliqen i deæstvitel~no predstavlØet rezul~tat unifikacii. V qastnosti, vysota rezul~tata primeneniØ naibolee obwego unifikatora k termu ravnØetsØ dline naibol~xego napravlennogo puti v grafe G^′(Γ) iz verxiny, sootvetstvu¸weæ dannomu termu.

Budem govorit~, qto neizvestnaØ x ne igraet roli v sisteme Γ = {(T_i, Θ_i)}, esli dlØ l¸bogo ee vhoßdeniØ u v termy T_i, Θ_i vypolneno sledu¸wee. Ne umalØØ obwnosti, u – vhoßdenie v term T_j ; togda put~ v terme T_j k dannomu vhoßdeni¸ opredelØet v terme Θ_j podterm, priqem fftot podterm sovpadaet s x.

V protivnom sluqae, skaßem, qto x igraet rol~ v Γ. Netrudno videt~, qto esli σ – naibolee obwiæ unifikator Γ i x ne igraet roli v Γ, to σ(x) = x.

1Analogiqnye idei moßno naæti v rabote [1]

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 85

Lemma 1. Po l¸boæ unificiruemoæ sisteme par termov Γ =

{(T_i, Θ_i)} moßno postroit~ taku¸ unificiruemu¸ sistemu par termov Γ^∗ = {(T^∗_i , Θ^∗_i )}, qto

1. h[Γ^∗] = h[Γ]; 2. Var [Γ^∗] ⊆ Var [Γ]; 3. ar [Γ^∗] = ar [Γ];

4. esli neizvestnaØ tipa seqeniØ sistemy Γ vhodit v sistemu Γ^∗, to ona ØvlØetsØ neizvestnoæ tipa seqeniØ sistemy Γ^∗ toæ ße glubiny;

5. ograniqenie naibolee obwego unifikatora σ sistemy Γ na Var [Γ^∗] ØvlØetsØ naibolee obwim unifikatorom sistemy Γ^∗;

6. dlØ l¸boæ neizvestnoæ x sistemy Γ suwestvuet takoæ podterm t sistemy Γ^∗, qto σ(x) = σ(t);

7. dlØ kaßdoæ igra¸weæ rol~ neizvestnoæ x tipa seqeniØ sistemy Γ^∗ vypolneno sledu¸wee uslovie. Esli verxina v grafa G^′(Γ^∗) pomeqena x, to v nem naædetsØ verxina w, pomeqennaØ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ takaØ, qto v grafe G^′(Γ^∗) imeetsØ napravlennyæ put~ iz verxiny w v verxinu v dliny ne bolee h_x[Γ^∗].

Dokazatel~stvo. Budem govorit~, qto dlØ sistemy^~Γ i qisla N

vypolnØetsØ uslovie (∗), esli (∗) Esli glubina igra¸weæ rol~ neizvestnoæ tipa seqeniØ x sistemy ~Γ strogo men~xe N i verxina u grafa G^′[~Γ] pomeqena x, to naædetsØ verxina v grafa G^′[~Γ], pomeqennaØ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ takaØ, qto verxiny v i u soedineny v grafe G^′[~Γ] napravlennym putem dliny ne bolee h_x[~Γ].

Smysl usloviØ (∗) sostoit v tom, qto dlØ vseh igra¸wih rol~ neizvestnyh tipa seqeniØ, glubiny men~xe N , vypolnØetsØ uslovie 7) lemmy. DlØ togo, qtoby postroit~ sistemu Γ^∗, postroim posledovatel~nost~ sistem Γ^{(k)} = {T^{(k)}_i , Θ^{(k)}_i } i celyh qisel N^{(k)} takim obrazom, qtoby dlØ Γ^{(k)} i N^{(k)} vypolnØlos~ uslovie (∗). Pri perehode ot k k k + 1 my libo umen~xaem koliqestvo neizvestnyh, igra¸wih rol~ v sisteme, libo uveliqivaem znaqenie qisla N^{(k)}. Po postroeni¸, vse qisla N^{(k)} ne prevoshodØt vysoty sistemy, pofftomu posledovatel~nosti Γ^{(k)} i N^{(k)} koneqny.

Bazoæ postroeniØ ØvlØetsØ sistema Γ^{(0)} = Γ. V kaqestve N^{(0)}

voz~mem minimum glubin vseh vhoßdeniæ neizvestnyh tipa seqe-

86 B. ı. KONEV

niØ v sistemu Γ. ˚sno, qto dlØ sistemy Γ^{(0)} i qisla N^{(0)} uslovie (∗) budet avtomatiqeski vypolnØt~sØ, tak kak glubiny vseh neizvestnyh tipa seqeniØ bol~xe libo ravny N^{(0)}.

Pust~ my postroili sistemu Γ^{(k)} i qislo N^{(k)}, takie qto dlØ nih uslovie (∗) vypolnØetsØ. Vozmoßny sledu¸wie sluqai.

1. Uslovie (∗) vypolneno dlØ sistemy Γ^{(k)}, daße esli v kaqestve N vzØt~ N^{(k)} + 1. Rassmotrim sluqai.

(a) Esli glubiny vseh igra¸wih rol~ neizvestnyh tipa seqeniØ sistemy Γ^{(k)} ne prevoshodØt N^{(k)}, to my zaverxaem postroenie i berem v kaqestve sistemy Γ^∗ sistemu Γ^{(k)}.

(b) Esli suwestvuet igra¸waØ rol~ neizvestnaØ tipa seqeniØ, glubina kotoroæ bol~xe N^{(k)}, to, kak netrudno videt~, uslovie (∗) budet vypolneno dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla

N^{(k+1)} =

min h_u[Γ^{(k)}] | | | | u – vhoßdenie igra¸weæ rol~ neizvestnoæ

tipa seqeniØ v sistemu Γ^{(k)}, t.q.

h_u[Γ^{(k)}] > N^{(k)} .

Togda v kaqestve sistemy Γ^{(k+1)} voz~mem tu ße sistemu Γ^{(k)}, no v kaqestve N vystupaet N^{(k+1)}.

2. Pust~ uslovie (∗) vypolnØetsØ dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla N^{(k)}, no ne vypolnØetsØ dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla N^{(k)} + 1. Rassmotrim igra¸wu¸ rol~ neizvestnu¸ tipa seqeniØ x glubiny N^{(k)} (esli takoæ neizvestnoæ net, to uslovie (∗) vypolnØetsØ dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla N^{(k)} + 1). Oboznaqim posredstvom u nekotoroe vhoßdenie neizvestnoæ x v termy T^{(k)}_i , Θ^{(k)}_i , ne umalØØ obwnosti u – vhoßdenie x v term T^{(k)}_l . Rassmotrim paru (T^{(k)}_l , Θ^{(k)}_l ) i put~ P v terme T^{(k)}_l k dannomu vhoßdeni¸ u. Poskol~ku sistema Γ^{(k)} unificiruema, naædetsØ takoæ podterm terma Θ^{(k)}_l , qto put~ v terme Θ^{(k)}_l k dannomu vhoßdeni¸ fftogo podterma ØvlØetsØ prefiksom

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 87

P, ili P ØvlØetsØ prefiksom fftogo puti. Togda vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ.

(a) Put~ v terme Θ^{(k)}_l koroqe P i zakanqivaetsØ na neizvestnu¸ z ne tipa seqeniØ.

(b) Put~ v terme Θ^{(k)}_l koroqe P i zakanqivaetsØ na neizvestnu¸ w tipa seqeniØ.

(c) Dlina puti v terme Θ^{(k)}_l bol~xe libo ravna dliny P. Togda P opredelØet nekotoryæ podterm t_u i ego vhoßdenie v term Θ^{(k)}_l .

(My ne rassmatrivaem situaci¸, kogda put~ v terme Θ^{(k)}_l koroqe P i zakanqivaetsØ na funkcional~nu¸ konstantu, tak kak v fftom sluqae termy T^{(k)}_l i Θ^{(k)}_l ne mogut byt~ unificiruemy.)

V sluqae (a), oqevidno, suwestvuet put~ v grafe G^′[Γ^{(k)}], naqina¸wiæsØ v verxine, pomeqennoæ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ z, i zakanqiva¸wiæsØ v verxine, pomeqennoæ x, i dlina fftogo puti ne prevoshodit h_x[Γ^{(k)}].

V sluqae (b), tak kak glubina neizvestnoæ w men~xe, qem glubina x, i uslovie (∗) vypolnØetsØ dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla N^{(k)}, naædetsØ neizvestnaØ ne tipa seqeniØ z takaØ, qto v grafe G^′[Γ^{(k)}] suwestvuet put~ iz verxiny, pomeqennoæ z, v verxinu, pomeqennu¸ w, dliny ne bolee h_w[Γ^{(k)}]. Znaqit, v grafe G^′[Γ^{(k)}] suwestvuet put~ iz verxiny, pomeqennoæ z, v verxinu, pomeqennu¸ x, dlina kotorogo ne prevoshodit summy dliny puti ot z k w i dliny puti ot w k x. Dlina dannogo puti ne prevoshodit h_x[Γ^{(k)}].

Zametim, qto esli dlØ kaßdoæ neizvestnoæ tipa seqeniØ sistemy Γ^{(k)}, glubina kotoroæ ravnØetsØ N^{(k)}, suwestvuet ee vhoßdenie v Γ^{(k)}, dlØ kotorogo vypolnØetsØ odin iz sluqaev (a) ili (b), to uslovie (∗) vypolnØetsØ dlØ sistemy Γ^{(k)} i qisla N^{(k)} +1.

Esli ße dlØ vseh vhoßdeniæ x v sistemu Γ^{(k)} imeet mesto sluqaæ (v), my zamenim ffti vhoßdeniØ na term t_u i oboznaqim poluqennu¸ sistemu Γ^{(k+1)}. Poskol~ku dlØ vseh vhoßdeniæ u neizvestnoæ x v sistemu Γ^{(k)} termy t_u, kak i sama neizvestnaØ x, perehodØt pod deæstviem naibolee obwego unifikatora sistemy Γ^{(k)} v grafiqeski ravnye termy, ograniqenie naibolee obwego unifikatora sistemy Γ^{(k)} na Var [Γ^{(k+1)}] ØvlØetsØ naibolee obwim unifikatorom sistemy Γ^{(k+1)}. ˚sno, qto σ(x) = σ(t_u).

88 B. ı. KONEV

Glubiny vseh vhoßdeniæ neizvestnoæ x ravny, glubina dannogo vhoßdeniØ terma t_u sovpadaet s glubinoæ vhoßdeniØ x, sledovatel~no, h[Γ^{(k+1)}] = h[Γ^{(k)}], i esli neizvestnaØ tipa seqeniØ sistemy Γ^{(k)} vhodit v sistemu Γ^{(k+1)}, to ona ØvlØetsØ neizvestnoæ tipa seqeniØ v sisteme Γ^{(k+1)} toæ ße glubiny. Takße Øsno, qto ar [Γ^{(k+1)}] = ar [Γ^{(k)}]. V kaqestve N^{(k+1)} my berem N^{(k)}. Sistema Γ^{(k+1)} soderßit na odnu igra¸wu¸ rol~ neizvestnu¸ men~xe, qem sistema Γ^{(k)}.

DlØ itogovoæ sistemy Γ^∗ svoæstvo (∗) vypolneno, esli v kaqestve N vzØt~ N^{(k)} + 1 (dlØ togo znaqeniØ k, s kotorym my zaverxili postroenie, t.e. dlØ kotorogo Γ^{(k)} = Γ^∗), priqem glubiny vseh igra¸wih rol~ neizvestnyh tipa seqeniØ sistemy Γ^∗ ne prevoshodØt N^{(k)}. �to oznaqaet, qto postroennaØ sistema udovletvorØet usloviØm lemmy. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ sistema par termov Γ udo-

vletvorØet usloviØm teoremy 1. Rassmotrim sistemu Γ^∗, suwestvovanie kotoroæ garantiruet lemma 1, i graf G^′[Γ^∗]. Po lemme 1 dlØ l¸boæ igra¸weæ rol~ neizvestnoæ x tipa seqeniØ suwestvuet verxina u grafa G^′[Γ^∗], pomeqennaØ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ, takaØ, qto dlina puti iz u v verxinu, pomeqennu¸ x, ne prevoshodit h_x[Γ^∗], a znaqit, ne prevoshodit h_1. Takim obrazom, my moßem ocenit~ koliqestvo igra¸wih rol~ neizvestnyh tipa seqeniØ sistemy Γ^∗, podsqitav koliqestvo verxin grafa G^′[Γ^∗], nahodØwihsØ na rasstoØnii ne bolee h_1 ot verxin, pomeqennyh neizvestnymi ne tipa seqeniØ. Poskol~ku maksimal~naØ vyhodnaØ stepen~ verxin grafa G^′(Γ^∗) ne prevoshodit ar [Γ^∗], dlØ kaßdoæ verxiny, pomeqennoæ neizvestnoæ ne tipa seqeniØ, qislo verxin, nahodØwihsØ na rasstoØnii ne bolee h_1, ne prevoshodit ar [Γ^∗]^{h1} . Sledovatel~no, vsego v sistemu Γ^∗ vhodit ne bolee, qem n · ar [Γ^∗]^{h1} neizvestnyh tipa seqeniØ, igra¸wih rol~ v Γ^∗.

Rassmotrim proizvol~nyæ put~ v grafe G^′[Γ^∗], zakanqiva¸- wiæsØ v verxine s nulevoæ vyhodnoæ stepen~¸. Poskol~ku graf G^′[Γ^∗] ne imeet ciklov, fftot put~ prohodit qerez verxinu, pomeqennu¸ kaßdoæ neizvestnoæ, ne bolee odnogo raza. Pust~ verxina v_1, pomeqennaØ neizvestnoæ, ili funkcional~nym znakom, i v_2, pomeqennaØ neizvestnoæ x, prinadleßat fftomu puti, verxina v_1 nahoditsØ na fftom puti ran~xe verxiny v_2, priqem ni odna iz verxin, leßawih na fftom puti meßdu v_1 i v_2, ne pomeqena nikakoæ neizvestnoæ. Esli x – neizvestnaØ tipa seqeniØ,

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 89

to dlina uqastka puti ot v_1 do v_2 ne prevoshodit h_1, a esli x – neizvestnaØ ne tipa seqeniØ, to dlina puti ot v_1 do v_2 ne prevoshodit h_2.

L¸bomu puti v grafe G^′[Γ^∗], zakanqiva¸wemusØ v verxine nulevoæ vyhodnoæ stepeni, prinadleßat ne bolee n verxin, pomeqennyh neizvestnymi ne tipa seqeniØ, i ne bolee n · ar [Γ^∗]^{h1} verxin, pomeqennyh igra¸wimi rol~ neizvestnymi tipa seqeniØ. Pust~ v_N – poslednØØ verxina puti, pomeqennaØ neizvestnoæ. Dlina uqastka puti ot ego naqala do v_N ne prevoshodit n · h_2 + n · ar [Γ^∗]^{h1} · h_1, dlina uqastka puti ot v_N do verxiny s nulevoæ vyhodnoæ stepen~¸ ne prevoshodit h_0. Znaqit, dlina vsego puti ne prevoshodit n · h_2 + n · ar [Γ^∗]^{h1} · h_1 + h_0. ˚sno, qto vysota rezul~tata primeneniØ naibolee obwego unifikatora sistemy Γ^∗ k termam sistemy Γ^∗ ne prevoshodit maksimuma dlin takih puteæ.

Koliqestvo neizvestnyh tipa seqeniØ sistemy Γ^∗ ne prevoshodit koliqestva neizvestnyh tipa seqeniØ sistemy Γ, ar [Γ^∗] = ar [Γ], dlØ l¸boæ neizvestnoæ x sistemy Γ suwestvuet verxina grafa G^′(Γ^∗), sootvetstvu¸waØ termu t, takaØ, qto σ(x) = σ(t). Sledovatel~no,

h[σ(Γ)] ≤ n · ar [Γ]^{h1} · h_1 + n · h_2 + h_0.

4. NißnØØ ocenka vysoty naibolee obwego unifikatora

V fftom razdele my pokazyvaem, qto poluqennaØ v predyduwem razdele verhnØØ ocenka dostatoqno toqna. Na samom dele, my dokaßem bolee sil~noe utverßdenie.

NeizvestnaØ x nazyvaetsØ neizvestnoæ s edinstvennym putem, esli dlØ vseh vhoßdeniæ x v termy sistemy Γ puti k fftim vhoßdeniØm v fftih termah sovpada¸t, i neizvestnoæ s razliqnymi putØmi v protivnom sluqae.

Oqevidno, qto neizvestnaØ s edinstvennym putem ØvlØetsØ neizvestnoæ tipa seqeniØ.

Teorema 2. DlØ l¸byh natural~nyh qisel k ≥ 1, l ≥ 2 i s ≥ 2

suwestvuet takaØ sistema par termov Γ, qto

1. v sistemu Γ vhodØt tol~ko odnomestnye i s-mestnye funkcional~nye znaki, to est~ ar [Γ] = s;

2. h_0 – vysota sistemy Γ – ravna 2l + 1;

90 B. ı. KONEV

3. h_1 – maksimal~naØ glubina neizvestnyh s edinstvennym putem v sisteme Γ – ravna 2l + 1;

4. Γ soderßit n = 2k − 1 neizvestnyh s razliqnymi putØmi; 5. vysota naibolee obwego unifikatora σ ne men~xe 1 4 (n + 1) · ar [Γ]^{(h1−1)/2}(h_1 + 1).

Dokazatel~stvo. Pust~ f – odnomestnyæ, g – s-mestnyæ funk-

cional~nyæ znak. Oboznaqim

G^{(1)}(x_1, . . . , x_s) ffg(x_1, . . . , x_s), G^{(i)}(x_1, x_2, . . . , x_si ) ffg(G^{(i−1)}(x_1, . . . , x_si�1 ), . . . , G^{(i−1)}(x_{(s−1)s}i�1_{+1}, . . . , x_si )) dlØ i ≥ 2.

My budem ispol~zovat~ G^{(i)} kak s^i-mestnyæ funkcional~nyæ znak i pri vyqislenii vysoty terma sqitat~, qto vysota G^{(i)} ravna i, a ne 1, kak my sqitaem dlØ obyqnyh funkcional~nyh znakov.

Pust~ N = s^l. Oboznaqim t ↓^u_t0 rezul~tat zameny v terme t vseh vhoßdeniæ neizvestnoæ u na t^′.

Pust~ U^{(j)}_{N,i}(x) ff G^{(l)}(u^{(j)}_1 , u^{(j)}_2 , . . . , u^{(j)}_N ) ↓^{u(j)i}_x ,

~U^{(j)}_{N,i}(x) ff G^{(l)}(~u^{(j)}_1 , ~u^{(j)}_2 , . . . , ~u^{(j)}_N ) ↓e^{u(j)}i_x ,

gde u^{(j)}_i , ~u^{(j)}_i sut~ neizvestnye.

Pust~ T_1 ff G^{(l)}(f(U^{(1)}_{N,N} (x_1)), f(U^{(2)}_{N,1}(x_2)), . . . , f(U^{(N)}_{N,N−1}(x_N ))), T_2 ff G^{(l)}(f(w), f(w), . . . , f(w)), T_3 ff w, T_4 ff G^{(l)}(y_1, y_2, . . . , y_N ), T_5 ff G^{(l)}(f( ~U^{(1)}_{N,N} (x_1)), f( ~U^{(2)}_{N,1}(c)), f( ~U^{(3)}_{N,2}(x_3)) . . . , f( ~U^{(N)}_{N,N−1}(x_N ))), gde x_1, . . . , x_N , y_1, . . . , y_N , w sut~ neizvestnye. Rassmotrim, snaqala, sistemu, v kotoru¸ vhodit tol~ko odna neizvestnaØ s razliqnymi putØmi w.

Γ^′ =

T_1 = T_2 T_3 = T_4 T_5 = T_4.

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 91

Vysota sistemy Γ^′ budet ravna 2l + 1. V nee vhodØt edinstvennaØ neizvestnaØ w s razliqnymi putØmi i edinstvennaØ funkcional~naØ konstanta c.

Netrudno videt~ (ffto utverßdenie moßno, naprimer, dokazat~ Øvnym vyqisleniem naibolee obwego unifikatora, primer takogo dokazatel~stva moßet byt~ naæden v [8]), qto vysota naibolee obwego unifikatora sistemy Γ^′ ne men~xe s^l(l + 1).

Rassmotrim teper~ sistemu Γ = ⋃_k q=1 Γ^′_q, gde sistema Γ^′_q poluqaetsØ iz sistemy Γ^′ dobavleniem ko vsem neizvestnym ewe odnogo verhnego indeksa q. Togda mnoßestva neizvestnyh sistem Γ^′_q poparno ne pereseka¸tsØ. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy, dlØ vseh q zamenim v sisteme Γ^′_q vhoßdenie funkcional~noæ konstanty c na neizvestnu¸ y^{q−1}_1 . Togda dlØ poluqennoæ sistemy Γ budet vypolneno:

h[σ(y^k_1 )] = ks^l(l + 1).

V sistemu Γ vhodØt neizvestnye s razliqnymi putØmi w^1, . . . , w^k v koliqestve k xtuk i y^1, . . . , y^{k−1}_1 v koliqestve k − 1 xtuk. Vsego v sistemu Γ vhodit 2k − 1 neizvestnyh s razliqnymi putØmi. �

5. VerhnØØ ocenka vysoty svobodnyh termov v vyvodah s seqeniØmi. Privodimoe dokazatel~stvo verhneæ ocenki razmera

termov v vyvodah po formulam ograniqennoæ glubiny svØzannyh vhoßdeniæ osnovyvaetsØ na dokazatel~stve Orevkova [16]; dlØ qitatelØ, znakomogo s tehnikoæ, potrebovalos~ by lix~ neskol~ko ideæ dlØ ego postroeniØ, pofftomu, vozmoßno, osnovnym vkladom dannoæ raboty ØvlØetsØ osoznanie vaßnosti vydeleniØ klassa neizvestnyh tipa seqeniØ i poluqenie ocenok razmera naibolee obwego unifikatora, ne zavisØwih ot qisla neizvestnyh dannogo klassa. Tem ne menee, dlØ polnoty izloßeniØ my privodim dokazatel~stvo celikom.

V formulirovkah teoremy o perestroæke vyvoda my ispol~- zuem sekvencial~noe isqislenie gencenovskogo tipa LK i ego intuicionistskiæ variant LJ [13] s toæ tol~ko razniceæ, qto, sleduØ Klini [2], my ne razdelØem predmetnye peremennye na svobodnye i svØzannye. Isqislenie LJ otliqaetsØ tem, qto sukcedent vseh sekvenciæ v vyvode sostoit ne bolee qem iz odnoæ formuly; dlØ LJ net analogov pravil sokraweniØ i perestanovki sprava.

92 B. ı. KONEV

Pravilo seqeniØ formuliruetsØ sledu¸wim obrazom:

Σ → A, Δ ; Σ, A → Δ Σ → Δ ( Σ → A; Σ, A → Δ Σ → Δ )

dlØ klassiqeskogo (intuicionistskogo) sluqaØ. Primenenie standartnogo pravila seqeniØ moßet byt~ promodulirovano posledovatel~nost~¸ primeneniæ pravila utonqeniØ i primeneniem dannogo pravila.

Formula v zakl¸qenii pravila, kotoraØ soderßit vvedennyæ simvol, nazyvaetsØ glavnoæ formuloæ. Odna ili dve formuly, Øvno ukazannye v posylkah, nazyva¸tsØ bokovymi formulami. Naprimer, dlØ pravila vvedeniØ kon¨¸nkcii v sukcedent

Σ → Δ, A ; Σ → Δ, B Σ → Δ, A&B → & glavnoæ formuloæ slußit A&B, v pervoæ posylke bokovoæ slußit A, vo vtoroæ B. DlØ pravila seqeniØ glavnaØ formula ne opredelena, i dlØ l¸bogo primeneniØ pravila seqeniØ levaØ i pravaØ bokovye formuly sovpada¸t, nazovem fftu formulu formuloæ seqeniØ.

Proindeksiruem vse vhoßdeniØ formul i simvola “→” v sekvenci¸ celymi qislami. Indeks simvola “→” raven nul¸, indeksy vhoßdeniæ vozrasta¸t sleva napravo. Takim obrazom, vhoßdeniØ formul v antecedent sekvencii indeksiru¸tsØ otricatel~nymi qislami, vhoßdeniØ formul v sukcedent – poloßitel~nymi.

Analiz aksiomy soderßit slovo “aksioma”. Analiz primeneniØ pravila soderßit nazvanie pravila, po kotoromu poluqena dannaØ sekvenciØ; krome fftogo, analiz pravila perestanovki soderßit indeksy vhoßdeniæ formul, k kotorym ono primenØetsØ.

Shemoæ vyvoda nazyvaetsØ posledovatel~nost~ analizov aksiom i pravil vyvoda. DlØ sistem LK i LJ shemy vyvoda zapisyva¸t v vide derev~ev s kornem. Analizy aksiom pripisyva¸tsØ list~Øm, analiz k-posyloqnogo pravila pripisyvaetsØ verxine, ime¸weæ v toqnosti k vhodØwih dug (k > 0). Vyvodom v sootvetstvii so shemoæ U nazyvaetsØ l¸boæ vyvod, dlØ kotorogo spisok analizov aksiom i pravil vyvoda v toqnosti sovpadaet s U . Vysotoæ shemy U nazyvaetsØ vysota predstavlØ¸wego ee dereva.

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 93

V dal~neæxem my rassmatrivaem tol~ko vyvody, oblada¸wie svoæstvom qistoty peremennyh, t.e. vyvody, v kotoryh nikakaØ peremennaØ ne vhodit odnovremenno i svobodno i svØzanno i v kotoryh dlØ kaßdogo primeneniØ → ∀ ili ∃ → sobstvennaØ peremennaØ fftogo primeneniØ vstreqaetsØ tol~ko vyxe zakl¸qeniØ fftogo primeneniØ.

GovorØt, qto formula A otobrazima v formulu B, esli formula B poluqaetsØ iz A odnovremennym zameweniem svobodnyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh na nekotorye termy, B = [A]^{x1,... ,xq} T1,... ,T_q , pri fftom predpolagaetsØ, qto dlØ vseh i term

T_i svoboden dlØ x_i v A.

Shemoæ vyvoda s tipami seqeniæ [16] nazyvaetsØ shema vyvoda, v kotoroæ k analizu kaßdogo primeneniØ pravila seqeniØ dobavlØetsØ nekotoraØ formula takim obrazom, qtoby kaßdaØ predmetnaØ peremennaØ vhodila svobodno v sovokupnost~ dobavlennyh formul ne bolee odnogo raza. Dobavlennye formuly nazyva¸tsØ tipami analizov pravil seqeniØ. Rassmotrim sekvenci¸ S, spisok t_1, . . . , t_n poparno razliqnyh predmetnyh peremennyh, shemu vyvoda s tipami seqeniæ U i vyvod D. GovorØt, qto D ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n)-vyvodom sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , n ≥ 0, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ.

1. D ØvlØetsØ vyvodom v sootvetstvii so shemoæ, poluqaemoæ iz U vykidyvaniem vseh formul.

2. Tipy analizov vseh primeneniæ pravil seqeniØ v sheme U otobrazimy v sootvetstvu¸wie formuly seqeniØ vyvoda D. Pri fftom, termy, uqastvu¸wie v podstanovke, nazyva¸tsØ sobstvennymi termami primeneniØ pravila seqeniØ.

3. Peremennye t_1, . . . , t_n ne vhodØt svobodno v tipy analizov primeneniæ pravil seqeniØ v sheme U .

4. Peremennye t_1, . . . , t_n ne vhodØt svØzanno v vyvod D. 5. Suwestvu¸t termy T_1, . . . , T_n takie, qto dlØ vseh i term T_i svoboden dlØ t_i v S, i posledneæ sekvencieæ vyvoda D ØvlØ- etsØ [S]^{t1,... ,tn} T1,... ,T_n . (Esli n = 0, usloviØ 3 i 4 opuska¸tsØ, uslovie 5 prevrawaetsØ v “Posledneæ sekvencieæ vyvoda D ØvlØetsØ S”.)

Termy, uqastvu¸wie v podstanovke, preobrazu¸weæ S v posledn¸¸ sekvenci¸ D, nazyva¸tsØ sobstvennymi termami vyvoda D.

Vyvod D nazyvaetsØ universal~nym (t_1, . . . , t_n)-vyvodom se-

94 B. ı. KONEV

kvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , esli D ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n)-vyvodom sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , i l¸boæ drugoæ (t_1, . . . , t_n)-vyvod sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U moßet byt~ poluqen iz D zamenoæ svobodnyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh na nekotorye termy.

Ocenka vysoty termov v vyvode poluqaetsØ kak sledstvie ocenki rexeniØ zadaqi unifikacii dlØ sistemy par termov s ograniqeniØmi (OT-sistemy) (ffti sistemy vvodØtsØ v rabotah [5, 16, 11, 15]). Termy takoæ sistemy stroØtsØ iz funkcional~nyh znakov proizvol~noæ arnosti f_1, . . . , f_m i predmetnyh peremennyh t_1, . . . , t_n, x_1, . . . , x_p. OT-sistema Ξ sostoit iz treh qasteæ, Ξ = {Γ; Π; V }, pervaØ – ffto obyqnaØ sistema par termov

Γ = {(T_i, Θ_i)}^N_{i=1},

vtoraØ – mnoßestvo ograniqeniæ vida Π = {x_{ij} ∉ R_j}^M_{j=1}, a V – mnoßestvo predmetnyh peremennyh, gde T_i,Θ_i,R_i ØvlØ¸tsØ termami, x_{ij} – predmetnaØ peremennaØ, ne prinadleßawaØ V .

Otobraßenie τ iz mnoßestva V v mnoßestvo termov dannogo Øzyka nazyvaetsØ rexeniem sistemy {Γ; Π; V }, esli ono ØvlØetsØ unifikatorom Γ i dlØ vseh j : 1 ≤ j ≤ M rezul~tat primeneniØ podstanovki τ k termu R_j ne soderßit x_{ij} . Takim obrazom, iz mnoßestva predmetnyh peremennyh vydelØetsØ podmnoßestvo V , fflementy kotorogo, s toqki zreniØ zadaqi unifikacii, rassmatriva¸tsØ kak neizvestnye; ostal~nye predmetnye peremennye rassmatriva¸tsØ kak funkcional~nye konstanty. Rexenie σ sistemy {Γ; Π; V } nazyvaetsØ universal~nym rexeniem, esli σ ØvlØetsØ naibolee obwim unifikatorom Γ (pri fftom vse podstanovki, uqastvu¸wie v opredelenii naibolee obwego unifikatora, ØvlØ¸tsØ otobraßeniØmi iz mnoßestva V v mnoßestvo termov ukazannogo Øzyka).

Oqevidno, esli nekotoryæ unifikator Γ udovletvorØet mnoßestvu ograniqeniæ Π, to naibolee obwiæ unifikator Γ takße udovletvorØet mnoßestvu ograniqeniæ Π. To est~, esli sistema {Γ; Π; V } imeet rexenie, to ona imeet i universal~noe rexenie.

Glubinoæ vhoßdeniØ predmetnoæ peremennoæ v formulu nazovem maksimal~nu¸ glubinu dannogo vhoßdeniØ v termy dannoæ formuly. Naprimer, glubina svØzannogo vhoßdeniØ peremennoæ

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 95

x v formulu ∀xP (x, f(y)) ravna nul¸, a glubina svobodnogo vhoßdeniØ y v tu ße formulu – edinice.

Lemma 2. Kakovy by ni byli shema vyvoda s tipami seqeniæ

U i sekvenciØ S, esli suwestvuet (t_1, . . . , t_n)-vyvod D sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , to suwestvuet universal~nyæ (t_1, . . . , t_n)-vyvod D^∗ sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , v kotorom dlØ l¸bogo terma T , ØvlØ¸wegosØ sobstvennym termom vyvoda D^∗, sobstvennym termom pravil → ∃, ∀ → ili sobstvennym termom pravila seqeniØ, vypolnØetsØ neravenstvo

h[T ] ≤ ar [D]^{h1} · (q^−[D] + n) · h_1 + (q^−[D] + n) · h_2 + h_0,

gde ar [D] – maksimal~naØ arnost~ funkcional~nyh znakov, vhodØwih v sekvenci¸ S i v tipy analizov pravil seqeniØ, h_1 – maksimal~naØ glubina svobodnyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh v tipy analizov pravil seqeniØ, h_2 – maksimal~naØ glubina vhoßdeniæ t_1, . . . , t_n v S i svØzannyh vhoßdeniæ peremennyh v sekvenci¸ S i v tipy analizov pravil seqeniØ, h_0 – maksimal~naØ vysota termov, vhodØwih v sekvenci¸ S i v tipy analizov pravil seqeniæ, q^−[D] – koliqestvo analizov primeneniæ pravil → ∃, ∀ → v sheme U .

Dokazatel~stvo. Pust~ sekvenciØ S i shema vyvoda s tipami

seqeniæ U v isqislenii LK ili LJ udovletvorØ¸t usloviØm lemmy. DlØ togo qtoby polnost~¸ vosstanovit~ (t_1 . . . , t_n)-vyvod sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U , dostatoqno postroit~ sobstvennye termy dokazatel~stva, primeneniæ pravil → ∃, ∀ → i pravil seqeniØ (sm. [16]). DlØ fftogo indukcieæ po vysote shemy stroitsØ takaØ OT-sistema, qto eœ rexenie daet znaqenie vseh sobstvennyh termov ukazannyh pravil. V sluqae, esli vysota shemy bol~xe nulØ, my stroim OT-sistemu tak ße, kak i v [16], i menØem konstrukci¸ dlØ sluqaØ, kogda vysota shemy ravna nul¸.

Oboznaqim qerez Π{S; t_1, . . . , t_n} spisok vseh vyraßeniæ vida x ∉ t_j , 1 ≤ j ≤ n, gde x ØvlØetsØ predmetnoæ peremennoæ, vhodØweæ v kvantornyæ kompleks, v oblasti deæstviØ kotorogo nahoditsØ nekotoroe svobodnoe vhoßdenie peremennoæ t_j v sekvenci¸ S.

Ne umalØØ obwnosti, vse sobstvennye peremennye pravil → ∀ i ∃ → poparno razliqny (vsegda moßno perestroit~ vyvod D

96 B. ı. KONEV

takim obrazom, qtoby spiski sobstvennyh peremennyh pravil vvedeniØ kvantorov udovletvorØli fftomu trebovani¸).

Shema vyvoda U predstavlØet soboæ pomeqennoe derevo. PrimenØØ indukci¸ po vysote shemy, postroim OT-sistemu Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) i pometim kaßdyæ uzel fftogo dereva sekvencieæ, v formuly kotoroæ mogut vhodit~ metaperemennye dlØ termov (neizvestnye, v smysle razdela 3). Oboznaqim poluqennoe pomeqennoe derevo ~D. Pust~ V – mnoßestvo neizvestnyh sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n). Indukcionnoe predpoloßenie sostoit v tom, qto 1. vyvod D, s toqnost~¸ do pereimenovaniØ sobstvennyh peremennyh pravil → ∀ i ∃ →, poluqaetsØ primeneniem k sekvenciØm, vhodØwim v ~D, nekotorogo otobraßeniØ τ iz mnoßestva V v mnoßestvo termov. Pri fftom predpolagaetsØ, qto vse podstavlØemye termy svobodny dlØ podstanovki;

2. podstanovka τ ØvlØetsØ rexeniem OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n);

3. Pust~ podstanovka σ – universal~noe rexenie OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n). Togda dlØ kaßdogo x ∈ V term σ(x) svoboden dlØ x vo vseh sekvenciØh, v kotorye x vhodit svobodno, i primenenie k sekvenciØm, vhodØwim v ~D, podstanovki σ daet universal~nyæ (t_1, . . . , t_n)-vyvod D^∗ sekvencii S.

Takim obrazom, po sheme s tipami seqeniæ i posledneæ sekvencii, my vosstanavlivaem vyvod, s toqnost~¸ do togo, qto sobstvennye termy zameneny na metaperemennye dlØ termov. Podstanovka, prevrawa¸waØ poluqennu¸ konstrukci¸ v vyvod, ØvlØetsØ rexeniem OT-sistemy.

Baza indukcii (vysota shemy ravna nul¸). Togda v shemu

vhodit edinstvennyæ analiz, i ffto – analiz aksiomy; vyvod D sostoit iz edinstvennoæ sekvencii A → A. Pometim edinstvennyæ uzel dereva U sekvencieæ S. Rassmotrim formuly A_1 i A_2, vhodØwie v antecedent i sukcedent sekvencii S sootvetstvenno. Po opredeleni¸ (t_1, . . . , t_n)-vyvoda, formuly A_1 i A_2 otobrazimy v formulu A.

Postroim mnoßestvo par termov Γ(A, A_1, A_2) indukcieæ po postroeni¸ formul A, A_1 i A_2.

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 97

• Esli A – atomarnaØ formula, formuly A_1 i A_2 takße atomarnye. Pust~ A_1 = P (T_1, . . . , T_s),

A_2 = P (Θ_1, . . . , Θ_s),

gde P – s-mestnyæ predikatnyæ znak. Opredelim mnoßestvo par termov Γ(A, A_1, A_2) kak {(T_i, Θ_i)}^s_{i=1}.

• Esli formula A imeet A = ¬A^′, formuly A_1 i A_2 ime¸t vid A_1 = ¬A^′_1,

A_2 = ¬A^′_2.

Postroim mnoßestvo par termov Γ(A^′, A^′_1, A^′_2) i poloßim Γ(A, A_1, A_2) = Γ(A^′, A^′_1, A^′_2).

• Esli formula A imeet vid A = A^′ ⊙ A^{′′}, gde ⊙ ØvlØetsØ odnoæ iz propozicional~nyh svØzok &, ∨, ⊃, formuly A_1 i A_2 ime¸t vid A_1 = A^′_1 ⊙ A^{′′}_1 ,

A_2 = A^′_2 ⊙ A^{′′}_2 .

Postroim po indukcii dva mnoßestva Γ(A, A^′_1, A^′_2) i Γ(A, A^{′′}_1 , A^{′′}_2 ) i opredelim mnoßestvo par termov Γ(A, A_1, A_2) sledu- ¸wim obrazom: Γ(A, A_1, A_2) = Γ(A^′, A^′_1, A^′_2) ∪ Γ(A^{′′}, A^{′′}_1 , A^{′′}_2 ).

• Esli formula A imeet vid A = Qx A^′, gde Q – odin iz kvantorov, to formuly A_1 i A_2 ime¸t vid

A_1 = Qx A^′_1,

A_2 = Qx A^′_2.

Postroim mnoßestvo par termov Γ(A^′, A^′_1, A^′_2) i poloßim Γ(A, A_1, A_2) = Γ(A^′, A^′_1, A^′_2). Okonqatel~no, my opredelØem OT-sistemu Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) kak {Γ(A, A_1, A_2); Π{S; t_1, . . . , t_n}; t_1, . . . , t_n}. Kak bylo otmeqeno vyxe, formuly A_1 i A_2 otobrazimy v formulu A. Netrudno videt~, qto podstanovka, otobraßa- ¸waØ sekvenci¸ S v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D, unificiruet poluqennu¸ sistemu par termov Γ(A, A_1, A_2). Po opredeleni¸ (t_1, . . . , t_n)-vyvoda, termy T_i svobodny dlØ t_i

98 B. ı. KONEV

v S, qto oznaqaet, qto ograniqeniØ Π{S; t_1, . . . , t_n} vypolnØ- ¸tsØ. Sledovatel~no, naibolee obwiæ unifikator σ mnoßestva par termov Γ(A, A_1, A_2) udovletvorØet mnoßestvu ograniqeniæ Π{S; t_1, . . . , t_n}. Kak netrudno videt~, ffto oznaqaet, qto termy σ(t_1), . . . , σ(t_n) svobodny dlØ t_1, . . . , t_n v sekvencii S. Poskol~ku proizvol~nyæ vyvod D poroßdaet nekotoroe rexenie OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n), universal~nomu vyvodu D^∗ sootvetstvuet universal~noe rexenie dannoæ sistemy. Takim obrazom, indukcionnoe predpoloßenie vypolnØetsØ.

Indukcionnyæ perehod (vysota shemy bol~xe nulØ). Togda

vyvod zaverxaetsØ primeneniem kakogo-libo l-posyloqnogo pravila L (l = 1, 2). Oboznaqim qerez U_i shemu vyvoda, vhodØwu¸ v U nad i-oæ posylkoæ poslednego analiza, i qerez D_i vyvod, vhodØwiæ v D nad i-oæ posylkoæ poslednego primeneniØ pravila. Pometim koren~ dereva U sekvencieæ S. V zavisimosti ot tipa pravila L, OT-sistema Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) stroitsØ sledu¸wim obrazom.

• Predpoloßim, qto L ØvlØetsØ pravilom vvedeniØ propozicional~noæ svØzki, libo strukturnym pravilom, za iskl¸- qeniem pravila seqeniØ.

Poskol~ku sekvenciØ S otobrazima v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D, moßno postroit~ sekvencii S_1, . . . S_l, iz kotoryh S poluqaetsØ po pravilu L. Zametim, qto vyvod D_i ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n)-vyvodom sekvencii S_i. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvu¸t OT-sistemy Ξ(U_i; S_i; t_1, . . . , t_n) = {Γ_i; Π_i; V_i} i pometka sootvetstvu¸wih podderev~ev U_1, . . . , U_l, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ svoæstva 1)–3). Ne umalØØ obwnosti, mnoßestva neizvestnyh V_1, . . . , V_l ne soderßat obwih peremennyh pomimo t_1, . . . , t_n. Opredelim OT-sistemu Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) kak {Γ_1 ∪Γ_l; Π_1∪Π_l ∪ Π{S; t_1, . . . , t_n}; V_1 ∪ V_l}. SoobraßeniØ, analogiqnye tem, qto my privodili v dokazatel~stve bazy indukcii, pokazyva- ¸t, qto indukcionnoe predpoloßenie vypolnØetsØ.

• Predpoloßim, qto L ØvlØetsØ pravilom seqeniØ, togda ono imeet dve posylki. Rassmotrim A – tip poslednego analiza shemy U i mnoßestvo V predmetnyh peremennyh, vhodØwih svobodno v formulu A. Poskol~ku sekvenciØ S otobrazima v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D i formula A oto-

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 99

brazima v formulu seqeniØ primeneniØ L, moßno postroit~ sekvencii S_1 i S_2 , iz kotoryh S poluqaetsØ po pravilu seqeniØ s formuloæ A v kaqestve formuly seqeniØ. Togda, vyvod D_i ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n, V )-vyvodom sekvencii S_i (spisok t_1, . . . , t_n, V sleduet ponimat~ kak ob¨edinenie spiska vseh neizvestnyh, vhodØwih v mnoßestvo V , i spiska t_1, . . . , t_n). Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvu- ¸t OT-sistemy Ξ(U_i; S_i; t_1, . . . , t_n, V ) = {Γ_i; Π_i; V_i}, i pometka sootvetstvu¸wih podderev~ev U_1, U_2, dlØ kotoryh vypolnØ- ¸tsØ svoæstva 1)–3).

Ne umalØØ obwnosti, mnoßestva neizvestnyh V_1, V_2 ne soderßat obwih neizvestnyh pomimo t_1, . . . , t_n, V . Opredelim OT-sistemu Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) kak

{Γ_1 ∪ Γ_2; Π_1 ∪ Π_2 ∪ Π{S; t_1, . . . , t_n}; V_1 ∪ V_2 ∪ V }.

˚sno, qto indukcionnoe predpoloßenie vypolnØetsØ. • Predpoloßim, qto L ØvlØetsØ pravilom → ∀ ili ∃ →. Togda ono odnoposyloqnoe, l = 1. Rassmotrim predmetnu¸ peremennu¸ b, ne vstreqa¸wu¸sØ v S i otliqnu¸ ot t_1, . . . , t_n. Poskol~ku sekvenciØ S otobrazima v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D, moßno postroit~ sekvenci¸ S_1, iz kotoroæ S poluqaetsØ po pravilu L i dlØ kotoroæ b ØvlØetsØ sobstvennoæ peremennoæ. Zamenim v vyvode D_1 vse svobodnye vhoßdeniØ sobstvennoæ peremennoæ poslednego primeneniØ pravila vyvoda D na b. ˚sno, qto poluqennyæ vyvod D^′_1 ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n)-vyvodom sekvencii S_1. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvuet OT-sistema Ξ(U_1; S_1; t_1, . . . , t_n) = {Γ_1; Π_1, V_1} i pometka poddereva U_1, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ svoæstva 1)–3). V kaqestve OTsistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) my berem {Γ_1; Π_1 ∪ Π{S; t_1, . . . , t_n} ∪ {b ∉ t_{i1} , . . . , b ∉ t_{ir} }; V_1}, gde t_{i1}, . . . ,t_{ir} – spisok teh predmetnyh peremennyh iz t_1, . . . ,t_n, kotorye vhodØt svobodno v S. Dopolnitel~nye ograniqeniØ obespeqiva¸t, qto b ne vhodit v zakl¸qenie primeneniØ L. Netrudno videt~, qto indukcionnoe predpoloßenie vypolnØetsØ.

• Predpoloßim, qto L ØvlØetsØ pravilom ∀ → ili → ∃. Togda ono odnoposyloqnoe, l = 1. Pust~ predmetnaØ peremennaØ

100 B. ı. KONEV

t ne vhodit v S i otliqna ot t_1, . . . , t_n. Poskol~ku sekvenciØ S otobrazima v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D, moßno postroit~ sekvenci¸ S_1, iz kotoroæ S poluqaetsØ po pravilu L, priqem t ØvlØetsØ sobstvennym termom pravila L. Zametim, qto vyvod D_1 ØvlØetsØ (t_1, . . . , t_n, t)-vyvodom sekvencii S_1. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvuet OT-sistema Ξ(U_1; S_1; t_1, . . . , t_n) = {Γ_1; Π_1, V_1}, i pometka dereva U_1, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ svoæstva 1)–3). V kaqestve OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) my berem OT-sistemu {Γ_1; Π_1 ∪ Π{S; t_1, . . . , t_n}; t_1, . . . , t_n, t}. Netrudno videt~, qto indukcionnoe predpoloßenie vypolnØetsØ.

Takim obrazom, nami postroena OT-sistema Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) takaØ, qto spisok sobstvennyh termov vyvoda D, a takße sobstvennyh termov primeneniæ pravil seqeniØ, pravil → ∃ i ∀ → ØvlØetsØ ee rexeniem, i universal~noe rexenie OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) poroßdaet universal~nyæ (t_1, . . . , t_n)-vyvod D^∗ sekvencii S v sootvetstvii so shemoæ U .

Esli shema U soderßit analizy primeneniæ pravil ∀ → i → ∃, a takße pravil seqeniØ, OT-sistema Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) pomimo neizvestnyh t_1, . . . , t_n moßet soderßat~ dopolnitel~nye neizvestnye. Netrudno videt~, qto esli nekotoraØ neizvestnaØ byla dobavlena pri rassmotrenii pravila seqeniØ, ona imeet ne bolee dvuh vhoßdeniæ v sistemu par termov Γ, priqem glubiny fftih vhoßdeniæ sovpada¸t. Takim obrazom, vse neizvestnye, dobavlennye pri rassmotrenii pravil seqeniØ, ØvlØ¸tsØ neizvestnymi tipa seqeniØ. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto ostal~nye neizvestnye OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) ØvlØ¸tsØ neizvestnymi ne tipa seqeniØ. V samom dele, libo raznost~ glubin mnoßestva par termov OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n) ravna nul¸, togda, vysota naibolee obwego unifikatora ne prevoshodit vysotu sistemy par termov (sm. [7], teorema 2) i ocenka lemmy 2 vypolnena, libo dlØ kaßdoæ neizvestnoæ x pomimo neizvestnyh, vvedennyh pri rassmotrenii pravil seqeniØ, v sistemu vsegda moßno dobavit~ uravnenie vida f(f(· · · f q (x)) = f(f(· · · f q (x)) takim obrazom, qtoby raznost~ glubin neizvestnoæ

x byla nenulevoæ, ne izmeniv pri fftom znaqeniæ h_0, h_1 i h_2 i ne izmeniv rexenie sistemy.

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 101

Obwee koliqestvo neizvestnyh ne tipa seqeniØ ravnØetsØ n + q^−[D]. Takim obrazom, my moßem vospol~zovat~sØ ocenkoæ teoremy 1, qtoby poluqit~ ocenku vysoty universal~nogo rexeniØ OT-sistemy Ξ(U ; S; t_1, . . . , t_n). �

Teorema 3. Pust~ D ØvlØetsØ vyvodom sekvencii S v isqislenii

LK (ili LJ). Togda, zamenØØ nekotorye svobodnye termy na predmetnye peremennye, moßno preobrazovat~ vyvod D v vyvod D^∗ toæ ße samoæ sekvencii S v isqislenii LK (ili LJ, sootvetstvenno), oblada¸wiæ sledu¸wim svoæstvom. Vysota sobstvennyh termov primeneniæ pravil → ∃ i ∀ → v vyvode D^∗, a takße vysota termov, vhodØwih svobodno v formuly seqeniØ v vyvode D^∗, ne prevoshodit

ar [D]^{δc[D]} · q^−[D] · δ^c[D] + q^−[D] · max{δ^c[S], δ^c[D]} + max{h[S], δ^c[D]},

gde ar [D] – maksimal~naØ arnost~ funkcional~nyh znakov, vhodØwih v sekvenci¸ S i v formuly seqeniØ, δ^c[D] – maksimal~naØ glubina svØzannyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh v formuly seqeniØ, δ^c[S] – maksimal~naØ glubina svØzannyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh v S, h[S] – maksimal~naØ vysota termov, vhodØwih v sekvenci¸ S, q^−[D] – koliqestvo analizov primeneniæ pravil → ∃, ∀ → v sheme U .

Dokazatel~stvo. My dokazyvaem teoremu, osnovyvaØs~ na ocen-

ke lemmy 2, tem ße sposobom, kakim v [16] analogiqnaØ teorema sleduet iz ocenki na vysotu (t_1, . . . , t_n)-vyvoda. DlØ proizvol~- noæ formuly A opredelim formulu A^∗ taku¸, qto

• A^∗ ne soderßit funkcional~nyh konstant;

• kaßdaØ predmetnaØ peremennaØ vhodit svobodno v formulu A^∗ ne bolee odnogo raza;

• esli nekotoryæ term vhodit v formulu A^∗ svobodno, to fftot term ØvlØetsØ predmetnoæ peremennoæ;

• formula A^∗ otobrazima v formulu A.

V [16] formula A^∗ nazyvaetsØ q^∗-tipom formuly A. Postroim po vyvodu D ego shemu U i dopixem v sheme U ko vsem primeneni- Øm pravil seqeniØ q^∗-tipy ih formul seqeniØ, pereimenovyvaØ, esli neobhodimo, predmetnye peremennye, vhodØwie svobodno v tipy analizov formul seqeniØ tak, qtoby tipy poparno ne imeli obwih peremennyh. Oboznaqim poluqennu¸ shemu vyvoda s tipami seqeniæ U^∗. ˚sno, qto D ØvlØetsØ ()-vyvodom sekvencii

102 B. ı. KONEV

S v sootvetstvii so shemoæ U^∗. Iz opredeleniØ q^∗-tipa formuly sleduet, qto maksimum glubin svobodnyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh v formulu A^∗ ne prevoshodit maksimuma glubin svØzannyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh v formulu A^∗. Primenim ocenku lemmy 2 dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy.

�_{Zameqanie. V sluqae, esli seqeniØ osuwestvlØ¸tsØ po formu-}

lam, ne soderßawim svØzannyh vhoßdeniæ peremennyh nenulevoæ glubiny, poluqennaØ ocenka sovpadaet s ocenkoæ Orevkova [16], lemma 15.6.

Sledstvie. V usloviØh teoremy 3, vysota termov, vhodØwih v

dokazatel~stvo D^∗, ne prevoshodit

ar [D]^{δc[D]} · q^−[D] · δ^c[D] + q^−[D] · max{δ^c[S], δ^c[D]} + 2 max{h[S], δ^c[D]}.

V samom dele, glubiny vseh svobodnyh i svØzannyh vhoßdeniæ peremennyh v q^∗-tipy formul seqeniØ vyvoda D, a takße v posledn¸¸ sekvenci¸ vyvoda D, ne prevoshodØt max{h[S], δ^c[D]}. Vyvod D^∗ poluqaetsØ primeneniem podstanovki, ØvlØ¸weæsØ universal~- nym rexeniem OT-sistemy, k ~D. Ots¸da sleduet ocenka razmera termov, vhodØwih v vyvod D^∗.

Literatura

1. G. V. Davydov, S. ı. Maslov, G. E. Minc, V. P. Orevkov, A. O.

Slisenko, Maxinnyæ algoritm ustanovleniØ vyvodimosti na osnove obratnogo metoda. — Zap. nauqn. semin. LOMI 16 (1969), 8–15.

2. Stefen K. Klini, Vvedenie v metamatematiku. InostrannaØ literatura, M. (1957).

3. V. P. Orevkov, Nißnie ocenki uveliqeniØ sloßnosti vyvodov posle ustraneniØ seqeniæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 88 (1979), 137–162.

4. V. P. Orevkov, Verhnie ocenki udlineniØ vyvodov pri ustranenii seqeniæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 137 (1984), 87–98.

5. V. P. Orevkov, Sistemy uravneniæ v termah s podstanovkami. — V kn:

Voprosy kibernetiki. Sloßnost~ vyqisleniæ i prikladnaØ matematiqeskaØ logika. Nauka, M. 1988, s. 127–148.

6. V. P. Orevkov, Shemy dokazatel~stv v aksiomatiqeskih teoriØh gil~- bertovskogo tipa. — Zap. nauqn. sem. LOMI 176 (1988), 132–146.

7. B. ı. Konev, Utoqnenie ocenok vysoty termov v naibolee obwem unifikatore. — Zap. nauqn. sem. POMI 241 (1997), 117–134.

8. B. ı. Konev, NißnØØ ocenka na vysotu termov v naibolee obwem unifikatore. — Technical Report 21/1998, S.-Peterburgskoe otdelenie matematiqeskogo instituta im. V.A. Steklova, October 1998. Dostupen po

http://www.pdmi.ras.ru/preprint/1998/index.html.

VERHN˚˚ OCENKA VYSOTY TERMOV 103

9. M. Baaz and R. Zach, Algorithmic structuring of cut-free proofs. Selected papers from CSL’92, — Lecture Notes in Computer Science (1992) pp. 29–42.

10. S. R. Buss, The undecidability of k-provability. — Ann. Pure Appl. Logic 53(1) (1991), 75–102.

11. W. M. Farmer, A unification-theoretic method for investigating the k-provability problem. — Ann. Pure Appl. Logic 51 (1991), 173–214.

12. H. Friedman, One hundred and two problems in mathematical logic. J. Symb.

Logic 40 (1975), 131–174.

13. G. Gentzen, Untersuchungen über das logische schließ. — Mathematische Zeitschrift 39, (1934), 176–210, 405–433.

14. B. Konev, Upper bound on the height of terms in proofs with cuts. Technical Report E1852-GS-981, Technische Universität Wien, In: Proceedings of First-order Theorem Proving—FTP’98/2nd International Workshop on First-order Theorem Proving, Vienna, Austria, (1998) pp. 162–172.

15. J. Krajíček and P. Pudlák, The number of proof lines and size of proofs in first logic. — Arch. Math. Logic 27 (1988), 69–84.

16. V. P. Orevkov, Complexity of Proofs and Their Transformations an Axiomatic Theories. Translations of Mathematical Monographs. American Mathematical Society (1991).

17. M. S. Paterson and M. N. Wegman, Linear unification. J. Computer System Science 16 (1978), 168–167.

18. J. A. Robinson, A machine oriented logic based on the resolution principle. — J.

Assoc. Comput. Mach. 12 (1965), 23–41.

Konev B. Yu. Upper bound on the height of terms in proofs with bound-depth-restricted cuts.

We prove an upper bound on the height of terms occurring in a most general unifier for the case when the set of term-variables splits to two subsets. A term-variable belongs to the first sub-set iff the depths of all its occurrences coincide, we call such a variable a term-variable of the cut type; otherwise, it belongs to the second sub-set. We bound from above the height of terms occurring in a most general unifier by the number of term-variables of not the cut type and size of the given unification problem. This bound implies an upper bound on the size of terms occurring in proofs in a sequent-style calculus with bound-depth-restricted cuts.

Postupilo 29 avgusta 2000 S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:konev@pdmi.ras.ru