Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 277, 2001 g.

M. A. Vsemirnov, �. A. Girx, E. ˚. Dancin, S. V. Ivanov

ALGORITMY DL˚ PROPOZICIONAL^NO` VYPOLNIMOSTI I VERHNIE OCENKI IH SLOȷNOSTI

1. Vvedenie

Zadaqa propozicional~noæ vypolnimosti (VYP) – odna iz naibolee estestvennyh N P-polnyh zadaq, pofftomu ee sloßnost~ ØvlØetsØ principial~no vaßnoæ dlØ teorii sloßnosti vyqisleniæ. Poskol~ku VYP – N P-polna, maloveroØtno, qto ona moßet byt~ rexena za polinomial~noe vremØ. Tem ne menee, vaßno ponØt~, kakoe vremØ trebuetsØ dlØ rexeniØ VYP, daße esli ffto vremØ ffksponencial~no: algoritm, rexa¸wiæ VYP, skaßem, za vremØ 2^{n/1000}, byl by ves~ma polezen dlØ mnogih priloßeniæ, naprimer, dlØ sovremennyh zadaq razrabotki mikroshem.

IssledovaniØ v oblasti algoritmov dlØ VYP vkl¸qa¸t ffksperimental~noe izuqenie ih raboty, a takße teoretiqeskoe izuqenie ih sloßnosti. Dannyæ obzor posvØwen teoretiqeskomu aspektu fftih issledovaniæ. V nem obsußda¸tsØ nekotorye iz poslednih algoritmov dlØ VYP, ime¸wih netrivial~nye verhnie ocenki sloßnosti v naihudxem sluqae. Takße obsußda¸tsØ interesnye blizkie voprosy, naprimer, vozmoßno li nahodit~ vypolnØ¸wie nabory dlØ odnovypolnimyh bulevyh formul bystree, qem dlØ proizvol~nyh vypolnimyh bulevyh formul? V rabote daetsØ bolee podrobnyæ obzor suwestvu¸wih algoritmov dlØ VYP s rekordnymi na dannyæ moment verhnimi ocenkami vremeni raboty v naihudxem sluqae. My rassmatrivaem semeæstva takih algoritmov i privodim nekotorye poØsnØ¸wie ill¸stracii i otkrytye voprosy.

Novye rezul~taty dannoæ raboty vkl¸qa¸t v sebØ sledu¸- wie tri punkta: my privodim uprowennyæ variant derandomi-

Pri podderßke EPSRC, INTAS, NATO, RFFI (grant 99-01-00113) i granta 6-go konkursa-ffkspertizy nauqnyh proektov molodyh uqenyh RAN. 14

ALGORITMY DL˚ VYP 15 zacii lemmy o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora [38], privodim dva novyh dokazatel~stva lemmy Vfflianta-Vazirani [46] i dokazyvaem nekotorye rezul~taty, kasa¸wiesØ algoritmov dlØ VYP, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh.

Osnovnye opredeleniØ. My rassmatrivaem algoritmy dlØ za-

daqi vypolnimosti bulevyh formul v kon¨¸nktivnoæ normal~- noæ forme (KNF). Formula v KNF predstavlØet soboæ kon¨¸nkci¸ klozov, kloz est~ diz¨¸nkciØ literalov, a literal est~ buleva peremennaØ ili ee otricanie. Zadaqa vypolnimosti (oboznaqaemaØ VYP ) klassiqeski formuliruetsØ kak zadaqa raspoznavaniØ: dlØ dannoæ bulevoæ formuly F v KNF vydat~ otvet “Vypolnima”, esli suwestvuet nabor istinnostnyh znaqeniæ ee peremennyh, vypolnØ¸wiæ kaßdyæ kloz F ; v protivnom sluqae, vydat~ otvet “Nevypolnima”. Odnako, my budem rassmatrivat~ ee kak zadaqu poiska vypolnØ¸wego nabora: vydat~ vypolnØ- ¸wiæ nabor (esli on suwestvuet), v protivnom sluqae vydat~ otvet “Nevypolnima”. ˚sno, qto ffti dve versii VYP ffkvivalentny s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ, t.e. esli odna iz nih razrexima za vremØ T (F ), to drugaØ razrexima za vremØ poly(|F |) · T (F ), gde |F | — dlina formuly F . Na protØßenii dannoæ raboty zapis~ f(t) = poly(t) oznaqaet, qto suwestvuet mnogoqlen P , takoæ qto dlØ l¸bogo t vypolneno neravenstvo

|f(t)| 6 P (t). Ispol~zovanie oboznaqeniØ poly(·) analogiqno is-

pol~zovani¸ simvola O(·).

Na protØßenii dannoæ raboty F oboznaqaet vhodnu¸ formulu, |F | – ee dlinu, t.e. obwee qislo vhoßdeniæ vseh peremennyh, n – koliqestvo peremennyh. Kaßdyæ iz naxih algoritmov poluqaet na vhode formulu F i vydaet libo vypolnØ¸wiæ nabor znaqeniæ ee peremennyh, libo otvet “Nevypolnima”.

V tom, qto kasaetsØ veroØtnostnyh algoritmov, my rassmatrivaem algoritmy s odnostoronneæ dopustimoæ veroØtnost~¸ oxibki, t.e. vydavaemyæ vypolnØ¸wiæ nabor vsegda ØvlØetsØ pravil~nym, a otvet “Nevypolnima” ØvlØetsØ pravil~nym s veroØtnost~¸, po kraæneæ mere,^1poly_{(|F |)} . PovtorØØ takoæ algoritm polinomial~noe koliqestvo raz, moßno ponizit~ veroØtnost~ oxibki, tak qtoby ona stala men~xe l¸boæ napered zadannoæ konstanty.

My oboznaqaem qerez F [x] formulu, poluqennu¸ iz formuly F prisvaivaniem znaqeniØ true peremennoæ x, t.e. udaleniem

16 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV vseh klozov, soderßawih x bez otricaniØ i udaleniem literala ¬x iz ostavxihsØ klozov. Analogiqno opredelØetsØ formula F [¬x] (peremennoæ x prisvaivaetsØ znaqenie false). Nabory predstavlØ¸tsØ mnoßestvami literalov. Esli poloßitel~nyæ literal x prinadleßit naboru A, ffto znaqit, qto znaqenie x v nabore A est~ true; esli ¬x ∈ A, to znaqenie x v nabore A est~

false. DlØ nabora A = {l_1, l_2, . . . , l_t} formula F [A] opredelØetsØ

kak F [l_1][l_2] . . . [l_t]. Zametim, qto nabor moßet byt~ qastiqnym, t.e. znaqeniØ nekotoryh peremennyh mogut byt~ ne zadany.

My nazyvaem k-klozom kloz, sostoØwiæ rovno iz k literalov. Formuloæ v k-KNF nazyvaetsØ formula, soderßawaØ tol~ko iklozy pri i 6 k. Zadaqa vypolnimosti dlØ formul v k-KNF oboznaqaetsØ k-VYP .

RasweplØ¸wie algoritmy. Mnogie algoritmy dlØ VYP is-

pol~zu¸t rasweplenie. Pod rasweplØ¸wim algoritmom my ponimaem algoritm, kotoryæ svodit zadaqu dlØ vhodnoæ formuly F k zadaqe dlØ polinomial~nogo qisla formul F_1, . . . , F_p. �to sved&enie moßet byt~ determinirovannym (rekursivno vyzyvat~ algoritm dlØ kaßdoæ iz formul F_i) ili veroØtnostnym (sluqaæno vybirat~ odnu iz formul F_i). Estestvenno razdelit~ sovremennye rasweplØ¸wie algoritmy dlØ VYP na dva semeæstva:

DPLL-podobnyh i PPSZ-podobnyh algoritmov.

DPLL-podobnye algoritmy osnovany na procedurah, opisan-

nyh v rabotah Dffvisa i Patnema [14] i Dffvisa, Lodßmana i Lavlffnda [13]. Grubo govorØ, takoæ algoritm zamenØet vhodnu¸ formulu F dvumØ formulami F [x] i F [¬x], poluqennymi prisvaivaniem nekotoroæ peremennoæ x znaqeniæ true i false sootvetstvenno. Zatem algoritm uprowaet kaßdu¸ iz poluqennyh formul i rekursivno vyzyvaet proceduru dlØ kaßdoæ iz uprowennyh formul. Osnovnym metodom analiza takih algoritmov ØvlØ¸tsØ rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ koliqestva list~ev v dereve rekursii. Ispol~zuØ fftot metod, Dancin [9] i Monien i Xpekenmeæer [33] poluqili pervye netrivial~nye verhnie ocenki dlØ k-VYP. �ta tehnika imeet prostoe opisanie v terminah vektorov raswepleniØ Kul~mana i L¸khardta [29, 31]. My opisyvaem obwu¸ shemu DPLL-podobnogo algoritma i ispol~zovaniØ vektorov raswepleniØ v razdele 2. My takße privodim nekotorye ffvristiki, ispol~zuemye v sovremennyh DPLL-podobnyh algoritmah dlØ uproweniØ formul i vybora peremennyh dlØ

ALGORITMY DL˚ VYP 17 prisvaivaniØ znaqeniæ true i false.

Drugoe semeæstvo rasweplØ¸wih algoritmov sostavlØ¸t predloßennye Paturi, Pudlakom, Saksom i Zeænom [37, 38]

PPSZ-podobnye algoritmy. Osnovnoe otliqie fftih algoritmov

ot DPLL-podobnyh algoritmov zakl¸qaetsØ v dvuh momentah: vopervyh, v vybore peremennyh dlØ prisvaivaniØ znaqeniæ (sluqaænyæ vybor v PPSZ-podobnyh algoritmah) i, vo-vtoryh, v metodah analiza. V otliqie ot lokal~nogo analiza DPLL-podobnyh algoritmov, analiz PPSZ-podobnyh algoritmov osnovan na global~nyh rassußdeniØh, naprimer, ocenke koliqestva peremennyh, kotorye nikogda ne ispol~zu¸tsØ dlØ rekursivnyh vyzovov, poskol~ku udalØ¸tsØ vo vremØ uproweniØ. �ti algoritmy suwestvenno ispol~zu¸t sluqaænye bity, odnako, vozmoßna nekotoraØ ih derandomizaciØ. My rassmatrivaem ffti algoritmy v razdele 3, udelØØ osoboe vnimanie voprosam derandomizacii.

Formula, ime¸waØ tol~ko odin vypolnØ¸wiæ nabor, nazyvaetsØ odnovypolnimoæ formuloæ. Odno-VYP, t.e. zadaqa nahoßdeniØ vypolnØ¸wego nabora dlØ odnovypolnimoæ formuly, neskol~ko prowe dlØ PPSZ-podobnyh algoritmov (ili, po kraæneæ mere, dlØ ih analiza). Rekordnye na dannyæ moment ocenki dlØ Odno-VYP luqxe, qem v obwem sluqae. �to kontrastiruet so znamenitoæ lemmoæ Vfflianta-Vazirani [46], soglasno kotoroæ veroØtnostnye sloßnosti VYP i Odno-VYP polinomial~- no svØzany. V razdele 4 my privodim dva novyh prostyh dokazatel~stva fftoæ lemmy i obsußdaem problemu ee primeneniØ v naxem kontekste.

Algoritmy, osnovannye na lokal~nom poiske. ImeetsØ bol~-

xoe semeæstvo algoritmov, kotorye rexa¸t VYP, ispol~zuØ lokal~nyæ poisk (obzor sm., napr., v [20]). Tipiqnyæ algoritm, osnovannyæ lokal~nom poiske, beret naqal~nyæ nabor i izmenØet ego xag za xagom, pytaØs~ priblizit~sØ k vypolnØ¸wemu naboru. Esli posle opredelennogo koliqestva xagov vypolnØ¸wiæ nabor ne naæden, algoritm poroßdaet drugoæ naqal~nyæ nabor i opØt~ izmenØet ego xag za xagom. Qislo takih popytok ograniqeno; esli ni v odnoæ iz nih ne udaetsØ naæti vypolnØ¸wiæ nabor, algoritm zakanqivaet rabotu, s otvetom “Nevypolnima”.

Metody izmeneniØ naborov raznoobrazny. Naprimer, ßadnye algoritmy (napr., [27, 44]) vybira¸t peremennu¸ i izmenØ¸t ee znaqenie v tekuwem nabore na protivopoloßnoe, tak qtoby zna-

18 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV qenie nekotoroæ funkcii ot nabora (naprimer, qislo klozov, kotorye on vypolnØet) vozrastalo kak moßno sil~nee. Drugoæ metod ispol~zuetsØ v algoritmah, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh [39]. Takoæ algoritm izmenØet na protivopoloßnoe znaqenie peremennoæ, vybrannoæ sluqaæno iz nevypolnennogo kloza. Sloßnost~ algoritmov, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh, moßno ocenit~, ispol~zuØ ih svØz~ s odnomernymi sluqaænymi blußdaniØmi. Osnovnye rezul~taty v oblasti verhnih ocenok dlØ fftih algoritmov prinadleßat Papadimitriu [39] i Xoningu [43]. Kak pokazano v [39], 2-VYP moßet byt~ rexena algoritmom, osnovannym na sluqaænyh blußdaniØh, za polinomial~noe vremØ. V nedavneæ rabote [43] pokazano, qto k-VYP moßet byt~ rexena algoritmom, osnovannym na sluqaænyh blußdaniØh, za vremØ (2 − 2/k)^n s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ. Pri k = 3 ffta ocenka sostavlØet (4/3)^n, qto ØvlØetsØ nailuqxeæ iz izvestnyh verhnih ocenok dlØ algoritmov, rexa¸wih 3-VYP.

My obsußdaem algoritmy, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh, v razdele 5. V qastnosti, v fftom razdele pokazano, qto algoritm Papadimitriu moßet byt~ ispol~zovan dlØ rexeniØ VYP za polinomial~noe vremØ dlØ formul, izomorfnyh hornovskim. My takße privodim algoritm Xoninga i ego derandomizaci¸ [11, 12]. Zatem my modificiruem ponØtie algoritmov, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh, ispol~zuØ nedavniæ podhod Fffædßina i dr. [15], predloßivxim cepi Markova s “knopkoæ vozvrata”. A imenno, my opredelØem algoritmy, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh s “knopkoæ vozvrata”, i sravnivaem ih sloßnost~ so sloßnost~¸ obyqnyh algoritmov sluqaænogo blußdaniØ. Algoritmy, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh s “knopkoæ vozvrata”, mogut rassmatrivat~sØ kak nekaØ kombinaciØ podhoda, ispol~zu¸wego sluqaænye blußdaniØ, i podhoda, ispol~zu¸wego rasweplenie.

Blizkie voprosy. IssledovaniØ v oblasti verhnih ocenok v

naihudxem sluqae dlØ trudnyh zadaq ne ograniqiva¸tsØ VYP. V proxedxie gody mnogo vnimaniØ udelØlos~ i drugim N Ppolnym zadaqam (naprimer, MAKS-VYP [35], MAKS-2-VYP, Maksimal~noe seqenie [19], 3-Raskraxivaemost~ [3], Maksimal~- noe nezavisimoe mnoßestvo [2, 41]). Odnako, v upomØnutyh rabotah ispol~zu¸tsØ, v osnovnom, DPLL-podobnye metody; vyzyvaet interes, moßno li poluqit~ novye verhnie ocenki dlØ takih

ALGORITMY DL˚ VYP 19 zadaq s pomow~¸ PPSZ-podobnyh metodov ili metodov, ispol~- zu¸wih lokal~nyæ poisk.

Izvestno, qto stepen~ polinomial~nogo po vremeni priblißeniØ dlØ nekotoryh trudnyh zadaq imeet nekotorye granicy v predpoloßenii, qto P ≠ N P (sm., napr., [1]). V qastnosti, dlØ MAKS-3-VYP ne suwestvuet polinomial~nogo algoritma (esli

P ≠ N P), kotoryæ nahodil by nabor, vypolnØ¸wiæ ¿ (^7_8 + ϵ)M

klozov, gde M – maksimal~no vozmoßnoe qislo odnovremenno vypolnimyh klozov, a ϵ > 0 – skol~ ugodno maloe qislo. Odnako, suwestvu¸t algoritmy (sm., napr., [10, 23]), kotorye nahodØt takie priblißennye rexeniØ bystree, qem nailuqxie na dannyæ moment algoritmy nahodØt toqnye rexeniØ; v posledneæ rabote ispol~zuetsØ algoritm, osnovannyæ na sluqaænyh blußdaniØh, analogiqnyæ algoritmam iz [39, 43].

Blagodarnosti. Avtory priznatel~ny Natalii Cileviq za po-

mow~ v dokazatel~stve teoremy 5.5 i Dime Paseqniku za plodotvornye obsußdeniØ, kasa¸wiesØ razdela 5.

2. DPLL-podobnye algoritmy ObwaØ shema. Algoritmy, opisannye v rabotah Dffvisa i Pat-

nema [14] i Dffvisa, Lodßmana i Lavlffnda [13], prinØto sqitat~ pervymi algoritmami dlØ VYP. Bol~xinstvo algoritmov, predloßennyh na protØßenii posledu¸wih soroka let, osnovany na algoritmah iz [13, 14]. Sovremennoe opisanie takih DPLLpodobnyh algoritmov vyglØdit sledu¸wim obrazom:

Procedura 2.1.

1. Uprostit~ vhodnu¸ formulu F , t.e. preobrazovat~ F v nekotoru¸ drugu¸ formulu G, ispol~zuØ nekotorye pravila preobrazovaniØ.

2. Esli zadaqa vypolnimosti dlØ G trivial~na, vydat~ otvet. 3. Vybrat~ peremennu¸ v, vhodØwu¸ v G, ispol~zuØ nekotoru¸ ffvristiku. Postroit~ formuly G[v] i G[¬v] i rekursivno vyzvat~ dannu¸ proceduru dlØ kaßdoæ iz nih. Esli hotØ by odin iz rekursivnyh vyzovov vernul vypolnØ¸wiæ nabor, obnovit~ ego, dobaviv v ili ¬v sootvetstvenno, i vernut~ rezul~tat (obnovlenie moßet takße vkl¸qat~ izmeneniØ, vyzvannye ispol~zovaniem pravil preobrazovaniØ). V protivnom sluqae, vydat~ otvet “Nevypolnima”. •

20 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV Takim obrazom, ffta procedura imeet sledu¸wie parametry: 1. Pravila preobrazovaniØ, slußawie dlØ uproweniØ formul (predpolagaetsØ, qto uprowenie zanimaet polinomial~noe vremØ).

2. �vristika dlØ vybora peremennoæ dlØ raswepleniØ (takße za polinomial~noe vremØ).

Izvestno ogromnoe koliqestvo razliqnyh pravil preobrazovaniØ i ffvristik. Prostoæ (no inogda trudoemkiæ) metod analiza soderßitsØ v sledu¸wem nabl¸denii.

Vektory raswepleniØ. Rabota procedury 2.1 moßet byt~

predstavlena s pomow~¸ dereva raswepleniØ. Ego koren~ pomeqen formuloæ, poluqennoæ v rezul~tate uproweniØ vhodnoæ formuly F . Esli verxina dereva pomeqena formuloæ G, to dva ee syna pomeqeny formulami, poluqennymi v rezul~tate uproweniØ formul G[v] i G[¬v]. List~Ø pomeqeny trivial~nymi (ne soderßawimi peremennyh) formulami.

Esli imeetsØ derevo raswepleniØ, to dlØ kaßdoæ ego verxiny moßno zapisat~ rekurrentnoe neravenstvo dlØ verhneæ ocenki T (n) vremeni raboty procedury 2.1. Trivial~nym obrazom, moßno zapisat~

T (n) 6 2 · T (n − 1) + poly(|F |),

poskol~ku rasweplenie umen~xaet koliqestvo peremennyh, po kraæneæ mere, na edinicu. Obyqno vozmoßno napisat~ neravenstvo “poluqxe”. Ego “kaqestvo” zavisit ot

1. Pravil preobrazovaniØ.

2. Vybora peremennoæ dlØ raswepleniØ.

3. Sintaksiqeskih svoæstv formuly, kotoroæ pomeqena verxina (Øsno, qto 1 i 2 takße vliØ¸t na ffti svoæstva).

Voobwe govorØ, my moßem zamenit~ prostoe rasweplenie G −→ G[v], G[¬v] qem-nibud~ bolee sloßnym, naprimer, G −→ G[v, w], G[¬v, w], G[v, ¬w], G[¬v, ¬w]. Esli my smoßem dokazat~ kakoe-nibud~ special~noe utverßdenie o konkretnoæ formule G, naprimer, qto nevypolnimost~

ALGORITMY DL˚ VYP 21 formul G[v, ¬w] i G[¬v, w] vleqet nevypolnimost~ formul G[v, w] i G[¬v, ¬w], to togda my smoßem ispol~zovat~ raswepleniØ vida G −→ G[v, ¬w], G[¬v, w], poluqaØ vse bolee i bolee sloßnye rekurrentnye neravenstva.

Zameqatel~naØ tehnika dlØ raboty s takimi rekurrentnymi neravenstvami byla razvita Kul~manom i L¸khardtom [29, 31]. Vmesto rekurrentnogo neravenstva kaßdoæ verxine dereva raswepleniØ pripisyvaetsØ vektor raswepleniØ. Naprimer, esli nas interesuet sloßnost~ otnositel~no qisla peremennyh v formule, vektor raswepleniØ obrazuetsØ sledu¸wim obrazom. Rasmotrim rasweplenie G −→ G_1, . . . , G_d formuly, soderßaweæ n peremennyh, na formuly G_1, . . ., G_d, soderßawie n_1, . . . , n_d peremennyh sootvetstvenno. Togda vektor raswepleniØ (t_1, . . ., t_d) sostoit iz proizvol~nyh qisel t_i 6 n−n_i. Sootvetstvu¸wee qislo raswepleniØ est~ edinstvennoe rexenie uravneniØ_d ∑ i=1 x^{−ti} = 1

na intervale (0, +∞). Togda vremØ raboty procedury 2.1 ograniqeno sverhu veliqinoæ poly(|F |) · τ^n, gde τ – naibol~xee iz qisel raswepleniØ dlØ vseh verxin naxego dereva. Ocenka

poly(|F |) · 1.505^n dlØ 3-VYP iz raboty [29], poluqennaØ takim

obrazom, ØvlØlas~ rekordnoæ sredi determinirovannyh algoritmov v teqenie xesti let^1.

Analogiqnym obrazom moßno ocenivat~ vremØ raboty otnositel~no qisla m klozov vo vhodnoæ formule, otnositel~no obwego qisla l vhoßdeniæ vseh peremennyh i otnositel~no l¸boæ drugoæ “razumnoæ” mery sloßnosti vhodnoæ formuly. Rekordnye na dannyæ moment ocenki otnositel~no parametrov m i l ravny

1.239^m i 1.074^l s toqnost~¸ do polinomial~nogo mnoßitelØ [22].

Oni ime¸t mesto dlØ proizvol~nyh formul v KNF, a ne tol~ko v 3-KNF.

1Pervyæ preprint poØvilsØ v 1994 godu.

22 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV

Pravila preobrazovaniØ. Privedem spisok nekotoryh pravil

preobrazovaniØ, ispol~zuemyh v DPLL-podobnyh algoritmah. QitatelØ, interesu¸wegosØ dal~neæximi podrobnostØmi, my otsylaem k rabotam [28, 30, 31].

(2.1) Udalenie ediniqnyh klozov. Esli F soderßit kloz, sostoØwiæ iz edinstvennogo literala l, poloßit~ znaqenie l ravnym true.

(2.2) Qistyæ literal. Esli F soderßit qistyæ literal, t.e. literal l, takoæ qto ego otricanie ne vhodit v F , poloßit~ znaqenie l ravnym true.

(2.3) Rezol¸ciØ. Pust~ x – peremennaØ iz F . Dobavit~ k F vse rezol~venty po x i udalit~ iz F vse klozy, soderßawie x ili ego otricanie (rezol~ventoæ dvuh klozov

x ∨ l_{11} ∨ . . . ∨ l_{1s} i ¬x ∨ l_{21} ∨ . . . ∨ l_{2t} po x nazyvaetsØ kloz l_{11} ∨ . . . ∨ l_{1s} ∨ l_{21} ∨ . . . ∨ l_{2t}, esli l_{1i} ≠ ¬l_{2j} dlØ vseh i, j, i

true v protivnom sluqae).

(2.4) Poglowenie. Esli F soderßit dva kloza C ⊆ D, udalit~ D.

(2.5) Avtarknost~. Esli suwestvuet (qastiqnyæ) nabor A, takoæ qto F [A] ne soderßit klozov, ne vhodØwih v formulu F , zamenit~ F na F [A].

(2.6) Qernye i belye literaly. Pust~ P – nekotoroe svoæstvo formul i literalov, vyqislimoe za polinomial~- noe vremØ. Predpoloßim takße, qto svoæstva P (F, x) (“x – belyæ literal, ¬x – qernyæ literal”) i P (F, ¬x) (“¬x – belyæ literal, x – qernyæ literal”) ne mogut vypolnØt~sØ odnovremenno. Esli kaßdyæ kloz F , kotoryæ soderßit literal l, udovletvorØ¸wiæ P (F, l), soderßit takße literal l^′, udovletvorØ¸wiæ P (F, ¬l^′), zamenit~ F na F [{l^′ | P (F, ¬l^′)}].

(2.7) Zablokirovannyæ kloz. Kloz C nazyvaetsØ zablokirovannym, esli on soderßit literal l, takoæ qto kaßdyæ kloz F , soderßawiæ ¬l, soderßit takße otricanie nekotorogo drugogo literala iz C. L¸boæ zablokirovannyæ kloz moßet byt~ udalen iz F .

Vybor peremennoæ. OsnovnaØ ffvristika dlØ vybora peremen-

noæ zakl¸qaetsØ v sledu¸wem: “vybrat~ peremennu¸, sootvetstvu¸wu¸ naimen~xemu qislu raswepleniØ”. HotØ vozmoßno vyØsnit~ fftot fakt za polinomial~noe vremØ, ffta ffvristika ne

ALGORITMY DL˚ VYP 23 vyglØdit slixkom praktiqnoæ. Na samom dele, v bol~xinstve sluqaev moßno zamenit~ fftu ffvristiku na qto-nibud~ bolee konstruktivnoe. Prosteæximi primerami ØvlØ¸tsØ ffvristiki “vybrat~ peremennu¸, vhodØwu¸ v samyæ korotkiæ kloz” i “vybrat~ peremennu¸, vhodØwu¸ v naibol~xee koliqestvo klozov”. V tipiqnom sluqae analiz rasweplØ¸wego algoritma soderßit dlinnyæ spisok sluqaev, sootvetstvu¸wih razliqnym sintaksiqeskim svoæstvam formul, i ffvristika sostoit v tom, qtoby vybrat~ peremennu¸, udovletvorØ¸wu¸ hotØ by odnomu iz fftih svoæstv.

Otkrytyæ vopros. Kak bylo upomØnuto vyxe, tipiqnyæ analiz

rasweplØ¸wego algoritma sostoit iz dlinnogo spiska sluqaev. Dokazatel~stva, sootvetstvu¸wie fftim sluqaØm, predstavlØ¸t soboæ oqen~ prostye kombinatornye rassußdeniØ. Bylo by interesno razrabotat~ programmu, kotoraØ avtomatiqeski poroßdala by takoæ spisok (t.e. dokazatel~stvo) dlØ dannogo iskomogo qisla raswepleniØ.

3. PPSZ-podobnye algoritmy i derandomizaciØ lemmy o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora Lemma o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora. DPLL-podobnye

algoritmy opredelØ¸t peremennu¸ dlØ raswepleniØ na kaßdom xage, ispol~zuØ tol~ko “lokal~nye” svoæstva formuly. V raznyh vetvØh dereva raswepleniØ peremennye vybira¸tsØ nezavisimo. Ocenka vremeni raboty poluqaetsØ iz rexeniæ rekurrentnyh neravenstv ili iz qisel raswepleniØ dlØ kaßdoæ iz verxin dereva raswepleniØ.

Paturi, Pudlak i Zeæn [38] predloßili inoæ (“global~nyæ”) metod ocenki vremeni raboty algoritmov raswepleniØ. Ih algoritm vybiraet sluqaænu¸ perestanovku peremennyh ishodnoæ formuly i proizvodit raswepleniØ v sootvetstvu¸wem porØdke. Odnako, rasweplØt~ po vsem peremennym moßet ne potrebovat~- sØ, poskol~ku znaqeniØ nekotoryh peremennyh v vypolnØ¸wem nabore mogut byt~ opredeleny v rezul~tate primeneniØ pravil preobrazovaniØ, naprimer, v rezul~tate udaleniØ ediniqnyh klozov. Analiz raboty takogo algoritma osnovan na ocenke koliqestva peremennyh, ne trebu¸wih raswepleniØ. Esli ffta ocenka ravna s, to my moßem ograniqit~sØ rassmotreniem derev~ev raswepleniØ glubiny ne bolee n − s. Esli vypolnØ¸wiæ

24 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV nabor ne naæden v rezul~tate postroeniØ dereva glubiny n − s, to formula nevypolnima.

ImeetsØ neskol~ko variantov algoritma iz [38], nekotorye iz nih ime¸t nailuqxie na dannyæ moment verhnie ocenki [37]. Naibolee prostoæ variant fftogo algoritma moßno predstavit~ sledu¸wim obrazom (dlØ prostoty my predpolagaem k = 3):

Algoritm 3.1.

1. Vybrat~ sluqaænym obrazom perestanovku π iz S_n, gde S_n oznaqaet mnoßestvo vseh perestanovok {1, . . ., n}.

2. Ispol~zuØ proceduru 2.1 s edinstvennym pravilom preobrazovaniØ (2.1), postroit~ derevo raswepleniØ glubiny^2 ne bolee 2n/3. Na kaßdom xage raswepleniØ vybirat~ peremennu¸ x_i takim obrazom, qtoby x_i vhodila v formulu i π(i) bylo naimen~xim. Esli vypolnØ¸wiæ nabor naæden pri pomowi procedury 2.1, vydat~ ego i ostanovit~sØ; v protivnom sluqae vydat~ otvet “Nevypolnima”. •

Oqevidno, vremØ raboty fftogo algoritma ravno poly(|F |)·2^{2n/3}. Dokazatel~stvo togo, qto fftot algoritm imeet dopustimu¸ vero- Øtnost~ oxibki dlØ formul s ne bolee qem odnim vypolnØ¸wim naborom, sleduet iz lemmy o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora, opisannoæ niße.

Rassmotrim dlØ vhodnoæ formuly F derevo raswepleniØ, postroennoe takim ße obrazom, kak v algoritme 3.1, odnako, bez ograniqeniØ 2n/3 na ego glubinu. Esli S – vypolnØ¸wiæ nabor dlØ F , to ffto derevo soderßit vetv~, veduwu¸ v S. Kaßdoe rasweplenie vdol~ fftoæ vetvi prisvaivaet znaqenie peremennoæ. Pust~ S^′ – nabor, otveqa¸wiæ vsem takim prsvaivaniØm. Podqerknem, qto znaqeniØ peremennyh, opredelennye pri pomowi pravil preobrazovaniØ, ne vkl¸qa¸tsØ v S^′. Nazovem S^′ opisaniem S. Pod dlinoæ opisaniØ my ponimaem koliqestvo literalov v S^′. Esli my znaem opisanie, to my moßem vosstanovit~ nabor, ispol~zuØ pravilo preobrazovaniØ (2.1).

Lemma o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora [38]. Pust~ F

– odnovypolnimaØ formula v 3-KNF, a S – ee vypolnØ¸wiæ nabor. Rassmotrim opisanie otnositel~no perestanovki, sluqaæ-

2˚sno, qto procedura 2.1 legko moßet byt~ modificirovana takim obrazom, qtoby ona vydavala false, esli glubina rekursii bol~xe 2n/3.

ALGORITMY DL˚ VYP 25

no i ravnoveroØtno vybrannoæ iz simmetriqeskoæ gruppy S_n. Togda matematiqeskoe oßidanie dliny opisaniØ S ne prevoshodit 2n/3. Dokazatel~stvo. DlØ kaßdoæ peremennoæ x iz F opredelim x-

kritiqeskiæ kloz kak kloz, v kotorom vypolnØ¸wiæ nabor delaet istinnym literal, sootvetstvu¸wiæ x, i loßnymi – vse ostal~nye literaly fftogo kloza. Zametim, qto dlØ kaßdogo x formula F soderßit, po kraæneæ mere, odin x-kritiqeskiæ kloz (v protivnom sluqae, izmenØØ znaqenie peremennoæ x v nabore S, my poluqili by drugoæ vypolnØ¸wiæ nabor). Poskol~- ku my vybiraem perestanovku π sluqaæno i ravnoveroØtno, peremennaØ x okaßetsØ posledneæ peremennoæ (otnositel~no π) xkritiqeskogo kloza C s veroØtnost~¸ ne menee 1/3. Netrudno videt~, qto poslednØØ peremennaØ C ne poØvitsØ v opisanii S. Sledovatel~no, peremennaØ x ne popadet v opisanie vypolnØ¸wego nabora s veroØtnost~¸, po kraæneæ mere, 1/3. Teper~ utverßdenie lemmy sleduet iz lineænosti matematiqeskogo oßidaniØ. •

Pust~ p_ℓ – veroØtnost~ togo, qto dlina opisaniØ vypolnØ¸wego nabora v toqnosti ℓ. Po lemme o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora 2n 3 ¿^{n∑}_{l=0} pℓℓ ¿^{(⌊ 2n}_3^⌋ + 1^{) n∑}_{ℓ=⌊2n/3⌋+1} pℓ.

Sledovatel~no, n∑ ℓ=⌊2n/3⌋+1 p_ℓ 6 2n 3 (⌊ 2n 3 ⌋ + 1 )_{−1} 6^{2n}_3 ·^3_{2n + 1} = 1 −^1_{2n + 1}.

Znaqit, ⌊2n/3⌋∑

ℓ=0 p_ℓ ¿ 1 2n + 1 , t.e. dlØ sluqaænoæ perestanovki dlina opisaniØ ne prevoshodit

2n/3 s veroØtnost~¸, sostavlØ¸weæ, po kraæneæ mere, 1/(2n +

1). Takim obrazom, algoritm 3.1 imeet dopustimu¸ veroØtnost~ oxibki.

26 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV

DerandomizaciØ lemmy o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora. Kak izbavit~sØ ot ispol~zovaniØ sluqaænyh bitov v al-

goritme 3.1? Odin iz sposobov sostoit v tom, qtoby naæti “nebol~xoe” mnoßestvo perestanovok B_n, dlØ kotorogo lemma o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora po-preßnemu vypolnØetsØ. V fftom sluqae nußnu¸ perestanovku moßno budet naæti pereborom mnoßestva B_n, a ne mnoßestva S_n vseh perestanovok. DlØ postroeniØ takogo mnoßestva [38] ispol~zuet prostranstvo sluqaænyh peremennyh, nezavisimyh po tri. �tot metod daet mnoßestvo perestanovok, “poqti nezavisimyh po tri”. U fftogo podhoda imeetsØ dva nedostatka.

1. Poluqennoe mnoßestvo perestanovok imeet mownost~ O(n^9). 2. Vsledstvie “poqti” nezavisimosti (vmesto “obyqnoæ” nezavisimosti) vremØ raboty algoritma ewe bolee uveliqivaetsØ.

HotØ ffti nedostatki i ne vliØ¸t na teoretiqesku¸ ocenku

poly(|F |) · 2^{2n/3} vremeni raboty determinirovannogo algoritma,

oni dela¸t ego bespoleznym na praktike, poskol~ku ogromnyæ polinomial~nyæ somnoßitel~ delaet fftu ocenku huße trivial~- noæ 2^n, po kraæneæ mere, pri n 6 200.

Niße my predlagaem drugu¸ (i daße bolee prostu¸) Øvnu¸ konstrukci¸ mnoßestva perestanovok B_n, mownost~ kotorogo sostavlØet vsego O(n^3). Zametim, qto sledu¸wee uslovie dostatoqno dlØ vypolneniØ lemmy: dlØ l¸byh treh razliqnyh natural~nyh qisel x, y, z 6 n i dlØ sluqaænoæ perestanovki π iz B_n, veroØtnost~ togo, qto π(x) = max{π(x), π(y), π(z)}, sostavlØet, po kraæneæ mere, 1/3. �to qastnyæ sluqaæ “perestanovok, nezavisimyh po tri otnositel~no maksimuma” [4]^3.

Stat~Ø [4] ne daet primera takogo semeæstva polinomial~nogo razmera; konstrukciØ polinomial~nogo razmera dana tol~ko v tom sluqae, kogda ravnomernoe raspredelenie na mnoßestve perestanovok zamenØetsØ na nekotoroe neravnomernoe. Odnako, ffto mnoßestvo (i raspredelenie na nem) poluqaetsØ v rezul~tate rexeniØ lineænoæ programmy ffksponencial~nogo razmera. V [4] ime¸tsØ takße priblißennye konstrukcii, no oni dovol~no sloßny. Krome togo, za sqet ih priblißennogo haraktera polinomial~nyæ somnoßitel~ vremeni raboty poluqaemogo v ito-

3V [4] rassmatrivaetsØ simmetriqnyæ sluqaæ perestanovok, nezavisimyh otnositel~no minimuma (min-3-wise).

ALGORITMY DL˚ VYP 27 ge algoritma okazyvaetsØ bol~xe, qem sootvetstvu¸wiæ mnoßitel~ v privedennoæ niße konstrukcii. V naxeæ konstrukcii B_n budet mul~timnoßestvom, hotØ, oqevidno, qto dlØ celeæ naxego algoritma dostatoqno perebirat~ razliqnye perestanovki iz

B_n lix~ po odnomu razu.

Pust~ p – naimen~xee prostoe qislo, takoe, qto n 6 p + 1. ˚sno, qto p 6 2n. V dal~neæxem Z_p oboznaqaet koneqnoe pole iz p fflementov. Rassmotrim proektivnu¸ prØmu¸ P nad Z_p, t.e. klassy fflementov (Z_p×Z_p)\{(0, 0)} otnositel~no ffkvivalentnosti

(x, y) ∼ (x^′, y^′) esli i tol~ko esli xy^′ = x^′y.

Rassmotrim perestanovki ee toqek. ProektivnaØ prØmaØ soderßit p + 1 fflementov, pofftomu takie perestanovki moßno otoßdestvit~ s fflementami simmetriqeskoæ gruppy S_{p+1} . My naædem podmnoßestvo B_{p+1} gruppy S_{p+1} , nezavisimoe po tri otnositel~no maksimuma. Iskomoe mul~timnoßestvo B_n perestanovok n fflementov poluqitsØ v rezul~tate ograniqeniØ^4 perestanovok iz

B_{p+1} na pervye n fflementov. ˚sno, qto svoæstvo nezavisimosti

otnositel~no maksimuma sohranØetsØ.

V kaqestve mnoßestva B_{p+1} voz~mem gruppu P GL(2, p) proektivnyh avtomorfizmov P , t.e. otobraßeniæ na P , inducirovannyh obratimymi lineænymi preobrazovaniØmi Z_p × Z_p:

f((x, y)) = (ax + by, cx + dy) pri uslovii ad − bc ≠ 0. ImeetsØ

v toqnosti (p + 1)p(p − 1) razliqnyh proektivnyh avtomorfizmov. Horoxo izvestno, qto dlØ l¸byh dvuh uporØdoqennyh troek poparno razliqnyh toqek proektivnoæ prØmoæ nad polem suwestvuet edinstvennyæ proektivnyæ avtomorfizm, perevodØwiæ pervu¸ troæku vo vtoru¸ (sm., naprimer, [26, qast~ 3, §8, pp. 8, 9]). V qastnosti, pod deæstviem sluqaænoæ perestanovki iz

B_{p+1} kaßdaØ troæka razliqnyh fflementov P perehodit v l¸bu¸

drugu¸ ravnoveroØtno. Sledovatel~no, naxa konstrukciØ korrektna.

Zameqanie. DlØ l¸byh n ¿ k ¿ 2 suwestvuet mul~timnoße-

stvo C_{n,k} nezavisimyh po k otnositel~no maksimuma (ili, ana-

4Pod ograniqeniem perestanovki π na pervye n fflementov my podrazumevaem edinstvennu¸ perestanovku π^0 ∈ Sn, taku¸ qto dlØ vseh x, y ∈ [1..n] neravenstvo π^0 (x) < π^0 (y) imeet mesto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda π(x) < π(y). A imenno, π^0(k) est~ mownost~ mnoßestva {π(1), . . . , π(n)} ∩ [1..π(k)].

28 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV logiqno, otnositel~no minimuma) perestanovok n fflementov, takoe qto mownost~ C_{n,k} ne prevoshodit n^{(1+1/ log n)k}lcm(1, . . ., k); sm. [25]. Bolee twatel~nyæ analiz deæstviØ gruppy P GL(2, p) na qetverkah toqek pokazyvaet, qto postroennoe mul~timnoßestvo

B_n razmera O(n^3) budet daße nezavisimym po qetyre otnosi-

tel~no maksimuma, sm. takße [47]. V qastnosti, ffta konstrukciØ uluqxaet verhn¸¸ ocenku na razmer naimen~xego mnoßestva perestanovok, nezavisimyh po qetyre otnositel~no maksimuma, privedennu¸ v [25].

Bolee sloßnye algoritmy, osnovannye na lemme o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora. Kak pokazano vyxe, algoritm 3.1

imeet dopustimu¸ veroØtnost~ oxibki na formulah, ime¸wih ne bolee odnogo vypolnØ¸wego nabora. Na samom dele, ffto utverßdenie verno i dlØ proizvol~nyh formul v 3-KNF. Bolee togo, oqevidno, qto lemma o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora verna i dlØ k-KNF pri k > 3 (v fftom sluqae dlina opisaniØ sostavit (1 − 1/k)n), tak qto algoritm, analogiqnyæ algoritmu 3.1, moßet byt~ ispol~zovan dlØ rexeniØ k-VYP za vremØ

poly(|F |) · 2^{(1−1/k)n}.

Odnako derandomizaciØ algoritma 3.1 dlØ formul s (vozmoßno) bolee qem odnim vypolnØ¸wim naborom okazyvaetsØ bolee sloßnoæ. Privedem algoritm iz [38]:

Algoritm 3.2.

1. Vybrat~ γ, takoe, qto

1 − γ/k ≈ −γ log_2 γ − (1 − γ) log_2(1 − γ).

2. DlØ kaßdogo nabora A, prisvaiva¸wego znaqeniØ vsem n peremennym i soderßawiego ne bolee γn poloßitel~nyh literalov, proverit~, ØvlØetsØ li A vypolnØ¸wim dlØ F , i, esli tak, vydat~ ego i ostanovit~sØ.

3. DlØ kaßdoæ perestanovki π ∈ B_n, postroit~ derevo raswepleniØ glubiny ne bolee n(1 − γ/k) + 1, ispol~zuØ proceduru 2.1 s edinstvennym pravilom preobrazovaniØ (2.1). Pri kaßdom rasweplenii vybirat~ peremennu¸ x_i, taku¸ qto x_i vhodit v formulu, i π(i) – naimen~xee iz vozmoßnyh. Esli vypolnØ¸wiæ nabor naæden pri pomowi procedury 2.1, vydat~ ego i ostanovit~sØ.

4. Vydat~ otvet “Nevypolnima”. •

ALGORITMY DL˚ VYP 29 Ocenka vremeni raboty algoritma 3.2 huße, qem dlØ algoritma 3.1; dlØ formul v k-KNF ego vremØ raboty sostavlØet

poly(|F |) · 2^{n(1−γ/k)}, qto ØvlØetsØ poly(|F |) · 2^{0.896n} dlØ 3-KNF.

Lemma o kodirovanii vypolnØ¸wego nabora uqityvaet tol~- ko peremennye, kotorye iskl¸qa¸tsØ iz opisaniØ vypolnØ¸wego nabora iz-za primeneniØ pravila (2.1) k peremennoæ x v sledu¸wem sluqae

• imeetsØ x-kritiqeskiæ kloz, soderßawiæ x, y i z, • π(x) > π(y), i • π(x) > π(z). Odnako, uslovie π(x) > π(z) ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ togo, qtoby peremennaØ z isqezla iz fftogo kloza. Naprimer, z v svo¸ oqered~ moßet byt~ iskl¸qena iz-za primeneniØ pravila (2.1). Zameqatel~nyæ sposob ispol~zovat~ i uqityvat~ takie zavisimosti opisan v [37]:

Algoritm 3.3.

1. Dobavit~ v F vse klozy, kotorye mogut vyvedeny iz nee pri pomowi rezol¸cii, primenennoæ k klozam razmera ne bolee r(n). 2. Deæstvovat~ kak v algoritme 3.1, no dlØ men~xeæ glubiny

d(n) dereva. •

Analiz fftogo algoritma i ego derandomizovannogo varianta dovol~no sloßen; v [37] dany ocenki poly(|F |) · 2^{0.448n} dlØ 3-VYP i poly(|F |) · 2^{0.387n} dlØ odnovypolnimyh formul v 3-KNF.

Bolee obwiæ metod, osnovannyæ na algoritme 3.1, moßno opisat~ sledu¸wim obrazom:

Algoritm 3.4.

1. Postroit~ derevo raswepleniØ opredelennoæ glubiny, ispol~zuØ proceduru 2.1 s opredelennymi pravilami preobrazovaniØ. Vybirat~ peremennu¸ dlØ kaßdogo raswepleniØ sluqaænym obrazom ravnomerno sredi peremennyh, vse ewe vhodØwih v formulu. Esli vypolnØ¸wiæ nabor naæden pri pomowi procedury 2.1, vydat~ ego i ostanovit~sØ; v protivnom sluqae vydat~ otvet “Nevypolnima”. •

Otkrytyæ vopros. V fftom razdele i rabote [47] stroØtsØ mno-

ßestva B_n dlØ k = 3 i k = 4, sootvetstvenno. �ti konstrukcii, predstavlØ¸wie samostoØtel~nyæ interes, osnovany na svoæstvah grupp P GL(k − 1, p^s) dlØ k = 3, 4. Moßno li obobwit~ ffto

30 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV konstrukcii na sluqaæ proizvol~nogo k? V [47] vyskazana gipoteza, qto gruppa P GL(k − 1, p^s), deæstvu¸waØ na toqkah (k − 2)- mernogo proektivnogo prostranstva, obladaet svoæstvom nezavisimosti otnositel~no minimuma (maksimuma) dlØ nekotorogo lineænogo porØdka na toqkah proektivnogo prostranstva.

4. Ewe dva dokazatel~stva Lemmy Vfflianta-Vazirani

Lemma Vfflianta-Vazirani [46] ØvlØetsØ odnim iz pervyh netrivial~nyh rezul~tatov ob otnoxeniØh meßdu sloßnostnymi klassami.

Lemma Vfflianta-Vazirani. ImeetsØ veroØtnostnoe (s odno-

storonneæ oxibkoæ) polinomial~noe po vremeni sved&enie zadaqi vypolnimosti k ee primeram, ime¸wim ne bolee odnogo vypolnØ- ¸wego nabora.

Inymi slovami, po zadannoæ formule F v KNF moßno postroit~ formuly F_1, . . . , F_m v KNF, takie qto

• esli F vypolnima, to s veroØtnost~¸, bol~xeæ 1/2, po kraæneæ mere odna iz formul F_1, . . . , F_m imeet v toqnosti odin vypolnØ¸wiæ nabor;

• esli F nevypolnima, to vse formuly F_1, . . . , F_m nevypolni- my. Obobwenie lemmy Vfflianta-Vazirani ispol~zovano, naprimer, v izvestnoæ teoreme Toda [45], kotoraØ utverßdaet, qto l¸boæ Øzyk polinomial~noæ ierarhii svoditsØ po T~¸ringu (determinirovanno za polinomial~noe vremØ) k Øzyku iz klassa PP. V naxem kontekste podobnoe utverßdenie takße bylo by polezno, poskol~ku sovremennye verhnie ocenki dlØ odnovypolnimyh formul v 3-KNF [37] (sm. takße razdel 3) luqxe ocenok dlØ proizvol~nyh formul v 3-KNF [43] (sm. takße razdel 5).

Izvestno mnogo razliqnyh dokazatel~stv fftoæ lemmy [5, 6, 7, 34]. Takße imeetsØ neskol~ko dokazatel~stv blizkogo rezul~tata o suwestvovanii veroØtnostnogo sved&eniØ VYP k Øzyku iz klassa ⊕P [21, 36]. V fftom razdele my privodim ewe dva novyh dokazatel~stva. Oba naxih dokazatel~stva osnovany na idee, ispol~zovannoæ v [5]. V [5] ffta ideØ kombiniruetsØ s ispol~zovaniem sloßnosti po Kolmogorovu. V naxih dokazatel~stvah my izbavlØemsØ ot primeneniØ sloßnosti po Kolmogorovu. �to uprowaet dokazatel~stvo iz [5] i vyØvlØet ego teoretiko-qislovu¸

ALGORITMY DL˚ VYP 31 sut~.

Zameqanie. Kak bylo otmeqeno vyxe, utverßdenie, podobnoe

lemme Vfflianta-Vazirani, bylo by polezno v kontekste naxeæ stat~i. Odnako, dlØ fftoæ celi neobhodimo sved&enie, udovletvorØ¸wee dopolnitel~nomu trebovani¸: ishodnaØ formula v 3- KNF svoditsØ k formulam v 3-KNF s takim ße (ili poqti takim) koliqestvom peremennyh. Pervonaqal~noe sved&enie, predloßennoe Vffliantom i Vazirani, dobavlØet k ishodnoæ formule Ω(n) ravenstv vida l_1 ⊕ l_2 ⊕ · · · ⊕ l_n = 0, gde l_i = x_i ili l_i = ¬x_i (vybor meßdu peremennoæ ili ee otricaniem proizvoditsØ sluqaænym obrazom), a ⊕ oznaqaet sloßenie po modul¸ 2. DlØ togo, qtoby predstavit~ vse ffti ravenstva v 3-KNF, trebuetsØ vvesti Ω(n^2) novyh peremennyh. Bolee togo, ni odno iz izvestnyh sved&eniæ (vkl¸qaØ naxi) ne udovletvorØet vyxeprivedennomu trebovani¸.

Pervoe sved&enie. Pust~ F – formula, a nabor A prisvaivaet

znaqeniØ vsem ee peremennym. Otoßdestvim A s n-bitnym qislom a = a_0a_1 . . . a_{n−1}, takim qto a_j = 1, esli sootvetstvu¸waØ peremennaØ v nabore A imeet znaqenie true, i a_j = 0 v protivnom sluqae. Vyberem celye qisla p_i i r_i sledu¸wim obrazom. Snaqala vyberem ravnoveroØtno sluqaænym obrazom celoe i ∈ [0..n]. Zatem vyberem ravnoveroØtno sluqaænym obrazom p_i ∈ [1..b_i] i

r_i ∈ [0..b_i], gde b_i = 4 · 2^in^2. Zamenim F na formulu

F ∧ (a mod p_i = r_i).

Vyraßenie “(a mod p_i = r_i)” oboznaqaet zdes~ bulevu formulu v KNF ot peremennyh a_0, . . . , a_{n−1} (vozmoßno, takße ispol~zu- ¸wu¸ dopolnitel~nye peremennye), kotoraØ predstavlØet sootvetstvu¸wee arifmetiqeskoe sravnenie. Naprimer, ffta formula moßet byt~ poluqena posredstvom kodirovaniØ obyqnogo umnoßeniØ “v stolbik”. Oqevidno, qto ffto sved&enie polinomial~no po vremeni i perevodit nevypolnimu¸ formulu v nevypolnimu¸ formulu. OstaetsØ dokazat~, qto esli F vypolnima, to s bol~xoæ veroØtnost~¸ novaØ formula odnovypolnima.

Pust~ a^{(1)}, . . . , a^{(D)} – vse vypolnØ¸wie nabory formuly F . Zametim, qto i = ⌈log_2 D⌉ s veroØtnost~¸ 1/(n + 1). Predpoloßim, qto ffto sobytie imeet mesto. Zametim, qto dlØ dannyh j, h (j ≠ h) imeetsØ ne bolee n prostyh deliteleæ raznosti a^{(j)} −a^{(h)} .

32 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV S drugoæ storony, dlØ dostatoqno bol~xih n imeetsØ, kak minimum, 0.92129 · b_i/ ln b_i > b_i/ log_2 b_i ¿ 2^{i+1}n prostyh qisel, ne prevoshodØwih b_i [8]. Takim obrazom, imeetsØ, po kraæneæ mere, 2^{i+1}n − 2^in = 2^in qisel p, ne prevoshodØwih b_i, takih, qto ostatok vypolnØ¸wego nabora a^{(j)} po modul¸ p otliqaetsØ ot ostatkov vseh drugih vypolnØ¸wih naborov po modul¸ p. Sledovatel~no, po kraæneæ mere 2^in par 0 ≤ p_i, r_i ≤ b_i “otliqa¸t” nabor a^{(j)} ot vseh ostal~nyh. Zametim, qto dlØ razliqnyh vypolnØ¸wih naborov mnoßestva “otliqa¸wih” par diz¨¸nktny. Sledovatel~no, imeetsØ ne menee 2^in · D ¿ 2^{2i−1}n iskomyh par. Takim obrazom, dlØ dostatoqno bol~xih n veroØtnost~ vybrat~ taku¸ paru sostavlØet, po kraæneæ mere,^{22i}

�1_n

16·22in4 = 1 32n3 .

DomnoßaØ na veroØtnost~ vybrat~ “pravil~noe” i, poluqaem, qto veroØtnost~ oxibki v naxem sved&enii ne prevoshodit 1 − 1 32n4+32 . VybiraØ troæki (i, pi, ri) sluqaænym obrazom O(n

4) raz, poluqaem konstantnu¸ veroØtnost~ oxibki.

Vtoroe sved&enie. Pust~ Zp[t] oboznaqaet kol~co mnogoqlenov ot

odnoæ peremennoæ nad koneqnym polem iz p fflementov. Horoxo izvestno, qto s toqki zreniØ arifmetiki kol~co Z_p[t] ØvlØetsØ “pravil~nym” analogom kol~ca Z. S drugoæ storony, v otliqie ot asimptotiqeskih formul dlØ prostyh qisel v intervale, dlØ koliqestva neprivodimyh mnogoqlenov dannoæ stepeni suwestvuet ØvnaØ toqnaØ formula, ime¸waØ fflementarnoe dokazatel~stvo. Krome togo, buleva formula (a mod p_i = r_i), gde a,

p_i, r_i – mnogoqleny nad Z_2, imeet bolee prostoæ vid, poskol~ku

zdes~ ne voznika¸t perenosy iz razrØda v razrØd. �to moßet okazat~sØ poleznym v svete otkrytogo voprosa 2 (sm. niße). Otmetim takße, qto podhod, podobnyæ privedennomu niße, moßet byt~ realizovan nad proizvol~nym koneqnym polem, a ne tol~ko

nad Z2._{V pervom sved&enii my otoßdestvili nabor A s n-bitnym qi-}

slom a = a_0, . . ., a_{n−1}. Teper~ my otoßdestvim A s kofffficientami mnogoqlena a(t) = a_0 + a_1t + · · · + a_{n−1}t^{n−1} nad polem Z_2, gde a_j opredelØ¸tsØ, kak pri pervom sved&enii. Vnov~ vyberem i ∈ [0..n] sluqaænym obrazom i zamenim vhodnu¸ formulu F na formulu

F ∧ (a mod p_i = r_i),

gde teper~ p_i, r_i – mnogoqleny, vybrannye sluqaænym obrazom, takie qto deg p_i = d_i (t.e. p_i = x^{di}_i + ∑_{di−1} t=0 c_tx^t_i, gde c_t vybrany

ALGORITMY DL˚ VYP 33 sluqaænym obrazom), deg r_i < d_i, a d_i = i + ⌈log_2 n⌉ + 4.

Predpoloßim, qto i = ⌈log_2 D⌉. Voz~mem d = d_i. Oboznaqim qerez N_d koliqestvo neprivodimyh nad Z_2 mnogoqlenov stepeni d. DlØ N_d imeetsØ ØvnaØ formula (sm. naprimer, [24, gl. 7, §2, sledstvie 2]). A imenno,

N_d = ∑ s|d μ(^d_s )2^s d , gde μ oboznaqaet funkci¸ Mebiusa:

• μ(1) = 1;

• μ(h) = 0, esli h ne svobodno ot kvadratov (t.e. h delitsØ na

kvadrat prostogo);

• μ(h) = (−1)^u, esli h = q_1 . . . q_u, gde q_1, . . . ,q_u – poparno raz-

liqnye prostye.

Poskol~ku dlØ vseh h vypolnØetsØ μ(h) ¿ −1 i μ(1) = 1, imeem

N_d ¿

2^d − ∑ s6d/2^{2s} d ¿^{2d − 2d/2+1}_d ¿^{2d−1}_d .

S drugoæ storony, kaßdaØ iz D − 1 raznosteæ a^{(j)} − a^{(h)} (gde

j ≠ h) imeet ne bolee qem n/d neprivodimyh deliteleæ stepeni

d. Takim obrazom, po kraæneæ mere N_d −^{nD}_d ¿^{2d}�^1_d −^{2d}�^4_d ¿^{2d}�^2_d par (p_i, r_i) (gde deg p_i = d, deg r_i < d) “otliqa¸t” nabor a^{(j)} ot vseh ostal~nyh vypolnØ¸wih naborov.

Analogiqno pervomu sved&eni¸, imeetsØ ne menee^{2d}

�2_d · D iskomyh par. VeroØtnost~ vybrat~ taku¸ paru sostavlØet ne menee 2^{d−2}D d2^{2d−1} ¿ 1 64nd ¿ 1 128n^2

pri n ¿ 8. DomnoßaØ na veroØtnost~ vybrat~ “pravil~noe” i, imeem, qto veroØtnost~ oxibki naxego sved&eniØ ne prevoshodit

1 −^1_{128n3+128} , t.e., povtorØØ sluqaænyæ vybor O(n^3) raz, moßno

poluqit~ konstantnu¸ veroØtnost~ oxibki.

Otkrytye voprosy.

1. Vopros o derandomizacii lemmy Vfflianta-Vazirani ostaetsØ otkrytym. Naprimer, moßno li zamenit~ veroØtnostnoe polinomial~noe po vremeni sved&enie na determinirovannoe sved&enie, osuwestvlØemoe za vremØ poly(|F |) · c^n dlØ

34 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV nekotoroæ konstanty c < 2? Analogiqnyæ vopros dlØ teoretiqeski bolee slabogo sved&eniØ vypolnimosti k ee primeram, ime¸wim neqetnoe qislo libo nul~ vypolnØ¸wih naborov takße ostaetsØ otkrytym.

2. Vse izvestnye dokazatel~stva lemmy Vfflianta-Vazirani svodØt vypolnimost~ k formulam v KNF s klozami proizvol~noæ dliny, daße esli ishodnaØ formula byla v 3-KNF. Posledu¸wee sved&enie k 3-KNF moßet znaqitel~no uveliqit~ qislo peremennyh v formule. ImeetsØ li estestvennoe sved&enie k formulam v 3-KNF, takoe, qto rost koliqestva peremennyh ne slixkom velik, naprimer, poØvlØetsØ lix~

o(n) novyh peremennyh?

5. Algoritmy, osnovannye na lokal~nom poiske

Algoritmy dlØ VYP, osnovannye na lokal~nogo poiske, vkl¸qa¸t v sebØ ßadnyæ poisk [27, 44], “ostoroßnyæ” poisk [18], sluqaænoe blußdanie [39, 43], drugie strategii i ih kombinacii (sm. obzor v [20]). HotØ mnogie iz fftih algoritmov horoxo izuqeny ffksperimental~no, horoxie verhnie ocenki dokazany tol~ko dlØ algoritmov, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh, naibolee prostyh iz nih. V fftom razdele my obsußdaem algoritmy dlØ VYP, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh, ih derandomizaci¸ i vozmoßnost~ kombinirovaniØ v odnom algoritme podhoda, ispol~zu¸wego sluqaænye blußdaniØ, i podhoda, ispol~zu¸wego rasweplenie (rassmatrivaemoe kak bffktreking).

Algoritmy, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh. Algo-

ritmy dlØ VYP, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh, – ffto oqen~ prostye veroØtnostnye algoritmy, kotorye vybira¸t naqal~nyæ nabor sluqaænym obrazom i xag za xagom dviga¸tsØ k vypolnØ¸wemu naboru: na kaßdom xage algoritm izmenØet znaqenie odnoæ peremennoæ, vybrannoæ sluqaænym obrazom iz nevypolnennogo kloza, na protivopoloßnoe. Takie algoritmy rexa¸t 2-VYP za polinomial~noe vremØ [39] i rexa¸t k-VYP za vremØ (2 − 2/k)^n s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ, gde n – qislo peremennyh vo vhodnoæ formule [43]. V qastnosti, dlØ k = 3 ffta ocenka ravna (4/3)^n, qto ØvlØetsØ nailuqxeæ iz izvestnyh na dannyæ moment verhnih ocenok dlØ algoritmov, rexa¸wih 3-VYP.

ALGORITMY DL˚ VYP 35 Sledu¸wiæ algoritm (parametrizovannyæ funkciØmi α i τ ) opisyvaet semeæstvo algoritmov dlØ VYP, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh. DlØ dannoæ vhodnoæ formuly F , ime¸weæ n peremennyh, algoritm proizvodit ne bolee α(n) blußdaniæ, vyhodØwih iz sluqaænogo naqal~nogo nabora; pri fftom kaßdoe blußdanie sostoit iz ne bolee qem τ (n) xagov.

Algoritm 5.1.

1. Povtorit~ α(n) raz:

1a. Vybrat~ sluqaænym obrazom nabor A (v sootvetstvii s ravnomernym raspredeleniem).

1b. Esli A vypolnØet F , vydat~ otvet A i ostanovit~sØ. V protivnom sluqae povtorit~ sledu¸wie instrukcii τ (n) raz:

• VzØt~ proizvol~nyæ nevypolnennyæ kloz C v F . • Vybrat~ sluqaænym obrazom (v sootvetstvii s ravnomernym raspredeleniem) peremennu¸ x sredi peremennyh, vhodØwih v C.

• Modificirovat~ nabor A, izmeniv znaqenie peremennoæ x v A na protivopoloßnoe.

• Esli modificirovannyæ nabor A vypolnØet F , vydat~ otvet A i ostanovit~sØ.

2. Vydat~ otvet “Nevypolnima” i ostanovit~sØ. •

Algoritm 5.1 pri α(n) = 1 i τ (n) = 2n^2 predstavlØet soboæ polinomial~nyæ algoritm Papadimitriu dlØ 2-VYP [39]. Algoritm 5.1 pri α(n) = (2 − 2/k)^n i τ (n) = 3n predstavlØet soboæ algoritm Xoninga sloßnosti (2 − 2/k)^n dlØ k-VYP [43].

DlØ analiza algoritma 5.1 my ispol~zuem ego svØz~ s odnomernymi sluqaænymi blußdaniØmi (sm., napr., [16]). Rassmotrim rabotu fftogo algoritma na formule v k-KNF. Predpoloßim, qto vhodnaØ formula imeet vypolnØ¸wiæ nabor S, kotoryæ otliqaetsØ ot naqal~nogo nabora A znaqeniØmi rovno i peremennyh. Zametim, qto na kaßdom xage algoritm priblißaetsØ k S s veroØtnost~¸ po kraæneæ mere 1/k, poskol~ku nevypolnennyæ kloz vsegda soderßit hotØ by odnu peremennu¸, znaqeniØ kotoroæ v S i v tekuwem nabore razliqny. Takim obrazom, process modifikacii, naqina¸wiæsØ s A, svØzan so sledu¸wim odnomernym sluqaænym blußdaniem.

Rassmotrim qasticu, blußda¸wu¸ na intervale [0..n]. Qastica startuet s pozicii i v moment vremeni t = 0 i soverxaet τ (n)

36 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV xagov. Na kaßdom xage, esli qastica nahoditsØ v pozicii j pri

0 < j < n, ona perehodit v j − 1 s veroØtnost~¸ 1/k i v j + 1 s

veroØtnost~¸ 1 − 1/k. Esli j = 0, qastica ostaetsØ v toæ ße pozicii s veroØtnost~¸ 1. Esli j = n, qastica perehodit v j − 1 s veroØtnost~¸ 1. Oboznaqim qerez p_{i,t} veroØtnost~ togo, qto qastica, vyxedxaØ iz i, dostignet 0 za t xagov. Sledu¸waØ lemma ustanavlivaet svØz~ meßdu p_{i,t} i veroØtnost~¸ oxibki algoritma 5.1.

Lemma 5.1. VeroØtnost~ oxibki algoritma 5.1 ne prevoshodit exp ( − α(n) 2^n n∑ i=0 ( n i ) p_{i,τ (n)} ) . Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda vhod-

naØ formula vypolnima. Pust~ S – proizvol~nyæ vypolnØ¸wiæ nabor. Rassmotrim odno iz α(n) blußdaniæ, soverxennyh algoritmom. DlØ kaßdogo i naqal~nyæ nabor A otliqaetsØ ot S znaqeniØmi rovno i peremennyh s veroØtnost~¸ (_n i ) /2^n. Legko

videt~, qto takoe blußdanie nahodit S (ili drugoæ vypolnØ¸- wiæ nabor, esli nekotoryæ predxestvu¸wiæ v hode blußdaniØ nabor okazalsØ vypolnØ¸wim) s veroØtnost~¸ po kraæneæ mere p_{i,τ (n)}. SummiruØ po vsem vozmoßnym znaqeniØm i, poluqaem nißn¸¸ ocenku p = n∑ i=0 (_n i ) 2^n p_{i,τ (n)} na veroØtnost~ togo, qto blußdanie nahodit vypolnØ¸wiæ nabor za τ (n) xagov. Sledovatel~no, veroØtnost~ oxibki algoritma 5.1 ne prevoshodit

(1 − p)^{α(n)} = exp (α(n) ln(1 − p)) ≤

≤ exp(−α(n) · p) = exp ( −α(n) n∑ i=0 (_n i ) 2^n p_{i,τ (n)} ) . •

Algoritm Papadimitriu. Papadimitriu [39] dokazal, qto algoritm 5.1 pri α(n) = 1 i τ (n) = 2n^2 (t.e. rabota¸wiæ polinomial~noe vremØ) rexaet 2-VYP s dopustimoæ veroØtnost~¸ oxibki. Dokazatel~stvo osnovano na sledu¸wem nabl¸denii: esli

ALGORITMY DL˚ VYP 37 my menØem znaqenie peremennoæ, vybrannoæ sluqaænym obrazom iz nevypolnennogo 2-kloza, na protivopoloßnoe, to my priblißaemsØ k vypolnØ¸wemu naboru s veroØtnost~¸, po kraæneæ mere, 1/2. VeroØtnost~ p_{i,2n}2 dlØ sootvetstvu¸wego odnomernogo sluqaænogo blußdaniØ sostavlØet, po kraæneæ mere, 1/2 [39, 40]; sledovatel~no, veroØtnost~ oxibki fftogo algoritma ØvlØetsØ dopustimoæ.

My pokaßem, qto rabota algoritma Papadimitriu na formulah, izomorfnyh hornovskim i ne soderwawih ediniqnyh klozov, moßet byt~ opisana s pomow~¸ togo ße odnomernogo sluqaænogo blußdaniØ. Takim obrazom, algoritm (rasxirennyæ pravilom udaleniØ ediniqnyh klozov) moßet byt~ ispol~zovan dlØ vyqisleniØ vypolnØ¸wego nabora formuly, izomorfnoæ hornovskoæ, za polinomial~noe vremØ s dopustimoæ veroØtnost~¸ oxibki.

Napomnim, qto formula F nazyvaetsØ hornovskoæ formuloæ, esli kaßdyæ kloz v F soderßit ne bolee odnogo poloßitel~nogo literala. Pust~ l – literal, vhodØwiæ v formulu F . Obraweniem literala l v formule F my nazyvaem zamenu vseh vhoßdeniæ l i ¬l na ¬l i l sootvetstvenno. Formula, izomorfnaØ hornovskoæ, opredelØetsØ kak formula, kotoraØ moßet byt~ preobrazovana v hornovsku¸ formulu obraweniem nekotoryh literalov [32]. ImeetsØ rØd polinomial~nyh algoritmov, rexa¸wih VYP dlØ formul, izomorfnyh hornovskim, naprimer, SLUR (Single Looka-

head Unit Resolution) [17, 42].

Zametim, qto esli formula F , izomorfnaØ hornovskoæ, ne soderßit ediniqnyh klozov, to F vypolnima. �to nabl¸denie privodit k sledu¸wemu algoritmu. Snaqala my udalØem vse ediniqnye klozy (esli oni suwestvu¸t) iz vhodnoæ formuly s pomow~¸ pravila preobrazovaniØ (2.1). Legko videt~, qto udalenie ediniqnyh klozov preobrazuet formulu, izomorfnu¸ hornovskoæ, v formulu, izomorfnu¸ hornovskoæ. Zatem my primenØem algoritm Papadimitriu dlØ nahoßdeniØ vypolnØ¸wego nabora.

Teorema 5.2. Pust~ F – formula, izomorfnaØ hornovskoæ i ne so-

derßawaØ ediniqnyh klozov. Algoritm 5.1 pri α(n) = 1 i τ (n) = 2n^2 nahodit vypolnØ¸wiæ nabor dlØ F za polinomial~noe vremØ s dopustimoæ veroØtnost~¸ oxibki.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto rabota algorit-

38 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV ma 5.1 na formule F imeet te ße svoæstva, qto i ego rabota na formulah v 2-KNF: pri izmenenii znaqeniØ peremennoæ, vybrannoæ sluqaænym obrazom iz nevypolnennogo kloza, na protivopoloßnoe, my priblißaemsØ k vypolnØ¸wemu naboru s vero- Øtnost~¸ po kraæneæ mere 1/2.

˚sno, qto esli F – hornovskaØ formula bez ediniqnyh klozov, to F vypolnØetsØ naborom S_0, v kotorom vse peremennye ime¸t znaqenie false. Dalee, dlØ kaßdogo kloza C v F vypolneno sledu¸wee uslovie: vse literaly iz C za iskl¸qeniem, byt~ moßet, odnogo istinny pri S_0. Legko videt~, qto sluqaæ formul, izomorfnyh hornovskim, analogiqen sluqa¸ hornovskih formul. A imenno, esli F – formula, izomorfnaØ hornovskoæ i ne soderßawaØ ediniqnyh klozov, to F imeet vypolnØ¸wiæ nabor S, takoæ qto dlØ l¸bogo kloza C vse literaly C za iskl¸qeniem, byt~ moßet, odnogo istinny pri S.

Rassmotrim vybor peremennoæ dlØ izmeneniØ znaqeniØ iz nevypolnennogo kloza C. Pust~ k – qislo literalov v C. Vse ffti literaly loßny pri tekuwem nabore. V to ße vremØ vse oni za iskl¸qeniem, byt~ moßet, odnogo dolßny byt~ istinny pri S. Sledovatel~no, pri izmenenii na protivopoloßnoe znaqeniØ peremennoæ odnogo iz fftih k literalov, my priblißaemsØ k S s veroØtnost~¸ po kraæneæ mere^{k−1}_k . Poskol~ku formula F ne soderßit ediniqnyh klozov, ffta veroØtnost~ ne men~xe 1/2. •

Algoritm Xoninga. Xoning [43] dokazyvaet, qto k-VYP moßet byt~ rexena algoritmom 5.1 pri α(n) = (2−2/k)^n i τ (n) = 3n s dopustimoæ veroØtnost~¸ oxibki. Dokazatel~stvo osnovano na sledu¸weæ ocenke veroØtnosti p_{i,3n}: pokazano, qto p_{i,3n} ≥ (k−1)^{−i} s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ dlØ l¸bogo k ¿ 3 i l¸bogo i. Togda lemma 5.1 daet verhn¸¸ ocenku exp ( − (2 − 2/k)^n 2^n n∑ i=0 ( n i ) (k − 1)^{−i} poly(n) ) = = exp ( (1 − 1/k)^n poly(n) ( 1 + 1 k − 1 )_n ) = exp ( − 1 poly(n) ) = 1 − 1 poly(n)

veroØtnosti oxibki algoritma Xoninga. Poslednee ravenstvo^5 sleduet iz neravenstva exp(−x) 6 1 − x/e, vypolnennogo pri l¸- bom x < 1.

5Sm. naxe soglaxenie ob ispol~zovanii oboznaqeniØ poly v razdele 1.

ALGORITMY DL˚ VYP 39

DerandomizaciØ algoritma Xoninga. DeterminirovannaØ versiØ algoritma Xoninga opisana v [11, 12]. IdeØ, stoØwaØ za fftoæ derandomizacieæ, prosta i intuitivno ponØtna. Snaqala my pokryvaem vse prostranstvo poiska (sostoØwee iz vseh vozmoßnyh 2^n naborov) xarami nekotorogo fiksirovannogo radiusa R v metrike Hffmminga. �to pokrytie dolßno byt~ minimal~- nym, t.e. my staraemsØ ispol~zovat~ kak moßno men~xe xarov. Zatem my rassmatrivaem kaßdyæ xar i iwem vypolnØ¸wiæ nabor vnutri nego. ˚sno, qto suwestvuet kompromiss meßdu qislom xarov i vremenem poiska vnutri xara: qem bol~xe xarov my ispol~zuem, tem bystree proishodit poisk vnutri xara. Takim obrazom, qislo xarov (ili, ffkvivalentno, radius R) imeet “optimal~noe” znaqenie, kotoroe minimiziruet verhn¸¸ ocenku obwego vremeni raboty algoritma. Kak pokazano v [11, 12], esli vhodnaØ formula nahoditsØ v k-KNF, “optimal~noe” znaqenie R ravno^n_{k+1} . Obwee vremØ raboty poluqennogo algoritma sostavlØet (2 −^2_{k+1} + ϵ)^n s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ, qto ØvlØetsØ nailuqxeæ iz izvestnyh verhnih ocenok dlØ determinirovannogo algoritma dlØ k-VYP.

DlØ nahoßdeniØ vypolnØ¸wego nabora vnutri xara algoritm [11, 12] ispol~zuet oqen~ prostu¸ proceduru, osnovannu¸ na lokal~nom poiske s bffktrekingom. A imenno, voz~mem nevypolnennyæ kloz l_1 ∨ . . . ∨ l_t i rassmotrim kaßdu¸ iz t vozmoßnosteæ: neverno znaqenie l_1, . . . , neverno znaqenie l_t. Glubina dereva, postroennogo takim obrazom, moßet byt~ ograniqena qislom R, i, sledovatel~no, qislo verxin sostavlØet O(k^R). Ispol~zuØ bolee ffffektivnu¸ (no bolee sloßnu¸) versi¸ fftoæ procedury, moßno uluqxit~ ocenku razmera fftogo dereva i, sledovatel~- no, obwego vremeni raboty algoritma. DlØ 3-VYP uluqxennyæ algoritm imeet vremØ raboty poly(|F |) · 1.481^n [11, 12].

Vozmoßno takße izbavit~sØ ot slagaemogo “+ϵ” v ocenke vremeni raboty fftogo algoritma za sqet ispol~zovaniØ ffksponencial~noæ pamØti [11].

Algoritmy, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh s “knopkoæ vozvrata”. Vozmoßno li vkl¸qit~ bffktreking v algoritmy

dlØ VYP, osnovannye na sluqaænyh blußdaniØh? �to moßno sdelat~ s ispol~zovaniem predloßennogo nedavno podhoda Fffædßina i dr. [15], kotorye vveli cepi Markova s “knopkoæ vozvrata” (izuqenie takih processov motivirovano ih svØz~¸ s blu-

40 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV ßdaniem po Internetu). A imenno, razrexaetsØ, qtoby kaßdyæ xag s nekotoroæ veroØtnost~¸ ØvlØlsØ xagom nazad. Takoæ xag, analogiqno naßati¸ na knopku “Nazad”, otmenØet poslednee izmenenie v tekuwem nabore. Takim obrazom, xagi nazad mogut rassmatrivat~sØ kak variant bffktrekinga dlØ algoritmov, osnovannyh na sluqaænyh blußdaniØh.

Cel~¸ dannogo razdela ØvlØetsØ vyØsnenie togo, moßet li naliqie “knopki vozvrata” izmenit~ veroØtnost~ nahoßdeniØ vypolnØ¸wego nabora. Qtoby otvetit~ na fftot vopros, my sravnivaem dva tipa sluqaænyh blußdaniæ na prØmoæ: blußdaniØ s xagami nazad i bez nih. Ispol~zuØ rezul~taty [15], my privodim sravnitel~nye ocenki veroØtnosteæ uspeha blußdaniæ polinomial~noæ dliny. A imenno, my pokazyvaem, qto xagi nazad ne mogut uveliqit~ veroØtnost~ uspeha bolee, qem na polinomial~- nyæ somnoßitel~, t.e. “knopka vozvrata” ne daet suwestvennoæ vygody. My takße pokazyvaem, qto esli veroØtnost~ xaga nazad ne prevoshodit 0.5, to naliqie “knopki vozvrata” ne privodit k suwestvennomu proigryxu.

My preobrazuem algoritm 5.1 (oboznaqaemyæ RW – Random

Walks) v algoritm 5.2 (oboznaqaemyæ RWB – Random Walks with Back button). Novyæ algoritm RWB hranit stek istorii H, ffle-

mentami kotorogo ØvlØ¸tsØ nabory. Verhniæ fflement steka sootvetstvuet tekuwemu naboru. Kak i RW, algoritm RWB soverxaet ne bolee α(n) blußdaniæ; kaßdoe blußdanie sostoit iz ne bolee qem τ (n) xagov, no kaßdyæ xag ØvlØetsØ libo xagom vpered, libo xagom nazad. Pri xage vpered RWB modificiruet tekuwiæ nabor tak ße, kak i RW; esli modificirovannyæ nabor A vypolnØet F , to RWB vydaet otvet A i ostanavlivaetsØ; v protivnom sluqae RWB pomewaet novyæ nabor A v stek H. Xag nazad sostoit v tom, qto RWB izvlekaet verhniæ fflement iz steka H (takim obrazom, novym verhnim fflementom stanovitsØ tekuwiæ nabor). NaqinaØ s pustogo steka istorii, RWB rabotaet sledu¸wim obrazom:

Algoritm 5.2.

1. Povtorit~ α(n) raz:

1a. Vybrat~ sluqaænym obrazom ravnomerno raspredelennyæ nabor A.

1b. Esli A vypolnØet F , vydat~ otvet A i ostanovit~sØ. V protivnom sluqae pomestit~ A v stek H i povtorit~ sledu¸-

ALGORITMY DL˚ VYP 41 wu¸ instrukci¸ τ (n) raz:

• Esli H soderßit tol~ko odin fflement, sdelat~ xag vpered.

V protivnom sluqae sdelat~ xag nazad s veroØtnost~¸ b i xag vpered s veroØtnost~¸ 1 − b.

2. Vydat~ otvet “Nevypolnima” i ostanovit~sØ. •

VeroØtnost~ b nazyvaetsØ veroØtnost~¸ vozvrata. Qtoby predstavit~ rabotu RWB s pomow~¸ odnomernyh sluqaænyh blußdaniæ, my modificiruem model~ odnomernogo sluqaænogo blußdaniØ dlØ RW (opisannu¸ posle algoritma 5.1, sm. vyxe) sledu¸wim obrazom. Blußdanie dlØ RWB hranit stek istorii H, fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ pozicii qasticy. Kaßdyæ xag blußdaniØ ØvlØetsØ libo xagom vpered, libo xagom nazad. Pri xage vpered qastica dvigaetsØ v sootvetstvii s pravilami dlØ RW, i ee novaØ poziciØ pomewaetsØ v stek H. Pri xage nazad iz H izvlekaetsØ verhniæ fflement, i qastica perehodit v pozici¸, kotoraØ posle fftoæ operacii okazyvaetsØ verhnim fflementom steka. V moment vremeni t = 0 stek istorii H soderßit tol~ko naqal~nu¸ pozici¸ i. Zatem qastica dvigaetsØ analogiqno RWB: esli H soderßit tol~ko odin fflement, qastica soverxaet xag vpered; v protivnom sluqae ona soverxaet xag nazad s veroØtnost~¸ b i xag vpered s veroØtnost~¸ 1 − b. Oboznaqim qerez p^{(b)}_{i,t} veroØtnost~ togo, qto qastica dostignet 0 ne bolee, qem za t xagov.

Lemma 5.3. VeroØtnost~ oxibki algoritma 5.2 ne prevoshodit exp ( − α(n) 2^n n∑ i=0 ( n i ) p^{(b)}_{i,τ (n)} ) . Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 5.1. •

Lemma 5.1 i lemma 5.3 pokazyva¸t, qto iz nißnih ocenok na

p_{i,t} i p^{(b)}_{i,t} sledu¸t verhnie ocenki veroØtnosteæ oxibok algorit-

mov RW i RWB sootvetstvenno. Takim obrazom, sravnitel~nye ocenki na p_{i,t} i p^{(b)}_{i,t} pozvolØ¸t sravnit~ verhnie ocenki dlØ RW i RWB (poluqennye s ispol~zovaniem lemm 5.1 i 5.3).

Teper~ my dokaßem dve teoremy. PervaØ teorema pokazyvaet, qto naliqie “knopki vozvrata” ne moßet uveliqit~ veroØtnost~

42 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV dostißeniØ 0 bolee qem na polinomial~nyæ somnoßitel~. VtoraØ teorema pokazyvaet, qto naliqie “knopki vozvrata” (pri

b ≤ 0.5) ne moßet snizit~ fftu veroØtnost~ bolee qem na polino-

mial~nyæ somnoßitel~, esli dopustit~ kvadratiqnoe uveliqenie dliny blußdaniØ. Obe teoremy dokazyva¸tsØ s ispol~zovaniem rezul~tatov [15].

Pust~ X_{i,t} i X^{(b)}_{i,t} oboznaqa¸t pozicii qasticy v moment vremeni t dlØ sluqaænyh blußdaniæ, vyhodØwih iz i, dlØ RW i RWB sootvetstvenno. Pust~ H_t oboznaqaet stek istorii sluqaænogo blußdaniØ dlØ RWB v moment vremeni t; sleduØ [15], opredelim dlinu l(H_t) steka istorii kak qislo poziciæ qastic, hranimyh v nem, minus 1 (t.e. my ne uqityvaem naqal~nu¸ pozici¸).

Teorema 5.4. DlØ l¸boæ veroØtnosti vozvrata b,

p^{(b)}_{i,t} ≤ (t + 1)^2 · p_{i,t}.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto znaqenie p^{(b)}_{i,t} ograniqeno sver-

hu summoæ t + 1 veroØtnosteæ P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0} pri t^′ = 0, 1, . . ., t. Pust~ t^′ ∈ [0..t] – znaqenie, pri kotorom dostigaetsØ maksimum

P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0}. Poskol~ku 0 ≤ l(H_s) ≤ s pri l¸bom s, my poluqaem

p^{(b)}_{i,t} 6 (t + 1)P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0} =

= (t + 1) t0∑ λ=0 P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0 | l(H_t0) = λ} · P r{l(H_t0) = λ} ≤ ≤ (t + 1)(t^′ + 1) · max_{0≤λ≤t}0 P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0 | l(H_t0) = λ}.

Po teoreme 3.1 iz [15], P r{X^{(b)}_{i,t}0 = 0 | l(H_t0) = λ} = p_{i,λ}. Poskol~ku p_{i,λ} ≤ p_{i,t} pri 0 ≤ λ ≤ t^′ ≤ t, teorema dokazana. •

Teorema 5.5. DlØ l¸boæ veroØtnosti vozvrata b ≤ 0.5, p^{(b)}_{i,t2} ≥ p_{i,t} / poly(t). Dokazatel~stvo. Vnov~ ispol~zuØ teoremu 3.1 iz [15], poluqaem

p^{(b)}_{i,t2} ¿ P r{X^{(b)}_{i,t2} = 0} = t2∑ λ=0 P r{X^{(b)}_{i,t2} = 0 | l(H_t2) = λ} · P r{l(H_t2) = λ}

ALGORITMY DL˚ VYP 43 = t2∑ λ=0 p_{i,λ} · P r{l(H_t2) = λ}. Qtoby ocenit~ P r{l(H_t2) = λ} pri b ≤ 0.5, ocenim snaqala

P r{l(H_t2) = t} pri b = 0.5. Rassmotrim sledu¸wee sluqaænoe

blußdanie na prØmoæ: qastica vyhodit iz 0 i dvigaetsØ nalevo i napravo s veroØtnostØmi, ravnymi 0.5. Legko videt~, qto veroØtnost~ P r{l(H_s) = μ} pri b = 0.5 v toqnosti ravna veroØtnosti togo, qto poziciØ qasticy v moment vremeni s est~ libo μ, libo −μ. V qastnosti, P r{l(H_t2) = t} = 2r_t, gde r_t oboznaqaet veroØtnost~ togo, qto poloßenie qasticy v moment vremeni t^2 est~ t. VeroØtnost~ r_t sostavlØet v toqnosti

(_t2 (t2−t)/2 ) · 2^{−t2} , qto

otliqaetsØ na polinomial~nyæ somnoßitel~ ot t^{2t2} 2^{t2} · (^{t2−t}_2 )^{(t2−t)/2} · (^{t2+t}_2 )^{(t2+t)/2}

(po formule Stirlinga). Neposredstvennye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto pri dostatoqno bol~xom t poslednee vyraßenie bol~- xe konstanty. Takim obrazom, my dokazali utverßdenie dlØ

b = 0.5.

Esli b 6 0.5, veroØtnost~ P r{l(H_t2) ¿ t} daße bol~xe, qem v sluqae b = 0.5 (i, oqevidno, bol~xe, qem ocenennaØ vyxe vero- Øtnost~ P r{l(H_t2) = t}). V qastnosti, ffta veroØtnost~ bol~xe

1/poly(t). Napomnim, qto P r{l(H_t2) = λ} = 0 pri λ > t^2. Sledo-

vatel~no, suwestvuet takoe λ, qto t ≤ λ ≤ t^2 i P r{l(H_t2) = λ} ¿

P r{l(H_t2) ¿ t}/t^2 ¿ 1/poly(t). Poskol~ku pri λ ≥ t imeet mesto p_{i,λ} ≥ p_{i,t}, teorema dokazana. •

Otkrytye voprosy.

1. Zametim, qto v to vremØ kak suwestvovanie kritiqeskih klozov uluqxaet rabotu PPSZ-podobnyh algoritmov, ono ØvlØetsØ uzkim mestom dlØ algoritmov sluqaænogo blußdaniØ: esli nevypolnennyæ kloz, kotoryæ my vybiraem, ne ØvlØetsØ kritiqeskim, to veroØtnost~ prodvißeniØ v “pravil~nom” napravlenii sostavlØet, po kraæneæ mere, 2/k, a ne 1/k. Bylo by interesno ispol~zovat~ vzaimodopolnØemost~ fftih dvuh podhodov, kombiniruØ ih v odnom algorit- me. 2. My pokazali, qto RWB analogiqen RW, esli blußdaniØ ime¸t polinomial~nu¸ dlinu. Vopros o tom, imeet li me-

44 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV sto analogiqnoe utverßdenie dlØ ffksponencial~no dlinnyh blußdaniæ, ostaetsØ otkrytym.

Literatura

1. S. Arora, C. Lund, Hardness of approximation. Approximation algorithms for NP-hard problems (D. Hochbaum, ed.), Boston, PWS Publishing Company, 1997.

2. R. Beigel, Finding maximum independent sets in sparse and general graphs. Proceedings of SODA’99. 1999, pp. 856–857.

3. R. Beigel, D. Eppstein, 3-coloring in time O(1.3446n): a no-MIS algorithm. Proceedings of FOCS’95. 1995, pp. 444–452.

4. A. Broder, M. Charikar, A. Frieze, M. Mitzenmacher, Min-wise independent permutations. Proceedings of STOC’98. 1998, pp. 327–336.

5. H. Buhrman, L. Fortnow, Resource-bounded Kolmogorov complexity revisited.

Proceedings of STACS’97. LNCS 1200, Springer-Verlag, pp. 105–116. 6. S. Chari, Randomness as a computational resource: issues in efficient computation. PhD thesis, 1994.

7. S. Chari, P. Rohatgi, A. Srinivasan, Improved algorithms via approximations of probability distributions. — Journal of Computer and System Sciences 61 (2000), 81–107.

8. P. L. Qebyxev, O prostyh qislah. — V kn.: P. L. Qebyxev, Izbrannye trudy, M., Izd-vo AN SSSR, 1955, s. 33–54.

9. E. ˚. Dancin, Dve sistemy dokazatel~stva tavtologiqnosti, osnovannye na metode raswepleniæ. — Zap. nauq. semin. LOMI 105 (1981), 24–44; English translation: E. Ya. Dantsin, Two propositional proof systems ba-

sed on the splitting method, Journal of Soviet Mathematics, 22(3):1293–1305, 1983.

10. E. Dantsin, M. Gavrilovich, E. A. Hirsch, B. Konev, Approximation algorithms for MAX SAT: a better performance ratio at the cost of a longer running time. — Ann. Pure App. Logic (2001) (to appear).

11. E. Dantsin, A. Goerdt, E. A. Hirsch, R. Kannan, J. Kleinberg, C. Papadimitriou, P. Raghavan, U. Schöning, A deterministic (2− 2k+1 )n algorithm for k-SAT based on local search. — Theor. Comp. Sci. (2001), (to appear).

12. E. Dantsin, A. Goerdt, E. A. Hirsch, U. Schöning, Deterministic algorithms for k-SAT based on covering codes and local search. Proceedings of ICALP’2000 (U. Montanari, J. D. P. Rolim, E. Welzl, eds.), LNCS 1853, Springer-Verlag, 2000.

13. M. Davis, G. Logemann, D. Loveland, A machine program for theorem-proving.

— Communications of the ACM 5(7) (1962), 394–397.

14. M. Davis, H. Putnam, A computing procedure for quantification theory. — Journal of the ACM 7(3) (1960), 201–215.

15. R. Fagin, A. Karlin, J. Kleinberg, P. Raghavan, S. Rajagopalan, R. Rubinfeld, M. Sudan, A. Tomkins, Random walks with “back buttons”. Proceedings of STOC’2000. 2000, pp. 484–493.

16. W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications. vol. 1, Wiley, 1968; imeetsØ perevod: U. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ

i ee priloßeniØ, t. 1, M., Mir, 1984.

ALGORITMY DL˚ VYP 45

17. J. Franco, A. Van Gelder, A perspective on certain polynomial time solvable classes of satisfiability. submitted to Discrete Applied Mathematics.

18. I. P. Gent, T. Walsh, Towards an understanding of hill-climbing procedures for SAT. Proceedings of AAAI-93. AAAI Press / MIT Press, 1993, pp. 28–33.

19. J. Gramm, E. A. Hirsch, R. Niedermeier, P. Rossmanith, New worst-case upper bounds for MAX-2-SAT with application to MAX-CUT. Electronic Colloquium on Computational Complexity. Technical Report 00-037, 2000, Available from ftp://ftp.eccc.uni-trier.de/pub/eccc/reports/2000/TR00-037/index.html. To appear in Discrete Applied Mathematics..

20. J. Gu, P. Purdom, J. Franco, B. W. Wah, Algorithms for the satisfiability problem.

Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science, Cambridge University Press, 2000.

21. S. Gupta, On bounded-probability operators and C=P . — Information Processing Letters 48 (1993), 93–98.

22. E. A. Hirsch, New worst-case upper bounds for SAT. — Journal of Automated Reasoning 24(4) (2000), 397–420.

23. E. A. Hirsch, Worst-case time bounds for MAX-k-SAT w.r.t. the number of variables using local search. Proceedings of RANDOM 2000, ICALP Workshops 2000 (J. D. P. Rolim et al., eds.), Proceedings in Informatics 8, Carleton Scientific, 2000, pp. 69–76.

24. K. Ireland, M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory.

Graduate Texts in Mathematics, 87, Springer-Verlag, 1982; imeetsØ perevod:

K. Aæerlend, M. Rouzen, Klassiqeskoe vvedenie v sovremennu¸ teori¸ qisel, M., Mir, 1987.

25. T. Itoh, Y. Takei, J. Tarui, On permutations with limited independence. Proceedings of SODA 2000. 2000, pp. 137–146.

26. A. I. Kostrikin, ı. I. Manin, LineænaØ algebra i geometriØ. M., Izd-vo MGU, 1980; English translation: A. Kostrikin, Yu. Manin, Linear Alge-

bra and Geometry, Gordon & Breach, 1989.

27. E. Koutsoupias, C. H. Papadimitriou, On the greedy algorithm for satisfiability.

— Information Processing Letters 43(1) (1992), 53–55.

28. O. Kullmann, Heuristics for SAT algorithms: Searching for some foundations. — Discrete Applied Mathematics (submitted) (1998).

29. O. Kullmann, New methods for 3-SAT decision and worst-case analysis. — Theoretical Computer Science 223 (1-2) (1999), 1–72.

30. O. Kullmann, Investigations on autark assignments. — Discrete Applied Mathematics (2000) (to appear).

31. O. Kullmann and H. Luckhardt, Deciding propositional tautologies: Algorithms and their complexity. Preprint, http://www.cs.toronto.edu/~kullmann.

32. H. R. Lewis, Renaming a set of clauses as a Horn set. — Journal of the ACM

25(1) (1978), 134–135.

33. B. Monien, E. Speckenmeyer, Solving satisfiability in less then 2n steps. — Discrete Applied Mathematics 10 (1985), 287–295.

34. K. Mulmuley, U. V. Vazirani, V. V. Vazirani, Matching is as easy as matrix inversion. — Combinatorica 7(1) (1987), 105–113.

35. R. Niedermeier, P. Rossmanith, New upper bounds for MaxSat. — Journal of Algorithms (2000) (to appear).

46 M.A.VSEMIRNOV, �.A.GIRX, E.˚.DANCIN, S.V.IVANOV

36. A. V. Naik, K. W. Regan, D. Sivakumar, Quasilinear Time Complexity Theory.

— Theoretical Computer Science 148 (1995), 325-349.

37. R. Paturi, P. Pudlák, M. E. Saks, F. Zane, An improved exponential-time algorithm for k-SAT. Proceedings of FOCS’98. 1998, pp. 628–637.

38. R. Paturi, P. Pudlák, F. Zane, Satisfiability coding lemma. Proceedings of FOCS’97. 1997, pp. 566–574.

39. C. H. Papadimitriou, On selecting a satisfying truth assignment. Proceedings of FOCS’91. 1991, pp. 163–169.

40. C. H. Papadimitriou, Computational Complexity. Addison-Wesley, 1994. 41. J. M. Robson, Algorithms for maximum independent set. — Journal of Algorithms

7 (1986), 425–440.

42. J. S. Schlipf, F. S. Annexstein, J. V. Franco, R. P. Swaminathan, On finding solutions for extended Horn formulas. — Information Processing Letters 54 (3) (1995), 133–137.

43. U. Schöning, A probabilistic algorithm for k-SAT and constraint satisfaction problems. Proceedings of FOCS’99. 1999, pp. 410–414.

44. B. Selman, H. Levesque, D. Mitchell, A new method for solving hard satisfiability problems. Proceedings of AAAI-92 (W. Swartout, ed.), MIT Press, 1992, pp. 440–446.

45. S. Toda, PP is as hard as the polynomial-time hierarchy. — SIAM Journal on Computing 20(5) (1991), 865–877.

46. L. Valiant, V. Vazirani, NP is as easy as detecting unique solutions. — Theoretical Computer Science 47 (1986), 85–93.

47. M. Vsemirnov, Automorphisms of projective spaces and min-wise independent families of permutations. Manuscript in preparation. 2000.

Dantsin E. Ya., Hirsch E. A., Ivanov S. V., Vsemirnov M. A. Algorithms for SAT and upper bounds on their complexity.

We survey recent algorithms for the propositional satisfiability problem, in particular algorithms that have the best current worst-case upper bounds on their complexity. We also discuss some related issues: the derandomization of the algorithm of Paturi, Pudlák, Saks and Zane, the Valiant-Vazirani Lemma, and random walk algorithms with the “back button”.

Postupilo 15 ØnvarØ 2001

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN