Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

.G. V. Kuz~mina

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII RIMANOVO` SFERY

Vvedenie

K qislu klassiqeskih voprosov geometriqeskoæ teorii funkciæ otnositsØ zadaqa o maksimume proizvedeniØ J = n∏ k=1 0 R^{α2k} (D_k, a_k) (1)

stepeneæ konformnyh radiusov R(D_k, a_k) v semeæstve D(a) =

D(a_1, . . . , a_n) vseh sistem D = {D_k}^n_{k=1} nenalega¸wih odnosvØz-

nyh oblasteæ na C , a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n. Zdes~ a = {a_1, . . . , a_n} – zadannaØ sistema razliqnyh toqek C , ff = {α_1, . . . , α_n} – sistema poloßitel~nyh qisel; xtrih u proizvedeniØ oznaqaet, qto pri a_l = ∞ pod sootvetstvu¸wim mnoßitelem ponimaetsØ

R^{−α2l} (D_l, a_l). Ukazannu¸ zadaqu budem nazyvat~ zadaqeæ I. V si-

lu izvestnyh rezul~tatov metoda ffkstremal~noæ metriki, pri l¸byh fiksirovannyh sistemah toqek a_k i parametrov α_k maksimum proizvedeniØ (I) dostigaetsØ dlØ edinstvennoæ sistemy oblasteæ D^∗ = {D^∗_k}^n_{k=1}, opredelØemoæ sootvetstvu¸wimi usloviØmi. UpomØnutyæ maksimum budem oboznaqat~ qerez J (a; ff). PolagaØ

M(a; ff) = max D∈D(a) k∑ k=1 α^2_kM (D_k, a_k),

gde M (D_k, a_k) – privedennyæ modul~ oblasti D_k otnositel~no toqki a_k, imeem ravenstvo

log J (a; ff) = 2πM(a; ff).

M(a; 1, . . . , 1) budem oboznaqat~ qerez M(a).

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 00-01-00118) 253

254 G. V. KUZ^MINA

V prØmoæ svØzi s zadaqeæ I pri α_1 = . . . = α_n nahoditsØ zadaqa o maksimume konformnogo invarianta J = n∏ k=1 0 R(D_k, a_k) /{ ∏ 16k6l6n^{|ak − al|} }_{2/(n−1)} (2) v semeæstve D vseh opisannyh vyxe sistem oblasteæ, gde a =

{a_1, . . . , a_n) – proizvol~naØ sistema razliqnyh toqek (zadaqa II).

˚sno, qto maksimum v (2) realizuetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda D = {D_k}^n_{k=1} – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ zadaqi I dlØ sistemy toqek a_1, . . . , a_k. Maksimum funkcionala (2) v semeæstve D budem oboznaqat~ qerez J^∗ : J^∗ = max_a J(a),

log J(a) = 2πM(a) − 2 n − 1 log ∏ 16k6l6n^{|ak − al|.} (3) Pri n = 2, 3 zadaqa I dlØ ravnyh znaqeniæ α_k i zadaqa 2 ravnosil~ny. RexeniØ zadaq I i II v ukazannyh sluqaØh predstavlØ- ¸t soboæ klassiqeskie rezul~taty M. A. Lavrent~eva (1934) i G. M. Goluzina (1947). DlØ proizvol~nyh poloßitel~nyh znaqeniæ α_k rexeniØ zadaqi I pri n = 2, 3 poluqeny L. I. Kolbinoæ (1952, a takße 1955).

Pri n = 4 rexeniØ zadaqi I v sluqae ravnyh α_k i zadaqi II poluqeno v [1] (1980). Drugoe rexenie zadaqi II pri n = 4 dano S. I. Fedorovym [2].

Pri vseh n ¿ 5 zadaqa I polnost~¸ rexena lix~ v sluqaØh toæ ili inoæ simmetrii v raspoloßenii toqek a_k i znaqeniæ parametrov α_k. Tak, v tom sluqae, kogda vse toqki a_k leßat na odnoæ okrußnosti i vse qisla α_k ravny drug drugu, zadaqa I byla vpervye rexena V. N. Dubininym, sm. [3]. O nekotoryh obobweniØh fftogo rezul~tata sm. obzornye stat~i [3, 4].

Do nastoØwego vremeni rexenie zadaqi II pri n = 5 bylo poluqeno pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto sistemy toqek

a_k simmetriqny otnositel~no nekotoroæ okrußnosti ili prØ-

moæ [5, 6].

V §1 nastoØweæ raboty privoditsØ rexenie zadaqi II pri n = 5 v obwem sluqae. Zdes~ dokazyvaetsØ teorema 1, da¸waØ polnoe opisanie vseh ffkstremal~nyh konfiguraciæ fftoæ zadaqi. Odnoæ iz ffkstremal~nyh sistem toqek a_k ØvlØetsØ simmetriqnaØ otnositel~no ediniqnoæ okrußnosti sistema {0, e^{−2πi/3}, 1, e^{2πi/3}, ∞}.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 255

§2 posvØwen dokazatel~stvu teoremy 2, obobwa¸weæ izvestnyæ ranee rezul~tat v zadaqe I dlØ proizvol~nogo qisla n ¿ 4 otmeqennyh toqek na C pri naliqii simmetrii v usloviØh zadaqi.

Dokazatel~stva teorem 1 i 2 ill¸striru¸t vozmoßnosti ffkstremal~no-metriqeskogo podhoda, osnovyva¸wegosØ na svØzi meßdu razliqnymi zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii. Vpervye takaØ svØz~ byla ustanovlena E. G. Emel~Ønovym [7], qto privelo k interesnym priloßeniØm. V dannoæ rabote, kak i ranee v [8], my ispol~zuem podhod, prostoæ v tehniqeskom otnoxenii i neposredstvenno osnovyva¸wiæsØ na konstruirovanii dopustimoæ metriki rassmatrivaemoæ problemy modulØ iz ffkstremal~nyh metrik bolee prostyh problem modulØ dlØ semeæstv klassov krivyh.

§1. Rexenie zadaqi II pri n = 5

1.1. Cel~¸ nastoØwego paragrafa ØvlØetsØ dokazatel~stvo sle-

du¸weæ teoremy.

Teorema 1. V semeæstve vseh sistem {Dk}^5_{k=1} nenalega¸wih od-

nosvØznyh oblasteæ D_k na C , a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , 5, gde {a_k}^5_{k=1} – proizvol~naØ sistema razliqnyh toqek C , spravedlivo toqnoe neravenstvo

J(a_1, . . . , a_5) 6 4^{11/3} · 3^{−3/4} · 5^{−25/6}(= 8, 656 · 10^{−2}). (4)

Ravenstvo v (4) imeet mesto v tom sluqae, kogda {a_1, a_2, a_3, a_4, a_5} = {1, e^{−2πi/3}, 0, e^{2πi/3}, ∞}, a oblastØmi D_k, k = 1, . . . , 5, slußat krugovye oblasti kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − z^6 + 7z^3 + 1 z^2(z^3 − 1)^2 dz^2. KaßdaØ drugaØ ffkstremal~naØ konfiguraciØ teoremy 1 poluqaetsØ iz ukazannoæ pri drobno-lineænom avtomorfizme C .

�kstremal~nye konfiguracii zadaqi o J_n pri n = 2, 3, 4, 5 shematiqno izobraßeny sootvetstvenno na ris. 1, 2, 3, 4, gde ω = e^{2πi/3}.

256 G. V. KUZ^MINA

Ris. 1 Ris. 2.

Ris. 3 Ris. 4.

1.2. Dokazatel~stvo teoremy 1 osnovyvaetsØ na neskol~kih lem-

mah. PervaØ iz fftih lemm pozvolØet ograniqit~sØ rassmotreniem sistem toqek special~nogo vida.

Lemma 1. Pust~ {a1, . . . , a5} – ffkstremal~naØ sistema toqek te-

oremy 1. Togda {a_1, a_2, a_3, a_4, a_5} = {a_0, e^{iφ1} , e^{iφ2} , e^{iφ3}, ∞}, gde φ_k – vewestvennye qisla, |a_0| < 1, ili ße {a_1, a_2, a_3, a_4, a_5} sootvetstvuet ukazannoæ sisteme toqek pri drobno-lineænom avtomorfizme C .

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 257

Dokazatel~stvo. Tak kak funkcional (2) ØvlØetsØ invariantom

otnositel~no gruppy drobno-lineænyh avtomorfizmov C , to moßem sqitat~, qto {a_1, a_2, a_3, a_4} = {−1, 1, a, ∞}, gde a ≠ ±1, ∞. Sledovatel~no, dostatoqno sqitat~, qto sistemoæ toqek a_k slußit pØterka razliqnyh toqek vida

{a_0, −1, 1, a, ∞}, gde a_0, a – nekotorye toqki C .

Kak pokazano v [5], vse toqki a_k, obrazu¸wie ffkstremal~nu¸ sistemu, ne mogut leßat~ na odnoæ okrußnosti ili prØmoæ, i nikakaØ qetverka iz fftih toqek takße ne moßet obladat~ ukazannym svoæstvom. Pust~ C – okrußnost~, prohodØwaØ qerez toqki −1, 1, a. V silu predyduwego zameqaniØ, Im a ≠ 0, Im a_0 ≠ 0, a_0∈C. Preobrazovanie

f_0(z) = −z + 3 z − 1 perevodit toqki −1, 1, ∞ v tu ße troæku toqek, f_0(a) = −1 +^2_{a−1} . Pofftomu moßem sqitat~, qto Im a > 0. Krome togo, dostatoqno sqitat~, qto

a_0 ∈ Int C.

Deæstvitel~no, oboznaqim qerez L_{−1}, L_1 i L_0 prØmye, prohodØwie sootvetstvenno qerez pary toqek {−1, a}, {1, a} i {−1, 1}. Pust~ H_{−1} – poluploskost~, ograniqennaØ prØmoæ L_{−1} i ne soderßawaØ toqki z = 1, H_1 – poluploskost~, ograniqennaØ prØmoæ

L_1 i ne soderßawaØ toqki z = −1, H^− = {z : Im z < 0} – nißnØØ

poluploskost~. Predpoloßim, qto a_0 ∈ Ext C. Togda vypolnØetsØ po kraæneæ mere odno iz usloviæ: a) a_0 ∈ H_{−1} , b) a_0 ∈ H_1 , s)

a_0 ∈ H^− . PreobrazovaniØ

f_1(z) = z + 1 − 2a z − 1 , f_2(z) =

2a + 1 − z z + 1

, f_3(z) = az − 1 z − a perevodØt sistemu {−1, 1, a, ∞} v tu ße sistemu toqek. Legko videt~, qto v sluqae a) imeem f_1(a_0) ∈ Int C, a v sluqaØh b) i s) sootvetstvenno f_2(a_0) ∈ Int C i f_3(a_0) ∈ Int C. Sledovatel~no, dostatoqno sqitat~, qto a_0 ∈ Int C. Nakonec, rassmatrivaØ lineænoe preobrazovanie, perevodØwee okrußnost~ C v ediniqnu¸ okrußnost~, prihodim k utverßdeni¸ lemmy 1.

258 G. V. KUZ^MINA

Sledu¸waØ lemma 2 pozvolØet svesti issledovanie znaqeniæ funkcionala (2) dlØ sistem toqek {a_0, e^{iφ1}, e^{iφ2} , e^{iφ3}, ∞}, ukazannyh v lemme 1, k issledovani¸ ego znaqeniæ dlØ sistem vida {0, e^{iψ1}, e^{iψ2} , e^{iψ3} , ∞}. Otmetim, qto dokazatel~stva lemm 2 i 3 nastoØweæ raboty suwestvenno prowe dokazatel~stv sootvetstvu¸wih utverßdeniæ v [5]. Privodimye zdes~ dokazatel~stva osnovyva¸tsØ na ffkstremal~no-metriqeskom podhode, kotoryæ delaet izlixnimi dostatoqno gromozdkie postroeniØ v [5], svØzannye s rassmotreniem privedennyh moduleæ dvuugol~nikov special~nogo vida.

Lemma 2. Pust~ a1, a2, a3 – toqki okrußnosti |z| = 1, |a0| < 1,

i pust~ ȧ_k, k = 1, 2, 3, – obrazy toqek a_k pri otobraßenii

ḟ (z) = z − a^0 1 − a_0z . Spravedlivo neravenstvo

log J(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6

6^1_2^{ log J(0, a1, a2, a3, ∞)+log J(0, ȧ1, ȧ2, ȧ3, ∞)^}+^1_4 log(1−|a0|^2).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno sqitat~, qto a0 ≠ 0. Imeem raven-

stvo

log J(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) = 2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞)− − 1 2 log | (a_0 − a_1)(a_0 − a_2)(a_0 − a_3)(a_1 − a_2)(a_1 − a_3)(a_2 − a_3) | . (5) Pust~ ρ^{(1)}(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0), ρ^{(2)}(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(0, a_1, a_2, a_3, ∞). Legko videt~, qto metrika ρ(z)|dz|, udovletvorØ¸waØ usloviØm ρ(z)|dz| = { ρ^{(1)}(z)|dz| pri z ∈ U = {z : |z| < 1}, ρ^{(2)}(z)|dz| pri z ∈ U^∗ = {z : |z| > 1} i doopredelennaØ proizvol~nym obrazom pri |z| = 1, ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ

M(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞). Pofftomu imeem neravenstvo

M(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 M^{(1)}(U ) + M^{(2)}(U^∗), (6)

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 259

gde qerez M^{(1)}(U ) i M^{(2)}(U^∗) oboznaqeny privedennye plowadi sootvetstvenno kruga U v metrike ρ^{(1)}(z)|dz| i oblasti U^∗ v metrike ρ^{(2)}(z)|dz|. Imeem

2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0) =

=log { R(D^{(1)}_0 , a_0)R(D^{(1)}_1 , a_1)R(D^{(1)}_2 , a_2)R(D^{(1)}_3 , a_3)R(D^{(1)}_4 , 1/a_0) } , gde D^{(1)}_k – oblasti ffkstremal~nogo razbieniØ v zadaqe o M(a_0, a_1,

a_2, a_3, 1/a_0). Poskol~ku

R(D^{(1)}_4 , 1/a_0) = 1 |a_0|^2

R(D^{(1)}_0 , a_0), to 2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0) =

=2 log { R(D^{(1)}_0 , a_0) [ R(D^{(1)}_1 , a_1), R(D^{(1)}_2 , a_2), R(D^{(1)}_3 , a_3) ]_{1/2}} + log 1 |a_0|^2 , otkuda

2πM^{(1)}(U ) = log { R(D^{(1)}_0 , a_0) [ R(D^{(1)}_1 , a_1), R(D^{(1)}_2 , a_2), R(D^{(1)}_3 , a_3) ]_{1/2}}

= 1 2 { 2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0) − log 1 |a_0|^2 } . Analogiqno, imeem ravenstvo

2πM^{(2)}(U^∗) = 1 2 · 2πM(0, a_1, a_2, a_3, ∞). Neravenstvo (6) teper~ moßem zapisat~ v vide

2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 6^1_2^{2πM(a0, a1, a2, a3, 1/a0)+2πM(0, a1, a2, a3, ∞)−log^1_{|a0|2}^}. (7) Iz (5) i (7) poluqaem neravenstvo 2 log J(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 6 2πM(a0, a1, a2, a3, 1/a0) + 2πM(0, a1, a2, a3, ∞)−

260 G. V. KUZ^MINA

− log 1 |a_0|^2

−log | (a_0−a_1)(a_0−a_2)(a_0−a_3)(a_1−a_2)(a_1−a_3)(a_2−a_3) | . (8)

Imeem

log J(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0) = 2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0)− − 1 2 log | | ( 1 a_0 − a_0 )( 1 a_0 − a_1 )( 1 a_0 − a_2 )( 1 a_0 − a_3 )| |−

− 1 2 log | |(a0 − a1)(a0 − a2)(a0 − a3)(a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a3) | |. Pol~zuØs~ konformnoæ invariantnost~¸ funkcionala (2), v rezul~tate prostyh preobrazovaniæ ots¸da poluqaem

2πM(a_0, a_1, a_2, a_3, 1/a_0) =

= log J(0, ȧ_1, ȧ_2, ȧ_3, ∞) + log 1 |a_0|^2 + 1 2 log(1 − |a_0|^2)+

+ 1 2 log | (a_0 − a_1)^2(a_0 − a_2)^2(a_0 − a_3)^2(a_1 − a_2)(a_1 − a_3)(a_2 − a_3) | . (9)

Dalee,

2πM(0, a_1, a_2, a_3, ∞) =

= log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) + 1 2 log | (a_1 − a_2)(a_1 − a_3)(a_2 − a_3) | . (10)

Ispol~zuØ ravenstva (9) i (10), iz (8) poluqaem neravenstvo

2 log J(a_0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6

6 log J(0, a1, a2, a3, ∞) + log J(0, ȧ1, ȧ2, ȧ3, ∞) +^1_2 log(1 − |a0|^2),

qto i dokazyvaet lemmu 2.

Sledu¸waØ lemma ustanavlivaet svØz~ veliqiny J(0, a_1, a_2, a_3, ∞), gde a_1, a_2, a_3 – l¸bye toqki ediniqnoæ okrußnosti, s modulØmi horoxo izvestnyh ffkstremal~no-metriqeskih problem.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 261

Lemma 3. Pust~ a1, a2, a3 – toqki okrußnosti C1 = {z : |z| < 1},

raspoloßennye v porØdke vozrastaniØ argumenta, arg{a_{k+1}/a_k} = 2πλ_k, 0 < λ_k < 1, k = 1, 2, 3, λ_2 + λ_2 + λ_3 = 1 (a_4 = a_1). Togda

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6

6^{3∑}_{k=1}^{2πM(0, 1, ∞; λk, 1, λk) + log λk −^1_2 log(2 sin πλk)^}.

Dokazatel~stvo. Imeem ravenstvo

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) =

= 2πM(0, a_1, a_2, a_3, ∞) − 1 2 3∑ k=1 log(2 sin πλ_k). (11)

Poluqim ocenku dlØ M(0, a_1, a_2, a_3, ∞). Kak i v [5], budem rassmatrivat~ ugly S_k, k = 1, 2, 3, ograniqennye luqami, vyhodØwimi iz naqala koordinat i soderßawimi toqki a_k i a_{k+1}. Rassmotrim otobraßenie

w = f_k(z) = { z/a_k }_{1/λk} ugla S_k na w-ploskost~ s razrezom po luqu [0, ∞] i obratimsØ k zadaqe o M(0, 1, ∞; λ_k, 1, λ_k). Associirovannym kvadratiqnym differencialom v fftoæ zadaqe slußit differencial

Q_k(w)dw^2 = − λ^2_k 4π^2

(w + –_k)(w + 1/–_k) w^2(w − 1) dw^2, (12)

gde pri 0 < λ_k 6 1/2 –_k ∈ (0, 1] i udovletvorØet uravneni¸ –k + 1/–k = 1/λ^2_k − 2, a pri λ_k > 1/2 –k = e^{2iβk} , 0 < βk < π/2, 2 cos βk = 1/λk. Pust~ ~ρ(z)|dz| – metrika, zadannaØ v kaßdoæ iz oblasteæ S_k, k = 1, 2, 3, ravenstvom ~ρ(z)|dz| = |Q_k(w)|^{1/2}|dw|, gde w = f_k(z). Legko videt~, qto kaßdaØ iz zamknutyh krivyh na C_z\{0, a_1, a_2, a_3, ∞}, gomotopnyh toqeqnoæ krivoæ v kakoæ-libo iz toqek 0, a_1,

262 G. V. KUZ^MINA

a_2, a_3, ∞, imeet v metrike ~ρ(z)|dz| dlinu, bol~xu¸ ili rav-

nu¸ 1. Pust~ ε > 0 i dostatoqno malo. Pust~ C_z(ε) poluqaetsØ iz C_z udaleniem ε-okrestnosteæ toqek 0, a_1, a_2, a_3, ∞, i pust~

S_k(ε) = S_k ∩ C_z (ε). Qerez ρ(z)|dz| oboznaqim ffkstremal~nu¸ me-

triku problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(0, a_1, a_2, a_3, ∞). Iz otmeqennogo vyxe sleduet neravenstvo 3∑ k=1 plow._ρ S_k(ε) 6 3∑ k=1 plow._{eρ} f_k ( S_k(ε) ) . (13)

Pri otobraßenii w = f_k(z) ε-okrestnostØm toqek z = 0 i z = ∞ sootvetstvu¸t ε^{1/λk} -okrestnosti toqek w = 0 i w = ∞, a εokrestnostØm toqek a_k i a_{k+1} sootvetstvuet okrestnost~ toqki

w = 1, na granice kotoroæ |w − 1| =^1_{λk} ε + o(ε). Imeem ravenstva

M(0, a_1, a_2, a_3, ∞) = lim_{ε→0} 3∑ k=1 [ plow._ρ S_k(ε) + 1 2π (2λ_k log ε + log ε) ] ,

M(0, 1, ∞; λ_k, 1, λ_k) =

= lim_{ε→0} { plow._{eρ} f_k ( S_k(ε) ) + 1 2π [ 2λ^2_k · 1 λ_k log ε + log ( 1 λ_k ε )]} . Ots¸da, iz neravenstva (13) i ravenstva (11) poluqaem neravenstvo lemmy 3.

Lemma 4. Pri 0 < λ < 1 imeet mesto ravenstvo M(0, 1, ∞; λ, 1, λ) = −2 {(1 2 − λ )_2 log | | 1 2 − λ | |+ + (1 2 + λ )_2 log (1 2 + λ ) − 2λ^2 log λ − 1 2 log 2 } . (14)

Dokazatel~stvo. Kak otmeqalos~ pri dokazatel~stve lemmy 3,

differencial (12) (my opuskaem indeks “k^{′′} v vyraßenii (12)) ØvlØetsØ associirovannym kvadratiqnym differencialom zadaqi o M(0, 1, ∞; λ, 1, λ). Pust~ D_0, D_1, D_2 – krugovye oblasti differenciala (12), soderßawie sootvetstvenno toqki w_0 = 0,

w_1 = 1, w_2 = ∞. Pust~ ζ = g_j (w) – otobraßenie oblasti D_j , j = 0, 1, na krug |ζ| < R(D_j , w_j), normirovannoe usloviem g_k(w_k) = 0, ζ = g_2(w) – otobraßenie oblasti D_2 na oblast~

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 263 |ζ| > R^{−1}(D_2, ∞), g_2(∞) = ∞. DlØ otobraßeniæ ζ = g_j(w) ime-

em uravneniØ

− 4π^2Q(w)dw^2 = λ^2(d log ζ)^2, j = 0, 2; − 4π^2Q(w)dw^2 = (d log ζ)^2, j = 1.

BlagodarØ simmetrii v usloviØh zadaqi, preobrazovanie u = 1 2 (w + 1/w) privodit k kvadratiqnomu differencialu bolee prostogo vida: Q(w)dw^2 = q(u)du^2, gde q(u)du^2 = − λ^2 4π^2 u +^1_2 (– + 1/–) (u − 1)^2(u + 1) du^2 – associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial zadaqi M ( 1, ∞, −1;^1_2 , λ, 0 ) , t.e. zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii C \ {−1}.

Ispol~zuØ ukazannye uravneniØ, poluqaem vyraßeniØ dlØ konformnyh radiusov rassmatrivaemyh oblasteæ, a tem samym i dlØ veliqiny M(0, 1, ∞; λ, 1, λ). Ravenstvo (14) vytekaet takße iz poluqennogo L. I. Kolbinoæ [9] neravenstva dlØ proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov treh nenalega¸wih oblasteæ.

Poloßim H(λ) = (1 2 − λ )_2 log | | 1 2 − λ | | + (1 2 + λ )_2 log (1 2 + λ ) − − (1 2 + 2λ^2 ) log λ + 1 4 log sin πλ − 1 4 log 2.

(15)

Po lemmam 3 i 4, imeem neravenstvo

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 −2 3∑ k=1 H(λ_k). (16)

Sledu¸wie dve lemmy, zaverxa¸wie dokazatel~stvo teoremy 1, dokazany v [5]. DlØ polnoty izloßeniØ my privodim zdes~ kratkoe dokazatel~stvo fftih lemm. PervaØ iz ukazannyh lemm predstavlØet soboæ rezul~tat qisto tehniqeskogo haraktera.

264 G. V. KUZ^MINA

Lemma 5. Pust~ H(λ) – funkciØ (15). Pri vseh 0 < λk 6 1/2, k =

1, 2, 3, λ_1 + λ_2 + λ_3 = 1, spravedlivo neravenstvo − 3∑ k=1 H(λ_k) 6 −3H(1/3). (17)

Ravenstvo v (17) imeet mesto tol~ko v sluqae λ_k = 1/3, k = 1, 2, 3.

Dokazatel~stvo. Issleduem funkci¸

F (λ_1, λ_2, λ_3) = − 3∑ k=1 H(λ_k) pri usloviØh 3∑ k=1 λ_k = 1, 0 < λ_1 6 λ_2 6 λ_3 < 1. (18)

Poloßim −H^′(λ) = g(λ). Funkcii g(λ) i H(λ) ime¸t dovol~no prostoe povedenie na vsem promeßutke (0, 1). Deæstvitel~no, g^{′′}(λ) > 0 pri λ ∈ (0, 1/2). Tak kak g^′(0) = −∞, g^′(1/2) = +∞, to g^′(λ) imeet na promeßutke (0, 1/2) edinstvennyæ nul~ λ_0 = 0, 379 i potomu g(λ) ubyvaet na (0, λ_0] ot g(0) = +∞ do g(λ_0) i vozrastaet na [λ_0, 1/2] ot g(λ_0) do g(1/2) < 0. Pri λ ∈ (1/2, 1) g(λ) vozrastaet ot g(1/2) do g(1) = +∞.

Pust~ λ_∗ = 0, 190 i λ^∗ = 0, 570 – nuli funkcii g(λ) na vsem intervale (0, 1). FunkciØ H(λ) ubyvaet v intervale (0, λ_∗) ot +∞ do

H(λ_∗) = 0, 343 . . . i vozrastaet v intervale [λ_∗, 1/2]. Dalee, H(λ)

vozrastaet v intervale [1/2, λ^∗] i ubyvaet v intervale [λ^∗, 1).

Pust~

λ_3 = 1/3 + μ, 0 6 μ 6 1/6.

Togda, v silu (18),

λ_1 6 1/3 − μ/2, λ_2 = 2/3 − μ − λ_1.

Rassmotrim funkci¸

F(λ_1) = − { H(λ_1) + H(2/3 − μ − λ_1) + H(1/3 + μ) } , (19)

kak funkci¸ ot λ_1, pri vseh λ_1 6 1/3 − μ/2.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 265

Pust~ λ_2 = 2/3 − μ − λ_1 < λ_0. Togda λ_1, λ_2 leßat v intervale ubyvaniØ funkcii g(λ) i potomu F^′(λ_1) ¿ 0. Sledovatel~no, pri vseh λ_1 6 1/3 − μ/2

F(λ_1) 6 F(1/3 − μ/2) = − { 2H(1/3 − μ/2) + H(1/3 + μ) } . RassmatrivaØ funkci¸ A(μ) = − { 2H(1/3 − μ/2) + H(1/3 + μ) } , pri pomowi nesloßnyh vyqisleniæ nahodim, qto pri vseh 0 <

μ 6 1/6_{A(μ)} 6 max^{A(0), A(1/6)^} < −3H(1/3).

Ots¸da i iz (19) poluqaem (17).

Pust~ teper~ λ_2 = 2/3 − μ − λ_1 ¿ λ_0. Togda i λ_3 = 1/3 + μ ¿ λ_0. Tak kak pri vseh λ ∈ (0, 1/2] H(λ) ¿ H(λ_∗) = 0, 343 . . ., a pri

λ ∈ (λ_0, 1/2] H(λ) ¿ H(λ_0) = 0, 441 . . ., to

F(λ_1) 6 − { H(λ_∗) + 2H(λ_0) } < −1, 225 < −3H(1/3) = −1, 2234.

Sledovatel~no, neravenstvo (17) spravedlivo i v ukazannom sluqae. �tim lemma 5 dokazana

Pust~

a_1 = { 0, e^{−iω}, 1, e^{iω}, ∞ } , a_2 = { 0, e^{−iω/2}, 1, e^{iω/2}, ∞ } , gde ω = 2π/3. Sistema a_2 sootvetstvuet sisteme a_1 pri otobraßenii z → (e^{iω/2}z − e^{−iω/2})/(z − 1), sledovatel~no,

J(a_1) = J(a_2).

Neravenstvo (16) i lemma 5 pokazyva¸t, qto dlØ toqek a_k, udovletvorØ¸xih usloviØm fftoæ lemmy s max λ_k 6 1/2, spravedlivo neravenstvo

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 log J(a_1) = −2 · 3H(1/3). (20)

Ravenstvo v (20) v ukazannyh sluqaØh imeet mesto tol~ko dlØ sistem, poluqa¸wihsØ iz sistemy a_1 pri preobrazovanii povorota z → e^{iα}z, α – vewestvennoe.

Odnako v sluqae max λ_k > 1/2 neposredstvennoe ispol~zovanie neravenstva (16) privodit lix~ k gruboæ ocenke dlØ log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞). Tak, iz neravenstva (16) poluqaem

log J(a_2) 6 −2(H(2/3) + 2H(1/6)) = −2 · 1, 2071,

266 G. V. KUZ^MINA

togda kak

log J(a_2) = log J(a_1) = −2 · 3H(1/3) = −2 · 1, 2234.

Pri dokazatel~stve sledu¸weæ lemmy narØdu s neravenstvom (16) suwestvenno ispol~zuetsØ lemma 5.

Lemma 6. Pust~ toqki ak i qisla λk, k = 1, 2, 3, opredeleny v

usloviØh lemmy 3, 0 < λ_k < 1, k = 1, 2, 3, λ_1 + λ_2 + λ_3 = 1. Pust~ max λ_k > 1/2. Togda

log J(0, a_1, a_2, a_3, ∞) 6 log J(a_2) = −2 · 3H(1/3). (20)

Ravenstvo v (20) v rassmatrivaemyh sluqaØh imeet mesto tol~ko dlØ sistem toqek, poluqa¸wihsØ iz sistemy a_2 preobrazovaniem povorota z → e^{iβ} z, β – vewestvennoe.

Dokazatel~stvo. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto

a_1 = e^{−2πiλ1} , a_2 = 1, a_3 = e^{2πiλ2} , gde 0 < λ_1 6 λ_2 < λ_3 < 1, λ_3 > 1/2.

(i) Pust~ snaqala λ_2 6 1/4. Pri otobraßenii w = − e^{2πiλ2} z − 1 z − e^{2πiλ2} sistema {0, a_1, a_2, a_3, ∞} perehodit v sistemu {b_0, b_1, b_2, b_3, ∞}, gde

b_0 = sin π(λ_2 − λ_1)/sin π(λ_2 + λ_1), b_1 = −e^{−2πiλ2} , b_2 = 1, b_3 = −e^{2πiλ2} .

Oboznaqim qerez K(a, b, c) zamknutu¸ vypuklu¸ oboloqku troæki toqek {a, b, c}. Oqevidno, 0 ∈ K(b_1, b_2, b_3), b_0 ∈ K(b_1, b_2, b_3) i potomu 0 ∈ K(ḃ_1, ḃ_2, ḃ_3), gde ḃ_k – obraz toqki b_k pri otobraßenii ẇ = (w − b_0)/(1 − b_0w). Ots¸da i iz lemm 3 i 5 poluqaem neravenstvo (20). ˚sno, qto ravenstvo v (20) v rassmatrivaemom sluqae dostigaetsØ tol~ko pri b_0 = 0, λ_1 = λ_2 = λ_3 = 1/3,

{b_0, b_1, b_2, b_3, ∞}=a_1, sledovatel~no, tol~ko pri {0, a_1, a_2, a_3, ∞}= a_2.

(ii) Pust~ teper~ λ_2 > 1/4. V fftom sluqae ispol~zuem prostye svoæstva funkcii H(λ), ukazannye v naqale dokazatel~stva lemmy 5.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 267

Pust~ λ_1 6 1/10. Tak kak 1/4 < λ_2 < 1/2, 1/2 < λ_3 < 3/4, to imeem neravenstvo 3∑ k=1 H(λ_k) > H(0, 10) + H(0, 25) + H(0, 75) > 3H(1/3).

Dalee, razbivaØ interval (0, 10 < λ_1 < 0, 25) na qastiqnye intervaly, opredelØØ sootvetstvu¸wie intervaly izmeneniØ parametrov λ_2 i λ_3 i ocenivaØ znaqeniØ funkcii H(λ) v ukazannyh intervalah, poluqaem, qto dlØ vseh rassmatrivaemyh znaqeniæ

λ_1, λ_2, λ_3 spravedlivo neravenstvo 3∑ k=1 H(λ_k) > 3H(1/3). �tim dokazana lemma 6 i tem samym zaverxeno dokazatel~stvo teoremy 1.

§2. K zadaqe o proizvedenii stepeneæ konformnyh radiusov

2.1. Pust~ ak, k = 1, . . . , n, – toqki okrußnosti |z| = 1 (n ¿ 2),

a_0 = 0, a_{n+1} = ∞. Rassmotrim zadaqu o maksimume proizvedeniØ J = { R(D_0, 0)R^{−1}(D_{n+1}, ∞

}_α2^n∏ k=1 R(D_k, a_k), (21)

α – poloßitel~noe qislo, v semeæstve D_n vseh sistem D nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k, k = 0, 1, . . . , n + 1.

Pri α^2 = 1/2 i n ¿ 2 ffta zadaqa rexena V. N. Dubininym [10, teorema 6] metodom simmetrizacii. �kstremal~no-metriqeskiæ podhod, ispol~zovannyæ v §1 nastoØweæ raboty, privodit k prostomu dokazatel~stvu sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2. Pust~ n ¿ 2, Dn – opredelennoe vyxe semeæstvo si-

stem oblasteæ, α^2 6 n^2/8. V semeæstve D_n spravedlivo toqnoe neravenstvo

J 6 J^∗, (22) gde J^∗ = { R(D^∗_0 , 0)R^{−1}(D^∗_{n+1}, ∞)

}_α2^n∏ k=1 R(D^∗_k, a^∗_k),

268 G. V. KUZ^MINA a^∗_k = e^{2πik/n}, k = 1, . . . , n, D^∗ = {D^∗_k}^{n+1}_{k=0} – sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − α^2 4π^2

(z^n + h^n)(z^n + 1/h^n) z^2(z^n − 1)^2 dz^2;

zdes~ h ∈ (0, 1) – rexenie uravneniØ

h^n + 1 h^n = n^2 α^2 − 2. Ravenstvo v (22) dostigaetsØ tol~ko dlØ sistem oblasteæ, poluqa¸wihsØ iz oblasteæ D^∗_k, k = 0, 1, . . . , n + 1, preobrazovaniem povorota z → e^{iγ} z, γ – vewestvennoe.

DlØ ukazannogo maksimuma imeem ravenstvo

log J^∗ = − 2n {(1 2 − α n )_2 log (1 2 − α n ) + (1 2 + α n )_2 log (1 2 + α n ) − − 2 α^2 n^2 log α n + 1 2 log 2 n } . Dokazatel~stvo. Pust~ toqki ak raspoloßeny na okrußnosti

|z| = 1 v porØdke vozrastaniØ argumenta z:

arg{a_{k+1}/a_k} = 2πλ_k > 0, k = 1, . . . , n (zdes~ a_{n+1} = a_1), ∑_n k=1 λ_k = 1.

Pust~, kak i v §1,

S_k = { z : arg a_k < arg z < arg a_{k+1} } – ugol rastvora 2πλ_k, storony kotorogo soderßat toqki a_k i

a_{k+1}. Rassmotrim otobraßenie

w = f_k(z) = ( z a_k )_{1/λk}

ugla S_k na w-sferu s razrezom po luqu (0, ∞). Na w-sfere rassmotrim zadaqu o maksimume summy

M(0, 1, ∞; α_k, 1, α_k) =

= α^2_k [ M (D^{(k)}_0 , 0) + M (D^{(k)}_2 , ∞) ] + M (D^{(k)}_1 , 1), α_k = αλ_k,

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 269

v semeæstve D^{(k)} vseh troek nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ

D^{(k)}_j , j = 0, 1, 2; 0 ∈ D^{(k)}_0 , 1 ∈ D^{(k)}_1 , ∞ ∈ D^{(k)}_2 . Associirovan-

nym kvadratiqnym differencialom v fftoæ zadaqe ØvlØetsØ (sr. s (12))

Q^{(k)}(w)dw^2 = − α^2_k 4π^2

(w + h^{(k)})(w + 1/h^{(k)}) w^2(w − 1)^2 dw^2, gde pri α_k 6 1/2 h^{(k)} ∈ (0, 1] – rexenie uravneniØ

h^{(k)} + 1 h^{(k)} = 1 α^2_k − 2, pri α_k > 1/2

h^{(k)} = e^{2iβ(k)}, o < β^{(k)} < π/2, 2 cos β^{(k)} = 1/α_k.

Metrika | Q^{(k)}(w) |_{1/2} |dw| ØvlØetsØ ffkstremal~noæ metrikoæ pro-

blemy modulØ, opredelØ¸weæ M(0, 1, ∞; α_k, 1, α_k).

Metrika ρ(z)|dz|, opredelØmaØ pri z ∈ S_k, k = 1, . . . , n, usloviem ρ(z)|dz| = | Q^{(k)}(f_k(z)) |_{1/2} |f^′_k(z)| |dz|, ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ 1 2π log J = M(0, a_1, . . . , a_n, ∞; α, 1, . . . , 1, α). UqityvaØ, qto pri otobraßenii w = f_k(z) ε-okrestnosti toqki

a_k sootvetstvuet (λ_kε)-okrestnost~ toqki w = 1, poluqaem nera-

venstvo 2πM(0, a_1, . . . , a_n, ∞; α, 1, . . . , 1, α) 6 6^{n∑}_{k=1}^{2πM(0, 1, ∞; αλk, 1, αλk) + log λk^}. Ispol~zuØ vyraßenie (14) dlØ M(0, 1, ∞; λ, 1, λ), poslednee neravenstvo moßem zapisat~ v vide 2πM(0, a_1, . . . , a_n, ∞; α, 1, . . . , 1, α) 6 2 n∑ k=1 H_0(αλ_k) + n log 2 α , gde H_0(μ) = − (1 2 − μ )_2 log | | 1 2 − μ | |− (1 2 + μ )_2 log (1 2 + μ ) + (1 2 +2μ^2 ) log μ.

270 G. V. KUZ^MINA

Naædem max n∑ k=1 H_0(μ_k) pri uslovii n∑ k=1 μ_k = α. Vvedem funkci¸

F (μ_1, . . . , μ_n) = n∑ k=1 H_0(μ) + – (^n∑ k=1 μ_k − α ) , gde – – postoØnnaØ. Sistema^∂_{∂μk} F (μ_1, . . . , μ_n) = 0, k = 1, . . . , n, imeet vid

H^′_0(μ_k) + – = 0, k = 1, . . . , n. (23)

Imeem

H^′_0(μ) = 2 (1 2 − μ ) log | | 1 2 − μ | | − 2 (1 2 + μ ) log (1 2 + μ ) + 4μ log μ + 1 2μ . Pust~ μ^∗ = 0, 442 . . . – rexenie uravneniØ H^{′′}_0 (μ) = 0. FunkciØ

H^′_0(μ) ubyvaet ot +∞ do H^′_0(μ^∗) = −0, 530 na intervale (0, μ^∗),

vozrastaet ot H^′_0(μ^∗) do H^′_0(1) = −0, 023 na intervale (μ^∗, 1) i obrawaetsØ v nul~ na intervale (0, 1) v edinstvennoæ toqke μ^{(0)} = 0, 290 . . .. Budem sqitat~, qto

0 < μ_1 6 μ_2 6 . . . 6 μ_n < α, n∑ k=1 μ_k = α. Pust~ μ_1 6 μ^{(0)} = 0, 290 . . .. Togda H^′_0(μ_k) 6 H^′_0(μ_1) pri vseh k ¿ 1 i H^′_0(μ_k) = H^′_0(μ_1) tol~ko pri μ_k = μ_1, k = 1, . . . , n. Pust~ teper~

μ_1 > μ^{(0)}. Togda μ_2 + . . . + μ_n < α − μ_0 <^n_2^√_2 − 0, 29,

μ_2 < n 2 √ 2 − 0, 29 n − 1 = 1 2 √ 2 n − 0, 29 · 2 √ 2 n − 1 = 1 2 √ 2 ( 1 + 1 − 0, 29 · 2 √ 2 n − 1 ) . Pofftomu pri vseh n ¿ 2

μ_2 < 1 2 √ 2 · 1, 18 < 0, 42.

Sledovatel~no, μ_1 i μ_2 leßat v intervale monotonnosti funkcii

H^′_0(μ). Znaqit, sistema (23) imeet edinstvennoe rexenie

μ_1 = μ_2 = . . . = μ_n = α n 6 0, 353 . . . .

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 271

˚sno, qto pri fftom funkciØ ∑_n k=1 H_0(μ_k) pri uslovii ∑_n k=1 μ_k =

α dostigaet maksimuma. �tim teorema 2 dokazana.

Pri α^2 = 1/2 teorema 2 byla dokazana V. N. Dubininym [10] v kaqestve odnogo iz priloßeniæ vvedennogo im razdelØ¸wego preobrazovaniØ oblasteæ.

2.2. VerhnØØ granica dlØ α/n, figuriru¸waØ v usloviØh teore-

my 2, ne ØvlØetsØ neuluqxaemoæ. Vopros o toqnoæ verhneæ granicy dlØ α/n ostaetsØ otkrytym. Niße pokazyvaetsØ, qto pri

α/n ¿ 1/2, gde n – qetnoe, n ¿ 2, ravnootstoØwie toqki a1, . . . , an

na okrußnosti |z| = 1 uße ne realizu¸t maksimuma proizvedeniØ (21) v rassmatrivaemom semeæstve sistem oblasteæ.

Niße qerez E(c_1, c_2, c_3) oboznaqaem kontinuum naimen~xeæ emkosti, soderßawiæ ukazannye toqki, C(β) = cap E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}), qerez c(β) pri 0 < β < π/2 oboznaqaem obwu¸ toqku treh analitiqeskih dug, obrazu¸wih kontinuum E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}), c(0) = 1,

c(π/2) = 0.

Teorema 3. Pust~ 0 < β 6 π/2. Pust~ D2(β) – semeæstvo vseh qe-

tverok nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, k = 0, . . . , 3, takih, qto 0 ∈ D_0, ∞ ∈ D_3, e^{−iβ} ∈ D_1, e^{iβ} ∈ D_2. DlØ maksimuma J (β) proizvedeniØ

R(D_0, 0)R^{−1}(D_3, ∞)R(D_1, e^{−iβ})R(D_2, e^{iβ})

v semeæstve D_2(β) imeem ravenstvo

J (β) = 4^{−3} sin^2 β C^{−4}(β). (24)

Pri β ∈ (0, π/2] spravedlivo neravenstvo

J (β) 6 J (β_0), (25)

i ravenstvo v (25) dostigaetsØ tol~ko pri β = β_0, gde β_0, π/6 < β_0 < π/2, – rexenie uravneniØ c(β) = 1 2 cos β. (26)

Pri l¸bom β ∈ (0, π/2] ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗_k(β), k = 0, . . . , 3, v semeæstve D_2(β) edinstvenna i predstavlØet soboæ sistemu krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z, β)dz^2, opredelØemogo sledu¸wim obrazom. Pri 0 < β < π/2 Q(z, β)dz^2 = − 1 4π^2 (z − μ)(z − 1/μ)(z − e^{−iγ} )(z − e^{iγ} ) z^2(z − e^{−iβ})^2(z − e^{iβ})^2 dz^2, (27)

272 G. V. KUZ^MINA gde m =^1_2 (μ + 1/μ) i cos γ (0 < μ < 1, β < γ < π) udovletvorØ¸t ravenstvam

m = c(β) + √ c^2(β) − 2c(β) cos β + 1, cos γ = c(β) − √ c^2(β) − 2c(β) cos β + 1;

(28)

Q(z, π/2)dz^2 = − 1 4π^2

(z^2 − 1)^2 z^2(z^2 + 1)^2 dz^2. Pri otobraßenii w = 1 2 (t + 1/t)i sin β + cos β, (29) gde t = 2i sin β z + 1/z − 2 cos β , kaßdoæ iz oblasteæ D^∗_k(β), k = 0, . . . , 3, sootvetstvuet vnexnost~ kontinuuma naimen~xeæ emkosti E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}), E(0, −i, i) = [−i, i]. Dokazatel~stvo. Primenim teoremu 1 raboty [1] k qetverke to-

qek a_0 = 0, a_3 = ∞, a_1 = e^{−iβ}, a_2 = e^{iβ} , gde 0 < β 6 π/2. Pust~ λ – angarmoniqeskoe otnoxenie fftoæ qetverki toqek: λ = a_1 − a_0 a_1 − a_3 : a_2 − a_0 a_2 − a_3 = e^{−2iβ}, a = λ + 1 λ − 1 = i ctg β.

Po teoreme 1 v [1], dlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo

J (β) = 4^{−3} sin^2 β C^{−4}(β),

gde C(β) = cap E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}). Kak pokazano v [11, gl. 1],

sin β C^′(β) C(β) = cos β − c(β), otkuda d dβ { sin β C^2(β) } = 1 C^2(β) ( 2c(β) − cos β ) . FunkciØ c(β)/ cos β strogo ubyvaet ot 1 do 0 v intervale [0, π/2] i uravnenie c(β) = 1 2 cos β

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 273

imeet edinstvennoe rexenie β = β_0, π/6 < β_0 < π/2 (sm. [11, gl. 1]). Oqevidno, pri β = β_0 funkciØ J (β) dostigaet maksimuma, sledovatel~no, pri vseh β ∈ (0, π/2] spravedlivo neravenstvo (25) i ravenstvo v nem dostigaetsØ tol~ko pri β = β_0.

Pri l¸bom β ∈ (0, π/2] rassmotrim lineænoe otobraßenie oblasteæ D^∗_k(β), k = 0, . . . , 3, obrazu¸wih ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ teoremy 3, pri kotorom toqki 0, e^{−iβ} , e^{iβ} perehodØt sootvetstvenno v a = i ctg β, −1, 1, a zatem otobraßenie kaßdoæ iz poluqennyh oblasteæ na vnexnost~ kontinuuma E(−1, 1, a), ukazannoe v [1, teorema 1]. Takim putem prihodim k vyraßeni¸ (29) dlØ otobraßeniØ w = w(z) kaßdoæ iz oblasteæ D^∗_k(β), k = 0, . . . , 3, na vnexnost~ kontinuuma E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}), t.e. na krugovu¸ oblast~ kvadratiqnogo differenciala q(w, β)dw^2 = − 1 4π^2 w − c(β) w(w − e^{−iβ})(w − e^{iβ}) dw^2. Ots¸da nahodim, qto ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗_k(β),

k = 0, . . . , 3, opredelØetsØ strukturoæ traektoriæ differenci-

ala (27), dlØ kotorogo parametry μ i γ udovletvorØ¸t ravenstvam (28).

�kstremal~nye konfiguracii zadaqi o J(β) izobraßeny na ris. 2a i 2v, E(0, e^{−iβ}, e^{iβ}) oboznaqaem qerez E(β).

Ris. 5a (0 < β < π/2) Ris. 5v.

Teorema 3 legko rasprostranØetsØ na sluqaæ l¸bogo qetnogo qisla toqek na ediniqnoæ okrußnosti.

274 G. V. KUZ^MINA

Sledstvie 1. Pust~ 0 < β 6 π/2, n ¿ 1. Pust~ ~a0 = 0, ~a2n+1 = ∞, ~a_l = exp{i [−β + 2(l − 1)π]/n}, ~a_{l+n} = exp{i [β + 2(l − 1)π]/n}, l = 1, . . . , n. Qerez D_{2n}(β) oboznaqaem semeæstvo sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ ~D_l, l = 0, . . . , 2n + 1, takih, qto ~a_l ∈ ~D_l, l = 0, . . . , 2n + 1. Pust~ J_{2n}(β) – maksimum proizvedeniØ

R^{n2} ( ~D_0, 0)R^{−n2}( ~D_{2n+1}, ∞) n∏ l=1 [ R( ~D_l, ~a_l)R( ~D_{l+n}, ~a_{l+n}) ]

v semeæstve D_{2n}(β). Imeet mesto neravenstvo

J_{2n}(β) 6 J_{2n}(β_0), (30)

gde β_0 – postoØnnaØ, opredelennaØ v teoreme 3, i ravenstvo v (30) dostigaetsØ tol~ko pri β = β_0. �kstremal~naØ sistema oblasteæ ~D∗_l (β_0), l = 0, . . . , 2n + 1, v semeæstve D_{2n}(β) edinstvenna i soot-

vetstvuet ffkstremal~noæ qetverke oblasteæ D^∗_k(β_0), k = 0, . . . , 3, teoremy 3 pri otobraßenii z → z^{1/n}.

Dokazatel~stvo. Pri n = 1 sledstvie 1 predstavlØet soboæ

utverßdenie teoremy 3, J_2(β) = J (β), gde J (β) – funkciØ (24). Pust~ n ¿ 2. Sistema toqek {~a_l}, l = 0, . . . , 2n + 1, sootvetstvuet qetverke toqek 0, e^{−iβ}, e^{iβ}, ∞ pri otobraßenii z → z^{1/n}. Iz rezul~tatov edinstvennosti v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii vytekaet, qto ffkstremal~naØ sistema oblasteæ ~D^∗_l , l = 0, . . . , 2n + 1, zadaqi o J_{2n}(β) sootvetstvuet ffkstremal~noæ qetverke oblasteæ D^∗_j , j = 0, . . . , 3, zadaqi o J_2(β) pri ukazannom otobraßenii. Pofftomu imeem ravenstva R ( ~ D^∗_0, 0 ) = R^{1/n} ( D^∗_0 , 0 ) , R ( ~ D^∗_{2n+1}, ∞ ) = R^{1/n} ( D^∗_3 , ∞ ) , R ( ~ D^∗_l , ~a_l ) = 1 n R ( D^∗_1, e^{−iβ} ) , R ( ~ D^∗_{l+n}, a_{l+n} ) = 1 n R ( D^∗_2, e^{iβ} ) , l =1, . . . , n. Sledovatel~no,

J_{2n}(β) = 1 n^{2n} J^n_2 (β).

Ots¸da i iz teoremy 3 vytekaet neravenstvo (30) i utverßdenie o sluqae ravenstva v fftom neravenstve.

Teorema 3 i sledstvie 1 dokazyva¸t spravedlivost~ utverßdeniØ, privedennogo v naqale §2.2.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 275

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, K zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 100 (1980), 131–145.

2. S. I. Fedorov, O maksimume odnogo konformnogo invarianta v zadaqe o nenalega¸wih oblastØh, Zap. nauqn. semin. LOMI 112 (1981), 172–183.

3. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

4. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

5. G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 72–95.

6. V. N. Dubinin, O maksimume odnogo konformnogo invarianta, Preprint DVO AN SSSR. In-t priklad. mat., Vladivostok, 1990.

7. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

8. G. V. Kuz~mina, O svØzi razliqnyh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 116–131.

9. L. I. Kolbina, Nekotorye ffkstremal~nye zadaqi v konformnom otobraßenii, Dokl. AN SSSR 84 (1952), 865–868.

10. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

11. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

Postupilo 15 marta 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru