Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

V. G. ȷuravlev, A. A. ıdin

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ NA PLOSKIH KRISTALLOGRAFIQESKIH GRUPPAH Vvedenie 1. Pervonaqal~no matematiqeskaØ postanovka zadaqi o sluqaæ-

nom blußdanii – fiziqeskoæ zadaqi o diffuzii – brounovskom dvißenii – otnosilas~ k blußdaniØm po prostoæ kubiqeskoæ rexetke Z^d razmernosti d. Tol~ko dlØ malyh razmernosteæ d 6 2 blußdaniØ okazalis~ vozvratnymi: s veroØtnost~¸ 1 toqka vozvrawaetsØ v naqalo i pri fftom beskoneqno mnogo raz ( problema Poæa).

2. DlØ obweæ gruppy G (neobØzatel~no kommutativnoæ) zadaqa

formuliruetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ μ – veroØtnostnaØ mera na sqetnoæ gruppe G i Y_1, Y_2, . . . – nezavisimye odinakovo μ-raspredelennye sluqaænye veliqiny so znaqeniØmi iz G. Posledovatel~nost~ X_0 = g_0, X_1 = Y_1g_0, . . . , X_n = Y_n · · · Y_1g_0, . . . nazyvaetsØ sluqaænym blußdaniem na gruppe G s naqalom v toqke g_0 ∈ G. Blußdanie vozvratnoe, esli s veroØtnost~¸ 1 kakoeto iz X_1, . . . , X_n . . . okaßetsØ ravnym X_0. IzbegaØ trivial~nyh sluqaev, predpolagaem, qto ishodnaØ gruppa G sovpadaet s poroßdaemoæ supp μ podgruppoæ G_μ, t.e. l¸boæ fflement iz G_μ est~ proizvedenie koneqnogo qisla fflementov iz nositelØ mery μ.

Kogda gruppa G vozvratnaØ ili, drugimi slovami, kogda G dopuskaet vozvratnoe blußdanie?

3. Bliße vsego k Z^d nahodØtsØ kristallografiqeskie gruppy

G = G^d (sm. [2–4] dlØ d = 2, 3 i d ¿ 4; takße sm. knigu dlØ fizikov [5]). Oni soderßat normal~nye podgruppy translØciæ G_{tp}, abstraktno (bez ispol~zovaniØ metriki) izomorfnye Z^d s koneqnymi faktor-gruppami F = G/G_{tp}. �to svoæstvo pozvolØet faktorizovat~ blußdaniØ po kristallografiqeskoæ gruppe na

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 99-01-00070). 204

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 205 blußdaniØ 1) po translØcionnoæ gruppe G_{tp} h Z^d i 2) po koneqnoæ toqeqnoæ gruppe F . V predlagaemoæ rabote privoditsØ metod, posledovatel~no ispol~zu¸wiæ harakteristiqeskie funkcii i matricy veroØtnosteæ perehoda iz teorii koneqnyh cepeæ Markova. Voznikaet rezol~venta R(z, a) = (E − zT (a))^{−1}, |z| 6 1, a ∈ [0, 1), (1) gde T (a) = s∑ i=1 p_iT_{gi} (a) – poroßda¸wiæ operator, g_1, . . . , g_s – obrazu¸wie gruppy G, μ = {p_i}^s_{i=1} – raspredelenie veroØtnosteæ, T_{gi} (a) – funkcional~- nye analogi matric perehoda. Esli oboznaqit~ F_i veroØtnost~ vozvraweniØ v toqku g_i, to vypolnØetsØ formula

diag (F_1, . . . , F_s) = E − diag 1∫ 0 · · · 1∫ 0 R(1, a) da −1 . (2)

Svoæstvo gruppy G byt~ vozvratnoæ zavisit ot lokal~nogo povedeniØ rezol~venty (1) v okrestnosti a = 0 pri z = 1.

4. Primenenie formuly (2) k dvumernym kristallografiqeskim

gruppam G = G^2_{kp} [2], [3] (iz nih tol~ko p1 h Z^2 kommutativnaØ, sm. tablicu 1) pokazyvaet, qto vse oni vozvratnye. V poslednem stolbce tablicy 1 ukazano zavisit ili net vozvratnost~ sluqaænogo blußdaniØ po gruppe G ot vybora veroØtnostnoæ mery μ = {p_i}^s_{i=1} pri uslovii G = G_μ.

5. Model~¸ v stat~e vybrana nekommutativnaØ gruppa G =

pgg,poroßdaemaØ dvumØ perpendikulØrnymi skol~zØwimi otraßeniØmi O,P s kodom

(P ∗ O)^2 = (P^{−1} ∗ O)^2 = E.

Ee faktor-gruppa F = pgg/G_{tp} imeet porØdok 4 (sm. tablicu 1). Geometriqeski sluqaænoe blußdanie na gruppah G = G^d_{kp} udobno predstavlØt~ kak blußdanie na orientirovannyh grafah. DlØ gruppy pgg verxiny grafa sut~ verxiny rexetki Z^2. Iz kaßdoæ verxiny vyhodØt gorizontal~noe O-rebro i vertikal~noe

206 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN P -rebro. V naqale koordinat,otveqa¸wemu ediniqnomu fflementu E, rebra predstavlØ¸t obyqnyæ reper. Dvißenie na odin xag vdol~ l¸bogo rebra menØet napravlenie drugogo na protivopoloßnoe. Pust~ qastica soverxaet sluqaænye blußdaniØ po grafu gruppy pgg s veroØtnostØmi perehoda p_1 po O-rebru i p_2 po P -rebru. Tablica 1

Oboz- Sin- Kommuta- PorØdok Koli- Zavisi- No. naqe- goniØ tivnost~ gruppy qestvo most~ nie F obra- ot μ grup- zu¸wih py 1 p1 obwaØ komm. 1 4 zavisit 2 p2 −”− nekomm. 2 3 ne zav. 3 pm prØm. −”− 2 4 zavisit 4 pg −”− −”− 2 4 −”− 5 cm −”− −”− 2 3 −”− 6 pmm −”− −”− 4 4 ne zav. 7 pmg −”− −”− 4 3 −”− 8 pgg −”− −”− 4 2 −”− 9 cmm −”− −”− 4 3 −”− 10 p4 kvadr. −”− 4 2 −”− 11 p4 −”− −”− 8 3 −”− 12 p4g −”− −”− 8 2 −”− 13 p3 geks. −”− 3 3 −”− 14 p3m1 −”− −”− 6 3 −”− 15 p31m −”− −”− 6 2 −”− 16 p6 −”− −”− 6 2 −”− 17 p6m −”− −”− 12 3 −”− V p. 2.5 dokazana sledu¸waØ teorema:

Teorema. Sluqaænoe blußdanie po grafu gruppy pgg vozvratno

togda i tol~ko togda, kogda ego veroØtnosti perehoda udovletvorØ¸t uslovi¸ p_1 > 0 i p_2 > 0 ili, qto ravnosil~no, uslovi¸ pgg = pgg_μ dlØ mery μ = {p_1, p_2}.

Na matricah utverßdenie o vozvratnosti sluqaænogo blußdaniØ prinimaet sledu¸wu¸ formulirovku. Pust~ Y_1, . . . , Y_n, . . .

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 207 nezavisimo prinima¸t znaqeniØ O = 1 0 1 0 −1 0 0 0 1 , P = −1 0 0 0 1 1 0 0 1 (3) s veroØtnostØmi p_1 i p_2, p_1 + p_2 = 1. Esli p_1 > 0 i p_2 > 0, to v posledovatel~nosti matric X_1 = Y_1, . . . , X_n = Y_n · · · Y_1, . . . s veroØtnost~¸ 1 vstreqaetsØ ediniqnaØ matrica E, priqem ffto proishodit beskoneqno qasto.

6. Ispol~zuemyæ dlØ gruppy G = pgg metod matriqnyh harakte-

ristiqeskih funkciæ neposredstvenno rasprostranØetsØ na kristallografiqeskie gruppy G = G^d_{kp} l¸boæ razmernosti d [4]. On pozvolØet vyrazit~ formuloæ (3) veroØtnosti vozvraweniØ qerez rezol~ventu R(z, a) (2). Odnako primenenie formuly (3), skaßem, k 230 trehmernym prostrannym gruppam G^3_{kp} vozmoßno tol~ko dlØ neskol~kih iskl¸qitel~nyh prostyh grupp, blizkih k gruppe G h Z^3. Dal~neæxee prodvißenie viditsØ na puti diagonalizacii rezol~venty R(z, a) s ispol~zovaniem neprivodimyh predstavleniæ fedorovskih grupp [6], no ffto zadaqa uße drugoæ stat~i.

Avtory blagodarØt professora V. G. Rau, privlekxego ih vnimanie k kristallografiqeskim gruppam.

§1. KristallografiqeskaØ gruppa pgg

1.1. Rassußdenie provedem dlØ gruppy G = pgg. V oboznaqenii

g – ot angliæskogo slova “glide” – skol~ßenie. Ona poroßdaetsØ tremØ matricami (sm. [3, s. 119, 120])

u_1 =

−1 0 . . 0 0 1 . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . 1 , u_2 = 1 0 . . 1/2

0 −1 . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 ,

u_3 =

−1 0 . . 1/2 0 1 . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 (1.1)

208 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN i podgruppoæ translØciæ G_{tp}, sostoØweæ iz matric

t = 1 0 . . t_1 0 1 . . t_2 . . . . . . . . . . . . . . 1 , t_1, t_2 ∈ Z= { 0, ±1, ±2, . . . } .

Gruppa G deæstvuet na toqki (x_1, x_2) ploskosti R^2 po formule

x_1 x_2 1 M−→ x^′_1 x^′_2 1 = M · x_1 x_2 1 dlØ M ∈ G.

G_{tp} moßno otoßdestvit~ s obrazami (0, 0) – kvadratnoæ rexetkoæ

Z^2 = Z[(1, 0), (0, 1)]. Matricy (1.1) zada¸t: u1 – central~nu¸ sim-

metri¸ otnositel~no (0, 0), u_2 – skol~zØwee otobraßenie vdol~ osi ox_1 na vektor (1/2, 0), u_3 – osevu¸ simmetri¸ otnositel~no prØmoæ x_1 = 1/2. Gruppa G = pgg pod No. 8 iz Tablicy 1 otnositsØ k prØmougol~noæ singonii (fundamental~naØ oblast~ F_{tp} dlØ G_{tp} – prØmougol~nik). IzbegaØ drobeæ v (1.1), udobno sqitat~ F_{tp} kvadratom so storonoæ dliny 2, sdvinut~ naqalo koordinat v (1, 0) i zamenit~ u_3 na

u^′_2 = u_2u_1 1 . . 0 1 . . 1 . . . . . . . . . . . . . 1 .

Teper~ O = u_2 i P = u^′_2 stanovØtsØ skol~zØwimi otobraßeniØmi na 1 vdol~ oseæ koordinat.

Na ris. 1a zaxtrihovana fundamental~naØ oblast~ F vseæ gruppy G, a F_{tp} sostoit iz 4-h ffkzemplØrov F. Esli znat~ razbienie ploskosti R^2, predstavlennoe na ris. 1a, to srazu moßno poluqit~ matricy (3) dlØ O i P .

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 209

Ris. 1a Ris. 1b.

1.2. SvØz~ meßdu sluqaænymi blußdaniØmi na gruppe G i plos-

kosti R^2 stanovitsØ oqevidnoæ pri rassmotrenii grafa gruppy. Esli osi simmetriæ dlØ O i P ostavit~ nepodvißnymi, to graf poluqitsØ zaputannym, t.k. verxiny grafa, soedinennye rebrami, budut udaleny drug ot druga. Pofftomu perehodim k passivnym preobrazovaniØm, kogda vmesto toqek dvigaetsØ sistema koordinat, i na meste (0, 0) – ßirnaØ toqka na ris. 1 – pomestim edinicu E iz G.

Ris. 2.

Na grafe (sm. ris. 2) krußoqki izobraßa¸t fflementy gruppy G (• – edinica E, blißaæxie ∘ – fflementy O, P ), a napravlennye rebra – umnoßenie sleva na sootvetstvu¸wiæ fflement O ili P . Iz ris. 2 vidno, qto G poroßdaetsØ dvumØ skol~zØwimi otobraßeniØmi O i P . Kratqaæxie k E cikly zada¸t kod

210 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN gruppy G = pgg (P O)^2 = (P^{−1}O)^2 = E. (1.2)

Takim obrazom, zadaqa o sluqaænom blußdanii na gruppe G ili v matriqnom vide – zadaqa iz p. 5. vvedeniØ – svedena k orientirovannomu blußdani¸ na dvumernoæ rexetke Z^2. Kod (1.2) zadaet ffvol¸ci¸ sluqaænyh traektoriæ s pomow~¸ dvuh prosteæxih preobrazovaniæ

1.3. Tablica 1 soderßit osnovnye harakteristiki vseh sem-

nadcati ploskih kristallografiqeskih grupp. SingoniØ – ffto forma fundamental~noæ oblasti F_{tp} = R^2/G_{tp} podgruppy translØciæ G_{tp} iz G. PorØdok toqeqnoæ gruppy F h G/G_{tp} ukazyvaet na skol~ko fundamental~nyh oblasteæ F = R^2/G razbivaetsØ oblast~ F_{tp}. On ße sovpadaet s koliqestvom translØcionno razliqnyh verxin grafa G. DlØ gruppy G = pgg porØdok |F | raven 4 (sm. ris. 1a i ris. 2).

Tablica 1 pokazyvaet, qto uslovie |F | ¿ 2 ravnosil~no nekommutativnosti gruppy G.

V xestom stolbce ukazano koliqestvo obrazu¸wih gruppy G. Tak, dlØ izomorfnoæ Z^2 gruppy G = p1 obrazu¸wih 4: g_1 = (1, 0), g_2 = g^{−1}_1 = (−1, 0), g_3 = (0, 1), g_4 = g^{−1}_3 = (0, −1); kod g_1g_2 = g_3g_4 = E, g_1g_3 = g_3g_1; l¸boæ fflement g ∈ G predstavim v vide proizvedeniØ fflementov g_1, . . . , g_4. DlØ gruppy G = pgg obrazu¸wie – dve skol~zØwie simmetrii O i P (sm. ris. 2). Sledovatel~no, po opredeleni¸, dlØ obrazu¸wih g_1, . . . , g_s ∈ G dopuska¸tsØ tol~ko neotricatel~nye stepeni g^m_i , m = 0, 1, 2, . . .. Nakonec, poØsnim zavisimost~ ot raspredeleniØ veroØtnosteæ μ = {p_i}^s_{i=1}, p_1 + · · · + p_s = 1, p_i > 0. Kak skazano v p. 5. vvedeniØ, svoæstvo vozvratnosti sluqaænogo blußdaniØ na gruppe G = pgg ne zavisit ot vybora raspredeleniØ μ. Naprotiv, qtoby dlØ gruppy G = p1 blußdanie bylo vozvratnym neobhodima i dostatoqna simmetriqnost~ μ : p_1 = p_2 i p_3 = p_4. Graf G = p1 poluqaetsØ iz grafa gruppy G = pgg (ris. 2) zamenoæ vseh reber na dvunapravlennye. Pofftomu stanovitsØ ponØtnym, qto simme-

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 211 triqnost~ μ iskl¸qaet dreæf traektoriæ. Dokazatel~stvu ße pervogo utverßdeniØ posvØwaetsØ sledu¸wiæ paragraf.

§2. Blußdanie po rexetkam s periodiqeskim raspredeleniem veroØtnosteæ perehoda

2.1. Qastica soverxaet sluqaænye blußdaniØ na grafe gruppy

G = pgg (sm. ris. 2). Iz kaßdoæ verxiny vozmoßny dva ishoda, otveqa¸wie otobraßeniØm O i P s veroØtnostØmi p_1 i p_2 sootvetstvenno, p_1 + p_2 = 1. Ograniqenie p_1 > 0 i p_2 > 0 poka ne predpolagaetsØ. Podgruppe translØciæ G_{tp} ⊂ G otveqaet podrexetka

M = 2 · Z^2 = { (x_1, x_2) ∈ Z^2 : x_i ≡ 0(mod 2) } (2.1)

osnovnoæ rexetki L = Z^2 iz verxin grafa G.

Raspredelenie μ = {p_1, p_2} zadaet perehodnu¸ funkci¸ sluqaænogo blußdaniØ p^1(x, y) = p(x, y), ravnu¸ veroØtnosti perehoda za 1 xag iz toqki x ∈ L v toqku y ∈ L i periodiqesku¸ mod L:

p(x + m, y + m) = p(x, y) dlØ l¸bogo m ∈ M. (2.2)

Faktor-gruppa L/M = L(mod M ) sostoit iz qetyreh predstaviteleæ

i = (i_1, i_2) : ¯1 = (0, 0), ¯2 = (1, 0), ¯3 = (0, 1), ¯4 = (1, 1). (2.3)

Vvidu periodiqnosti (2.2) funkcii p(x, y), ona polnost~¸ opredelØetsØ znaqeniØmi veroØtnosteæ perehodov

p(i, i + ((−1)^{i2} , 0)) = p_1, p(i, i + (0, (−1)^{i1} )) = p_2 (2.4)

dlØ vseh i iz (2.3). Esli j ne sovpadaet ni s odnim iz (2.3), to p(i, j) = 0. 2.2. Vvedem ewe p^n(x, y) – veroØtnosti perehoda za n xagov iz

x ∈ L v y ∈ L. Oni udovletvorØ¸t raznostnomu uravneni¸

p^n(x, y) = p_1p^{n−1}(x, y − ((−1)^{y2} , 0)) + p_2p^{n−1}(x, y − (0, (−1)^{y1} )) (2.5)

dlØ n ¿ 1, a dlØ n = 0

p^0(x, y) = δ_{xy} – simvol Kronekera. (2.6)

212 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN

DlØ p^n(x, y) opredelim preobrazovanie Fur~e p^n(i, j; a) = ∑ y∈L y≡j (mod M) p^n(i, y)e(ay) (2.7)

– analog harakteristiqeskoæ funkcii. Sravnenie y ≡ j (mod M ) oznaqaet, qto y prinadleßit klassu smeßnosti j + M, e(x) = exp(2πix), ay = a · y = a_1y_1 + a_2y_2 – skalØrnoe proizvedenie a = (a_1, a_2) i y = (y_1, y_2) iz R^2. Summa v (2.7) koneqnaØ i problemy so shodimost~¸ ne voznikaet. Ispol~zuØ raznostnoe uravnenie (2.5) dlØ n ¿ 1 imeem

p^n(i, j; a) = p_1 ∑ y∈L y≡j (mod M) p^{n−1}(i, y − ((−1)^{j2} , 0))e(ay)+

+ p_2 ∑ y∈L y≡j (mod M) p^{n−1}(i, y − (0, (−1)^{j1} ))e(ay) =

= p_1e(a((−1)^{j2} , 0)) ∑ y′∈L y′≡j′ (mod M) p^{n−1}(i, y^′)e(ay^′)+

+ p_2e(0, a((−1)^{j1} )) ∑ y′′∈L y′′≡j′′ (mod M) p^{n−1}(i, y^{′′})e(ay^{′′}), gde j^′ = j + (1, 0), j^′ ≡ j − ((−1)^{j2} , 0)(mod M ), j^{′′} = j + (0, 1), j^{′′} ≡ j − (0, (−1)^{j1} )(mod M ).

Ots¸da i iz opredeleniØ preobrazovaniæ Fur~e (2.7) dlØ p^n(i, j; a) vytekaet raznostnoe uravnenie p^{′′}(i, j; a) =p_1e(a((−1)^{j2} , 0))p^{n−1}(i, j^′; a)+ +p_2e(a(0, (−1)^{j1} ))p^{n−1}(i, j^{′′}; a)

(2.8)

dlØ n ¿ 1. Esli ße n = 0 i i, j iz spiska (2.3), to v silu (2.6) p^0(i, j; a) = δ_{ij} e(ai). (2.9) Uravnenie (2.8) i formula veroØtnosteæ perehodov (2.4) pobu-

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 213 ßda¸t vvesti matricy

T_1(a) =

0 e(a(1, 0)) . . e(a(1, 0)) 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 e(a(−1, 0)) . . e(a(−1, 0)) 0

,

(2.10)

T_2(a) =

. . e(a(0, 1)) 0 . . 0 e(a(0, −1)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e(a(0, 1)) 0 . . 0 e(a(0, −1)) . .

.

Oboznaqim P^n(a) = (p^n(i, j; a)) kvadratnu¸ matricu qetvertogo porØdka, fflementy kotoroæ pronumerovany soglasno soglaxeni¸ (2.3). Teper~ raznostnoe uravnenie (2.8) perepixetsØ v kompaktnoæ matriqnoæ forme

P^n(a) = P^{n−1}(a) · T (a), n ¿ 1, (2.11)

s matriceæ T (a) = p_1T_1(a) + p_2T_2(a). (2.12) Pri n = 0

P^0(a) = E(a) = diag ( e(a(0, 0)), . . ., e(a(1, 1)) ) (2.13)

– diagonal~naØ matrica. Teper~, kak prinØto v teorii sluqaænyh blußdaniæ po rexetkam [7], postroim proizvodØwu¸ (matriqnu¸) funkci¸ P (a, z) = ∞∑ n=0 P^n(a)z^n, |z| < 1. Iz (2.11) i (2.13) dlØ nee vyvedem Øvnu¸ formulu

P (a, z) = P^0(a) · R(a, z), gde R(a, z) = (E − zT (a))^{−1} (2.14)

– rezol~venta matricy T (a), E – ediniqnaØ matrica qetvertogo porØdka.

214 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN

2.3. Povtorim vse postroeniØ dlØ f^n(x, y) – veroØtnosti pere-

hoda iz x v y vpervye na n-om xage. Sqitaem f^0(x, y) = 0. �ti veroØtnosti svØzany s p^n(i, y) sootnoxeniØmi p^n(i, y) = ∑ 06l6n^f l(i, y)p^{n−l}(y, y), n ¿ 1, ili v terminah harakteristiqeskih funkciæ (2.7) p^n(i, j; a) = ∑ 06l6n^f l (i, j; a)p^{n−l}(j, j), n ¿ 1, (2.15) pri fftom polagaem f^n(i, j; a) = ∑ y∈L y≡j (mod M) f^n(i, y)e(ay), n ¿ 1,

i f^0(i, j; a) = 0. ProdolßaØ po analogii, vvedem kvadratnye matricy razmera qetyre F^n(a) = (f^n(i, j; a)) i diagonal~nye matricy P^n = (δ_{ij} p^n(j, j)), n ¿ 1, P^0 = E (sm. (2.6)) s numeracieæ fflementov (2.3). Sootnoxenie (2.15) sut~ koordinatnaØ zapis~ matriqnogo uravneniØ tipa svertki P^n(a) = ∑ 06l6n^F l(a) · P^{n−l}, n ¿ 1, gde F^0(a) = 0. Umnoßim ego na z^n i prosummiruem po n = 1, 2, 3, . . . . Poluqim P (a, z) − P^0(a) = F (a, z) · P (z) (2.16) – proizvedenie proizvodØwih funkciæ F (a, z) = ∞∑ l=1 F^l(a)z^l, P (z) = ∞∑ n=0 P^nz^n. Iz (2.16) vytekaet sledu¸wee predstavlenie

F (a, z) = (P (a, z) − P^0(a)) · P (z)^{−1}, |z| < 1. (2.17)

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 215

2.4. DlØ obeih qasteæ iz (2.17) vyqislim obratnye preobrazo-

vaniØ Fur~e. Ispol~zuØ oboznaqenie (2.13), moßem zapisat~ 1∫ ∫ 0 F (a, z)E(−a) da = 1∫ ∫ 0 (P (a, z) − P^0(a))P (z)^{−1}E(−a) da =

= 1∫ ∫ 0 P (a, z)E(−a) da − E P (z)^{−1} poskol~ku matricy P (z) i E(−a) diagonal~nye i E(−a) = P^0(a)^{−1}. LevaØ qast~ ravna

F (z) = ∞∑ l=1 ( f^l(i, j) ) 4×4 z^l, (2.18)

a dlØ vyqisleniØ pravoæ qasti vospol~zuemsØ formuloæ (2.14). Togda dlØ proizvodØweæ matriqnoæ funkcii (2.18) poluqim integral~noe predstavlenie

F (z) = 1∫ ∫ 0 E(a)R(z, a)E(−a) da − E P (z)^{−1}. (2.19)

Funkci¸ P (z) moßno zapisat~ v vide

P (z) = diag 1∫ ∫ 0 P (a, z)E(−a) da . (2.20)

Zdes~ simvol diag A oboznaqaet matricu s diagonal~nymi fflementami, kak u matricy A, i s nulevymi ostal~nymi fflementami. V dvuh poslednih formulah uqastvuet odin i tot ße integral J(z) = 1∫ ∫ 0 E(a)R(z, a)E(a)^{−1} da. (2.21) Esli ispol~zovat~ ffto oboznaqenie i (2.20), to dokaßem nußnu¸ nam formulu F (z) = (J(z) − E)(diag J(z))^{−1}. (2.22)

216 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN

Poskol~ku my interesuemsØ veroØtnostØmi vozvraweniØ qasticy v ishodnu¸ toqku, to dostatoqno rassmotret~ tol~ko diagonal~ diag F (z). VzØtie diagonali v (2.22) uprowaet posledn¸¸ formulu diag F (z) = E − (diag I(z))^{−1}, (2.23) gde I(z) = 1∫ ∫ 0 (E − zT (a))^{−1}da. (2.24)

Zameqanie. Privedennoe dokazatel~stvo formuly (2.23) nosit

obwiæ harakter i ne zavisit ot vybora kristallografiqeskoæ gruppy G. Bolee togo, daße gruppovoe proishoßdenie i razmernost~ gruppy dlØ fftoæ formuly nesuwestvenno. Ona primenima k sluqaænym blußdaniØm po rexetke L, dlØ kotoryh veroØtnosti perehodov p(x, y) periodiqny modM p(x + m, y + m) = p(x, y) dlØ vseh x, y ∈ L, m ∈ M. (2.25) Pri fftom nakladyvaetsØ ograniqenie, qto podrexetka M ⊂ L imeet koneqnyæ indeks v L. V sluqae M = L formula (2.23) obweizvestna [7]. Po analogii s [7] formulu (2.23) moßno bylo vypisat~ srazu. Formula (2.23) takße primenima k blußdaniØm po rexetke v prisutstvii periodiqeski raspoloßennyh lovuxek [8].

2.5. Po opredeleni¸ proizvodØweæ funkcii F (z) (2.18) ee per-

vyæ diagonal~nyæ fflement raven

F_{11}(z) = ∞∑ n=1 f^n(¯1, ¯1)z^n, (2.26)

gde soglasno soglaxeni¸ (2.3) ¯1 = (0, 0) i f^n(¯1, ¯1) – veroØtnost~ pervogo vozvraweniØ qasticy v iznaqal~nu¸ toqku (0, 0) na n-om xage. InterpretaciØ F_{11}(1) oqevidna: F_{11}(1) – veroØtnost~ togo, qto qastica kogda-libo vozvratitsØ v (0, 0). VspominaØ graf gruppy G = pgg (sm. ris. 2), netrudno zametit~ sovpadenie veroØtnosteæ F_{11}(1) = F_{22}(1) = F_{33}(1) = F_{44}(1) vozvraweniØ vo vse qetyre toqki iz spiska (2.3). Pofftomu ograniqimsØ vyqisleniem veroØtnosti F_{11}(1).

SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 217 Naqnem s vyqisleniØ opredelitelØ d(z, a) matricy (sm. (2.12) i (2.10)) D(z, a) = E − zT (a) =

= − −1 zp_1e(a_1) zp_2e(a_2) 0 zp_1e(a_1) −1 0 zp_2e(−a_2) zp_2e(a_2) 0 −1 zp_1e(−a_1) 0 zp_2e(−a_2) zp_1e(−a_1) −1

. (2.27)

DlØ opredelitelØ d(z, a) i minora d_{11}(z, a) imeem

d(z, a) = 1−(p^2_1(e(2a_1)+e(−2a_1))+p^2(e(2a_2)+e(−2a_2)))z^2+ +(p^2_1 −p^2)^2z^4 = 1 − 2(p^2_1c(2a_1) + p^2c(2a_2))z^2 + (p_1 − p_2)^2z^4,

(2.28)

gde ispol~zovano sokrawenie c(x) = cos(2πx) (sm. (2.7), i d_{11}(z, a) = 1 − (p^2_1e(−2a_1) + p^2e(−2a_2))z^2. (2.29) Pofftomu pervyæ diagonal~nyæ fflement I_{11}(z) iz (2.24) raven

I_{11}(z) = 1∫ ∫ 0 d_{11}(z, a) d(z, a) da = 1/2∫ ∫ −1/2 d_{11}(z, a/2) d(z, a/2) da. Esli v I_{11}(z) poloßit~ z = 1, to vidim, qto integral

I_{11}(1) = 1 2 1/2∫ ∫ −1/2 1 − p^2_1e(−a_1) − p^2e(−a_2) p^2_1(1 − c(−a_1)) + p^2(1 − c(−a_2)) da_1da_2 =

= 1 2 1/2∫ ∫ −1/2 1 − (p^2_1c(a_1) + p^2c(a_2)) p^2_1(1 − c(a_1)) + p^2(1 − c(a_2)) da_1da_2 > 0.

rashoditsØ togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ p_1 > 0 i p_2 > 0. (2.30) Iz formuly (2.23) dlØ F_{11}(z) i I_{11}(z) vytekaet sootnoxenie

F_{11}(z) = 1 − 1 I_{11}(z) i pofftomu F_{11}(1) = 1 ravnosil~no (2.30). Itak dokazana

218 V. G. ȷURAVLEV, A. A. ıDIN

Teorema. Sluqaænoe blußdanie po grafu ploskoæ kristallogra-

fiqeskoæ gruppy G = pgg (sm. ris. 2) vozvratno tol~ko i esli tol~- ko veroØtnosti perehodov p_1 i p_2 udovletvorØ¸t uslovi¸ (2.30).

Sledstvie. Gruppa G = pgg vozvratnaØ i svoæstvo vozvratno-

sti sluqaænogo blußdaniØ na dannoæ gruppe ne zavisit ot raspredeleniØ veroØtnosteæ μ = {p_1, p_2} s usloviem G_μ = G, t.e. s usloviem (2.30).

Literatura

1. H. Kesten, Contributions to probability theory, II, Univ. California Press, Berkeley, Calif., 1967.

2. G. Kokster, U. Mozer, Poroßda¸wie fflementy i opredelØ¸wie sootno-

xeniØ diskretnyh grupp, M., 1980.

3. N. P. ȷidkov, B. M. Wedrin, GeometriØ kristalliqeskogo prostran-

stva, Izd-vo Moskovskogo un-ta, 1988.

4. R. Schwarzenberger, N–dimensional crystallography, Pitman, San Francisco–London–Melbourne, 1980.

5. B. K. Vaænxteæn, SovremennaØ kristallografiØ, t. 1, M., 1979. 6. O. V. Kovalev, Neprivodimye i inducirovannye predstavleniØ i kopred-

stavleniØ fedorovskih grupp, M., 1986.

7. E. W. Montroll, Random walks in multidimensional spaces, especially on periodic lattices, J. Soc. Indust. Appl. Math. 4 (1956), 241–260.

8. E. W. Montroll, Random walks on lattices, J. Math. Phys. 10, No. 5 (1969) 753–767.

Postupilo 12 fevralØ 2001 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet

e-mail: zhuravl@vgpu.elcom.ru e-mail: aayudin@vgpu.elcom.ru