Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

V. V. ȷuk, G. I. Natanson

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI FUNKCI`, ZADANNYH NA OTREZKE

Vvedenie

1. Preßde vsego hotim otmetit~ naxi mnogoletnie plodotvor-

nye nauqnye kontakty s professorom N. A. Lebedevym, vnesxim, v qastnosti, zametnyæ vklad v izlagaemu¸ niße temu (sm. [1–4]). V teorii priblißeniØ s pomow~¸ moduleæ nepreryvnosti razliqnyh porØdkov prinØto harakterizovat~ strukturnye svoæstva funkciæ i ocenivat~ znaqeniØ polunorm, voznika¸wih v ramkah fftoæ teorii. Osnovnym (no daleko ne edinstvennym) istoqnikom takih zadaq ØvlØetsØ vopros ob ocenke ukloneniæ metodov approksimacii.

V nastoØwee vremØ v literature otsutstvuet obstoØtel~noe svØznoe izloßenie svoæstv moduleæ nepreryvnosti funkciæ na otrezke v prostranstvah L_p[a, b]. Cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ vospolnenie fftogo probela i izloßenie podhoda k ocenkam polunorm, privodØwego k “akkuratnym” postoØnnym v sootvetstvu¸wih neravenstvah (sm. [5]). Otmetim, qto izvestnye metody promeßutoqnyh priblißeniæ (sm. [6–8; 9, s. 102–108]) da¸t suwestvenno zavyxennye znaqeniØ ukazannyh postoØnnyh.

2. V §§1–3 nastoØweæ raboty podrobno i qasto v znaqitel~no

bolee razvitoæ forme, qem ffto delalos~ do sih por, izlaga¸tsØ praktiqeski vse izvestnye na nastoØwiæ moment fundamental~nye svoæstva moduleæ nepreryvnosti funkciæ, zadannyh na koneqnom otrezke, v prostranstvah L_p[a, b] pri p ⩾ 1. �ti sootnoxeniØ ØvlØ¸tsØ rezul~tatom deØtel~nosti mnogih matematikov i bylo by trudno vydelit~ individual~nyæ vklad kaßdogo iz nih. Pofftomu my ne stanem ostanavlivat~sØ na istorii rassmatrivaemyh voprosov, ograniqivxis~ ukazaniem lix~ na nemnogoqislennye monografii i stat~i [10–22], v kotoryh moßno naæti bolee podrobnye bibliografiqeskie ukazaniØ, a takße rØd svoæstv moduleæ nepreryvnosti, ne naxedxih otraßeniØ v 155

156 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON dannoæ stat~e.

V §4 ustanavlivaetsØ obwaØ ocenka polunormy, opredelennoæ v prostranstve L_p[a, b], qerez modul~ nepreryvnosti sootvetstvu- ¸wego porØdka nadleßawim obrazom prodolßennoæ funkcii (teorema 4.3). UpomØnutoe prodolßenie osuwestvlØetsØ s po vozmoßnosti men~xim uveliqeniem znaqeniØ modulØ nepreryvnosti v odnoæ zaranee predpisannoæ toqke (teorema 4.2).

3. Primem sledu¸wie oboznaqeniØ: C , R, R+, Z+, N sut~ so-

otvetstvenno mnoßestva kompleksnyh, vewestvennyh, neotricatel~nyh vewestvennyh, neotricatel~nyh celyh, natural~nyh qisel; R = R∪ {−∞, +∞}; [a], gde a ∈ R, – celaØ qast~ qisla a. Zapis~ k = a, b, gde a, b ∈ R i a ⩽ b, oznaqaet, qto k probegaet vse celye qisla meßdu a i b, vkl¸qaØ a i b, esli oni celye; simvol 0/0 ponimaetsØ kak 0, X – promeßutok v R. Qerez C[a, b] oboznaqaem prostranstvo kompleksnoznaqnyh funkcii f, zadannyh i nepreryvnyh na [a, b] s normoæ ‖f‖ = max_{x∈}R|f(x)|; L_p(X) pri

1 ⩽ p < ∞ – prostranstvo izmerimyh funkciæ f : X → C , dlØ ko-

toryh ‖f|X‖_p = ( ∫ X |f|^p)^{1/p} < ∞, L_∞(X) – prostranstvo izmeri-

myh funkciæ f : X → C, dlØ kotoryh ‖f|X‖_∞ = vrai sup_{x∈X} |f(x)| < ∞.

Vmesto L_p([a, b]) pixem L_p[a, b]; L_p[a, b] = L_p[a, b] pri p < ∞ i L∞[a, b] = C[a, b]. Polagaem V K[a, b] = {f : [a, b] → C :^bV_a arf ⩽ K}, W^{(r)}_p K(X) = {f : X → C : ∃f^{(r−1)} – absol¸tno nepreryvnaØ na X, ‖f^{(r)} | X‖_p ⩽ K}, W^{(r)}_p (X) = ⋃_∞ K=1 W^{(r)}_p K(X).

Qerez H_n oboznaqaem mnoßestvo algebraiqeskih mnogoqlenov stepeni ne vyxe n; E_n(f, [a, b])_p = inf_{T ∈Hn} ‖f − T | [a, b]‖_p; mnogoqlen π_n(f, [a, b])_p ∈ H_n opredelØetsØ ravenstvom ‖f − π_n(f, [a, b])‖_p = E_n(f, X)_p . Esli f ∈ L(X), to f^{(−r)} – ee r-aØ pervoobraznaØ; pri r/2 ∈ N

M_r (x) = x^2 r/2∏ k=1 (x^2 − k^2).

Znaki ◁ i ▷ oznaqa¸t sootvetstvenno naqalo i konec dokazatel~stva.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 157

§1. �lementarnye svoæstva moduleæ nepreryvnosti

1.1. Pust~_{x0, x1, x2, . . .}

(1.1) – koneqnaØ ili beskoneqnaØ posledovatel~nost~ qisel. Poloßim

Δ^0x_k = x_k, Δ^1x_k = Δx_k = Δ^0x_{k+1} − Δ^0x_k = x_{k+1} − x_k, . . . . . . . . . . . . Δ^{r+1}x_k = Δ^rx_{k+1} − Δ^rx_k, . . . . . . . . . . . . Veliqiny Δ^rx_k nazyva¸tsØ raznostØmi r-go porØdka posledovatel~nosti (1.1).

Lemma 1.1. Pust~ r ∈ Z+. Togda

Δ^rx_k = r∑ m=0 (−1)^{r−m}C^m_r x_{k+m}. Dokazatel~stvo lemmy 1 provoditsØ metodom matematiqeskoæ indukcii s ispol~zovaniem formuly C^m_r + C^{m−1}_r = C^m_{r+1}.

Opredelenie 1.1. Pust~ X ⊂ R, f : X → C , r ∈ Z+, h ∈ R,

x + mh ∈ X pri m = 0, r. Veliqina

Δ^r_h(f, x) = r∑ m=0 (−1)^{r−m}C^m_r f(x + mh) nazyvaetsØ (koneqnoæ) raznost~¸ r-go porØdka funkcii f v toqke x s xagom h.

Opredelenie 1.2. Pust~ X ⊂ R, f : X → C , r ∈ Z+, x+mh−rh/2 ∈

X pri m = 0, r. Veliqina δ^r_h(f, x) = r∑ m=0 (−1)^mC^m_r f(x + rh/2 − mh) nazyvaetsØ central~noæ raznost~¸ r-go porØdka funkcii f v toqke x s xagom h.

Oqevidno, qto δ^r_h(f, x) = Δ^r_h(f, x − rh/2).

158 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

UslovimsØ r-kratnyæ integral po mnoßestvu [a, b] × . . . × [a, b] (r raz) oboznaqat~ ∫ [a,b]^r . V sledu¸wih niße sootnoxeniØh (1.2), (1.3), (1.6–1.9) prepolagaetsØ, qto oblast~ opredeleniØ f soderßit toqki, uqastvu- ¸wie v sootvetstvu¸wih ravenstvah. Drugih ograniqeniæ na f ne nalagaetsØ (bolee togo, znaqeniØ f mogut prinadleßat~ proizvol~nomu vektornomu prostranstvu).

Lemma 1.2. Spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ.

a) Esli r, s ∈ Z_+, to

Δ^{r+s}_h (f) = Δ^r_h(Δ^s_h(f)), δ^{r+s}_h (f) = δ^r_h(δ^s_h(f)). (1.2)

b) Esli r, k ∈ N, to Δ^r_{kh}(f, x) = k−1∑ j_1=0 . . . k−1∑ j_r =0

Δ^r_h ( f, x + h r∑ l=1 j_l ) . (1.3)

c) Esli r ∈ N, h > 0, f ∈ W^{(r)}_1 [x, x + rh], to

Δ^r_h(f, x) = ∫ [0,h]^r f^{(r)} x + r∑ j=1 t_j dt_1 . . . dt_r. (1.4)

d) Esli r ∈ N, h > 0, f ∈ W^{(r)}_1 [x − rh/2, x + rh/2], to

δ^r_h(f, x) = ∫ [−h/2,h/2]^r f^{(r)} x + r∑ j=1 t_j dt_1 . . . dt_r. (1.5)

Vse utverßdeniØ lemmy 1.2 legko dokazyva¸tsØ indukcieæ po r. Sledstvie 1.1. Esli r ∈ N, to

Δ^r_{2h}(f, x) = r∑ m=0 C^m_r Δ^r_h(f, x + mh). (1.6)

DlØ dokazatel~stva (1.6) dostatoqno poloßit~ k = 2 v (1.3) i zametit~ qto, poskol~ku j_l = 0 ili 1, qislo slagaemyh v kratnoæ summe, v kotoryh ∑_r l=1 j_l = m, ravno C^m_r .

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 159

Lemma 1.3. Esli r ∈ N, to

2^rΔ^r_h(f, x) = Δ^r_{2h}(f, x) − r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_h (f, x + jh). (1.7)

◁ Tak kak ∑_r m=0 C^m_r = 2^r, to v silu (1.6) imeem Δ^r_{2h}(f, x) − 2^rΔ^r_h(f, x) = r∑ m=0 C^m_r Δ^r_h(f(· + mh) − f, x) =

= r∑ m=1 C^m_r Δ^r_h m−1∑ j=0 Δ^1_h(f(· + jh), x) = r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_h (f, x+jh). ▷ Sledstvie 1.2. Esli r ∈ N, to

2^rΔ^r_h(f, x) = Δ^r_{2h}(f, x − rh) + r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_h (f, x − (j + 1)h). (1.8)

◁ Preßde vsego otmetim, qto

Δ^r_h(f, x) = (−1)^r Δ^r_{−h}(f, x + rh). (1.9)

Deæstvitel~no, Δ^r_{−h}(f, x + rh) = r∑ k=0 (−1)^{r−k}C^k_r f(x + rh − kh) =

= r∑ k=0 (−1)^kC^k_r f(x + kh) = (−1)^rΔ^r_h(f, x).

SopostavlØØ (1.7) i (1.9), imeem

2^rΔ^r_{−h}(f, x + rh) = = Δ^r_{−2h}(f, x + 2rh) + r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_{−h} (f, x + jh + (r + 1)h).

Zamenim zdes~ −h na h: 2^rΔ^r_h(f, x−rh) = Δ^r_{2h}(f, x−2rh)+ r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_h (f, x−rh−(j+1)h). Ostalos~ pereoboznaqit~ x − rh qerez x. ▷

160 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

1.2. Opredelenie 1.3. Pust~ r ∈ Z+, 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ Lp[a, b].

Polagaem

ω_r(f, h, [a, b])_p = sup_0 6t6h^{‖Δ} r t (f) | [a, b − rt]‖_p, esli h ∈ [0, (b − a)/r], ω_r(f, h, [a, b])_p = ω_r(f, (b − a)/r, [a, b])_p, esli h > (b − a)/r. Veliqina ω_r(f, h, [a, b])_p nazyvaetsØ modulem nepreryvnosti porØdka r funkcii f v prostranstve L_p[a, b] s xagom h.

Zameqanie 1.1. V dal~neæxem priderßivaemsØ sledu¸wego

principa postroeniØ oboznaqeniæ. V teh sluqaØh, kogda kakieto parametry fiksirovany i net opasnosti nedorazumeniæ, ffti parametry v oboznaqeniØ ne vkl¸qa¸tsØ. V sootvetstvii s fftim, esli, naprimer, fiksirovano prostranstvo L_p[a, b], vmesto ω_r(f, h, [a, b])_p pixem ω_r(f, h). Zameqanie 1.2. Netrudno videt~, qto v usloviØh opredeleniØ

1.3 pri h ∈ [0, (b − a)/p] budet

ω_r(f, h) = sup_0 6t6h^{‖δrt (f) | [a + rt/2, b − rt/2]‖.} Opredelenie 1.4. Pust~ r ∈ Z+, funkciØ f opredelena na prome-

ßutke X. Polagaem ω_r(f, h, X)_M = sup |Δ^r_t (f, x)|, gde verhnØØ gran~ beretsØ po mnoßestvu {x, t) : 0 ⩽ t ⩽ h, x, x+rt ∈ X}. Oqevidno, qto esli f ∈ C[a, b], r ∈ Z_+, h ∈ [0, (b − a)/r], to ω_r(f, h, [a, b])_∞ = ω_r(f, h, [a, b])_M. 1.3. Privedem rØd svoæstv moduleæ nepreryvnosti, vvedennyh v

opredelenii 1.3.

M.1. Esli r ∈ N, to ω_r(f, 0) = 0.

M.2. Esli 0 ⩽ h_1 < h_2, to ω_r (f, h_1) ⩽ ω_r(f, h_2).

M.3. Pri fiksirovannom h ⩾ 0 otobraßenie, sopostavlØ¸wee

f ∈ L_p[a, b] qislo ω_r(f, h, [a, b])_p, ØvlØetsØ polunormoæ v L_p[a, b].

�ti svoæstva oqevidny. M.4. Esli n ∈ N, to ω_r(f, nh) ⩽ n^r ω_r(f, h).

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 161

◁ Pust~ p ∈ [1, ∞), nh ⩽ (b − a)/r. Oboznaqim γ = t ∑_r l=1 j_l, ∑ = ∑_{n−1} j_1=0 . . . ∑_{n−1} j_r =0. Togda, v silu (1.3),

ω_r(f, nh) = sup_0 6t6h b−rnt∫

a |Δ^r_{nt}(f, x)|^pdx 1/p =

= sup_0 6t6h b−rnt∫

a | |∑ Δ_{rt} (f, x + γ) | |^p dx 1/p ⩽

⩽ sup_0 6t6h ∑ b−rnt∫

a |Δ^r_t (f, x + γ)|^pdx 1/p . ZameqaØ, qto 0 ⩽ γ ⩽ rnt − rt, naædem

ω_r(f, nh) ⩽ sup_0 6t6h ∑ b+γ−rnt ∫ a+γ |Δ^r_t (f, x)|^rdx 1/p ⩽

⩽ sup_0 6t6h ∑ b−rt∫

a |Δ^r_t (f, x)|^pdx 1/p = n^rω_r(f, h). Esli ße nh > (b − a)/r, to na osnovanii dokazannogo i svoæstva M.2 ω_r(f, nh) = ω_r(f, (b − a)/r) ⩽ n^r ω(f, (b − a)/(nr)) ⩽ n^r ω_r(f, h). Sluqaæ p = ∞ rassmatrivaetsØ analogiqno. ▷

M.5. Esli λ ∈ R_+, to

ω_r (f, λh) ⩽ ([λ] + 1)^r ω_r(f, h) ⩽ (λ + 1)^rω_r(f, h).

Deæstvitel~no, na osnovanii svoæstv M.2 i M.4 imeem

ω_r(f, λh) ⩽ ω_r(f, ([λ] + 1)h) ⩽ ([λ] + 1)^rω_r(f, h).

M.6. Esli r > l, to ω_r(f, h) ⩽ 2^{r−l}ω_l(f, h).

162 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON V qastnosti, ω_r(f, h) ⩽ 2^rω_0(f, h) = 2^r‖f‖.

◁ OgraniqimsØ sluqaem 1 ⩽ p < ∞, l = r − 1. Imeem

ω_r(f, h)_p = sup_0 6t6h b−rt∫

a |Δ^{r−1}_t (f, x + t) − Δ^{r−1}_t (f, x)|^pdx 1/p ⩽

sup 06t6h { b−rt∫

a |Δ^{r−1}_t (f, x + t)|^pdx 1/p + b−rt∫

a |Δ^{r−1}_t (f, x)|^pdx 1/p } ⩽

⩽ 2 sup_0 6t6h b−(r−1)t ∫ a |Δ^{r−1}_t (f, x)|^pdx 1/p = 2ω_{r−1}(f, h)_p. ▷ M.7. Pust~ f ∈ L[a, b]. Togda funkciØ ω_r(f) ravnomerno nepreryvna na R_+.

◁ Snaqala dokaßem, qto lim h→0+ ω_1(f, h) = 0. (1.10)

V sluqae p = ∞ i f ∈ C[a, b] sootnoxenie (1.10) vytekaet iz ravnomernoæ nepreryvnosti f na otrezke [a, b]. Pust~ teper~ 1 ⩽ p < ∞ i g ∈ C[a, b]. Togda ω_1(g, h)_p ⩽ (b − a)^{1/p}ω_1(g, h)_∞. (1.11)

V silu plotnosti mnoßestva C[a, b] v prostranstve L_p[a, b] pri

p < ∞ dlØ ε > 0 naædetsØ takaØ g_ε ∈ C[a, b], qto ‖f − g_ε‖_p < ε. Po

uße dokazannomu ω_1(g_ε, h)_∞ −→_{h→0+} 0. Sledovatel~no, v silu M.3, M.6 i (1.11) imeem lim h→0+ ω_1(f, h)_p ⩽

⩽ lim_{h→0+}(ω_1(f − g_ε, h)_p + (b − a)^{1/p}ω_1(g_ε, h)_∞) ⩽ 2‖f − g_ε‖_p < 2ε.

Ots¸da, blagodarØ proizvol~nosti ε > 0, zakl¸qaem, qto

lim_{h→0+} ω_1(f, h)_p = 0, t.e. spravedlivo (1.10).

Ustanovim, qto pri h_1 < h_2 vypolnØetsØ neravenstvo

ω_r (f, h_2) − ω_r(f, h_1) ⩽ 2^r ω_1(f, r(h_2 − h_1)). (1.12)

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 163

Moßno sqitat~, qto h_2 ⩽ (b − a)/r. VzØv ε > 0, naædem takoe

t ∈ (0, h_2], qto ω_r(f, h_2) ⩽ ‖Δ^r_t (f)‖_t + ε, gde ‖ · ‖_t = ‖· | [a, b − rt]‖_p.

Togda pri 1 ⩽ p < ∞

ω_r(f, h_2) − ω_r(f, h_1) − ε ⩽ ‖Δ^r_t (f)‖_t − ω_r(f, h_1) ⩽ ⩽ ‖Δ^r_t (f)‖_t − ‖Δ^r_{th1/h2} (f)‖_{th1 /h2} ⩽ ‖Δ^r_t (f)‖_t − ‖Δ^r_{th1/h2} (f)‖_t ⩽ ⩽ ‖Δ^r_t (f) − Δ^r_{th1/h2} (f)‖_t = = ‖ ‖ ‖ ‖ r∑ m=0 (−1)^{r−m}C^m_r (f(· + mt) − f(· + mth_1/h_2)) ‖ ‖ ‖ ‖_t ⩽

⩽ r∑ m=1 C^m_r b−rt∫

a |f(x + mt) − f(x + mth_1/h_2)|^pdx 1/p =

= r∑ m=1 C^m_r b−rt+mth_1 /h_2 ∫ a+mth_1 /h_2 |f(x + mt(1 − h_1/h_2)) − f(x)|^pdx 1/p ⩽

⩽ r∑ m=1 C^m_r b−mt(1−h_1/h_2 ) ∫ a |Δ^1_{mt(1−h1/h2)}(f, x)|^p dx 1/p ⩽

⩽ r∑ m=1 C^m_r ω_1(f, mh_2(1 − h_1/h_2)) ⩽ 2^rω_1(f, r(h_2 − h_1)).

UstremlØØ ε k nul¸, prihodim k (1.12), kogda p < ∞. DlØ pro-

stranstva C[a, b] neravenstvo (1.12) ustanavlivaetsØ analogiqno.

Ostalos~ sopostavit~ (1.10) i (1.12). ▷

Nam ponadobitsØ sledu¸wee horoxo izvestnoe neravenstvo

(tak nazyvaemoe obobwennoe neravenstvo Minkovskogo). Esli

1 ⩽ p < ∞, funkciØ f(x, y) summiruema na [a, b] × [c, d], to b∫ a

| | | | | | d∫ c f(x, y)dy | | | | | | p dx 1/p ⩽ d∫ c b∫ a |f(x, y)|^p dx 1/p dy. (1.13)

M.8. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, l < r, f ∈ W^{(r−l)}r [a, b]. Togda ω_r(f, h)_p ⩽ h^{r−l}ω_l(f^{(r−l)} , h)_p.

164 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON V qastnosti, pri l = 0 imeem

ω_r(f, h)_p ⩽ h^r‖f^{(r)}‖_p. (1.14)

◁ Budem sqitat~ 1 ⩽ p < ∞ (sluqaæ p = ∞ rassmatrivaetsØ analogiqno). Dostatoqno ustanovit~, qto dlØ f ∈ W^{(1)}p [a, b], t ∈

[0, (b − a)/r] spravedlivo neravenstvo ‖Δ^r_t (f) | [a, b − rt]‖_p ⩽ t‖Δ^{r−1}_t (f^′) | [a, b − (r − 1)t]‖. (1.15) ˚sno, qto

Δ^r_t (f, x) = Δ^{r−1}_t t∫ 0 f^′(· + u)du, x =

= t∫ 0 Δ^{r−1}_t (f^′(· + u), x)du = t∫ 0 Δ^{r−1}_t (f^′, x + u)du. (1.16)

PrimenØØ obobwennoe neravenstvo Minkovskogo, nahodim ‖Δ^r_t (f) | [a, b − rt]‖_p ⩽ t∫ 0 b−rt∫

a |Δ^{r−1}_t (f^′, x + u)|^pdx 1/p du =

= t∫ 0 b−rt+u ∫ a+u |Δ^{r−1}_t (f^′, x)|^pdx 1/p du ⩽ t b−(r−1)t ∫ a |Δ^{r−1}_t (f^′, x)|^pdx 1/p , qto i est~ neravenstvo (1.15). ▷

M.9. Esli f ∈ V M [a, b], to ω_1(f, h)_1 ⩽ M h. ◁ Pri 0 < t ⩽ h ⩽ b − a imeem

‖Δ^1_t (f) | [a, b − t]‖_1 = b−t∫ a |f(x + t) − f(x)|dx ⩽ b−t∫ a x+t Var_x f dx =

= b−t∫ a (_{x+t} Var_a f −^xVar_a f ) dx = b∫ a+t x Var_a f dx − b−t∫ a x Var_a f dx =

= b∫ b−t x Var_a f dx − a+t∫ a x Var_a f dx ⩽ b∫ b−t b Var_a f dx = t^bVar_a f. ▷

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 165 M.10. Pust~ r ∈ N, 1 ⩽ p < q ⩽ ∞, f ∈ W^{(1)}p [a, b]. Togda ω_r(f, h)_q ⩽ h^{1−1/p+1/q}ω_{r−1}(f^′, h)_p. ◁ Moßno sqitat~ h ∈ (0, (b − a)/r)]. Pust~ snaqala q = ∞.

V silu (1.16) i neravenstva Gel~dera dlØ integralov, pri x ∈ [a, b − rh] imeem

|Δ^r_h(f, x)| ⩽ h∫ 0 |Δ^{r−1}_h (f^′, x + u)|du ⩽

⩽ h^{1−1/p} h∫ 0 |Δ^{r−1}_h (f^′, x + u)|^pdu 1/p =

= h^{1−1/p} x+h∫ x |Δ^{r−1}_h (f^′, u)|^pdu 1/p ⩽

⩽ h^{1−1/p} b−(r−1)h ∫ a |Δ^{r−1}_h (f^′)|^p 1/p ⩽ h^{1−1/p}ω_{r−1}(f^′, h)_p. Ots¸da

ω_r(f, h)_∞ ⩽ h^{1−1/p}ω_{r−1}(f^′, h)_p. (1.17)

Esli q < ∞, to ispol~zuØ (1.17) i svoæstvo M.8, poluqaem ‖Δ^r_h(f) | [a, b − rh]‖_q = b−rh∫

a |Δ^r_h(f)|^{q−p}|Δ^r_n(f)|^p 1/q ⩽

⩽ ω_r(f, h)^{(q−p)/q} ∞ · ω_r(f, h)^{p/q}_p ⩽ h^{(1−1/p)(q−p)/q}× ×ω_{r−1}(f^′, h)^{(q−p)/q}_p h^{p/q}ω_{r−1}(f^′, h)^{p/q}_p = h^{1−1/p+1/q}ω_{r−1}(f^′, h)_p. ▷ M.11. Esli 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ L_p[a, b], to lim h→0+ ω_r(f, h)_p h^r = lim_{h→0+} ω_r(f, h)_p h^r = sup_{h>0} ω_r(f, h)_p h^r .

166 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

◁ Pri 0 < h_1 < h_2 imeem

ω_r(f, h_2) ⩽ ( h_2

h_1 + 1 )_r ω_r (f, h_1) ili ω_r(f, h_2)

(h_1 + h_2)^r ⩽ ω_r(f, h_1)

h^r_1 . Ots¸da vytekaet, qto pri l¸bom h_2 > 0 spravedlivo neraven-

stvo

ω_r(f, h_2)

h^r_2

⩽ lim

h_1→0+

ω_r(f, h_1)

h^r_1 , t.e.

sup_{h>0} ω_r(f, h) h^r ⩽ lim_{h→0+} ω_r(f, h) h^r . S drugoæ storony,

lim_{h→0} ω_r(f, h) h^r ⩽ sup_{h>0} ω_r(f, h) h^r . ▷ M.12. Esli f ∈ L_p[a, b] i lim_{h→0+}^{ωr(f,h)p}_{hr} = 0, to ω_r(f, h)_p ≡ 0.

�to svoæstvo oqevidno v silu M.11.

M.13. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, r ∈ N, f ∈ W^{(r)}p [a, b]. Togda

‖f^{(r)}‖_p = lim_{h→0+} ω_r(f, h)_p h^r . ◁ Suwestvovanie predela i neravenstvo lim h→0+ ω_r(f, h) h^r ⩽ ‖f^{(r)}‖_p sleduet iz svoæstv M.11 i M.8. Dalee, polagaØ ‖ · ‖_h = ‖· | [a, b −

rh]‖, pri 1 ⩽ p < ∞ v silu (1.4) imeem ‖f^{(r)}‖_h ⩽ ‖ ‖ ‖ ‖f^{(r)} − Δ^r_h(f) h^r ‖ ‖ ‖ ‖_h + ‖ ‖ ‖ ‖ Δ^r_h(f) h^r ‖ ‖ ‖ ‖_h ⩽

⩽ 1 h^r ∫ [0,h]^r

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ f^{(r)} − f^{(r)} · + r∑ j=1 t_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_h dt_1 . . . dt_r + ω_r(f, h) h^r ⩽

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 167

⩽ ω_1(f^{(r)}, rh) + ω_r(f, h) h^r −→ h→0+ lim h→0+ ω_r(f, h) h^r . Pri p = ∞ poqti vezde na [a, b] imeem

|f^{(r)}(x)| = lim_{h→0+} |Δ^r(f, x)| h^r ⩽ lim_{h→0+} ω_r(f, h) h^r . ▷ 1.4. PonØtie modulØ nepreryvnosti modificirovalos~ mnogimi

avtorami v razliqnyh napravleniØh. Tak, naprimer, v rabote N. A. Lebedeva [1] (sm. [4], s. 100–101) rassmatrivaetsØ kompleksnaØ funkciØ f, zadannaØ i nepreryvnaØ na ograniqennom zamknutom mnoßestve B ⊂ C . DlØ nee obyqnym obrazom vvoditsØ modul~ nepreryvnosti ω(f, δ) = sup_{|z′−z′′|} 6δ^{|f(z} ′) − f(z^{′′})|, z^′ ∈ B, z^{′′} ∈ B i opredelØetsØ funkciØ

ω_f (δ) = sup

y¿0_06_x6_δ { x x + y ω(f, δ + y) + y x + y ω(f, δ − x) } , δ ⩾ 0, priqem vyraßenie v figurnyh skobkah pri x = 0, y = 0 polagaetsØ ravnym ω(f, δ).

FunkciØ ω_f (δ) obladaet sledu¸wimi legko dokazyvaemymi svoæstvami:

1) 0 ⩽ ω(f, δ) ⩽ ω_f (δ), δ ⩾ 0; 2) ω_f (0) = 0;

3) FunkciØ ω_f (δ) opredelena i nepreryvna pri δ ⩾ 0; 4) FunkciØ ω_f (δ) ne ubyvaet pri δ ⩾ 0;

5) ω_f (δ) ⩽ ω(f, d), δ ⩾ 0, gde d – diametr mnoßestva B; 6) ω_f

(_1 2 (δ_1 + δ_2) ) ⩾^1_2 (ω_f (δ_1) + ω_f (δ_2)), δ_1 ⩾ 0, δ_2 ⩾ 0.

V [1] dokazyvaetsØ sledu¸wee interesnoe utverßdenie. Pust~ B – zamknutoe ograniqennoe mnoßestvo toqek kompleksnoæ ploskosti z; f(z) – funkciØ nepreryvnaØ na B. Suwestvuet funkciØ f_∗(z), zadannaØ na vseæ kompleksnoæ ploskosti z i takaØ, qto a) f_∗(z) = f(z) pri z ∈ B; b) ω_{f∗} (δ) = ω_f (δ), δ > 0;

c) f_∗(z) ∈ G_f pri vsØkom z, gde G_f – vypuklaØ oboloqka mno-

ßestva toqek w = f(z) dlØ vsevozmoßnyh z ∈ B.

168 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

Pust~ g – fiksirovannaØ neotricatel~naØ funkciØ, ime¸waØ period 2π i takaØ, qto 0 < ∫_π −π g = 2l < ∞. Poloßim

g(t_1, t_2) = | | | | | t_2∫

t_1 g | | | | | . Pod klassom C_{2π}(g) ponimaem klass 2π-periodiqeskih funkciæ

f ∈ C(R) takih, qto f(t) = const na vsØkom intervale (α, β), dlØ

kotorogo ∫_β α g = 0. V [3] dlØ l¸boæ funkcii f ∈ C_{2π}(g) vveden

obobwennyæ modul~ nepreryvnosti ω(δ) = ω(δ, f, g) = sup_{g(t1,t2)} 6δ^{|f(t1) − f(t2)|, δ ⩾ 0.} Legko videt~, qto

1) ω(0+) = ω(0) = 0; 2) ω(δ_2) ⩽ ω(δ_1), δ_2 ⩽ δ_1;

3) ω(δ_1 + δ_2) ⩽ ω(δ_1) + ω(δ_2), δ_1 ⩾ 0, δ_2 ⩾ 0; 4) |f(t_1) − f(t_2)| ⩽ ω(g(t_1, t_2)) ⩽ ( 1 +^1_δ g(t_1, t_2) ) ω(δ), δ > 0. Pri g(t) ≡ 1 poluqaem obyqnyæ modul~ nepreryvnosti ω(f, δ). Poloßim x = x(t) =^π_l ∫_t 0 g(τ )dτ , t = t(x) – obratnaØ dlØ x = x(t)

funkciØ. Pust~ ^f (x) = f(t(x)). Netrudno videt~, qto pri δ ⩾ 0 imeem ω(δ, f, g) = ω ( ^f , π l δ ) . Oboznaqim qerez Ω klass vozrasta¸wih funkciæ ω : R_+ → R_+, udovletvorØ¸wih usloviØm: a) ω(t_1 + t_2) ⩽ ω(t_1) + ω(t_2) (poluadditivnost~); b) ω(0) = lim_{t→0+} ω(t) = 0. Podklass klassa Ω, sostoØwiæ iz vypuklyh vverh funkciæ, oboznaqim qerez Ω^∗.

Otmetim nekotorye svoæstva funkciæ klassa Ω.

C.1. Esli ω ∈ Ω, n ∈ N, t ∈ R_+, to ω(nt) ⩽ nω(t).

�to svoæstvo – oqevidnoe sledstvie poluadditivnosti.

C.2. FunkciØ klassa Ω ravnomerno nepreryvna na R_+.

◁ Pust~ t_1, t_2 ∈ R_+. Neposredstvennym sledstviem poluadditivnosti ØvlØetsØ neravenstvo |ω(t_2) − ω(t_1)| ⩽ ω(|t_2 − t_1|).

Pofftomu nepreryvnost~ funkcii ω v toqke 0 vleqet ee ravnomernu¸ nepreryvnost~ na R_+. ▷

C.3. Esli vozrasta¸waØ funkciØ ω : R_+ → R_+ takova, qto ω(0) = lim_{t→0+} ω(t) = 0, priqem funkciØ ω(t)/t ubyvaet na (0, ∞),

to ω ∈ Ω.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 169 ◁ Dostatoqno ustanovit~ poluadditivnost~ funkcii ω. Tak kak ω(t)/t ubyvaet, to pri l¸byh poloßitel~nyh t_1 i t_2

ω(t_1 + t_2) = t_1 ω(t_1 + t_2) t_1 + t_2

+ t_2 ω(t_1 + t_2)

t_1 + t_2 ⩽

⩽ t_1 ω(t_1)

t_1

+ t_2 ω(t_2)

t_2

= ω(t_1) + ω(t_2). ▷

C.4. Esli ω : R_+ → R_+ – nepreryvnaØ, vypuklaØ vverh, vozra-

sta¸waØ funkciØ, priqem ω(0) = 0, to ω ∈ Ω.

◁ Dostatoqno ustanovit~ ubyvanie funkcii ω(t)/t. Pust~ 0 <

t_1 < t_2. Pol~zuØs~ opredeleniem vypukloæ vverh funkcii, imeem

t_1 t_2 ω(t_2) = t_1 t_2 ω(t_2) + t_2 − t_1 t_2 ω(0) ⩽ ω(t_1),

t.e.^{ω(t2)}_{t2} ⩽^{ω(t1)}_{t1} . ▷

C.5. Pust~ ω ∈ Ω takovo, qto lim_{t→0+}^{ω(t)}_t = 0. Togda ω(t) ≡ 0.

◁ Pust~ 0 < t_1 < t_2. Togda v silu C.1 imeem

ω(t_2) = ω ( t_2 t_1 t_1 ) ⩽ ([ t_2 t_1 ] + 1 ) ω(t_2) ⩽ 2 t_2 t_1 ω(t_1),

t.e.^{ω(t2)}_{t2} ⩽ 2^{ω(t1)}_{t1} . Ots¸da

ω(t_2) t_2

⩽ 2 lim_t

1→0+

ω(t_1) t_1

= 0.

Znaqit, ω(t_2) = 0. ▷

C.6. Esli f ∈ L[a, b], to ω_1(f) ∈ Ω.

◁ V silu M.1, M.2 i M.7, dostatoqno ustanovit~ poluadditivnost~ ω_1(f). OgraniqimsØ sluqaem L[a, b] = L_p[a, b], gde

1 ⩽ p < ∞ (pri L[a, b] = C[a, b] rassußdeniØ lix~ uprowa¸tsØ).

Pust~ h_1 + h_2 ⩽ b − a, t_1 ⩽ h_1, t_2 ⩽ h_2. Tak kak

Δ^1_{t1+t2} (f, x) = Δ^1_{t1} (f, x) + Δ^1_{t2} (f, x + t_1), to b−t_1−t_2 ∫ a |Δ^1_{t1+t2} (f, x)|^pdx 1/p ⩽

170 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON ⩽ b−t_1−t_2 ∫ a |Δ^1_{t1} (f, x)|^pdx 1/p + b−t_1−t_2 ∫ a |Δ^1_{t2} (f, t + x_1)|^pdx 1/p ⩽

⩽ b−t_1∫

a |Δ^1_{t1} (f)|^p 1/p + b−t_2∫

a |Δ^1_{t2} (f)|^p 1/p ⩽ ω_1(f, h_1) + ω_1(f, h_2),

ots¸da ω_1(f, h_1 + h_2) ⩽ ω_1(f, h_1) + ω_1(f, h_2). Esli ße h_1 + h_2 > b − a, no h_1 ⩽ b − a, to

ω_1(f, h_1 + h_2) = ω_1(f, b − a) = ω_1(f, h_1 + b − a − h_1)

i rassußdenie svoditsØ k dokazannomu vyxe. ▷

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ rezul~tat K. Karateodori.

Teorema 1.1. Esli E ⊂ R^n, to kaßdyæ fflement x vypuklyæ obo-

loqki mnoßestva E predstavim v vide x = ∑_{n+1} k=1 α_kx_k, gde x_k ∈ E, α_k ⩾ 0, ∑_{n+1} k=1 α_k = 1.

Ustanovim odin obwiæ rezul~tat, poleznyæ, v qastnosti, pri izuqenii moduleæ nepreryvnosti.

Teorema 1.2. Pust~ funkciØ g : R+ → R+ vozrastaet, nepreryv-

na, g(0) = 0. Pust~ dalee suwestvuet takaØ vypuklaØ vverh funkciØ φ : R_+ → R_+, qto pri vseh x, λ ∈ R_+ spravedlivo neravenstvo g(λx) ⩽ φ(λ)g(x). Togda naædetsØ funkciØ ψ ∈ Ω^∗, udovletvorØ¸- waØ pri vseh x, λ ∈ R_+ sootnoxeni¸ g(λx) ⩽ ψ(λx) ⩽ φ(λ)g(x). (1.18) ◁ Oboznaqiv qerez E vypuklu¸ oboloqku mnoßestva {0 ⩽ x <

+∞, 0 ⩽ y ⩽ g(x)} ⊂ R^2, poloßim ψ(x) = sup{y : (x, y) ∈ E}. ˚sno,

qto g(x) ⩽ ψ(x), ψ – vypukla vverh. Tak kak g(x) ⩽ φ(x)g(1), a ψ – naimen~xaØ vypuklaØ vverh maßoranta g, to ψ(x) ⩽ φ(x)g(1). Ots¸da sleduet koneqnost~ ψ. Iz neotricatel~nosti i vypuklosti vverh funkcii ψ vytekaet ee vozrastanie. Budem sqitat~, qto g ≢ 0 (v protivnom sluqae dokazyvaemoe utverßdenie trivial~no). Togda g(x) > 0 dlØ l¸bogo x > 0. V samom dele, predpoloßiv, qto g(x_0) = 0 pri nekotorom x_0 > 0, v silu usloviØ teoremy poluqim dlØ l¸bogo x > 0 0 ⩽ g(x) = g ( x x_0 x_0 ) ⩽ φ ( x x_0 ) g(x_0) = 0.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 171 Fiksiruem λ, x > 0. ˚sno, qto ψ(λx) > 0 i {(λx, y) : 0 ⩽ y < ψ(λx)} ⊂ E. Znaqit, dlØ ε ∈ (0, ψ(λx)) libo ψ(λx) − ε ⩽ g(λx) ⩽ φ(λ)g(x), libo toqka (λx, ψ(λx) − ε) prinadleßit nekotoromu tre-

ugol~niku s verxinami (x_i, y_i), gde 0 ⩽ y_i ⩽ g(x_i) (i = 1, 3). Budem sqitat~, qto (x_1, y_1), (x_2, y_2) – koncy toæ storony fftogo treugol~- nika, kotoraØ leßit nad toqkoæ (λx, ψ(λx) − ε), t.e. λx ∈ [x_1, x_2] i ψ(λx) − ε ⩽ x_2 − λx x_2 − x_1 y_1 + λx − x_1 x_2 − x_1 y_2.

Ots¸da ψ(λx) − ε ⩽ x_2 − λx x_2 − x_1 g(x_1) + λx − x_1 x_2 − x_1 g(x_2) ⩽ ⩽ x_2 − λx x_2 − x_1 φ ( x_1 x ) g(x) + λx − x_1 x_2 − x_1 φ ( x_2 x ) g(x) ⩽ ⩽ φ ( x_2 − λx x_2 − x_1 x_1 x + λx − x_1 x_2 − x_1 x_2 x ) g(x) = φ(λ)g(x). Tem samym vvidu proizvol~nosti ε neravenstva (1.18) dokazany. Iz (1.18) sleduet, qto lim_{x→0+} ψ(x) = ψ(0) = 0. Nepreryvnost~ funkcii ψ v ostal~nyh toqkah vytekaet iz vypuklosti fftoæ funkcii. ▷

M.14. Pust~ r ∈ N, f ∈ L[a, b]. Togda suwestvuet takaØ funkciØ

ω ∈ Ω^∗ (zavisØwaØ ot f i L), qto dlØ vseh h, λ ∈ R_+ spravedlivy

neravenstva ω_r(f, λh) ⩽ ω((λh)^r ) ⩽ (λ + 1)^r ω_r(f, h). ◁ Tak kak po svoæstvu M.5 imeem

ω_r (f, (γt)^{1/r} ) ⩽ (γ^{1/r} + 1)^rω_r(f, t^{1/r})

i funkciØ (γ^{1/r} + 1)^r vypukla vverh, to po teoreme 1.2 naædetsØ

ω ∈ Ω^∗, takaØ qto dlØ vseh t, γ ∈ R_+ budet ω_r(f, (γt)^{1/r} ) ⩽ ω(γt) ⩽ (γ^{1/r} + 1)^rω_r (f, t^{1/r}). Ostalos~ poloßit~ h = t^{1/r}, λ = γ^{1/r} . ▷

Zameqanie 1.3. Netrudno videt~, qto svoæstva M.1, M.2, M.4–

M.6, M.11, M.12 rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ modulØ nepreryvnosti ω_r(f, h, X)_M . Pri fftom v M.6 ‖f‖ zamenØetsØ na

ω_0(f, h, X)_M . Esli funkciØ f ravnomerno nepreryvna na pro-

meßutke X, to dlØ ω_r (f, h, X)_M vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ M.7, M.14, S.6.

172 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

§2. Ocenki moduleæ nepreryvnosti nizxih porØdkov qerez vysxie

2.1. V silu svoæstva M.6 modul~ nepreryvnosti bol~xego po-

rØdka ocenivaetsØ qerez modul~ nepreryvnosti men~xego porØdka. V fftom paragrafe rassmatrivaetsØ obratnaØ zadaqa.

Teorema 2.1. Pust~ r ∈ N, funkciØ f zadana na promeßutke X, 0 < h ⩽ A ⩽ mes X 3r . Togda ω_r(f, h, X)_M ⩽ r^2 2(1 − 2^{−r}) h^r A∫ h ω_{r+1}(f, t, X)_M t^{r+1} dt + h^r A^r ω_r(f, 2A, X)_M . (2.1) ◁ OgraniqimsØ rassmotreniem sluqaØ X = [a, b]. Pust~ 0 <

u ⩽ t ⩽ A. V sluqae x + ru/2 < (a + b)/2 budet x + 2ru ⩽ b i potomu

primenima formula (1.7), iz kotoroæ sleduet |Δ^r_u(f, x)| ⩽ 1 2^r |Δ^r_{2u}(f, x)| + 1 2^r r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 |Δ^{r+1}_u (f, x + ju)|. (2.2)

Znaqit, |Δ^r_u(f, x)| ⩽ 1 2^r ω_r(2t) + 1 2^r r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 ω_{r+1}(t). No ∑_r m=1 mC^m_r = r2^{r−1}. Pofftomu dlØ rassmatrivaemyh x |Δ^r_u(f, x)| ⩽ ω_r (2t)

2^r + r 2 ω_{r+1}(t). (2.3)

V sluqae x + ru/2 > (a + b)/2 budet x − ru > a i potomu primenima formula (1.8), iz kotoroæ sleduet |Δ^r_u(f, x)| ⩽ 1 2^r |Δ^r_{2u}(f, x − ru)| + 1 2^r r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 |Δ^{r+1}_u (f, x − (j + 1)u)|. (2.4)

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 173 Znaqit, i v fftom sluqae imeet mesto (2.3). PerehodØ v (2.3) k verhneæ grani, nahodim ω_r(t) − 1 2^r ω_r (2t) ⩽ r 2 ω_{r+1}(t). (2.5)

(Moßno sqitat~, qto pri rassmatrivaemyh t veliqina ω_r(t) koneqna, ibo v protivnom sluqae ω_r(2A) = ∞ i (2.1) oqevidno.) Iz (2.5) vytekaet A∫ h ω_r(t) − 2^{−r} ω_r(2t) t^{r+1} dt ⩽ r 2 A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt. Tak kak A∫ h ω_r(t) − 2^{−r}ω_r (2t) t^{r+1} dt = 2h∫ h ω_r(t) t^{r+1} dt − 2A∫ A ω_r(t) t^{r+1} dt, to_{2h} ∫ h ω_r(t) t^{r+1} dt ⩽ r 2 A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt + 2A∫ A ω_r(t) t^{r+1} dt. No_{2h} ∫ h ω_r(t) t^{r+1} dt ⩾ ω_r(h) 2h∫ h dt t^{r+1} = ω_r (h) rh^r ( 1 − 1 2^r ) ,

2A∫ A ω_r(t) t^{r+1} dt ⩽ ω_r(2A) rA^r ( 1 − 1 2^r ) . Sledovatel~no,

ω_r (h) h^r ⩽ r^2 2(1 − 2^{−r}) A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt + ω_r(2A) A^r . ▷ Zameqanie 2.1. DlØ funkcii f(x) = { −1/2 pri x ∈ [a, (a + b)/2], 1/2 pri x ∈ ((a + b)/2, b]

174 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON v usloviØh teoremy 2.1 neravenstvo (2.1) pri r = 1 prevrawaetsØ v ravenstvo.

Zameqanie 2.2. Esli r ∈ N, f ∈ L∞[a, b], 0 < h ⩽ A ⩽ (b − a)/(3r), to ω_r(f, h)_∞ ⩽ r^2h^r 2(1 − 2^{−r}) A∫ h ω_{r+1}(f, t)_∞ t^{r+1} dt + h^r A^r ω_r(f, 2A)_∞. ◁ Iz sootnoxeniæ (2.2) i (2.4) sootvetstvenno poluqaem ‖ ‖ ‖Δ^ru(f) | | | [ a, a + b 2 − ru 2 ]‖ ‖ ‖_∞ ⩽ 1 2^r ω_r (f, 2t)_∞ + r 2 ω_{r+1}(f, t)_∞, ‖ ‖ ‖ ‖Δ^ru(f) | | | | [ a + b 2 − ru 2 , b − ru ]‖ ‖ ‖_∞ ⩽ 1 2^r ω_r(f, 2t)_∞ + r 2 ω_{r+1}(f, t)_∞. Tak kak (c = (a + b)/2) ‖g, [a, b − ru]‖_∞ = max {‖ ‖ ‖g | | | [ a, c − ru 2 ]‖ ‖ ‖_∞ , ‖ ‖ ‖g | | | [ c − ru 2 , b − ru ]‖ ‖ ‖_∞ } , to ω_r(f, t)_∞ = sup_0 6u6t^{‖Δ} r u(f) | [a, b − ru]‖_∞ ⩽ 1 2^r ω_r(f, 2t)_∞ + 2ω_{r+1}(f, t)_∞.

Dalee rassußdaem takße, kak i v dokazatel~stve teoremy 2.1. ▷

Teorema 2.2. Pust~ r, j ∈ N, funkciØ f zadana na promeßutke X,

0 < h ⩽ A ⩽^{mes X}_{3(r+j−1)} . Togda

ω_r(f, h, X)_M ⩽ C(r, j)h^r A∫ h ω_{r+j} (f, t, X)_M t^{r+1} dt+B(r, j) h^r A^r ω_r(f, 2A, X)_M , (2.6) gde C(r, j) i B(r, j) zavisØt tol~ko ot r i j.

◁ Provedem indukci¸ po j. Sluqaæ j = 1 rassmotren v teoreme 2.1. Pri fftom C(r, 1) = r^2/(2(1 − 2^{−r})), B(r, 1) = 1. Predpoloßim, qto pri nekotorom j spravedlivo (2.6). Esli A ⩽^{mes X}_{3(r+j)} , to po teoreme 2.1 pri 0 < t ⩽ A imeem ω_{r+j} (t) ⩽ C(r + j, 1)t^{r+j} A∫ t ω_{r+j+1}(u) u^{r+j+1} du + t^{r+j} A^{r+j} ω_{r+j} (2A).

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 175 PodstavlØØ ffto v (2.6), poluqim

ω_r (h) h^r ⩽

⩽ C(r, j) A∫ h C(r + j, 1)t^{r+j} A∫ t ω_{r+j+1}(u) u^{r+j+1} du + t^{r+j} A^{r+j} ω_{r+j} (2A) dt t^{r+1} +

+B(r, j) ω_r(2A) A^r = C(r, j)C(r + j, 1) A∫ h A∫ t ω_{r+j+1}(u) u^{r+j+1} dut^{j−1}dt+

+C(r, j) A∫ h ω_{r+j} (2A) A^{r+j} t^{j−1}dt + B(r, j) ω_r(2A) A^r =

= C(r, j)C(r + j, 1) A∫ h ω_{r+j+1}(u) u^{r+j+1} u^j − h^j j du+

+C(r, j) A^j − h^j j ω_{r+j} (2A) A^{r+j} + B(r, j) ω_r(2A) A^r ⩽

⩽ C(r, j)C(r + j, 1) j A∫ h ω_{r+j+1}(t) t^{r+1} dt + ( 2^j C(r, j) j + B(r, j) ) ω_r(2A) A^r . Ostalos~ poloßit~ C(r, j + 1) = C(r, j)C(r + j, 1)/j, B(r, j + 1) = 2^j C(r,j) j + B(r, j). ▷ Zameqanie 2.3. Iz dokazatel~stva teoremy 2.2 netrudno usmo-

tret~, qto moßno vzØt~ C(r, j) = 1 (j − 1)!2^j ( (r + j − 1)!

(r − 1)! )_{2 j−1}∏ k=0 (1 − 2^{−r−k})^{−1},

B(r, j) = 1 + j−1∑ k=1 1 k! ( (r + k − 1)!

(r − 1)! )_{2 k−1}∏ γ=0 (1 − 2^{−r−γ} )^{−1}.

176 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

Zameqanie 2.4. Esli r, j ∈ N, f ∈ L∞[a, b], 0 < h ⩽ A ⩽^{b−a}_{3(r+j−1)} , to ω_r(f, h)_∞ ⩽ C(r, j)h^r A∫ h ω_{r+j} (f, t)_∞ t^{r+1} dt + B(r, j) h^r A^r ω_r(f, 2A)_∞, gde postoØnnye C(r, j), B(r, j) te ße, qto v zameqanii 2.3.

Dokazatel~stvo zameqaniØ 2.4 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.2, no zdes~ vmesto teoremy 2.1 ispol~zuetsØ zameqanie 2.2.

Teorema 2.3. Esli funkciØ f zadana i lokal~no ograniqena na pro-

meßutke X (t.e. ograniqena v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ toqki X), to sootnoxenie lim_{h→0+} ω_r(f, h, X)_M = 0, gde r ∈ N, vleqet nepreryvnost~ f na X. Esli krome togo promeßutok X koneqen, to f ravnomerno nepreryvna na X.

◁ V sluqae r = 1 dokazyvaemye utverßdeniØ oqevidny. Pofftomu budem sqitat~ r > 1. Pust~ x_0 ∈ X, otrezok [α, β] ⊂ X takov, qto x_0 ∈ [α, β] i f ograniqena na [α, β]. Tak kak γ_r (h) = ω_r(h, [α, β]) ⩽ ω_r(h, X), to γ_r (h) −→_{h→0+} 0. V silu teoremy 2.2 pri dostatoqno malyh h imeem γ_1(h) ⩽ C(1, r − 1)h √ h∫ h γ_r (t) t^2 dt + B(1, r − 1) √ h γ_1(2 √ h) ⩽

⩽ C(1, r − 1)γ_r( √ h) + B(1, r − 1) √ h 2 sup_{x∈[α,β]} |f(x)| −→_{h→0+} 0. Tem samym pervoe utverßdenie teoremy 2.3 dokazano.

Pust~ teper~ a = inf X, b = sup X koneqny. Tak kak ω_r(h) = ω_r (f, h, X)_M −→_{h→0+} 0, to naædetsØ takoe h_0 > 0, qto ω_r(h_0) ⩽ 1. Togda pri vseh h > 0 budet ω_r(h) ⩽ ω_r ( b − a r ) ⩽ ( b − a rh_0 + 1 )_r .

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 177 Poloßim δ =^{b−a}_{r+1} . Po lemme BorelØ–Lebega o pokrytiØh, funkciØ f ograniqena na X_1 = [a + δ, b − δ], t.e. sup_{x∈X1} |f(x)| = M < ∞. Esli x ∈ (b − δ, b), γ = (x − a − δ)/r, to pri m = 0, r − 1 toqki

a + δ + mγ ∈ X_1. Sledovatel~no, |f(x)| = |Δ^r_γ(f, a + δ) − r−1∑ m=0 (−1)^{r−m}C^m_r f(a + δ + mγ)| ⩽

⩽ ( b − a rh_0 + 1 )_r + (2^r − 1)M.

Sluqaæ x ∈ (a, a + δ) rassmatrivaetsØ analogiqno. Znaqit, funkciØ f ograniqena na X. RassußdaØ teper~ takße kak i pri dokazatel~stve pervogo utverßdeniØ, poluqaem sootnoxenie lim_{h→0+} ω_1(h) = 0, ravnosil~noe ravnomernoæ nepreryvnosti f na X. ▷ Lemma 2.1. Pust~ g ∈ L1[α, β], g ⩾ 0, u ∈ (0, β −α). Togda naædetsØ

takoe γ ∈ [α + u, β], qto γ∫ γ−u g ⩽ u β − α − u β∫ α g.

◁ Pust~ n = [_{β−α} u ] , x_k = α + k^{β−α}_n . Togda ∫_β α g = ∑_n k=1 ∫_{xk} x_{k−1} g i naædetsØ takoe m, qto x_m∫

x_{m−1} g ⩽ 1 n β∫ α g = 1 [(β − α)/u] β∫ α g ⩽ u β − α − u β∫ α g. S drugoæ storony, x_m − x_{m−1} ⩾ u. Pofftomu x_m∫

x_m−u g ⩽ u β − α − u β∫ α g. ▷ Teorema 2.4. Pust~ r, j ∈ N, s = r+j−1, f ∈ Lp[a, b], gde 1 ⩽ p < ∞, 0 < h ⩽ A ⩽ b − a s(3 + (3/2)^s4s/p) .

178 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON Togda ω_r(f, h)_p ⩽ h^r C_1(r, j) A∫ h ω_{r+j} (f, t)_p t^{r+1} dt + B_1(r, j) ω_r(f, 2A)_p A^r ,

gde C_1(r, j), B_1(r, j) zavisØt tol~ko ot r i j.

◁ Rassmotrim snaqala sluqaæ j = 1. SqitaØ 0 < u ⩽ t ⩽ A, poloßim φ(x) = 1 2^r |Δ^r_{2u}(f, x)|,

ψ_1(x) = 1 2^r r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 |Δ^{r+1}_u (f, x + ju)|,

ψ_2(x) = 1 2^r r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 |Δ^{r+1}_u (f, x + ru − (j + 1)u)|. Pol~zuØs~ lemmoæ 2.1, podberem takoe c ∈ [a + ru, b − 2ru], qto c∫ c−ru (φ + ψ_1 + ψ_2)^p ⩽ ru b − a − 3ru b−2ru∫

a (φ + ψ_1 + ψ_2)^p. (2.7)

Neravenstva (2.2) i (2.4) moßno zapisat~ v vide |Δ^r_u(f, x)| ⩽ { φ(x) + ψ_1(x), esli x ∈ [a, c], φ(x − ru) + ψ_2(x − ru), esli x ∈ (c, b − ru]. Imeem b−ru∫

a |Δ^r_u(f)|^p 1/p ⩽

⩽ c∫ a (φ + ψ_1)^p + b−ru∫

c (φ(· − ru) + ψ_2(· − ru))^p 1/p ⩽

c∫ a (φ + ψ_1 + ψ_2)^p + b−2ru∫

c−ru (φ + ψ_1 + ψ_2)^p 1/p =

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 179 = b−2ru∫

a (φ + ψ_1 + ψ_2)^p + c∫ c−ru (φ + ψ_1 + ψ_2)^p 1/p . UqityvaØ (2.7), nahodim b−ru∫

a |Δ^r_u(f)|^p 1/p ⩽ ( 1 + ru b − a − 3ru )^{b−2ru}∫ a (φ + ψ_1 + ψ_2)^p 1/p ⩽

⩽ ( 1 + ru p(b − a − 3ru) ) b−2ru∫

a φ^p 1/p +

+ b−2ru∫

a ψ^p_1 1/p + b−2ru∫

a ψ^p_2 1/p . Netrudno videt~, qto kaßdoe iz dvuh poslednih slagaemyh ne prevoshodit rω_{r+1}(f, t)/2. Znaqit, b−ru∫

a |Δ^r_u(f)|^p 1/p ⩽ ( 1 + rt p(b − a − 3rt) )( 1 2^r ω_r(f, 2t)+rω_{r+1}(f, t) ) . PerehodØ v levoæ qasti k verhneæ grani, delØ na t^{r+1} i integriruØ po otrezku [h, A], poluqaem A∫ h ω_r(t) t^{r+1} dt ⩽ 1 2^r A∫ h ω_r(2t) t^{r+1} dt + r 2^rp(b − a − 3rA) A∫ h ω_r(2t) t^r dt+

+r ( 1 + rA p(b − a − 3rA) )^A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt. Zatem A∫ h ω_r (2t) t^r dt ⩽ ω_r(h) A∫ h (2t/h + 1)^r t^r dt ⩽ 3^rA h^r ω_r(h).

180 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON Krome togo,_A ∫ h ω_r(t) t^{r+1} dt − 1 2^r A∫ h ω_r(2t) t^{r+1} dt =

= 2h∫ h − 2A∫ A ω^r(t) t^{r+1} dt ⩾ 1 r ( ω_r (h) 2h^r − ω_r (2A) A^r ) . Sledovatel~no, ( 1 2r − 3^rrA 2^rp(b − a − 3rA) ) ω_r(h) h^r ⩽

⩽ r ( 1 + rA p(b − a − 3rA) )^A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt + ω_r (2A) rA^r . Tak kak v rassmatrivaemom sluqae s = r, t.e. A ⩽^{b−a}_{r/3+(3/2)r4r/p} , to^{3rrA} 2^rp(b−a−3rA) ⩽ 1 4r i potomu ω_r(h) h^r ⩽ 4r^2 ( 1 + 1 4r ( 2 3 )_r )^A∫ h ω_{r+1}(t) t^{r+1} dt + 4 ω_r(2A) A^r , qto i sostavlØet utverßdenie teoremy 2.4 pri j = 1.

Ostal~naØ qast~ dokazatel~stva analogiqna dokazatel~stvu teoremy 2.2.

Zameqanie 2.5. Iz dokazatel~stva teoremy 2.4 netrudno usmo-

tret~, qto moßno vzØt~

C_1(r, j) =

4^j (j − 1)! ( (r + j − 1)!

(r − 1)! )_{2 j−1}∏ k=0 ( 1 + 1 4(r + k)(3/2)^{r+k} ) ,

B_1(r, j) = 4 + j−1∑ k=1 8^k k! ( (r + k − 1)!

(r − 1)! )_{2 k−1}∏ γ=0 ( 1 + 1 4(r + γ)(3/2)^{r+γ} ) .

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 181

Sledstvie 2.1. Pust~ r ∈ N, 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ W^{(r)}p [a, b]. Togda ‖f^{(r)}‖_p ⩽ K(r) (b−a)/(r+1) ∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_p t^{r+1} dt + ‖f‖_p (b − a)^r ,

gde K(r) zavisit tol~ko ot r.

�to utverßdenie poluqaetsØ sopostavleniem teoremy 2.4 (pri

j = 1) i zameqaniØ 2.2 so svoæstvom M.13.

§3. Ocenki moduleæ nepreryvnosti proizvodnyh qerez moduli nepreryvnosti funkcii

Lemma 3.1. Pust~ f : [a, b] → C , r ∈ N, x ∈ [a, b], h ≠ 0 takovo,

qto x + rh ∈ [a, b], h_k =^h_{2k+1} . Togda, esli suwestvuet f^{(r)}(x), to

f^{(r)}(x) = 1 h^r Δ^r_h(f, x) − 1 2^r ∞∑ k=0 r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 1 h^r_k Δ^{r+1}_{hk} (f, x + jh_k). ◁ V silu (1.7) pri k ∈ Z_+, imeem:

Δ^r_{hk−1} (f, x) − 2^rΔ^r_{hk} (f, x) = r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_{hk} (f, x + jh_k). UmnoßaØ ffti ravenstva na 2^{kr} i skladyvaØ, poluqaem

Δ^r_h(f, x) − 2^{r(n+1)}Δ^r_{hn} (f, x) = n∑ k=0 2^{kr} r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 Δ^{r+1}_{hk} (f, x + jh_k), i potomu 1 h^r_n Δ^r_{hn} (f, x) = 1 h^r Δ^r_h(f, x) − 1 2^r n∑ k=0 r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 1 h^r_k Δ^{r+1}_{hk} (f, x + jh_k). Ostalos~ zametit~, qto lim_{n→∞} 1 h^r_n Δ^r_{hn} (f, x) = f^{(r)}(x). ▷

182 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

Sledstvie 3.1. Pust~ f : [a, b] → C , r ∈ N, h ≠ 0, x, x + (r + 1)h ∈

[a, b], h_k =^h_{2k+1} . Togda, esli suwestvu¸t f^{(r)}(x), f^{(r)}(x + h), to

Δ^1_h(f^{(r)}, x) = 1 h^r Δ^{r+1}_h (f, x)−

− 1 2^r ∞∑ k=0 r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 1 h^r_k ( Δ^{r+1}_{hk} (f, x+h+jh_k)−Δ^{r+1}_{hk} (f, x+jh_k) ) , (3.1)

|Δ^1_h(f^{(r)}, x)| ⩽ ⩽ 1 |h|^r ω_{r+1}(f, |h|, [a, b])_M + r ∞∑ k=0 1 |h_k|^r ω_{r+1}(f, |h_k|, [a, b])_M. (3.2) Lemma 3.2. Pust~ r ∈ N, h > 0, hk =^h_2k+1 , neotricatel~naØ voz-

rasta¸waØ funkciØ g : R_+ → R_+ takova, qto g(nx) ⩽ n^{r+1}g(x) pri x > 0, n ∈ N. Togda h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt ⩽ 2^r − 1 r ( g(h) h^r + r ∞∑ k=0 g(h_k) h^r_k ) ⩽ (r + 1)2^r h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt. (3.3) ◁ Imeem_h ∫ 0 g(t) t^{r+1} dt = ∞∑ k=0 h_{k−1}∫

h_k g(t) t^{r+1} dt ⩽

⩽ ∞∑ k=0 g(h_{k−1}) h_{k−1}∫

h_k dt t^{r+1} = 2^r − 1 r ( g(h) h^r + ∞∑ k=0 g(h_k) h^r_k ) . Ots¸da sleduet levoe neravenstvo v (3.3). S drugoæ storony, h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt ⩾ ∞∑ k=0 g(h_k) h_{k−1}∫

h_k dt t^{r+1} = 2^r − 1 r2^r ∞∑ k=0 g(h_k) h^r_k . Znaqit,

2^r − 1 r r ∞∑ k=0 g(h_k) h^r_k ⩽ r2^r h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt. (3.4)

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 183 Dalee, pri t ∈ (0, h] budet g(h) = g (_h t t ) ⩽ (_h t + 1 )_{r+1} g(t), t.e. g(h) (h+t)^{r+1} ⩽ g(t) t^{r+1} . Sledovatel~no, 1 r ( 1 − 1 2^r ) g(h) h^r = h∫ 0 g(h) (t + h)^{r+1} dt ⩽ h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt. Ots¸da

2^r − 1 r g(h) h^r ⩽ 2^r h∫ 0 g(t) t^{r+1} dt. (3.5) SkladyvaØ (3.4) i (3.5), poluqaem trebuemoe. ▷

Opredelenie 3.1. DlØ f ∈ L1[a, b], h ∈ (0, b − a], x ∈ [a, b] polagaem U_h(f, x, [a, b]) = 1 h h∫ 0 f ( x − h x − a b − a + t ) dt. Lemma 3.3. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ Lp[a, b], h ∈ (0, b − a], η = 1 −^h_{b−a} , r ∈ N. Togda

1) U_h(f) absol¸tno nepreryvna na [a, b] i U^′_h(f) ∈ L_p[a, b]. 2) lim_{h→0+} U_h(f, x) = f(x) poqti vezde na [a, b]. 3) ‖f − U_h(f)‖_p ⩽ 2^{1/p}ω_1(f, h)_p.

4) ‖U^′_h(f)‖_p ⩽^{η1−1/p}_h ω_1(f, h)_p ⩽^1_h ω_1(f, h)_p. 5) Esli t ⩾ 0, to ω_r(U_h(f), t)_p ⩽ η^{−1/p}ω_r(f, ηt)_p. 6) Esli f ∈ W^{(r)}_1 [a, b], to poqti vezde na [a, b]

U^′_h(f^{(r)}, x) = η^{−r}U^{(r+1)}_h (f, x).

◁ Poloßim γ = x − h^{x−a}_{b−a} , α(x, t) = |Δ^1_t (f, x)|^p, F (y) = ∫_y a f. Imeem U_h(f, x) = F (γ + h) − F (γ) h . (3.6) Ots¸da vytekaet absol¸tnaØ nepreryvnost~ U_h(f). Dalee ‖U^′_h(f)‖^p = b∫ a α(γ, h) ( η h )_p dx =

184 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON = η^{p−1} h^p b−h∫ a α(u, h)du ⩽ η^{p−1} h^p ω^p_1(f, h)_p < ∞. Tem samym dokazany vkl¸qenie U^′_h(f) ∈ L_p (a s nim i utverßdenie 1), i utverßdenie 4). Utverßdenie 2) sleduet iz togo, qto

lim_{h→0+} U_h(f, x) = f(x) v kaßdoæ toqke x, gde funkciØ f ravna

proizvodnoæ svoego neopredelennogo integrala, znaqit, poqti vezde na [a, b].

Pri dokazatel~stve 3) budem sqitat~, qto p < ∞ (pri p = ∞ dokazatel~stvo lix~ uprowaetsØ). PrimenØØ neravenstvo Gel~- dera, nahodim ‖f − U_h(f)‖^p = b∫ a

| | | | | 1 h h∫ 0 (f(x) − f(γ + t))dt | | | | | p dx ⩽

⩽ 1 h b∫ a h∫ 0 |f(x) − f(γ + t)|^pdt dx = 1 h b∫ a h+γ−x ∫ γ−x α(x, t)dt dx = J. MenØØ porØdok integrirovaniØ, poluqaem J = 1 h h∫ 0 dt b−^{b−a}_h t ∫ a α(x, t)dx + 0∫ −h dt b∫ a−^{b−a}_h t α(x, t)dx . Ots¸da J = 1 h h∫ 0 dt b−^{b−a}_h t ∫ a + b−t∫ a−t+^{b−a}_h t α(x, t)dx ⩽

⩽ 2 h h∫ 0 dt b−t∫ a α(x, t)dx ⩽ 2ω^r_1(f, h)_p, qto zaverxaet dokazatel~stvo utverßdeniØ 3). Dokaßem 5). Moßno sqitat~ t ⩽^{b−a}_r . DlØ x ∈ [a, b − rt] imeem

Δ^r_t (U_h(f), x) = r∑ k=0 (−1)^{r−k}C^k_r 1 h h∫ 0 f(γ + kηt + u)du =

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 185 = 1 h h∫ 0 Δ^r_{ηt}(f, γ + u)du. Znaqit, ‖Δ^r_t (U_h(f)) | [a, b − rt]‖_p = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 h h∫ 0 Δ^r_{ηt} ( f, · − h · − a b − a + u ) du | [a, b − rt] ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_p ⩽

⩽ 1 h h∫ 0 b−rt∫

a |Δ^r_{ηt}(f, γ + u)|^pdx 1/p du =

= 1 h h∫ 0

(b−rt)η+ha/(b−a)+u ∫ a+u | |Δ^r_{ηt}(f, y) | |^p dy η 1/p du =

= 1 h 1 η^{1/p} h∫ 0 b−h+u−rηt ∫ a+u |Δ^r_{ηt}(f, y)|^pdy 1/p du ⩽

⩽ 1 η^{1/p} b−rηt∫

a |Δ^r_{ηt}(f, y)|^pdy 1/p ⩽ 1 η^{1/p} ω_r(f, ηt)_p. Takim obrazom, 5) dokazano. DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 6) r raz prodifferenciruem ravenstvo (3.6):

U^{(r)}_h (f, x) = f^{(r−1)}(γ + h) − f^{(r−1)}(γ) h η^r = η^r U_h(f^{(r)}, x).

Ots¸da poluqaem poqti vezde na [a, b]

U^′_h(f^{(r)}, x) = 1 η^r U^{(r+1)} h (f, x). ▷

186 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

Opredelenie 3.2. Pust~ r ∈ N, α, K ⩾ 0, 1 ⩽ p ⩽ ∞, promeßutok X ⊂ R. Polagaem H(r, α, K, [a, b])_p = {f ∈ L_p[a, b] : ω_r (f, h, [a, b])_p ⩽ Kh^α pri vseh h > 0}, H(r, α, K, X)_M = {f : X → C : ω_r(f, h, X)_M ⩽ Kh^α pri vseh h > 0}.

Teorema 3.1. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ Lp[a, b]. Togda uslovie f ∈ H(1, 1, K, [a, b])_p (3.7) neobhodimo i dostatoqno, qtoby funkciØ f byla ffkvivalentna funkcii g, gde g ∈ W^{(1)}_p K[a, b] pri 1 < p ⩽ ∞, g ∈ V K[a, b] pri p = 1. ◁ Pust~ vypolneno (3.7). Togda v silu punkta 4) lemmy 3.3 imeem ‖U^′_h(f)‖_p ⩽ K. Ots¸da s pomow~¸ neravenstva Gel~dera poluqaem_b

Var_a U_h(f) = ‖U^′_h(f)‖_1 ⩽ K(b − a)^{1−1/p}.

Pust~ toqka x_0 ∈ [a, b] takova, qto lim_{h→0+} U_h(f, x_0) = f(x_0). Togda mnoßestvo {U_h(f, x_0)} ograniqeno. Znaqit, po izvestnoæ teoreme Helli (sm. [23, s. 242]) naædetsØ posledovatel~nost~ h_n → 0+ takaØ, qto dlØ vseh x ∈ [a, b] suwestvuet lim_{n→∞} U_{hn} (f, x) = g(x) ∈ V K(b − a)^{1−1/p}[a, b]. Poskol~ku g(x) = f(x) poqti vezde na [a, b], to ots¸da vytekaet dostatoqnaØ qast~ utverßdeniØ teoremy pri p = 1. Pust~ 1 <

p < ∞, a = z_0 < z_1 < . . . < z_m = b. Po neobhodimoæ qasti teoremy

F. Rissa (sm. [23, s. 277]) imeem m−1∑ k=0 |U_{hn} (f, z_{k+1}) − U_{hn} (f, z_k)|^p(z_{k+1} − z_k)^{1−p} ⩽ K^p.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 187 Sledovatel~no, m−1∑ k=0 |g(z_{k+1}) − g(z_k)|^p(z_{k+1} − z_k)^{1−p} ⩽ K^p

i po dostatoqnoæ qasti teoremy Rissa g ∈ W^{(1)}p K[a, b]. Esli p = ∞, to iz predyduwego Øsno, qto g absol¸tno nepreryvna na [a, b] i (po uslovi¸ teoremy) ω_1(g, h)_∞ ⩽ Kh. Znaqit, pri vseh x, x +

h ∈ [a, b] budet |g(x + h) − g(x)| ⩽ K|h|. Pofftomu v teh toqkah, gde

suwestvuet g^′(x) (t.e. poqti vs¸du na [a, b]) imeem |g^′(x)| ⩽ K. �to i oznaqaet, qto g ∈ W^{(1)}∞ K[a, b].

UtverßdeniØ, obratnye dokazannym, ustanovleny ranee (sm. svoæstva M.9, M.8). ▷

Lemma 3.4. Pust~ r ∈ N, 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ W^{(r)}p [a, b], h ∈^(0,^{b−a}_{2r+1}^].

Togda

ω_1(f^{(r)}, h)_p ⩽ r(r + 1)2^{r+1} 2^r − 1 h∫ 0 ω_{r+1}(f, u)_p u^{r+1} du. (3.8) ◁ Pust~ t ∈ (0, h]. Poloßim t_k =^t_{2k+1} , Y_t = L_p [ a,^{a+b−t}_2 ] , Z_t = L_p [_{a+b−t} 2 , b − t ] . Imeem

‖Δ^1_t (f^{(r)}) | [a, b − t]‖_p ⩽ ‖Δ^1_t (f^{(r)} )‖_{Yt} + ‖Δ^1_t (f^{(r)})‖_{Zt} .

Esli x ∈ [ a,^{a+b−t}_2 ] , t ⩽^{b−a}_{2r+1} , to x + (r + 1)t ⩽ b. Pofftomu spravedlivo ravenstvo (3.1), v silu kotorogo

‖Δ^1_t (f^{(r)})‖_{Yt} ⩽ 1 t^r ‖Δ^{r+1}_t (f)‖_{Yt} +

+ 1 2^r ∞∑ k=0 r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 1 t^r_k (‖Δ^{r+1}_{tk} (f, · + t + jt_k)‖_{Yt} + ‖Δ^{r+1}_{tk} (f, · + jt_k)‖_{Yt} ) ⩽

⩽ 1 t^r ω_{r+1}(f, t)_p + 1 2^r ∞∑ k=0 r∑ m=1 C^m_r m−1∑ j=0 2 t^r_k ω_{r+1}(f, t_k)_p =

= 1 t^r ω_{r+1}(f, t)_p + r ∞∑ k=0 1 t^r_k ω_{r+1}(f, t_k)_p.

188 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON Ots¸da, primenØØ lemmu 3.2, nahodim

‖Δ^1_t (f^{(r)} )‖_{Yt} ⩽ r(r + 1)2^r 2^r − 1 t∫ 0 ω_{r+1}(f, u)_p u^{r+1} du ⩽

⩽ r(r + 1)2^r 2^r − 1 h∫ 0 ω_{r+1}(f, u)_p u^{r+1} du. Dalee, ‖Δ^1_t (f^{(r)})‖_{Zt} = ‖Δ^1_{−t}(f^{(r)}) | [_{a+b+t} 2 , b ] ‖_p. RassußdaØ kak i

vyxe, poluqaem

‖Δ^1_t (f^{(r)})‖_{Zt} ⩽ r(r + 1)2^r 2^r − 1 h∫ 0 ω_{r+1}(f, u)_p u^{r+1} du. Ostalos~ sopostavit~ ustanovlennye ocenki. ▷

Zameqanie 3.1. Iz dokazatel~stva lemmy 3.4 vidno, qto v slu-

qae p = ∞ pravaØ qast~ neravenstva (3.8) moßet byt~ umen~xena vdvoe.

Zameqanie 3.2. Pust~ r ∈ N, f : [a, b] → C , v kaßdoæ toqke x ∈ [a, b]

suwestvuet koneqnaØ f^{(r)} (x). Togda

ω_1(f^{(r)}, h, [a, b])_M ⩽ r(r + 1)2^r 2^r − 1 h∫ 0 ω_{r+1}(f, u, [a, b])_M u^{r+1} du. Dokazatel~stvo zameqaniØ 3.2 analogiqno dokazatel~stvu lemmy 3.4.

Teorema 3.2. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, r ∈ N, f ∈ Lp[a, b], 1∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_p t^{r+1} dt < ∞. Togda funkciØ f ffkvivalentna funkcii g klassa W^{(r)}p [a, b] pri p < ∞ i klassa C^{(r)}[a, b] pri p = ∞. Krome togo, esli h ∈ ( 0,^{b−a}_{2r+1} ] , to

ω_1(g^{(r)}, h)_p ⩽ r(r + 1)2^{r+1} 2^r − 1 h∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_p t^{r+1} dt.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 189 ◁ Pust~ snaqala 1 < p < ∞. Provedem indukci¸ po r. Pri

r = 1 v silu usloviØ dokazyvaemoæ teoremy i teoremy 2.4 dlØ

dostatoqno malyh A i h ⩽ A imeem

ω_1(f, h) ⩽ K_1h A∫ 0 ω_2(f, t)_p t^2 dt + ω_1(f, 2A)_p A ⩽ K_2h. (Zdes~ i dalee qerez K_i oboznaqaem postoØnnye, ne zavisØwie ot h, a takße ot figuriru¸wih v dal~neæxem h_γ .) PrimenØØ teoremu 3.1 i lemmu 3.4, poluqaem dokazyvaemoe utverßdenie pri r = 1. Osuwestvim indukcionnyæ perehod ot r k r + 1. Iz shodimosti integrala 1∫ 0 ω_{r+2}(f, t)_p t^{r+2} dt s pomow~¸ teoremy 2.4, kak i vyxe, poluqaem ω_{r+1}(f, h) ⩽

K_3h^{r+1}. Ots¸da vytekaet shodimost~ integrala 1∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_pt^{−r−1}dt i po indukcionnomu predpoloßeni¸ f ∼ g ∈ W^{(r)}p [a, b] i

ω_1(g^{(r)}, h)_p ⩽ K_4h. Znaqit, g ∈ W^{(r+1)}_p [a, b] i po lemme 3.4

ω_1(g^{(r+1)}, h)_p ⩽

(r + 1)(r + 2)2^{r+2} 2^{r+1} − 1 h∫ 0 ω_{r+2}(f, t)_p t^{r+2} dt. V sluqae p = ∞ te ße rassußdeniØ da¸t f ∼ g ∈ W^{(r)}∞ [a, b] i

ω_1(g^{(r)}, h)_∞ −→_{h→0+} 0. No, esli φ ∈ L_∞[a, b] i ω_1(φ, h)_∞ −→_{h→0+} 0, to φ ∼ ψ ∈ C[a, b]. Deæstvitel~no, oqevidno, qto sup 06h6b−a^{‖Uh(φ)‖∞ ⩽ ‖φ‖∞} i po punktu 5) lemmy 3.3 ω_1(U_h(φ), t)_∞ ⩽ ω_1(φ, t)_∞ pri t > 0. Znaqit, po teoreme Arcela–Askoli naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ h_γ → 0+, qto U_{hγ} (φ) ⇒ ψ ∈ C[a, b]. S drugoæ storony,

190 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON U_h(φ) → φ poqti vezde na [a, b] i potomu φ ∼ ψ. Itak, g^{(r)} ∼ l ∈ C[a, b]. Poskol~ku g^{(r−1)}(x) = g^{(r−1)}(a) + ∫_x a g^{(r)} = g^{(r−1)}(a) + ∫_x a l, to vezde g^{(r)}(x) = l(x).

Pereædem k sluqa¸ p = 1. Ustanovim snaqala sledu¸wiæ fakt: esli r ∈ N, f ∈ W^{(r−1)}_1 [a, b], pri vseh h > 0 spravedlivo neravenstvo ω_1(f^{(r−1)}, h)_1 ⩽ K_5h i

∫_1 0 ω_{r+1}(f, t)t^{−r−1}dt < ∞, to f ∼ g ∈ W^{(r)}_1 [a, b]. VzØv ε > 0, podberem takoe δ ∈ (0, 1), qto ∫_δ 0 ω_{r+1}(f, t)_1t^{−r−1}dt < ε. Poloßim γ(h) = ( 1 −^h_{b−a} )_{1−r} i Q = γ(h_1)(U_{h1} (f) − U_{h2} (f)) + (γ(h_1) − γ(h_2))U_{h2} (f).

DlØ h_1, h_2 ∈ ( 0,^{b−a}_2 ) s pomow~¸ punkta 6) lemmy 3.3 i sledstviØ 2.1 imeem

Δ = ‖U^′_{h1} (f^{(r−1)}) − U^′_{h2} (f^{(r−1)})‖_1 = ‖Q^{(r)}‖_1 ⩽ ⩽ K_6 1∫ 0 ω_{r+1}(Q, t)_1 t^{r+1} dt + ‖Q‖_1 . Dalee,

Δ ⩽ K_6 ( γ(h_1) (^δ∫ 0 ω_{r+1}(U_{h1} (f), t)_1 t^{r+1} dt + δ∫ 0 ω_{r+1}(U_{h2} (f), t)_1 t^{r+1} dt+

+2^{r+1} 1∫ δ ‖U_{h1} (f) − U_{h2} (f)‖_1 t^{r+1} dt + ‖U_{h1} (f) − U_{h2} (f)‖_1 ) +

+|γ(h_1) − γ(h_2)| 1∫ 0 ω_{r+1}(U_{h2} (f), t)_1 t^{r+1} dt + ‖U_{h2} (f)‖_1 ) . Ispol~zuØ punkt 5) lemmy 3.3 i vybor δ, poluqaem

Δ ⩽ K_7 ( 2 δ∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_1 t^{r+1} dt + ( 2^{r+1} rδ^r + 1 ) ‖U_{h1} (f) − U_{h2} (f)‖_1+

+|γ(h_1) − γ(h_2)| 1∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_1 t^{r+1} dt + ‖f‖_1 ⩽

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 191

⩽ K_8(ε + ‖U_{h1} (f) − U_{h2} (f)‖_1 + |γ(h_1) − γ(h_2)| ) . Tak kak γ(h) −→_{h→0+} 1, to ots¸da vytekaet shodimost~ v sebe

U^′_h(f^{(r−1)}) v L_1[a, b] pri h → 0+. Pofftomu v L_1[a, b] suwestvuet lim_{h→0+} U^′_h(f^{(r−1)}) = Φ. Zatem U_h(f^{(r−1)}, x) −→_{h→0+} f^{(r−1)}(x) poqti

vezde na [a, b], v qastnosti, v nekotoroæ toqke c ∈ [a, b]. Togda | | | | | U_h(f^{(r−1)}, x) − U_h(f^{(r−1)}, c) − x∫ c Φ | | | | | ⩽ b∫ a |U^′_h(f^{(r−1)}) − Φ| −→_{h→0+} 0

i poqti vezde na [a, b] imeem f^{(r−1)}(x) = f^{(r−1)}(c) + ∫_x c Φ. Sledovatel~no, f^{(r−1)} ∼ φ ∈ W^{(1)}_1 [a, b] ili f ∼ g ∈ W^{(r)}_1 [a, b].

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ pokazat~, qto sootnoxeniØ f ∈ L_1[a, b], 1∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_1 t^{r+1} dt < ∞ vlekut f ∼ φ ∈ W^{(r−1)}_1 [a, b] i ω_1(φ^{(r−1)}, h)_1 ⩽ K_9h. Pri r = 1 ffto sleduet iz togo, qto W^{(0)}_1 [a, b] = L_1[a, b] i teoremy 2.4. Esli utverßdenie verno pri nekotorom r ∈ N, to dlØ r + 1 po uslovi¸ teoremy imeem

∫_1 0 ω_{r+2}(f, t)_1t^{−r−2}dt < ∞. Ots¸da v silu teoremy

2.4 budet ω_{r+1}(f, h)_1 ⩽ K_{10}h^{r+1} i, znaqit, 1∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_1 t^{r+1} dt < ∞. Sledovatel~no, po indukcionnomu predpoloßeni¸ f ∼ g ∈ W^{(r−1)} 1 [a, b] i po lemme 3.4

ω_1(g^{(r−1)}, h)_1 ⩽ K_{11} h∫ 0 ω_{r+1}(f, t)_1 t^{r+1} dt ⩽ K_{12}h. ▷ Teorema 3.3. Pust~ 1 ⩽ p < q ⩽ ∞, r ∈ N, f ∈ Lp[a, b], 1∫ 0 ω_r (f, t)_p t^{r+1/p−1/q} dt < ∞.

192 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON Togda funkciØ f ∼ g ∈ W^{(r−1)}q [a, b] i pri h ∈ ( 0,^{b−a}_{2r+1} ] budet

ω_1(g^{(r−1)}, h)_q ⩽ r(r + 1)2^{r+1} 2^r − 1 h∫ 0 ω_r(f, t)_p t^{r+1/p−1/q} dt. ◁ Pust~ F (x) = ∫_x a f. V silu svoæstva M.10, imeem 1∫ 0 ω_{r+1}(F, t)_q t^{r+1} dt ⩽ 1∫ 0 ω_r(f, t)_p t^{r+1/p−1/q} dt < ∞. PrimenØØ teper~ k F teoremu 3.2, poluqaem trebuemoe. ▷

Teorema 3.4. Pust~ r − 1 ∈ N, 1 ⩽ p ⩽ ∞, f ∈ Lp[a, b]. Togda

sootnoxenie lim h→0+ ω_r (f, h)_p h^r ⩽ M < ∞ (3.9)

ravnosil~no usloviØm f ∼ g ∈ W^{(r−1)}_p [a, b], g^{(r−1)} ∈ H(1, 1, M, [a, b])_p. (3.10) ◁ Preßde vsego otmetim, qto po svoæstvu M.11, imeem f ∈

H(r, r, M, [a, b])_p. Iz svoæstva M.8 srazu sleduet, qto (3.10) vle-

qet (3.9). Dokaßem obratnoe. Esli p > 1, to iz teorem 3.2 i 3.1 vytekaet, qto f ∼ g ∈ W^{(r)}p [a, b]. V silu svoæstva M.13 budet ‖g^{(r)}‖_p ⩽ M , otkuda sleduet g^{(r−1)} ∈ H(1, 1, M, [a, b])_p. V sluqae p = 1 po teoreme 3.2 imeem f ∼ g ∈ W^{(r−1)}_1 [a, b]. Znaqit,

U_t(g) ∈ W^{(r)}_1 [a, b] pri l¸bom t ∈ (0, b − a]. Po punktu 5) lemmy 3.3

ω_r(g^{(r−1)}, h)_1 ⩽ ω_1(U^{(r−1)}_t (g), h)_1 + 2‖g^{(r−1)} − U^{(r−1)}_t (g)‖_1 ⩽ ⩽ M h + 2 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ g^{(r−1)} − ( 1 − t b − a )_{r−1} U_t(g^{(r−1)}) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_1 −→ t→0+ M h. ▷ Opredelenie 3.3. Pust~ A ⊂ R, α0 – predel~naØ toqka A, α0∈A,

X – nekotoroe mnoßestvo, P = {p_α}_{α∈A} – semeæstvo funkcionalov, deæstvu¸wih iz X v R_+. Semeæstvo P nazyvaetsØ nasywennym pri α → α_0, esli, vo-pervyh, iz togo, qto lim_{α→α0} p_α(x) = 0 dlØ nekotorogo x ∈ X sleduet suwestvovanie takoæ okrestnosti

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 193 V_{α0} toqki α_0, qto p_α(x) = 0 dlØ vseh α ∈ V_{α0} ∩ A, i, vo-vtoryh, naædetsØ takoæ fflement x_0 ∈ X, dlØ kotorogo 0 < lim_{α→α0} p_α(x_0) ⩽ lim_{α→α0} p_α(α_0) < ∞.

Mnoßestvo S(M ) = {x ∈ X : lim_{α→α0} p_α(x) ⩽ M } nazyvaetsØ klassom nasyweniØ semeæstva P pri α → α_0 s konstantoæ M , a mnoßestvo ⋃_∞ M=1 S(M )-klassom nasyweniØ P pri α → α_0.

Sledstvie 3.2. Pust~ r ∈ N, 1 ⩽ p ⩽ ∞. Togda v prostran-

stve L_p[a, b] semeæstvo polunorm {h^{−r}ω_r(·, h)_p}_{h∈(0,+∞)} nasyweno pri h → 0. Klassom nasyweniØ fftogo semeæstva pri h → 0 s konstantoæ M ØvlØetsØ mnoßestvo funkciæ f, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm (3.10).

�to sledstvie oqevidno v silu teoremy 3.4 i svoæstva M.12.

§4. Funkcionaly i moduli nepreryvnosti

4.1. Lemma 4.1. Pust~ f ∈ W^{(1)}_1 [a, b], m ∈ N, h = (b − a)/m, xk = a + kh, ω(x) = ∏_n k=0(x − x_k),

λ_k(x) = ω(x) (x − x_k)ω^′(x_k) , I_m(f, x) = m∑ k=0 f(x_k)λ_k(x). Togda f(x) − I_m(f, x) = ω(x) m!h^m 1∫ 0 Δ^m_{uh}(f^′, au + x(1 − u))du. ◁ Legko videt~, qto

λ_k(x) = (−1)^{m−k}C^k_mω(x) m!(x − x_k)h^m . Pofftomu f(x) − I_m(f, x) = m∑ k=0 (f(x) − f(x_k ))λ_k(x) =

= − m∑ k=0 1∫ 0 f^′((x_k − x)u + x)(x_k − x)duλ_k(x) =

194 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON = ω(x) m!h^m 1∫ 0 m∑ k=0 (−1)^{m−k}C^k_mf^′(au + x(1 − u) + kuh)du. ▷ Lemma 4.2. Pust~ r/2 ∈ N, h > 0, a < b, f ∈ L1^[a −^{rh}_2 , b +^{rh}_2^].

Togda dlØ vseh x ∈ [a, b] f(x) − 1 h^r Δ^r_h ( f^{(−r)}, x − rh 2 ) =

= 1 r! r∑ k=1 C^k_r M^{(k)}_r (0)h^{1−k} 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, x − rh 2 ) (1 − u)^{r−k}du, (4.1)

f(x) = 1 r! r+1∑ k=1 C^k_{r+1}M^{(k)}_r (0)h^{1−k} 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, x − rh 2 ) (1−u)^{r+1−k}du. (4.2) ◁ Zafiksirovav x ∈ [a, b], poloßim z_l = x − rh 2 + lh, ω(z) = r∏ l=0 (z − z_l),

I(g, z) = r∑ l=0 g(z_l) ω(z) (z − z_l)ω^′(z_l ) . Togda pri m ∈ N Q_m = f(x) − d^mI(f^{(−m)} , z) dz^m | | |_{z=x} =

1 r! m∑ k=1 C^k_mM^{(k)}_r (0)h^{1−k} 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, x − rhu 2 ) (1 − u)^{m−k}du. (4.3) Dokaßem (4.3), sqitaØ snaqala f ∈ C^{(1)}(T ), gde T = [ a−^{rh}_2 , b+^{rh}_2 ] . ˚sno, qto

Q_m = d^m dz^m {f^{(−m)}(z) − I(f^{(−m)} , z)} | |_{z=x}.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 195 Po lemme 4.1 imeem

Q_m = d^m dz^m ω(z) r!h^r 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−m)}, ( x− rh 2 ) u+z(1 − u) ) du | | | |_{z=x} =

= {_m∑ k=0 1 r!h^r C^k_m d^kω(z) dz^k 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, ( x − rh 2 ) u+

+z(1 − u) ) (1 − u)^{m−k}du }| | |_{z=x}. Tak kak ω(z) = h^{r+1}M_r (_{z−x} h ) , to d^kω(z) dz^k | | |_{z=x} = h^{r+1−k}M^{(k)}r (0).

Pofftomu, zametiv, qto M_r (0) = 0, poluqim (4.3) dlØ f ∈ C^{(1)}(T ).

Perepixem (4.3) v vide

Q_m = 1 r! C^1_mM^′_r(0) 1∫ 0 r/2∑ l=−r/2 (−1)^{r/2−l}C^{r/2−l}_r f(x + luh)(1 − u)^{m−1}du+

+ 1 r! m∑ k=2 C^k_mM^{(k)}_r (0)h^{1−k} 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, x − rhu 2 ) (1−u)^{m−k}du. (4.4) Poskol~ku M^′_r (0) = (−1)^{r/2}((r/2)!)^2, to v pravoæ qasti (4.4) slagaemoe s nomerom l = 0 ravno f(x). Znaqit, (4.3) ravnosil~no sootnoxeni¸ − d^mI(f^{(−m)} , z) dz^m | | | z=x =

= 1 r! C^1_mM^′_r(0) 1∫ 0 r/2∑ l=−^r_2 , l≠0 (−1)^{r/2−l}C^{r/2−l}_r f(x + lhu)(1 − u)^{m−1}du+

+ 1 r! m∑ k=2 C^k_mM^{(k)}_r (0)h^{1−k} 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(1−k)}, x − rhu 2 ) (1−u)^{m−k}du. (4.5)

196 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON Pust~ teper~ f ∈ L_1(T ), f_n ∈ C^{(1)}(T ), f_n → f v prostranstve

L_1(T ). Togda 1∫ 0 f_n(x + lhu)(1 − u)^{m−1}du = x+lh∫

x f_n(t)(x + lh − t)^{m−1} dt (lh)^m −→ n→∞

→ x+lh∫

x f(t)(x + lh − t)^{m−1} dt (lh)^m = 1∫ 0 f(x + lhu)(1 − u)^{m−1}du i pri l¸bom s ∈ N budet f^{(−s)}n ⇒ f^{(−s)}. Znaqit, napisav (4.5) dlØ f_n i pereædØ k predelu pri n → ∞, poluqim (4.5) dlØ f ∈

L_1(T ). PribavlØØ k obeim qastØm (4.5) po f(x), poluqim (4.3).

SootnoxeniØ (4.1) i (4.2) poluqa¸tsØ iz formuly (4.3), esli v posledneæ poloßit~ m = r i m = r + 1 sootvetstvenno. ▷ Poloßim S_{r,h} (f, x) =^1_{hr} Δ^r_h ( f^{(−r)}, x −^{rh}_2 ) , t.e. qerez S_{r,h}(f) oboznaqim funkci¸ V. A. Steklova r-go porØdka dlØ funkcii f. Togda lemmu 4.2 moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Lemma 4.2^′. Pust~ r/2 ∈ N, h > 0, a < b, f ∈ L1^[a −^{rh}_2 , b +^{rh}_2^],

x ∈ [a, b]. Togda f(x) − S_{r,h} (f, x) =

= 1 r! r∑ k=1 C^k_r M^{(k)}_r (0)h^{r+1−k} 1∫ 0 S^{(r+1−k)} r,uh (f, x)(1 − u) r−ku^rdu,

f(x) = 1 r! r+1∑ k=1 C^k_{r+1}M^{(k)}_r (0)h^{r+1−k} 1∫ 0 S^{(r+1−k)} r,uh (f, x)(1 − u) r+1−kurdu. 4.2. Poloßim E = [a, b]. V dal~neæxem vaßnu¸ rol~ budet

igrat~ sledu¸waØ teorema, vpervye ustanovlennaØ dlØ sluqaØ

p = ∞ H. Uitni [24]. Ee rasprostranenie na prostranstva L_p(E)

pri 1 ⩽ p < ∞ bylo dano ı. A. Brudnym [25].

Teorema 4.1. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, r ∈ N,

W (p, r) = sup E_{r−1}(f, E)_p ω_r(f, (b − a)/r, E)_p . (4.6)

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 197

Togda W (p, r) < ∞.

Legko videt~, qto veliqina (4.6) ne zavisit ot otrezka [a, b]. PostoØnnye W (p, r) budem nazyvat~ konstantami Uitni.

DlØ f ∈ L_p(E), r ∈ N, h ∈ ( 0,^{b−a}_r ] poloßim π_− = π_{r−1}(f, [a, a + rh])_p, π_+ = π_{r−1}(f, [b − rh, b])_p,

V_{r,h}(f, x, E)_p = π_−(x), esli x < a, f(x), esli x ∈ E, π_+(x) esli x > b.

Esli ße h >^{b−a}_r , to po opredeleni¸ V_{r,h}(f, E)_p = V_{r,(b−a)/r} (f, E)_p. Polagaem

ω_r(f, h, R)_p = sup_{t∈(0,h]} ‖Δ^r_t (f) | R‖_p.

Teorema 4.2. Esli 1 ⩽ p < ∞, h > 0, r ∈ N, f ∈ Lp(E), to

ω_r(V_{r,h} (f, E)_p, h, R)_p ⩽ (2(2^r − 1)W (p, r) + 1)ω_r (f, h, E)_p.

◁ Pust~ snaqala h ⩽ (b − a)/r. Togda pri t ∈ (0, h] imeem (dlØ kratnosti pixem V vmesto V_{r,h}(f, E)_p)

‖Δ^r_t (V ) | R‖_p = (^{a−rt}∫ −∞ |Δ^r_t (π_−)|^p + a∫ a−rt |Δ^r_t (V )|^p+

+ b−rt∫

a |Δ^r_t (f)|^r + b∫ b−rt |Δ^r_t (V )|^p + ∞∫ b |Δ^r_t (π_+)|^p )_{1/p} ⩽

⩽ ‖Δ^r_t (V ) | [a − rt, a]‖_p + ω_r(f, h, E)_p + ‖Δ^r_t (V ) | [b − rt, b]‖_p. Dalee, ‖Δ^r_t (V ) | [a − rt, a]‖_p = ‖Δ^r_t (V − π_−) | [a − rt, a]‖_p = = ‖ ‖ ‖ ‖ r∑ k=0 (−1)^{r−k}C^k_r (V (· + kt) − π_−(· + kt)) | [a − rt, a] ‖ ‖ ‖ ‖_p ⩽

198 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON ⩽ r∑ k=1 C^k_r a∫ a−rt |V (x + kt) − π_−(x + kt)|^pdx 1/p ⩽

⩽ r∑ k=1 C^k_r a+rh∫

a |f − π_−|^p 1/p = (2^r − 1)E_{r−1}(f, [a, a + rh])_p.

Analogiqno, ‖Δ^r_t (V ) | [b − rt, b]‖_p ⩽ (2^r − 1)E_{r−1}(f, [b − rt, b])_p. Sledovatel~no, ω_r(V, h, R)_p ⩽ ⩽ (2^r −1)(E_{r−1}(f, [a, a+rh])_p+E_{r−1}(f, [b−rh, b])_p+ω_r (f, h, E)_p. (4.7) Esli ße h > (b − a)/r, to, polagaØ π = π_{r−1}(f, E)_p, imeem ω_r (V, h, R)_p = ω_r(V − π, h, R)_p ⩽ 2^r‖V − π | R‖_p = 2^rE_{r−1}(f, E)_p. Znaqit,

ω_r(V, h, R)_p ⩽ 2(2^r − 1)E_{r−1}(f, E)_p + ω_r(f, h, E)_p. (4.8)

Ostalos~ sopostavit~ ocenki (4.7) i (4.3) s teoremoæ 4.1. ▷ Iz dokazatel~stva teoremy 4.2 netrudno usmotret~ spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema 4.2^′. Esli h > 0, r ∈ N, f ∈ C(E), to ω_r (V_{r,h}(f, E)_∞, h)_∞ ⩽ max{1, (2^r − 1)W (∞, r)}ω_r(f, h, E)_∞. 4.3. Teorema 4.3. Pust~ 1 ⩽ p ⩽ ∞, r/2 ∈ N, funkcional Φ : Lp(E) → R+ udovletvorØet uslovi¸: Φ(f + g) ⩽ Φ(f) + Φ(g) dlØ

l¸byh f, g ∈ L_p(E),

m_{2k}(Φ)_p = sup

f∈W^{(2k)}_p (E)

Φ(f) ‖f^{(2k)} | E‖_p < ∞ (k = 0, r/2). Togda dlØ l¸byh f ∈ L_p(E) i h > 0 spravedlivo neravenstvo Φ(f) ⩽ B(r, h)_pω_r(V_{r,h}(f, E)_p, h, E)_p,

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 199 gde B(r, h)_p = r/2∑ k=0 C^{2k+1}_{r+1}

|M^{(2k+1)} r (0)|m_{2k}(Φ)_p (r + 1)!h^{2k} . ◁ Poloßim

α_k =

C^{2k+1}_r M^{(2k+1)} r (0) r!h^{2k} , m_{2k} = m_{2k}(Φ)_p, ‖ · ‖ = ‖· | R‖_p, V = V_{r,h}(f, E)_p. ZameqaØ, qto M^{(2k)}r (0) = 0, zapixem (4.1) v vide f(x) = 1 h^r Δ^r_h ( f^{(−r)}, x − rh 2 ) +

+ r/2−1∑

k=0 α_k 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( f^{(−2k)}, x − ruh 2 ) (1 − u)^{r−2k−1}du. Esli g ∈ W^{(2k)}p (R), to v silu opredeleniØ m_{2k} imeem Φ(g(· − β)) ⩽ m_{2k}‖g^{(2k)}(· − β) | E‖_p ⩽ m_{2k}‖g^{(2k)}‖. Znaqit,

Φ(f) = Φ(V ) ⩽ Φ ( 1 h^r Δ^r_h ( V^{(−r)}, · − rh 2 )) +

+ r/2−1∑

k=0 Φ α_k 1∫ 0 Δ^r_{uh} ( V^{(−2k)}, · − ruh 2 ) (1 − u)^{r−2k−1}du ⩽

⩽ m_r h^r ‖Δ^r_h(V )‖ + r/2−1∑

k=0 |α_k|m_{2k} 1∫ 0 ‖Δ^r_{uh}(V )‖(1 − u)^{r−2k−1}du ⩽

⩽ r/2−1∑

k=0 |α_k | m_{2k} + m_r h^r ω_r(V, h, E)_p = B(r, h)_pω_r (V, h, E)_p. ▷ SopostavlØØ teoremy 4.2 i 4.2^′ s teoremoæ 4.3, poluqaem sledu- ¸wee utverßdenie.

200 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

Teorema 4.4. V usloviØh teoremy 4.3 dlØ l¸byh f ∈ Lp(E) i h > 0

spravedlivo neravenstvo Φ(f) ⩽ B(r, h)C(p, r)ω_r(f, h, E)_p. gde C(p, r) = { 2(2^r − 1)W (p, r) + 1, esli p < ∞ max{1, (2^r − 1)W (∞, r)}, esli p = ∞.

(4.9)

Privedennye vyxe rezul~taty otnosØtsØ k kompleksnoznaqeym funkciØm. Vse oni osta¸tsØ spravedlivymi, esli ograniqit~sØ rassmotreniem tol~ko vewestvennyh funkciæ.

4.4. V fftom punkte my ograniqivaemsØ rassmotreniem vewe-

stvennyh funkciæ. �to svØzano s tem, qto privodimye niße qislennye ocenki konstant Uitni W (p, r) v rØde sluqaev ustanovleny dlØ upomØnutoæ situacii.

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ teorema [26, 27].

Teorema 4.5. Pust~ r, n ∈ N, n ⩾ r − 1, f ∈ W^{(r)}∞ (E). Togda E_n(f, E)_∞ ⩽ K_r (n + 1 − r)!

(n + 1)! ( b − a 2 )_r ‖f^{(r)} | E‖_∞. (4.10)

Zdes~ i dalee

K_r = 4 π ∞∑ k=0 (−1)^{(r+1)k} (2k + 1)^{r+1} . Proill¸striruem teoremy 4.3 i 4.4 odnim (no vaßnym) primerom.

Teorema 4.6. Pust~ r/2, n ∈ N, n ⩾ r − 1, γ > 0, f ∈ C(E), h = b−a 2 ·^γ_{n+1} . Togda E_n(f, E)_∞ ⩽ R(r, γ)ω_r(V_{r,h}(f, E)_∞, h, E)_∞, E_n(f, E)_∞ ⩽ C(∞, r)R(r, γ)ω_r(f, h)_∞, (4.11)

gde postoØnnaØ C(∞, r) opredelena formuloæ (4.9), R(r, γ) = r/2∑ k=0 C^{2k+1}_{r+1} |M^{(2k)}_r (0)| (r + 1)!γ^{2k} r^{2k}(r − 2k)! r! K_{2k}.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 201 DlØ dokazatel~stva teoremy 4.6 nado v teoremah 4.3 i 4.4 poloßit~ p = ∞, Φ(f) = E_n(f, E)_∞ i prinØt~ vo vnimanie teoremu 4.5.

Izuqenie konstant Uitni sostavlØet v nastoØwee vremØ samostoØtel~nyæ razdel teorii approksimacii, kotoromu posvØweno mnogo rabot razliqnyh avtorov (bolee podrobno ob fftom sm., naprimer, [24, 28, 15, s. 46–51; 16], gde izloßen rØd izvestnyh rezul~tatov i dany sootvetstvu¸wie bibliografiqeskie ukazaniØ). V qastnosti, izvestno [29], qto W (∞, r) ⩽ 3 pri l¸bom

r ∈ N (v [30] ukazana ocenka W (∞, r) ⩽ 2, kak soobwil V. V. ȷuku

I. A. Xevquk, iz rezul~tatov raboty [30] sleduet tol~ko, qto

W (∞, r) ⩽ 2+e^{−2}), W (∞, 1) = W (∞, 2) = 1/2, 8/15 ⩽ W (∞, 3) ⩽ 0, 7, W (∞, 4) ⩽ 1, 26, W (∞, 5) ⩽ 1, 31, W (∞, 6) ⩽ 1, 67 (sm. [28, s. 35–

46]); W (p, 1) ⩾ 2^{−1/p} pri 2 ⩽ p < ∞ (sm. [31, 32, s. 240–241]).

VyqisleniØ pokazyva¸t, qto pri γ = 1, 6, q = 1, 3 spravedlivy ocenki C(∞, 2q)R(2q, γ) ⩽ α_{q,γ} , gde matrica (a_{q,γ} ) takova:

4, 4512 1, 6753 1, 1613 0, 98132 0, 89805 0, 85281 337, 45 38, 617 14, 954 9, 0100 6, 6695 5, 5070 12363 430, 51 94, 012 40, 390 23, 917 16, 875 . Neravenstvo (4.11) v literature nazyvaetsØ obobwennym neravenstvom Dßeksona. Nahoßdenie v nem toqnyh postoØnnyh predstavlØet trudnu¸ zadaqu, v nastoØwee vremØ malo izuqennu¸ (v qastnosti, pri h =^{b−a}_r ona sovpadaet s zadaqeæ vyqisleniØ konstant Uitni W (∞, r)). Po mneni¸ avtorov pri rexenii obsußdaemoæ zadaqi vozmoßno okaßutsØ poleznymi sootnoxeniØ, privedennye v rabote [2] na str. 31.

Literatura

1. N. A. Lebedev, O rasprostranenii kompleksnyh funkciæ, Vestn. LGU,

No. 13, ser. mat., meh. i astr., vyp. 3 (1963), 61–68.

2. N. A. Lebedev, Ob odnoæ postanovke zadaqi qebyxevskogo priblißeniØ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1979), 26–32.

3. V. A. Baranova, N. A. Lebedev, Ob odnom obobwenii modulØ nepreryvnosti, Vestn. LGU, No. 1, ser. mat., meh. i astr., vyp. 1 (1969), 29–34.

4. V. I. Smirnov, N. A. Lebedev, KonstruktivnaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, M.-L., 1964.

5. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, O priblißenii funkciæ, zadannyh na otrezke, V kn.: Metody vyqisleniæ, vyp. 17, S.-P., 1995, 105–121.

6. ı. A. Brudnyæ, Priblißenie funkciæ n peremennyh kvazimnogoqlenami, Izv. AN SSSR, ser. mat. 34, No. 3 (1970), 555–583.

202 V. V. ȷUK, G. I. NATANSON

7. B. Sendov, ModificirovannaØ funkciØ Steklova, C. R. Acad. Bul. Sci, 36 (1983), 315–317.

8. B. Sendov, On a theorem of Yu. Brudnyi, Math. balkan 1, No. 1 (1987).

9. V. V. ȷuk, V. F. Kuz¸tin, ApproksimaciØ funkciæ i qislennoe integrirovanie, S.-P., 1995.

10. O. V. Besov, V. P. Il~in, S. M. Nikol~skiæ, Integral~nye predstavleniØ funkciæ i teoremy vloßeniØ, M., 1996.

11. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami, M., 1977.

12. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ, L., 1982. 13. S. M. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy vloßeniØ, M., 1977.

14. A. F. Timan, TeoriØ priblißeniØ funkciæ deæstvitel~nogo peremennogo, M., 1960.

15. I. A. Xevquk, Priblißenie mnogoqlenami i sledy nepreryvnyh na otrezke funkciæ, Kiev, 1992.

16. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, Metodiqeskie ukazaniØ k kursu “ApproksimaciØ funkciæ”, qast~ 4, S.-P., 1991.

17. R. A. De Vore, G. G. Lorentz, Constructive approximation, Springer-Verlag, New York, 1991.

18. Z. Ditzian, V. Totik, Moduli of smoothness, Springer-Verlag, New York, 1987.

19. M. F. Timan, Obratnye teoremy konstruktivnoæ teorii funkciæ v prostranstvah Lp (1 6 p 6 1), Mat. sb. 46, No. 1 (1958), 125–132.

20. M. F. Timan, Osobennosti priblißeniØ funkciæ v razliqnyh metrikah, V kn.: IssledovaniØ po sovremennym problemam konstruktivnoæ teorii funkciæ, M., 1961, 69–72.

21. R. M. Trigub, Priblißenie funkciæ s dannym modulem gladkosti na vnexnosti otrezka i poluosi, V kn.: IssledovaniØ po sovremennym problemam konstruktivnoæ teorii funkciæ, M., 1961, 47–51.

22. A. Marchaud, Sur les derivées et sur les différences des fonctions de variable réelles, J. Math. pures et appl. 6 (1927), 337–425.

23. I. P. Natanson, TeoriØ funkciæ vewestvennoæ peremennoæ, M., 1957.

24. H. Whithey, On functions with bounded nth differences, J. Math. pures et appl.

36, No. 5 (1957), 67–95.

25. ı. A. Brudnyæ, Ob odnoæ teoreme lokal~nyh nailuqxih priblißeniæ, V kn.: Funkcional~nyæ analiz i teoriØ funkciæ, sb. 2, Kazan~, 1964, s. 43–49.

26. H. F. Sinwel, Uniform approximation of differentiable functions by algebraic polynomials, J. Approx. Theory 32, No. 1, 1–8.

27. I. K. Daugavet, Nekotorye voprosy teorii priblißeniØ funkciæ. Metodiqeskie ukazaniØ, S.-P., 1992.

28. B. Sendov, V. Popov, Usrednennye moduli gladkosti, M., 1988. 29. ı. V. KrØkin, O konstantah Uitni, Mat. zametki 46, No. 2 (1988), 155–157.

30. ı. V. KrØkin, O teoreme i konstantah Uitni, Mat. sb. 185, No. 3 (1994), 25–40.

POLUNORMY I MODULI NEPRERYVNOSTI 203

31. S. A. Piqugov, Konstanty ınga prostranstva Lp, Mat. zametki 43, No. 5 (1988), 604–614.

32. N. I. Qernyh, Neravenstvo Dßeksona v Lp(0, 2π) (1 6 p < 2) s toqnoæ konstantoæ, Tr. Mat. in-ta RAN 198 (1992), 232–241.

Postupilo 9 ØnvarØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet