Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

E. G. Emel~Ønov

KONFORMNO-INVARIANTNYE FUNKCIONALY NA RIMANOVO` SFERE

Vvedenie

1. Pod zadaqeæ ob ffkstremal~nom razbienii (�R) rimanovoæ po-

verhnosti R my ponimaem obwu¸ zadaqu, sformulirovannu¸ v [1]. V nastoØweæ rabote my imeem delo s qastnym sluqaem zadaqi v [1] pri R = C (sm., naprimer, [2]). V dal~neæxem ispol~zuetsØ terminologiØ v [1, 2]. Privedem neobhodimye opredeleniØ.

Pust~ P = {w_1, . . . , w_n} – sistema otmeqennyh toqek na C , i pust~ C^′ = C \ P . Pust~ D – semeæstvo vseh sistem D =

{D_1, . . . , D_{n1} , D^{(1)}_1 , . . . , D^{(1)}n_2 } nenalega¸wih oblasteæ, gde D_j – od-

nosvØznaØ oblast~ na C^′ ∪ {w_j}, w_j ∈ D_j , j = 1, n_1, (n_1 6 n), D^{(1)}_k – dvusvØznaØ oblast~ na C^′, k = 1, n_2. PredpolagaetsØ, qto semeæstvo D associirovano s zadannym semeæstvom

H = {H_1, . . . , H_{n1} , H^{(1)}_1 , . . . , H^{(1)}n_2 } gomotopiqeskih klassov za-

mknutyh ßordanovyh krivyh na C^′. Pust~ ff = {α_1, . . . , α_{n1} }

i l = {l1, . . . , ln_2 } – zadannye sistemy poloßitel~nyh qisel.

RassmatrivaetsØ zadaqa nahoßdeniØ sistemy oblasteæ D^∗ =

{D^∗_1, . . . , D^∗_{n1} , D^{(1)∗}_1 , . . . , D^{(1)∗}n_2 }, realizu¸weæ maksimum funkcio-

nala

Φ(D) = n1∑ j=1 α^2_1M (D_j , w_j) + n2∑ k=1 l^2_kM (D^{(1)}_k ) (1)

v semeæstve D. Zdes~ M (D_j , w_j) – privedennyæ modul~ oblasti

D_j otnositel~no toqki w_j, M (D^{(1)}_k ) – modul~ oblasti D^{(1)}_k otno-

sitel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty.

Izvestno [1, 2], qto ffkstremal~naØ sistema D^∗ suwestvuet, edinstvenna i suwestvuet edinstvennyæ kvadratiqnyæ differencial (k.d.) Q(w)dw^2 – associirovannyæ k.d. dannoæ zadaqi,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 00-01-00118. 134

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 135 oblada¸wiæ tem svoæstvom, qto ob¨edinenie zamykaniæ ego kritiqeskih traektoriæ razbivaet C na oblasti, obrazu¸wie sistemu D^∗ . Pri fftom

Q(w)dw^2 = n∑ j=1 ( A_j (w − w_j)^2 + λ_j w − w_j ) dw^2, (2)

gde A_j = −^{α2j}_{4π2} , esli j 6 n_1, i A_j = 0 v protivnom sluqae.

Poloßim

M(P ) = Φ(D^∗ ),

sqitaØ, qto sistemy parametrov ff i l fiksirovany, a pri gomeomorfizme τ : C → C semeæstvu H gomotopiqeskih klassov krivyh na C \ P sootvetstvuet semeæstvo klassov krivyh na C \ τ (P ), ØvlØ¸wihsØ τ -obrazami krivyh iz H. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ funkcional

J(P ) = M(P ) + 1 4π ∑ j,k, j≠k μ_{k,j} log |w_k − w_j |^2, μ_{k,j} = μ_{j,k}, (3) gde μ_{k,j} – nekotorye vewestvennye qisla.

Izvestno (sm. [2]), qto dlØ τ ∈ Möb (C )

M(τ (P )) = M(P ) − 2π n∑ j=1 A_j log |τ^′(w_j )|. (4)

Poskol~ku log(τ (u) − τ (v))^2 = log(u − v)^2 + log(τ^′(u)τ^′(v)), to

J(τ (P )) = J(P ) + 1 2π n∑ j=1 ∑ k,k≠j μ_{k,j} − 4π^2A_j log |τ^′(w_j )|. (5)

Iz (5) sleduet, qto dostatoqnymi dlØ konformnoæ invariantnosti funkcionala J(P ) (zdes~ i niße pod fftim ponimaetsØ invariantnost~ dannogo funkcionala otnositel~no drobno-lineænyh preobrazovaniæ C ) ØvlØetsØ uslovie ∑ k,k≠j μ_{k,j} = 4π^2A_j = −α^2_j , j = 1, n, (6)

gde polagaem α_j = 0 dlØ n_1 < j 6 n. V dal~neæxem my budem sqitat~ uslovie (6) vypolnennym.

136 E. G. EMEL^˚NOV

V §1 dannoæ raboty rassmotren vopros ob ograniqennosti sverhu funkcionala J(P ). V fftom sluqae imeet smysl zadaqa

J(P ) −→_P max, (7)

suwestvuet ffkstremal~naØ sistema toqek P^∗ = {w^∗_1, . . . , w^∗_n}, opredelØemaØ s toqnost~¸ do drobno-lineænogo otobraßeniØ, i associirovannyæ k.d. Q_P (w)dw^2.

Predloßenie 1. Pust~ P^∗ = {w^∗_1, . . . , w^∗_n} – ffkstremal~naØ si-

stema toqek ukazannoæ zadaqi (sm. (7)). Togda dlØ k.d. Q_P � (w)dw^2 imeet mesto vyraßenie

Q_P � (w)dw^2 = 1 4π^2 n∑ k,j=1, k<j μ_{k,j} ( 1 w − w^∗_k − 1 w − w^∗_j )_2

. (8)

Esli P^∗ = {w^∗_1, . . . , w^∗_n, ∞}, to Q_P � (w)dw^2 =

= 1 4π^2 n∑ k,j=1, k<j μ_{k,j} ( 1 w − w^∗_k − 1 w − w^∗_j )_2 + n∑ j=1 μ_{j,n+1} 1 (w − w_j)^2 dw^2. (8^′)

Dokazatel~stvo. Pust~ w^∗_j ∈ C , j = 1, n. DlØ funkcionala M(P )

izvestna formula differencirovaniØ (sm. [3, 1]): ∂ ∂w_k M(P ) = πλ_k, (9)

gde veliqina λ_k opredelena v (2). Pofftomu neobhodimoe uslovie ffkstremal~nosti:^∂_{∂wk} J(P ) = 0, k = 1, n, vyraßaetsØ ravenstvami n∑ j=1, j≠k μ_{j,k} w^∗_k − w^∗_j = −2π^2λ_k, k = 1, n. (10)

PodstavlØØ λ_k iz (10) v (2) i uqityvaØ uslovie (6), poluqaem (8). Vyraßenie (8^′) sleduet iz (8) vvidu konformnoæ invariantnosti funkcionala J(P ).

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 137

2. Kak obyqno, qerez^∑ oboznaqaem klass vseh meromorfnyh i

odnolistnyh v oblasti Δ = {z : |z| > 1} funkciæ F s razloßeniem

F (z) = z + c_0 + ∑ k¿1 c_k z^k , qerez Σ_0 – podklass funkciæ F ∈ Σ, u kotoryh c_0 = 0. Pust~

F^∗ ∈ Σ, Q(w)dw^2 – k.d. na C . My budem govorit~, qto funkciØ F^∗ soglasovana s k.d. Q(w)dw^2 (F^∗ ≺ Qdw^2), esli Q ∘ F^∗(F^{∗′})^2dz^2

– poloßitel~nyæ k.d. na Δ, t.e.

Q ∘ F^∗(z)(F^{∗′}(z))^2z^2 6 0 pri |z| = 1.

Predloßenie 2. Pust~ J(P ) konformno-invariantnyæ funkcio-

nal vida (3), P^∗ = {w^∗_1, . . . , w^∗_n, ∞} – ffkstremal~naØ sistema toqek, Q_P � (w)dw^2 – associirovannyæ k.d., F^∗ ∈ Σ, F^∗ ≺ Q_P � dw^2, F^∗(z_j) = w^∗_j pri j = 1, n, P_z = {z_1, . . . , z_n, ∞}. Togda dlØ l¸boæ funkcii F ∈ Σ vypolnØetsØ neravenstvo n∑ k=1 α^2_k log |F^′(z_k)| + n∑ j,k=1, j≠k μ_{j,k} log | | | | F (z_k) − F (z_j) z_k − z_j | | | | 6

6 n∑ k=1 α^2_k log |F^{∗0}(z_k)| + n∑ j,k=1, j≠k μ_{j,k} log | | | | w^∗_k − w^∗_j z_k − z_j | | | | . (11)

Ravenstvo v (11) vozmoßno lix~ v sluqae F ≺ Q_P � dw^2.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku k.d. QP � (w)dw^2 associirovan s za-

daqeæ ob �R w-sfery i F^∗ ≺ Q_P � dw^2, to k.d. Ω(z)dz^2 = Q_P � ∘F^∗(z)·

F^{∗′2} (z)dz^2 associirovan s sootvetstvu¸weæ zadaqeæ ob �R obla-

sti Δ, i meßdu ffkstremal~nymi znaqeniØmi M^w(P^∗) i M^z(P_z) funkcionalov fftih zadaq imeetsØ sootnoxenie

M^w(P^∗) = M^z(P_z) + n∑ j=1 α^2_j 2π log |F^{∗0}(z_k)|. (12)

S drugoæ storony, dlØ l¸boæ funkcii F ∈ Σ F -obrazy oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ oblasti Δ obrazu¸t sistemu oblasteæ, dopustimu¸ v zadaqe �R w-sfery dlØ sistemy toqek F (P_z),

138 E. G. EMEL^˚NOV otkuda sleduet neravenstvo

M^z(P_z) + n∑ j=1 α^2_j 2π log |F^′(z_j )| 6 M^w(F (P_z)). (13)

Krome togo, blagodarØ ffkstremal~nosti sistemy toqek P^∗ imeem

J(F (P_z)) 6 J(P^∗). (14)

Iz usloviæ (12)–(14) sleduet neravenstvo (11).

3. DlØ p ¿ 0 vvedem vektory

Y^p = ( 1 w^{∗p+1}_1 , . . . , 1 w^{∗p+1}n ) , X^p = ( 1 z^p_1 , . . . , 1 z^p_n ) ,

Y (w) = ( 1 w^∗_1 − w , . . . , 1 w^∗_n − w ) i simmetriqnu¸ n × n matricu A = α^2_1 μ_{1,2} . . . μ_{1,n} μ_{2,1} α^2 . . . μ_{2,n} . . . . . . . . . . . . μ_{n,1} μ_{n,2} . . . α^2_n . Qerez ⟨U, V ⟩ budem oboznaqat~ skalØrnoe proizvdenie kompleksnyh vektorov U = (u_1, . . . , u_n) i V = (v_1, . . . , v_n):

⟨U, V ⟩ = u_1v_1 + . . . + u_nv_n.

Kak netrudno ubedit~sØ, ime¸t mesto ravenstva

4π^2Q_P � (w) = −⟨AY (w), Y (w)⟩, (15) n∑ k=1 α^2_k log F^′(z_k) + n∑ j,k=1, j≠k μ_{k,j} log F (z_k) − F (z_j ) z_k − z_j =

= ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ_{p,q} , (16) gde γ_{p,q} – kofffficienty Grunskogo funkcii F ∈ Σ, opredelØemye razloßeniem log F (z) − F (ζ) z − ζ = ∑ p,q¿1^{γp,q} 1 z^p 1 ζ^q .

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 139 Neravenstvo (11) v fftih oboznaqeniØh prinimaet vid Re ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ_{p,q} 6 Re ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q ⟩γ^∗_{p,q} . (17) Neravenstva (11) i (17) ØvlØ¸tsØ v nekotorom smysle obobweni- Ømi sootvetstvenno neravenstva Goluzina i neravenstva Grunskogo. Qtoby ubedit~sØ v fftom, predstavim s pomow~¸ lemmy Xura matricu A v vide

A = U^T DU, (18)

gde U = (u_{i,j})_{i,j=1,n} – unitarnaØ n × n matrica, t.e. U^T U = E, a

D – diagonal~naØ matrica s fflementami d^2_k, dk > 0 dlØ k = 1, r,

gde r = rank A, d_k = 0 dlØ r < k 6 n. Poloßim

V^p = U X^p = (v^p_1 , . . . , v^p_n), ^A = U^T DU = (^a_{ij})_{i,j=1,n}.

Togda ⟨AX^p , X^q⟩ = ⟨DV^p, V^q⟩ = r∑ k=1 d^2_kv^p_kv^q_k, ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ_{p,q} = r∑ k=1 d^2_k ∑ p,q¿1^{γp,q v} p kv^q_k, (19)

4π^2Q_P � (w) = −⟨AY (w), Y (w)⟩ = − r∑ k=1 d^2_k n∑ j=1 u_{kj} 1 w − w^∗_j 2 . (20)

Esli r = 1, to iz (18) sleduet μ_{k,j} = u_{k,1}d^2u_{j,1}, k ≠ j, i α^2_j = u^2_{k,j}d^2,

j = 1, n, t.e. μ_{k,j} = α_kα_j, k, j = 1, n, (21) i iz (20) sleduet

4π^2Q_P � (w)dw^2 = − n∑ j=1 α_j w − w^∗_j 2 dw^2. (21^′)

BlagodarØ tomu, qto v fftom (i tol~ko v fftom) sluqae k.d.

Q_P � (w)dw^2 okazyvaetsØ polnym kvadratom, veliqina v pravoæ

qasti (11) legko vyqislØetsØ (sm. [4]): n∑ k=1 α^2_k log |F^{∗0} (z_k)| + n∑ k,j=1 α_kα_j log | | | | w^∗_k − w^∗_j z_k − z_j | | | | =

140 E. G. EMEL^˚NOV = n∑ k,j=1 α_kα_j log 1 | | |1 −^1_{zkzj} | | | , (22)

i (11) okazyvaetsØ neravenstvom Goluzina.

Pri r = 1 levaØ qast~ neravenstva (17) prinimaet vid ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ_{p,q} = d^2 ∑ p,q¿1^{γp,q v} p 1 v^q_1,

a pravaØ v silu (22) est~ ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ^∗_{p,q} = d^2 ∑ p¿1 1 p |v^p_1 |^2, gde dv^p_1 = n∑ j=1 α_j z_j , i (17) okazyvaetsØ neravenstvom Grunskogo.

V sluqae r > 1, primenØØ k (19) neravenstvo Grunskogo, polu- qim ∑ k,j a_{k,j} log | | | | F (z_k) − F (z_j ) z_k − z_j | | | | = Re ∑ p,q¿1^{⟨AX} p, X^q⟩γ_{p,q} 6 6^{r∑}_{k=1} d^2_k^∑_{p¿1}^1_p |v^p_k|^2 =^∑_{p¿1}^1_p ‖DV^p‖^2 =^∑_{k,j} âk,j log^1_{1 − 1zkzj} . (23)

Odnako neravenstvo (23) uße ne ØvlØetsØ, voobwe govorØ, toqnym.

4. Glavnoæ cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ poluqenie iz ne-

ravenstva (17) novyh neravenstv dlØ kofffficientov Grunskogo funkciæ klassa Σ pri pomowi nekotorogo predel~nogo perehoda.

Pust~ |w^∗_k| > M > 0 pri k = 1, n. Togda dlØ k.d. Q_P � (w)dw^2 pri

|w| < M imeem razloßenie 4π^2Q_P � (w) = −⟨AY (w), Y (w)⟩ = − ∑ p,q¿0^{⟨AY} p, Y^q ⟩w^{p+q} . (24) Vvedem parametr ρ > 0 i rassmotrim konformno-invariantnyæ funkcional J_ρ(P ), u kotorogo parametry α_j, l_k (j = 1, n_1, k =

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 141 1, n_2) i qisla μ_{k,j} zavisØt ot ρ takim obrazom, qto pri ρ → +∞ k.d. Q_{ρP} � (w)dw^2 shoditsØ ravnomerno v C k predel~nomu k.d.

^Q(w)dw2. V fftom sluqae k.d. ^Q(w)dw2 regulØren na C i imeet

pol¸s porØdka ¿ 4 v toqke w = ∞. Funkcii F^∗_ρ shodØtsØ k predel~noæ funkcii F^∗ ∈ Σ, F^∗ ≺ ^Qdw^2, i neravenstvo (17) perehodit v nekotoroe predel~noe neravenstvo dlØ kofffficientov Grunskogo funkciæ F ∈ Σ, ffkstremal~noæ v kotorom ØvlØetsØ funkciØ F^∗. Po sravneni¸ s analogiqnym neravenstvom, kotoroe opredelØetsØ posredstvom k.d. ^Q(w)dw^2 soglasno “osnovnoæ teoreme o kofffficientah” Dßenkinsa [6, teorema 4.1] my imeem to preimuwestvo, qto ne trebuetsØ sovpadeniØ neskol~kih pervyh kofffficientov razloßeniØ funkciæ F i F^∗.

§1. Ograniqennost~ funkcionala J(P ) sverhu Pust~ P = {w_1, . . . , w_n}, n ¿ 4, – mnoßestvo otmeqennyh toqek na C , Φ(D) – funkcional (1) dlØ zadaqi ob �R, opisannoæ vo vvedenii, J(P ) – konformno-invariantnyæ funkcional vida (3).

Teorema 1. DlØ togo, qtoby funkcional J(P ) byl ograniqen sver-

hu, dostatoqno vypolneniØ sledu¸wih dvuh usloviæ.

DlØ l¸bogo podmnoßestva I ⊂ {1, 2, . . . , n}, soderßawego ne bolee n − 2 indeksov, ∑ j∈I α^2_j + 2 ∑ s,t∈I, s<t μ_{s,t} ¿ 0. (1.1)

DlØ l¸boæ oblasti D^{(1)}_k ∈ D, k = 1, n_2, ∑ j∈I(D(1)_k ) α^2_j + 2 ∑ s,t∈I(D(1)_k ), s<t μ_{s,t} ¿ l^2_k, (1.2)

gde I(D^{(1)}_k ) = {j : w_j ∈ E^′_k} ili I(D^{(1)}_k ) = {j : w_j ∈ E^{′′}_k },

C \ D^{(1)}_k = E^′_k ∪ E^{′′}_k .

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto funkcional J(P ) ne ograniqen

sverhu. Togda moßno sqitat~, qto w_j → w^0_j , j = 1, n, i pri fftom

142 E. G. EMEL^˚NOV

J(P ) → +∞. Esli by vse toqki w^0_j , j = 1, n, byli razliqny, to

po nepreryvnosti my imeli by J(P ) → J(P^0) < +∞. Oboznaqim qerez w(k), 1 6 k 6 ν < n, razliqnye toqki mnoßestva {w^0_j }_{j=1,n}, i poloßim I_k = {j : w_j → w(k)}. Esli j_1 ∈ I_{k1} , j_2 ∈ I_{k2} , k_1 ≠ k_2, to budem pisat~ j_1 ⊥ j_2. Qerez |I| budem oboznaqat~ qislo toqek mnoßestva I. DlØ udobstva, v oboznaqeniØh funkcionalov i oblasteæ budem ukazyvat~ ispol~- zuemu¸ peremennu¸.

Preßde vsego, zametim, qto v silu konformnoæ invariantnosti funkcionala J(P ) my moßem sqitat~ |I_k| 6 n − 2 dlØ vseh

k = 1, ν. DlØ k = 1, ν poloßim S^w_{Ik} = ∑ j=I_k α^2_j M (D^w_j , w_j) + 1 2π ∑ s,t∈I_k, s<t μ_{s,t} log |w_s − w_t|^2. (1.3)

My pokaßem, qto iz usloviØ (1.1) sleduet ograniqennost~ sverhu vseh summ S^w_{Ik} . Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po qislu

|I_k| fflementov mnoßestva I_k. Esli |I_k| = 1, to dokazyvat~ neqego.

Pust~ |I_k| = 2, I_k = {p, q}. Sqitaem bez ograniqeniØ obwnosti, qto w_p → 0, w_q → 0. Poloßim

w = w_p + z(w_q − w_p). (1.4)

Imeem

S^w_{Ik} = α^2_pM (D^w_p , w_p) + α^2_qM (D^w_q , w_q) + 1 2π μ_{p,q} log |w_p − w_q|^2 =

= α^2_pM (D^z_p , 0) + α^2_qM (D^z_q , 1) + 1 2π (α^2_p + α^2_q + 2μ_{p,q} ) log |w_p − w_q|.

V silu (1.1), poluqaem S^w_{Ik} 6 C, gde konstanta C ne zavisit ot P . Dopustim, qto ograniqennost~ sverhu summ S^w_{Ik} dokazana pri

|I_k| 6 m − 1. Pust~ |I_k| = m, p, q ∈ I_k. Snova vvedem z po formule

(1.4) i poloßim z_j (w_q − w_p) = w_j − w_p, j ∈ I_k. Togda

S^w_{Ik} = S^z_{Ik} + 1 2π ∑ j∈I_k α^2_j + 2 ∑ s,t∈I_k, s<t μ_{s,t} log |w^p − w^q|, (1.5)

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 143 gde S^w_{Ik} = ∑ j∈I_k α^2_j M (D^z_j , z_j) + 1 2π ∑ s,t∈I_k, s<t μ_{s,t} log |z_s − z_t|^2. (1.6)

V silu (1.1), vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (1.5) nepoloßitel~no. PerehodØ, esli nußno, k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto z_j → z^0_j pri j ∈ I_k. Oboznaqim qerez z(l),

1 6 l 6 μ 6 |Ik|, razliqnye toqki mnoßestva {z^0_j }j∈I_k , i polo- ßim I_{k,l} = {j ∈ I_k : z_j → z(l)}. Poskol~ku z^0_p = 0, z^0_q = 1, to |I_{k,l}| 6 m − 1. Imeem S^z_{Ik} = μ∑ l=1 S^z_{Ik,l} + 1 2π ∑ s,t∈I_k, s<t, s⊥t μ_{s,t} log |z_s − z_t|^2, (1.7) gde S^z_{Ik,l} = ∑ j∈I_{k,l} α^2_j M (D^z_j , z_j) + 1 2π ∑ s,t∈I_{k,l}, s<t μ_{s,t} log |z_s − z_t|^2,

i vtoroe slagaemoe v (1.7), oqevidno, ograniqeno. Po induktivnomu predpoloßeni¸, ograniqena sverhu i summa S^z_{Ik} , znaqit, i summy S^w_{Ik} . Dalee, poskol~ku

J(P ) = ν∑ k=1 S^w_{Ik} + 1 2π n∑ s,t=1, s<t, s⊥t μ_{s,t} log |w_s − w_t|^2 + n2∑ k=1 l^2_kM (D^{(1)}_k ), (1.8)

i vtoroe slagaemoe v (1.8) ograniqeno, to dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno dokazat~ ograniqennost~ sverhu summ

S^w_{I(D(1)k )} + l^2M (D^{(1)w}_k ), k = 1, n_2.

Pust~, dlØ opredelennosti, I(D^{(1)}_k ) = {j : w_j ∈ E^′_k}. Togda, ne terØØ obwnosti, moßem sqitat~, qto 1, ∞ ∈ P , 1, ∞ ∈ E^{′′}_k . Pust~

p, q ∈ I(D^{(1)}_k ). Vvedem z po formule (1.4) i poluqim

S^w_{I(D(1)k )} + l^2_kM (D^{(1)w}_k ) = S^z_{I(D(1)k )}+

144 E. G. EMEL^˚NOV

+ 1 2π ∑ j∈I(D(1)_k ) α^2_j + 2 ∑ s,t∈I(D(1)_k ), s<t μ_{s,t} log |w_p − w_q| + l^2_kM (D^{(1)z}_k ).

Oblast~ D^{(1)z}_k otdelØet toqki^{1−wp}_{wq −wp} , ∞ ot vseh toqek z_j , j ∈

I(D_k). Poskol~ku z_p = 0, z_q = 1, to legko videt~, qto

M (D^z_k) 6 1 2π log 1 |w_p − w_q| + const .

Poskol~ku summy S^z_{I(Dk)}, kak dokazano vyxe, ograniqeny sverhu, to imeem

S^w_{I(Dk )} + l^2_kM (D^{(1)w}_k ) 6

6^1_{2π} ∑ j∈I(D(1)_k ) α^2_j + 2 ∑ s,t∈I(D(1)_k ), s<t μ_{s,t} − l^2_k log |w_p −w_q |+const . (1.9)

Iz usloviØ (1.2) sleduet ograniqennost~ sverhu summ v levoæ qasti (1.9). Tem samym teorema dokazana.

§2. Predel~nyæ perehod v neravenstvah

2.1. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma. Pust~ P = {w1, . . . , wn, ∞} – mnoßestvo otmeqennyh

toqek na C , Φ(D) – funkcional (1) zadaqi ob �R dlØ fftih toqek i Q_P (w)dw^2 – associirovannyæ k.d. Esli

Q_P (w)dw^2 = − 1 4π^2 n∑ j=1 α_j w − w_j 2 dw^2, to M(P ) = Φ(D^∗ ) = 1 2π n∑ p,q=1, p≠q α_pα_q log 1 |w_p − w_q| . (2.1)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy sleduet iz teoremy 1 ra-

boty [5]. Poskol~ku ffta teorema formuliruetsØ i dokazyvaetsØ

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 145 v [5] v terminah emkosteæ kondensatorov, my dadim zdes~ drugoe dokazatel~stvo.

Izvestno, qto (sm., naprimer, [2]),

M(P ) = lim_{ε→0} ∫ ∫ Cε |Q_P (w)|dσ_w − 1 2π n+1∑ j=1 α^2_j log 1 ε , (2.2)

gde (qerez U_ρ(a) oboznaqaem krug |w − a| < ρ)

C_ε = C \ ⋃ j=1 U_ε(w_j) ∩ U_{1/ε}(0),

α_{n+1} = − n∑ j=1 α_j. Poloßim I(w) = i 2π n∑ j=1 α_j log 1 w − w_j , h(w) = Im I(w). Imeem ∫∫ Cε |Q_P (w)|dσ = 4 ∫∫ Cε |h^′_w|^2dσ = 2 i ∫∫ Cε h^′_wh^′_wdw ∧ dw =

= 2 i ∫ ∂Cε h(w)h^′_w(w)dw = − 2 i n∑ j=1 ∫ |w−w_j |=ε h(w)h^′_w(w)dw+

+ 2 i ∫ |w|= 1_ε h(w)h^′_w(w)dw. (2.2) UqityvaØ, qto pri |w − w_j| = ε h(w) = α_j 2π log 1 ε + ∑ k≠j α_k 2π log 1 |w_k − w_j| + O(ε), i pri |w| = 1/ε h(w) = − α_{n+1} 2π log 1 ε + O(ε),

146 E. G. EMEL^˚NOV iz (2.2) poluqaem ∫ ∫ Cε |Q_P (w)|dσ = n+1∑ j=1 α^2_j 2π log 1 ε + n∑ p,q=1, p≠q α_pα_q 2π log 1 |w_p − w_q| + O(ε),

qto i trebovalos~ dokazat~.

2.2. Pust~ teper~ P = {w1, w2, w3, ∞}, gde wj, j = 1, 2, 3 – razliq-

nye toqki C . Rassmotrim zadaqu ob �R w-sfery na odnosvØznye oblasti D_j , w_j ∈ D_j , j = 1, 4 (w_4 = ∞) s funkcionalom

Φ(D) = M (D_1, w_1) + M (D_2, w_2) + M (D_3, w_3) + 9M (D_4, ∞),

i pust~

J(P ) = M(P )+ 1 2π ( log |w_2−w_1|^2+log |w_3−w_2|^2+log |w_1−w_3|^2 ) . (2.3)

Po teoreme 1, funkcional J(P ) ograniqen sverhu.

Teorema 2. Pust~ T = T0 ∪ T^+ ∪ T^−, gde T0 = [−2, 1], T^+ = {w : |w−ω| = √ 3, Im w ¿ 0}, T^− = {w : w ∈ T^+}. Maksimum funkcionala J(P ) raven 0 i dostigaetsØ dlØ l¸boæ sistemy toqek P_a = {ω, ω, a, ∞}, gde ω = e^{2πi/3}, a ∈ T, a takße dlØ sistem toqek, poluqa¸wihsØ iz ukazannyh pri drobno-lineænyh preobrazovaniØh, i tol~ko dlØ takih sistem toqek.

Dokazatel~stvo. Pust~ P^∗ = {w^∗_1, w^∗_2, w^∗_3, ∞} – ffkstremal~naØ

sistema toqek, Q_P � (w)dw^2 – associirovannyæ k.d. DlØ naxeæ zadaqi matrica A imeem vid A = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , i iz (21^′) poluqaem

Q_P � (w)dw^2 = − 1 4π^2 ( 1 w − w^∗_1 + 1 w − w^∗_2 + 1 w − w^∗_3 )_2 dw^2. (2.4)

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 147 Pofftomu utverßdenie o ravenstve nul¸ maksimal~nogo znaqeniØ funkcionala J(P ) sleduet iz lemmy §2.1. BlagodarØ konformnoæ invariantnosti funkcionala J(P ) moßem sqitat~, qto

σ_1 = w^∗_1 + w^∗_2 + w^∗_3 = 0, σ_2 = w^∗_1w^∗_2 + w^∗_1w^∗_3 + w^∗_2w^∗_3 ¿ 0.

Togda

Q_P � (w)dw^2 = − 9 4π^2

(w^2 + c^2)^2 (w − w^∗_1)^2(w − w^∗_2)(w − w^∗_3) dw^2, c^2 = σ_2 3 . V silu svØznosti ob¨edineniØ zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ k.d. Q_P � (w)dw^2, na granice odnoæ iz oblasteæ D^∗_j – pust~ oblasti D^∗_2 – nahodØtsØ oba dvoænyh nulØ fftogo k.d., i ego struktura traektoriæ neobhodimo imeet vid, shematiqno izobraßennyæ na ris. 1.

Ris. 1.

Provedem kritiqeskie ortogonal~nye traektorii γ_+ i γ_−, soedinØ¸wie toqki w_2 i ∞ i prohodØwie sootvetstvenno qerez toqki s i σ, kotorye ØvlØ¸tsØ seredinami v Q_P � -metrike graniqnyh dug oblasti D_2 (sm. ris. 1). Zamykanie ih ob¨edineniØ

148 E. G. EMEL^˚NOV

γ = γ_+ ∪ γ_− predstavlØet soboæ zamknutu¸ analitiqesku¸ kri-

vu¸, razbiva¸wu¸ C na dve oblasti: Ω_+ i Ω_−. Otobrazim Ω_+ konformno na poluploskost~. Netrudno videt~, qto ffto otobraßenie prodolßaetsØ do konformnogo otobraßeniØ ploskosteæ, kotoroe neobhodimo ØvlØetsØ drobno-lineænym. Ots¸da sleduet, qto γ – prØmaØ, znaqit, struktura traektoriæ k.d. Q_P � (w)dw^2 obladaet osevoæ simmetrieæ.

Poloßim P^∗(t) = {w^∗_1(t), w^∗_2(t), w^∗_3(t), ∞}, gde

w^∗_1(t) = −t + i, w^∗_2(t) = 2t, w^∗_3(t) = −t − i.

Iz usloviØ σ_2 ¿ 0 sleduet, qto t^2 6 1/3. Izmenenie struktury traektoriæ k.d. Q_P �_{(t)}(w)dw^2 pri vozrastanii t ot −1/ √ 3 do 1/ √ 3 izobraßeno na ris. 2a–2d.

Ris. 2a (t = �1/p3) Ris. 2b (t = 0).

Pri lineænom preobrazovanii, pri kotorom w_1(t) → ω, w_3(t) → ω, ∞ → ∞, toqka w_2(t) perehodit v a =^{3t√3}_2 −^1_2 ∈ T_0, otre- zok [ − 1/ √ 3, 1/ √ 3 ] perehodit v otrezok T_0. Pri lineænom preobrazovanii, pri kotorom w_1(t) → ω, w_2(t) → ω, ∞ → ∞, toqka w_3(t) perehodit v a = ω − i √ 3(3t + i) / (3t − i) ∈ T^+, otrezok [ − 1/ √ 3, 1/ √ 3 ] perehodit v dugu T^+. Analogiqno, pri lineænom preobrazovanii, pri kotorom w_3(t) → ω, w_2(t) → ω, ∞ → ∞, toqka w_1(t) perehodit v a = ω + i √ 3(3t − i) / (3t + i) ∈ T^−, otrezok

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 149

Ris. 2c (0 < t < 1/p3) Ris. 2d (t = 1/p3). [ −1/ √ 3, 1/ √ 3 ] perehodit v dugu T^−. Takim obrazom, sistema toqek P_a = {ω, ω, a, ∞} budet ffkstremal~noæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda a ∈ T , qto i trebovalos~ dokazat~.

2.3. Rassmotrim teper~ zadaqu ob �R w-sfery na odnosvØznye

oblasti D_j , j = 1, 4, w_j ∈ D_j , i dvusvØznu¸ oblast~ D, razdelØ- ¸wu¸ pary toqek w_1, w_3 i w_2, ∞. Budem sqitat~, qto zamknutye ßordanovy krivye v oblasti D, razdelØ¸wie ee graniqnye komponenty, gomotopny na C \{w_1 , w_2, w_3} razrezu po otrezku [w_1, w_3]. Poloßim

Φ̃(D) = M (D_1, w_1) + M (D_2, w_2) + M (D_3, w_3) + 9M (D_4, ∞) + 4M (D),

M̃(P ) = Φ̃(D^∗ ),

i pust~ funkcional J(P ) opredelØetsØ po analogii s (2.3):

J̃(P ) = M̃(P ) + 1 2π ( log |w_2 − w_1|^2 + log |w_3 − w_2|^2 + log |w_1 − w_3|^2 ) . Po teoreme 1, funkcional J̃(P ) ograniqen sverhu, priqem v uslovii (1.2) imeet mesto ravenstvo.

Qerez Ω_{1,3} oboznaqim tu iz treh oblasteæ, na kotorye mnoßestvo T razbivaet C , kotoraØ soderßit toqku w = ∞. Iz teoremy 2 legko poluqaem

150 E. G. EMEL^˚NOV

Sledstvie. Maksimum funkcionala^~J(P ) raven 0 i dostigaetsØ

dlØ l¸boæ sistemy toqek P_a = {ω, a, ω, ∞}, a ∈ Ω_{1,3}, a takße dlØ sistem toqek, poluqa¸wihsØ iz ukazannyh pri drobno-lineænyh preobrazovaniØh, i tol~ko dlØ takih sistem toqek.

Dokazatel~stvo. Associirovannym s ukazannoæ zadaqeæ k.d.

ØvlØetsØ snova k.d. (2.4), otkuda sleduet utverßdenie o maksimal~nom znaqenii J̃(P ). V strukture traektoriæ k.d. (2.4) prisutstvu¸t qetyre krugovye oblasti i, vozmoßno, odna kol~cevaØ oblast~. Iz teoremy 2 sleduet, qto dlØ vseh a ∈ Ω_{1,3} kol~cevaØ oblast~ deæstvitel~no suwestvuet. Pust~ a > 1, c_1 < c_2 – nuli (dvoænye) k.d. Q_{Pa} (w)dw^2. Poloßim dlØ k = 1, 2

d_k = lim_{ε→0} Im ω−ε∫ c_k √ Q_{Pa} (w) dw − 1 2π log 1 |ε| , (2.5)

gde vetv~ kornØ vybrana takim obrazom, qtoby predel v (2.5) byl koneqnym. Legko podsqitat~, qto

2πd_k = log 1 |ω − ω| + log 1 |ω − a| + 2 log |c_k − ω| + log(a − c_k).

Iz usloviØ a > 1 poluqaem, qto d_2 > d_1, t.e. imenno dvoænoæ nul~

c_1 leßit na granice oblasteæ D^∗_1 i D^∗_3 (sm. ris. 3a–3b).

Sledovatel~no, oblast~ D razdelØet paru toqek w_1, w_3 i w_2, ∞ ukazannym obrazom. Iz soobraßeniæ nepreryvnosti Øsno, qto ffto ostaetsØ spravedlivym dlØ vseh toqek oblasti Ω_{1,3}. Pust~ teper~ Ω_{1,2} = {w : |w − ω| < √ 3, Im w > 0}, Ω_{2,3} = {w : |w − ω| < √ 3, Im w < 0} – dve drugie iz oblasteæ, na kotorye T razbivaet C . Tak ße, kak i vyxe, ubeßdaemsØ, qto oblast~ D pri a ∈ Ω_{1,2} razdelØet pary toqek ω, a i ω, ∞ (sm. ris. 3), a pri a ∈ Ω_{2,3} – pary toqek ω, a i

ω, ∞. Sledstvie dokazano.

2.4. Pust~ Pa = {ω, a, ω, ∞}, gde a ∈ C , a ≠ ω, ω, QP_a (w)dw^2 – k.d.,

opredelennyæ v (2.4) pri w^∗_1 = ω, w^∗_2 = a, w^∗_3 = ω, F^∗_a ∈ Σ_0 – funkciØ, soglasovannaØ s Q_{Pa} (w)dw^2. Teorema 2 i sledstvie iz nee pozvolØ¸t poluqit~ neravenstvo tipa (17) dlØ kofffficientov Grunskogo funkciæ iz klassa Σ, ffkstremal~noæ v kotorom budet

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 151

Ris. 3a Ris. 3b.

funkciØ F^∗_a . Tehnika predel~nogo perehoda pozvolØet poluqit~ ots¸da predel~noe neravenstvo, v kotorom uqastvu¸t tol~ko neskol~ko kofffficientov Grunskogo.

Teorema 3. Pust~ funkciØ F^∗ = z +^∑_k¿_1 c^∗_kz^{−k} ∈ Σ0, i F^∗ sogla-

sovana s k.d. ^Q(w)dw^2 = −(w^2 − λ^2e^{2iφ})^2dw^2, λ > 0, −π < φ 6 π. Togda dlØ l¸boæ funkcii F ∈ Σ verno neravenstvo

Re(B^2γ_{1,1} + 2Bγ_{1,3} + γ_{3,3}) 6 |B|^2 + 1 3 , (2.6)

gde γ_{i,j} – kofffficienty Grunskogo funkcii F ,

B = c^∗_1 − λ^2e^{2iφ}. (2.7)

Dokazatel~stvo. Poloßim a = 1 + δ^2, δ = |δ|e^{iφ}, ρ = λ^√3^/|δ|,

α^2 = 1 / |δ|^6. Togda

Q_{Pa} (w)dw^2 = − 9 4π^2

(w − ζ_1)^2(w − ζ_2)^2 (2 − ω)^2(w − ω)^2(w − a)^2 dw^2, ζ_{1,2} = ± δ √ 3 + O(δ^2) pri δ → 0.

152 E. G. EMEL^˚NOV Pri δ → 0 imeem α^2Q_{ρPa} (w)dw^2 → − 9 4π^2

(w^2 − λ^2e^{2iφ})^2dw^2.

Pust~ F^∗_δ ∈ Σ_0, F^∗_δ ≺ Q_{Pa} (w)dw^2,

F^∗_δ (z_1(δ)) = ρω, F^∗_δ (z_2(δ)) = ρa, F^∗_δ (z_3(δ)) = ρω. (2.8)

Pri δ → 0 F^∗_δ → F^∗ ∈ Σ_0, F^∗ ≺ −(w^2 −λ^2e^{2iφ})^2dw^2 . V sootvetstvii s oboznaqeniØmi vvedeniØ, dlØ k ¿ 0, m ¿ 1 polagaem

X^m_δ = ( 1 z_1(δ)^m , 1 z_2(δ)^m , 1 z_3(δ)^m ) , Y^k_δ = ( ω^{k+1}, 1 a^{k+1} , ω^{k+1} ) ,

A = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . Nahodim:

⟨AY^0, Y^0⟩ = δ^4 + O(δ^5), ⟨AY^0, Y^2⟩ = −3δ^2 + O(δ^3), ⟨AY^2, Y^2⟩ = 9 + O(δ), ⟨AY^pY^q⟩ = o(δ^{4−p−q}) dlØ vseh proqih p i q, p, q ¿ 0.

Nam potrebuetsØ svØz~ meßdu vektorami Y^k_δ i X^m_δ , k ¿ 0,

m ¿ 1, opredelØemsØ posredstvom usloviæ (2.8). Pust~ pm(t), m ¿ 1 – mnogoqleny Fabera dlØ funkcii F^∗ ∈ Σ0, opredelØemye

razloßeniem log z F (z) − t = ∞∑ m=1 1 m p^′_m(t) 1 z^m . (2.9)

Posledovatel~no differenciruØ (2.9) po t, poluqim dlØ w =

F^∗(z) ravenstva 1 w^k = ∑ m¿k 1 m p^{(k)}_m (0) (k − 1)! 1 z^m , (2.10)

qto daet iskomu¸ svØz~ meßdu vektorami: 1 ρ^{k+1} Y^k_δ = ∑ m¿k 1 m p^{(k)}_m (0) (k − 1)!

X^m_δ , k ¿ 0. (2.11)

KONFORMNO–INVARIANTNYE FUNKCIONALY 153 ObrawaØ ravenstva (2.11), poluqaem:

X^1_δ = 1 ρ Y^0_δ + c^∗_1 ρ^3

Y^2_δ + c^∗_2 ρ^4 Y^3_δ . . . , X^2_δ = 1 ρ^2

Y^1_δ +

2c^∗_1 ρ^4

Y^3_δ + . . . ,

X^3_δ = 1 ρ^3

Y^2_δ +

3c^∗_1 ρ^5

Y^4_δ + . . . .

Teper~ nahodim

α^2⟨AX^1, X^1⟩ = 1 3λ^6

(c^∗_1 + λ^2)^2 + O(δ),

α^2⟨AX^1, X^3⟩ = 1 3λ^6

(c^∗_1 + λ^2) + O(δ),

α^2⟨AX^3, X^3⟩ = 1 3λ^6 + O(δ), α^2⟨AX^p, X^q⟩ = O(δ) pri vseh ostal~nyh p, q ¿ 0.

Takim obrazom, predel levoæ qasti neravenstva (17) raven 1 3λ^6

Re(B^2γ_{11} + 2Bγ_{13} + γ_{33}), gde B vvedeno v (2.7), a predel pravoæ qasti raven 1 3λ^6

Re(B^2γ^∗_{11} + 2Bγ^∗_{13} + γ^∗_{33}).

V silu usloviØ rank A = 1, poslednØØ veliqina legko vyqislØetsØ, qto i daet neravenstvo (2.6). Teorema dokazana.

Ispol~zuØ vyraßeniØ kofffficientov Grunskogo qerez kofffficienty razloßeniØ funkcii F (z) = z + c_0 + ∑ k¿1^{ckz−k ∈ Σ}, imenno,

γ_{11} = −c_1, γ_{13} = −c_3, γ_{33} = − ( c_5 + c_1c_3 + c^2 + 1 3 c^3_1 ) , moßem predstavit~ (2.6), kak neravenstvo meßdu kofffficientami razloßeniæ funkciæ F i F^∗. Privedem dlØ sravneniØ neravenstvo, opredelØemoe k.d. −(w^2 −λ^2e^{2iφ})^2dw^2 soglasno “osnovnoæ teoreme o kofffficientah” Dßenkinsa:

Re(c_5 +3c^∗_1c_3 +c^2 −2λ^2e^{2iφ}c_3) ¿ Re(c^∗_5 −3c^∗_1c^∗_3 +c^{∗2}_2 −2λ^2e^{2iφ}c^∗_3) (2.12) dlØ kaßdoæ funkcii F ∈ Σ, u kotoroæ c_1 = c^∗_1. Legko ubedit~sØ, qto pri c_1 = c^∗_1 neravenstva (2.6) i (2.12) sovpada¸t.

154 E. G. EMEL^˚NOV

Literatura

1. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstvah sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. PO- MI 237 (1997), 74–104.

2. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstva krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Matem. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

3. E. G. Emel~Ønov, Nekotorye svoæstva moduleæ semeæstv krivyh, Zap.

nauqn. semin. POMI 144 (1985), 72–82.

4. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

5. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 76–94.

6. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

S.-Peterburgskiæ universitet Postupilo 25 dekabrØ 2001 g., ffkonomiki i finansov v dopolnennom vide 29 marta 2001 g.