Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

E. P. Golubeva

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI DL˚ KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOSTE` I QISLAH KLASSOV VEWESTVENNYH KVADRATIQNYH POLE`

1. Vvedenie. Pust~ a, b, d – celye qisla, d ne ØvlØetsØ polnym

kvadratom i d > 0. Pust~ b^2 ≡ d(mod a). Togda qislo α = (b+ √ d)/a ØvlØetsØ kvadratiqnoæ irracional~nost~¸ opredelitelØ d.

Razloßim qislo α v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~. Kak horoxo izvestno, ffta drob~ ØvlØetsØ periodiqeskoæ: α = [ m_1, . . . , m_k, r_1, . . . , r_l ] . (1)

Qislo α nazyvaetsØ privedennoæ kvadratiqnoæ irracional~nost~¸, esli ffto razloßenie ØvlØetsØ qisto periodiqeskim.

DlØ proizvol~nogo vewestvennogo qisla γ konstantoæ Levi nazyvaetsØ qislo β(γ), kotoroe opredelØetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ β(γ) = lim_{n→∞} log Q_n n , gde Q_n – znamenatel~ podhodØweæ drobi P_n/Q_n razloßeniØ γ v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~.

Kak izvestno (sm., naprimer, [1]), dlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ konstanta Levi suwestvuet. Ona harakterizuet srednee znaqenie fflementov r_i periodiqeskoæ qasti razloßeniØ (1). DlØ ffkvivalentnyh (sobstvenno ili nesobstvenno) irracional~nosteæ konstanty Levi sovpada¸t, poskol~ku kaßdaØ iz nih vhodit v period drugoæ.

Veliqina β(α) igraet kraæne vaßnu¸ rol~ v teorii binarnyh kvadratiqnyh form i vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ, poskol~ku ona neposredstvenno svØzana so znaqeniem sootvetstvu¸weæ osnovnoæ edinicy. �ta svØz~ zadaetsØ ravenstvom R = β( √ d)l( √ d), (2) 20

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 21

gde R – regulØtor polØ Q( √ d), l( √ d) = l – dlina perioda razlo-

ßeniØ (1) pri α = √ d. Konstanta Levi zakl¸qena v predelah log 1 + √ 5 2 6 β < log 2^√d.

Ona vliØet na znaqenie regulØtora v gorazdo men~xeæ stepeni, qem dlina perioda. PoslednØØ vedet sebØ kraæne haotiqno. Tem ne menee, est~ vse osnovaniØ predpolagat~, qto dlØ poqti vseh (v smysle plotnosti) znaqeniæ d imeet mesto sootnoxenie l( √ d) > √ d/ log^λ d, gde λ > 0 – postoØnnaØ.

Poslednee neravenstvo soglasuetsØ so vsemi izvestnymi gipotezami o povedenii h(d) – qisla klassov polØ Q( √ d) (sm. [2–4]).

Kak horoxo izvestno, dlØ poqti vseh vewestvennyh qisel γ konstanta Levi – odna i tak ße, β(γ) = π^2/12 log 2. DlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ α ffto ravenstvo ne moßet imet~ mesto, poskol~ku β(α) ØvlØetsØ logarifmom algebraiqeskogo qisla. Tem ne menee, esli h(d) = 1 i celye toqki na odnopolostnom gaperboloide

d = b^2 − ac (3)

raspredeleny asimptotiqeski po mere dadb/|a| (kotoraØ zadaet plowad~ Lobaqevskogo na poverhnosti (3)), to pri d → ∞ β( √ d) = π^2 12 log 2

+ o(1) (4)

(sm. [5, 6]).

Privedennyæ fakt o raspredelenii celyh toqek na giperboloide (3) byl dokazana v rabote [7] pri uslovii, grubo govorØ, spravedlivosti rasxirennoæ gipotezy Rimana dlØ L-funkciæ s vewestvennymi kvadratiqnymi harakterami. V rabote [8] fftot rezul~tat byl poluqen pri drugoæ gipoteze (sm. takße [9]).

S pomow~¸ fftih soobraßeniæ v rabote [10] bylo pokazano, qto postoØnnaØ π^2/12 log 2 ØvlØetsØ predel~noæ toqkoæ dlØ spektra konstant Levi kvadratiqnyh irracional~nosteæ, prinadleßawih glavnym klassam. V svØzi s fftim estestvenno voznikaet vopros, imeet li fftot spektr drugie predel~nye toqki.

Moßno predpoloßit~, qto, po kraæneæ mere, samaØ levaØ toqka spektra log((1 + √ 5)/2) ØvlØetsØ izolirovannoæ. Nekotorye

22 E. P. GOLUBEVA

podtverßdeniØ v pol~zu fftogo predpoloßeniØ byli poluqeny v rabote [11]. Tam bylo pokazano, qto esli p-prostoe i p ≡ 3(mod4), to mnoßestvo {β( √ p)} izolirovano ot log((1 + √ 5)/2).

Tam ße byli poluqeny analogiqnye rezul~taty dlØ nekotorogo mnoßestva sostavnyh opredeliteleæ.

V nastoØweæ rabote pokazano (sm. teoremu 1 niße), qto dlØ prostyh p ≡ 3(mod 4) na promeßutke [ log((1 + √ 5)/2), log((1 + √ 3)/ √ 2) ) net znaqeniæ β(√p). �tot rezul~tat ØvlØetsØ neuluqxaemym, poskol~ku β( √ 3) = log((1 + √ 3)/ √ 2). V kaqestve sledstviØ iz nego dlØ takih p my poluqaem novyæ kriteriæ odnoklassnosti dlØ Q(√p):

dlØ dostatoqno bol~xih p h(p) = 1 togda i tol~ko togda, kogda l(√p) > √pL_p(1)/ log((1 + √ 3)/ √ 2), gde L_p(s) – L-funkciØ s harakterom (^p· ).

Zametim, qto esli h(p) = 1, to l(√p) ∼ √pL_p(1)12 log 2/π^2 (pri uslovii spravedlivosti rasxirennoæ gipotezy Rimana).

Krome togo, dlØ nekotorogo mnoßestva sostavnyh d zdes~ takße poluqena luqxaØ ocenka snizu dlØ β( √ d), qem v rabote [10] (sm. teoremu 2 niße i zameqanie k fftoæ teoreme).

Ewe odin rezul~tat, podtverßda¸wiæ predpoloßenie ob izolirovannosti toqki log((1 + √ 5)/2), soderßitsØ v sledstvii iz teoremy 3 nastoØweæ raboty. V nem pokazano, qto toqek rassmatrivaemogo spektra, blizkih k log((1 + √ 5)/2), dostatoqno malo.

Kak uße govorilos~ vyxe, esli d – veliko, to l¸boe znaqitel~noe otklonenie β( √ d) ot π^2/12 log 2 vedet k neravenstvu

h(d) > 1. V teoreme 3 poluqena ocenka snizu dlØ h(d), esli zna-

qenie β( √ d) blizko k log((1 + √ 5)/2). A v teoreme 4 rassmotren sluqaæ bol~xih znaqeniæ β( √ d). V neæ pokazano, qto h(d) rastet, grubo govorØ, kak exp β( √ d)/β^2( √ d) pri roste β( √ d). 2. OpredeleniØ i izvestnye fakty. Pust~ φ(x, y) = ax^2 + bxy +

cy^2 – celoqislennaØ binarnaØ kvadratiqnaØ forma diskrimi-

nanta D = b^2 − 4ac.

Forma φ nazyvaetsØ primitivnoæ, esli (a, b, c) = 1. Opredelitel~ formy d i diskriminant svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi: D = d, esli b – neqetnoe qislo, i D = 4d, esli b ØvlØetsØ qetnym.

Pust~ d > 0 i ne ØvlØetsØ polnym kvadratom. Kaßdoæ forme postavim v sootvetstvie dve vewestvennye kvadratiqnye irra-

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 23

cional~nosti ξ_1 i ξ_2:

ξ_1 = −b − √ D 2c , ξ_2 = −b + √ D 2c . �ti irracional~nosti nazyva¸tsØ kornØmi formy φ. Oqevidno, qto formy φ(x, y) i −φ(x, y) ime¸t odinakovye korni.

Forma φ nazyvaetsØ privedennoæ, esli ee korni udovletvorØ- ¸t uslovi¸

ξ_1 > 1, −1 < ξ_2 < 0 (5)

(ili naoborot, ξ_2 > 1, −1 < ξ_1 < 0). Moßno pokazat~ (sm., naprimer, [12]), qto forma ØvlØetsØ privedennoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ξ_1 ØvlØetsØ privedennoæ irracional~nost~¸, t.e. ee razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ ØvlØetsØ qisto periodiqeskim,

ξ_1 = [ r_1, . . . , r_l ] . (6)

Esli ξ = √ d, to razloßenie (6) obladaet svoæstvom simmetrii, √ d = [ mr_1, . . . , r_n, r_{n+1}, r_n, . . . , r_1, 2m ] , (7)

gde m = [ √ d ], l = 2n + 2.

Esli a > 0 i forma ØvlØetsØ privedennoæ, to c < 0. Iz neravenstv (5) sleduet, qto usloviØ privedeniØ v fftom sluqae moßno zapisat~ v vide b < √ D, b + 2a > √ D, b + √ D > 2a. (8) Esli forma φ imeet qetnyæ sredniæ kofffficient, φ(x, y) =

ax^2 + 2bxy + cy^2, to d = b^2 − ac i usloviØ privedeniØ (8) moßno

perepisat~ v vide b < √ d, b + a > √ d, b + √ d > a. (9) Esli formy φ_1(x, y) i φ_2(x, y) ffkvivalentny (sobstvenno ili nesobstvenno), to ih pervye korni ØvlØ¸tsØ ffkvivalentnymi irracional~nostØmi. Formy φ(x, y) i −φ(x, y) ime¸t odinakovye korni, no, voobwe govorØ, ne ffkvivalentny.

Razloßeni¸ (6) otveqa¸t ili dva klassa form, ili odin. V pervom sluqae dliny periodov razloßeniæ vseh irracional~nosteæ opredelitelØ d qetny i norma sootvetstvu¸weæ osnovnoæ

24 E. P. GOLUBEVA

edinicy ravna 1, vo vtorom – dliny periodov neqetny i norma osnovnoæ edinicy ravna −1.

Vs¸du v dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko te formy, dlØ kotoryh a > 0.

DlØ udobstva my budem govorit~ o pole Q( √ d) (sootvetstvenno, o ego regulØtore i qisle klassov) i v teh sluqaØh, kogda diskriminant D ne ØvlØetsØ fundamental~nym. Pri fftom my imeem v vidu qislo klassov i, sootvetstvenno, osnovnu¸ edinicu porØdka diskriminanta D (ne obØzatel~no maksimal~nogo).

Qislo klassov fftogo porØdka my oboznaqim qerez h(d), osnovnu¸ edinicu – qerez ε(d) i qerez R = log ε(d) – regulØtor. Napomnim, qto my rassmatrivaem korni tol~ko teh form φ, dlØ kotoryh a > 0. Takim obrazom, qislo klassov form diskriminanta D ravno ili h(d), ili 2h(d).

Veliqina h(d) vyqislØetsØ po izvestnoæ formule Dirihle. Ispol~zuØ sootnoxenie (2), fftu formulu moßno zapisat~ v vide h(d) = √ d L_d(1) β( √ d)l( √ d) , (10)

gde L_d(s) – rØd Dirihle s harakterom (_d · ) . Qerez {F_n} my vs¸du v dal~neæxem oboznaqaem posledovatel~nost~ qisel Fibbonaqi: F_0 = 1, F_1 = 1, . . . , F_{n+1} = F_n + F_{n−1}.

3. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov raboty. Teorema 1. Pust~ p – prostoe qislo, p > 3 i p ≡ 3(mod4). Togda β( √ p) > log 1 + √ 3 √ 2 i l( √ p) 6^{√p Lp(1)} h(p) log^{1+√3√}_2

. (11)

Sledstvie 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i p – dosta-

toqno veliko. Togda h(p) = 1 v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda l(p) > 0.53 √ p L_p(1).

Zameqanie. Ranee dlØ l(^√p) byli izvestny menee toqnye ocen-

ki s log^{1+√5}_2 (sm. [13]) i s log^4_3 √ 2 (sm. [11]) vmesto log^{1+√3}√_2 v formule (11).

Oboznaqim qerez P mnoßestvo prostyh qisel p takih, qto

F_k ≢ 0(mod p) pri 1 6 k 6 p + 1.

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 25

Teorema 2. Pust~ p ∈ P i glavnyæ klass form opredelitelØ d

predstavlØet qislo ±p. Togda pri d > p^{Cp} β( √ d) > log

2^{1/2p} + √ 4 + 2^{1/p} 2 , (12)

esli postoØnnaØ C – dostatoqno velika.

Zameqanie. Ranee v rabote [10] bylo pokazano, qto v usloviØh

teoremy 2 imeet mesto neravenstvo β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 2p log 7 6 + 1 pC log 6 7 , (13)

gde C – proizvol~naØ postoØnnaØ.

Moßno pokazat~, qto

2^{1/2p} + √ 4 + 2^{1/p} 2 > 1 + √ 5 2 ( 7 6 )_{1/2p} . Takim obrazom, neravenstvo (12) ØvlØetsØ bolee sil~nym, qem (13).

Mnoßestvo P soderßit qisla 3, 7, . . .. Vopros o tom, ØvlØetsØ li ono beskoneqnym, ØvlØetsØ oqen~ staroæ i do sih por otkrytoæ problemoæ v teorii qisel Fibbonaqi (bolee podrobnoe obsußdenie fftogo voprosa sm. v [10]).

Teorema 3. Pust~ β(^√d) 6 log^{1+√5}_2 + δ, gde δ – dostatoqno malaØ

postoØnnaØ, togda

C_1 √ d L_d(1) d^{δ log 1/δ} 6 h(d) 6 C_2δ √ d L_d(1) log d , gde C_1 i C_2 – poloßitel~nye absol¸tnye postoØnnye.

Sledstvie 2. Pust~ Q(X, δ) – koliqestvo d takih, qto X/26 d 6 X i β( √ d) < log^{1+√5}_2 + δ. Togda pri dostatoqno malyh δ imeet mesto ocenka Q(X, δ) = O ( δX^{Cδ log 1/δ} ) , gde C – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

26 E. P. GOLUBEVA

Teorema 4. Suwestvuet postoØnnaØ C takaØ, qto, esli β(^√d) >

C log d, to h(d) > C_1 L_d(1) exp β( √ d) log dβ^2( √ d) , (14)

esli β( √ d) < C log d, to h(d) > C_2 exp β( √ d) β^2( √ d) , (15)

gde C_1 i C_2 – absol¸tnye poloßitel~nye postoØnnye.

4. Vspomogatel~nye rezul~taty. V fftom paragrafe my privo-

dim neskol~ko lemm, neobhodimyh dlØ dokazatel~stva osnovnyh rezul~tatov.

Zametim, qto lemma 2 predstavlØet i samostoØtel~nyæ interes, poskol~ku v neæ poluqen neuluqxaemyæ rezul~tat, ustanavliva¸wiæ svØz~ meßdu β(γ) dlØ proizvol~nogo irracional~nogo qisla γ i proizvedeniem fflementov r_i iz razloßeniØ (6).

Lemma 1. Pust~ zi(1 6 i 6 n + 1) – vewestvennye qisla, zi > 0 i n+1∏ i=1 z_i ¿ λ^{n+1},

togda_{n+1} ∏ i=1 (1 + z_i) ¿ (1 + λ)^{n+1}.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku funkciØ, stoØwaØ v levoæ qasti po-

slednego neravenstva, ubyvaet po l¸boæ iz peremennyh z_i, my moßem sqitat~, qto_{n+1} ∏ i=1 z_i = λ^{n+1}.

Togda z_{n+1} = λ^{n+1}/z_1 . . . z_n.

Rassmotrim funkci¸ φ(z_1, . . . , z_n) = n∑ i=1 log(1 + z_i) + log ( 1 + λ^{n+1} z_1 . . . z_n ) .

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 27

Naædem naimen~xee znaqenie φ(z_1, . . . , z_n) v oblasti z_i > 0 (1 6

i 6 n). Kritiqeskie toqki fftoæ funkcii moßno naæti iz sistemy

uravneniæ: ∂φ ∂z_i = 1 1 + z_i − λ^{n+1} z_i(z_1 . . . z_n + λ^{n+1})

= 0 (1 6 i 6 n).

Ots¸da sleduet, qto z_i 1 + z_i = λ^{n+1} z_1 . . . z_n + λ^{n+1} . Poskol~ku pravaØ qast~ poslednego ravenstva ne zavisit ot i, to v kritiqeskih toqkah imeet mesto ravenstvo z_1 = . . . = z_n. Ots¸- da srazu ße sleduet, qto my imeem edinstvennu¸ kritiqesku¸ toqku, v kotoroæ z_i 1 + z_i = λ^{n+1} z^n_i + λ^{n+1} . Togda z_i = λ.

Poskol~ku φ → ∞ pri stremlenii hotØ by odnoæ iz peremennyh z_i k 0 ili ∞, to ee naimen~xee znaqenie dostigaetsØ v fftoæ kritiqeskoæ toqke. Tak kak

φ(λ, . . . , λ) = (n + 1) log(1 + λ),

to lemma dokazana.

Lemma 2. Pust~ ri – fflementy razloßeniØ (6) i ξi – sootvet-

stvu¸wie polnye qastnye. Pust~ l∏ i=1 r_i = A^l i l∏ i=1 ξ_i = B^l,

togda

B ¿^{A + √A2 + 4}_2 .

Dokazatel~stvo. Imeem

ξ_i = r_i + 1 ξ_{i+1} = r_i ( 1 + 1 ξ_{i+1}r_i ) .

28 E. P. GOLUBEVA

V silu utverßdeniØ lemmy 1, ots¸da sleduet, qto

B^l = l∏ i=1 r_i l∏ i=1 ( 1 + 1 ξ_{i+1}r_i ) ¿ A^{l(}1 +^1_{AB}^{)l}.

Ots¸da sleduet, qto B ¿ A + 1/B. Posle oqevidnyh preobrazovaniæ poluqaem neravenstvo (16).

Lemma 3. Pust~ δ > 0 i T (N, δ) – koliqestvo razliqnyh (s uqetom

porØdka) naborov {r_1, . . . , r_N } iz natural~nyh qisel, dlØ kotoryh vypolneno uslovie N∑ j=1 log r_j 6 CδN. (17)

Togda T (N, δ) = O ( exp ( C_1N δ log 1 δ )) , gde C_1 = C_1 – postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot C.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem celye qisla 2 6 iR < . . . < i1

i k_{im} > 0. Rassmotrim nabory {r_1, . . . , r_N } takie, qto vypolneno uslovie (17), kaßdoe iz qisel i_m (1 6 m 6 R) uqastvuet v nabore, l¸boe iz r_j ≠ 1 sovpadaet s odnim iz i_m i kratnost~ qisla i_m ravna k_{im} . Koliqestvo takih naborov oboznaqim qerez S.

Koliqestvo mest v nabore, na kotoryh nahoditsØ qislo i_m, ocenivaetsØ kak ( N k_{im} ) 6^{N kim}_{(kim )!} . Ispol~zuØ formulu Stirlinga dlØ k!, poluqaem ots¸da ocenku S = O ( N^{ki1 +···+kiR} k^{ki1}_{i1} . . . k^{kiR}_{iR} exp(k_{i1} + · · · + k_{iR} ) ) , (18)

gde postoØnnaØ, vhodØwaØ v simvol O, ØvlØetsØ absol¸tnoæ.

Uslovie (17) v rassmatrivaemom sluqae moßno zapisat~ v vide_R ∑ m=1 k_{im} log i_m 6 CδN. (19)

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 29

Ots¸da sleduet, qto R∑ m=1 k_{im} 6 2CδN i S = O ( N^{ki1 +···+kiR} k^{ki1}_{i1} . . . k^{kiR}_{iR} exp(2CδN ) ) . DlØ togo, qtoby ocenit~ pervyæ mnoßitel~ v poslednem vyraßenii, rassmotrim funkci¸ φ ( k_{i1} , . . . , k_{iR} ) = ( k_{i1} + . . . + k_{iR} ) log N − R∑ j=1 k_{ij} log k_{ij} . Naædem naibol~xee znaqenie fftoæ funkcii v mnogogrannike, ograniqennom ploskostØmi k_{ij} = 0 (1 6 j 6 R) i R∑ j=1 k_{ij} log i_j = CN δ. (20)

Qastnye proizvodnye ∂φ ∂k_{ij} = log N − 1 − log k_{ij}

pri dostatoqno malyh δ udovletvorØ¸t v fftom mnogogrannike uslovi¸ ∂φ ∂k_{ij} > 0, poskol~ku k_{ij} < 2CN δ. Takim obrazom, naibol~xee znaqenie funkciØ φ prinimaet na ploskosti (20).

Naædem kritiqeskie toqki funkcii φ pri uslovii (20). Interesu¸wee nas naibol~xee znaqenie libo prinimaetsØ v odnoæ iz fftih kritiqeskih toqek, libo v takih ße kritiqeskih toqkah, no pri men~xih R, libo pri k_{im} = CδN log i_m

, k_{ij} = 0 (1 6 j 6 R, j ≠ m).

V kritiqeskih toqkah vypolneny usloviØ ∂φ ∂k_{ij} − λ ∂ψ ∂k_{ij} = 0, (1 6 j 6 R),

30 E. P. GOLUBEVA

gde ψ zadaetsØ uravneniem svØzi (20), a λ – mnoßitel~ Lagranßa. Takim obrazom, my imeem sistemu uravneniæ

log N − log k_{ij} − 1 − λ log i_j = 0 (1 6 j 6 R), R∑ j=1 k_{ij} log i_j = CδN. Sledovatel~no, k_{ij} = N/(ei^λ_j ) i λ iwetsØ iz usloviØ R∑ j=1 log i_j i^λ_j = Ceδ. (21) Vyqislim znaqenie φ v fftoæ toqke: φ ( N ei^λ_1 , . . . , N ei^λ_R ) = N log N e R∑ j=1 1 i^λ_j − N e R∑ j=1 1 i^λ_j ( log N − 1 − λ log i_j ) =

= N e (_R∑ j=1 1 i^λ_j + λ R∑ j=1 log i_j i^λ_j ) . Iz ravenstva (21) vidno, qto pri malyh δ parametr λ ØvlØetsØ bol~xim. Pofftomu pervoe slagaemoe v posledneæ summe malo po sravneni¸ so vtorym i, znaqit, φ ( N e^λ_1 , . . . , N e^λ_R ) = O(λN δ). Ocenim teper~ znaqenie λ, Ceδ = R∑ j=1 log i_j

i^λ_j 6 R+1∑ j=2 log i i^λ 6 ∞∫ 2 log idi i^λ + log 2 2^λ = O ( 1 2^λ ) . Takim obrazom, λ = O(log 1/δ) i φ ( N e^λ_1 , . . . , N e^λ_R ) = O(N δ log 1/δ). PoslednØØ ocenka ØvlØetsØ ravnomernoæ po R i pofftomu nam ostalos~ tol~ko rassmotret~ te toqki, v kotoryh vse peremennye, krome odnoæ ravny 0, imeem φ ( 0, . . . , CδN log i_j , . . . , 0 ) = log N CN δ log i_j − CN δ log i_j ( log(CN δ) − log log i_j ) =

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 31 = CN δ log i_j ( log 1/Cδ + log log i_j ) = O(N δ log 1/δ), gde postoØnnaØ, vhodØwaØ v simvol O, zavisit tol~ko ot C.

Sledovatel~no, dlØ vseh toqek mnogogrannika spravedliva ocenka φ ( k_{i1} , . . . , k_{iR} ) = O(N δ log 1/δ). VozvrawaØs~ k ravenstvu (18), imeem ots¸da ocenku S = O ( exp φ(k_{i1} , . . . , k_{iR} ) exp(CN δ) ) = O ( exp(CN δ log 1/δ) ) . Ocenim teper~ koliqestvo razliqnyh (bez uqeta porØdka) naborov {k_{i1} , . . . , k_{iR} } takih, qto k_{ij} ¿ 1 i pri fiksirovannyh

i_1, . . . , i_R vypolneno uslovie (19). Koliqestvo takih naborov obo-

znaqim qerez W = W (i_1, . . . , i_R). Oqevidno, qto W 6 V , gde V – ob¨em mnogogrannika, v kotorom my iskali naibol~xee znaqenie funkcii φ.

Legko videt~, qto

V 6^{(CN δ)R}_{R!}^{( R∏}_{j=1} log ij^{)−1}.

Iz neravenstva (19) vytekaet, qto i_1 . . . i_R 6 exp(CN δ) i qto R+1∑ i=2 log i 6 CN δ. Iz poslednego sootnoxeniØ sleduet, qto R log R 6 C_1N δ. Znaqit, R = O(N δ/ log(N δ)). Oboznaqim obwee koliqestvo interesu¸wih nas naborov qerez U , togda U = ∑ i1,... ,i_R W (i_1, . . . , i_R) =

= O ( ∑ R6C1^{Nδ}_{log Nδ} (CN δ)^R R! ∑ i16exp(CNδ/R)^{. . .} ∑ i_R6exp(CNδ)/i1...i_R�1 1 ) =

= O ( exp(CN δ) ∑ R6C1Nδ/ log(Nδ) (CN δ)^R R! ( ∑ i6exp(CNδ) 1 i )_{R−1}) =

32 E. P. GOLUBEVA = O ( exp(CN δ) ∑ R6C1Nδ/ log(CNδ) (CN δ)^{2R} R! ) . Oqevidno, qto v posledneæ summe slagaemye rastut vmeste s R, pofftomu U = O ( exp(C_1N δ)(CN δ)^{CNδlog(CNδ)} ) = O ( exp(C_1N δ) ) . Poskol~ku T (N, δ) 6 SU, v silu posledneæ ocenki i (22) imeem utverßdenie lemmy.

Lemma 4. Pust~ d1 6 X, d2 6 X i α1 = (b1 +^√d1)/a1, α2 =

(b_2 + √ d_2)/a_2 – dve privedennye kvadratiqnye irracional~nosti.

Pust~ razloßeniØ α_1 i α_2 v nepreryvnu¸ drob~ naqina¸tsØ odinakovo: α_1 = [ r_1, . . . , r_N , r^′_{N +1}, . . . ] , α_2 = [ r_1, . . . , r_N , r^{′′}_{N +1}, . . . ] , gde N ¿ [4 log X]. Togda α_1 = α_2.

Dokazatel~stvo. Pust~ PN /QN – poslednØØ obwaØ podhodØwaØ

drob~ k α_1 i α_2, togda

α_1 = P_N Q_N + θ_1 Q^2_N

, α_2 = P_N Q_N + θ_2 Q^2_N , gde |θ_1| 6 1, |θ_2| 6 1 i θ_1, θ_2 ØvlØ¸tsØ odnovremenno poloßitel~- nymi ili otricatel~nymi. Ots¸da sleduet, qto

|α_1 − α_2| 6 1 Q^2_N . Kak izvestno, Q_N ¿ F_N . Tak kak F_N > 1 5 ( 1 + √ 5 2 )_N > 1 5 ( 1 + √ 5 2 )_{4 log X−1} > 1 10 X^{4 log((1+} √ 5)/2), to |α_1 − α_2| 6 100 X^{4 log((3+√5)/2)} .

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 33

Sledovatel~no,

b_1 + √ d_1 a_1 − b_2 + √ d_2 a_2 = θ X^{4 log((3+√5)/2)} , gde |θ| 6 100.

Takim obrazom,

a_2b_1 − a_1b_2 + √ d_1 a_2 − √ d_2 a_1 = θa_1a_2

X^{4 log((3+√5)/2)} . Tak kak obe irracional~nosti ØvlØ¸tsØ privedennymi, to a_1 < 2 √ X, a_2 < 2 √ X, b_1 < √ X, b_2 < √ X i poslednee ravenstvo moßno zapisat~ v sledu¸wem vide:

d_1a^2 + d_2a^2_1 − 2 √ d_1d_2 a_1a_2 =

= a^2_1b^2 + a^2b^2_1 − 2a_1a_2b_1b_2 + O ( a_1a_2

X^{4 log((3+√5)/2)−1} ) . Poskol~ku d_1 = b^2_1 + a_1c_1 i d_2 = b^2 + a_2c_2, to

c_1a_2 + c_2a_1 + 2b_1b_2 = 2 √ d_1d_2 + O ( X^{1−4 log((3+√5)/2)} ) . (23)

Predpoloßim, qto √ d_1d_2 ne ØvlØetsØ celym qislom. Togda

raznost~ meßdu √ d_1d_2 i blißaæxim celym ne men~xe, qem 1/2 √ d_1d_2 ¿ 1/2X. Poskol~ku 4 log((3 + √ 5)/2) > 2, v fftom sluqae ravenstvo (23) ne moßet imet~ mesto dlØ dostatoqno bol~xih X.

Sledovatel~no, √ d_1d_2 – celoe qislo i d_1 = d_0m^2_1, d_2 = d_0m^2.

PodstavlØØ znaqeniØ d_1 i d_2 v ravenstvo (23), imeem ( a_2b_1 − a_1b_2 ) − √ d_0 ( m_1a_2 − m_2a_1 ) = O ( X^{1−4 log((3+√5)/2)} ) . RasstoØnie ot irracional~nogo qisla √ d_0M (M = m_1a_2 − m_2a_1)

do blißaæxego celogo ne men~xe, qem 1/(2 √ d_0M ) > 1/ ( 8X^{−3/2} ) . UqityvaØ, qto 4 log((2 + √ 5)/2) > 5/2, my vidim, qto ravenstvo (23) moßet imet~ mesto pri dostatoqno bol~xih X tol~ko v sluqae, kogda a_2b_1 = a_1b_2 i m_1a_2 = m_2a_1.

Sledovatel~no, a_1 = tu, a_2 = tv, b_1 = ru, b_2 = rv, m_1 = su,

m_2 = sv,

α_1 = ru + √ d_0 su tu = r + √ d_0 s t , α_2 = rv + √ d_0 sv tv = r + √ d_0s t i lemma dokazana.

34 E. P. GOLUBEVA

Lemma 5. Oboznaqim qerez Q(M, d) koliqestvo privedennyh ir-

racional~nosteæ opredelitelØ D, udovletvorØ¸wih uslovi¸ 0 < a < M . Esli M > d^{1/2−λ}, gde λ > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ, to

Q(M, d) = CM L_d(1) + O(d^{1/2−η}), (24)

gde postoØnnaØ C = C(d) zavisit tol~ko ot vyqeta D(mod 8),

η > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

DlØ dokazatel~stva fftoæ lemmy moßno vospol~zovat~sØ rezul~tatom raboty [7]. V lemme fftoæ raboty byla vyqislena sum- ma Σ_M = ∑ a6M^{σ(a),} gde σ(a) – koliqestvo rexeniæ sravneniØ b^2 ≡ D(mod a).

Znaqenie Q(M, d) legko vyraßaetsØ qerez Σ_M .

5. Dokazatel~stvo osnovnyh rezul~tatov.

Dokazatel~stvo teoremy 1. My moßem sqitat~, qto p ¿ 19,

poskol~ku β( √ 3)=log 1 + √ 3 √ 2 , β( √ 7)= 1 4 log (2 + √ 7)^2(1 + √ 7)^2 18 > log 1 + √ 3 √ 2 ,

β( √ 11) = log 3 + √ 11 √ 2 > log 1 + √ 3 √ 2 . V rabote [14] bylo pokazano, qto esli prostoe qislo p udovletvorØet uslovi¸ p ≡ 3(mod4), to v razloßenii (7) fflementy

r_i udovletvorØ¸t neravenstvu n∏ i=2 r_i ¿ 2^n

�3_2 . Poskol~ku r_1 = [m + √p] > 2m ¿ 8 i r_{n+1} ¿ [(m − 1 + √p)/2] ¿

m − 1 ¿ 3, iz poslednego neravenstva sleduet, qto l∏ i=1 ¿ 2^{n−3} · 2m(m − 1) > 2^{l/2}.

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 35

PrimenØØ lemmu 2 pri A = √ 2, my poluqaem ocenku B ¿^{1+√3}√_2 .

Sledovatel~no, ε(p) ¿ ( 1 + √ 3 √ 2 )_l

i my dokazali pervoe utverßdenie teoremy.

Vtoroe utverßdenie teoremy neposredstvenno sleduet iz pervogo i formuly (10) dlØ qisla klassov.

Dokazatel~stvo sledstviØ. Iz teoremy RedeØ (sm. [12], gl. 4,

§15) sleduet, qto h(p) ØvlØetsØ neqetnym qislom.

Takim obrazom, esli h(p) ≠ 1, to h(p) ¿ 3. Esli h(p) ¿ 3, to iz sootnoxeniØ (10) my imeem neravenstvo l( √ p) 6^{√p Lp(1)} 3 log^{1+√3}√_2 < 0.53 √ p L_p(1). Esli ße h(p) = 1, to iz rezul~tata raboty [6] sleduet, qto dlØ dostatoqno bol~xih p l( √ p) > 7 − η π^2 √ p L_p(1), gde η > 0 – proizvol~no malaØ postoØnnaØ. Poskol~ku 7/π^2 > 0.53, sledstvie dokazano.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pri dokazatel~stve osnovnogo re-

zul~tata raboty [10] bylo pokazano, v qastnosti, qto koliqestvo fflementov r_i ne ravnyh 1 v razloßenii (7) v usloviØh teoremy 2 ne men~xe, qem l/(2p) − 1. Poskol~ku r_1 > √ d i d ¿ 17, to l∏ i=1 > √ d 3^{l/(2p)−2} > 2^{l/(2p)}. PrimenØØ lemmu 2, poluqaem pri A = 2^{1/(2p)} neravenstvo B ¿ ( 2^{1/(2p)}+ √ 4 + 2^{1/p} ) /2. Poskol~ku β( √ d) = log B, teorema dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Poluqim snaqala ocenku sverhu

dlØ h(d).

Poloßim B = exp(β( √ d)). Togda dlØ dostatoqno malyh δ spravedlivo neravenstvo B 6 (1 + √ 5)/2(1 + 2δ). V silu utverßdeniØ

36 E. P. GOLUBEVA

lemmy 2, iz fftogo neravenstva sleduet, qto (^l∏ i=1 r_i )_{1/l} 6^{1 + √5}_2 (1 + 2δ) −^{√5 − 1}_2 (1 − 2δ) = 1 + 2δ^√5 < 1 + 6δ.

Sledovatel~no,_l ∑ i=1 log r_i 6 6δl.

Poskol~ku r_1 > √ d, to 1/2 log d < 6δl. Pofftomu l > C1/δ log d, i iz formuly (10) dlØ qisla klassov poluqaem ocenku h(d) = O ( δ √ d L_d(1) log d ) . DlØ dokazatel~stva ocenki snizu razob~em mnoßestvo {r_1, . . . , r_l} na nepereseka¸wiesØ nabory posledovatel~nyh fflementov {r_{i+1},

. . . , r_{i+N} } dliny N = [4 log d]. (Posledniæ nabor moßet imet~

men~xu¸ dlinu.) Qislo takih naborov oboznaqim qerez K. ˚sno, qto K < l 4 log d − 1

+ 1 < l 3 log d . Vyberem iz fftih naborov te, dlØ kotoryh vypolneno uslovie N∑ k=1 log r_{i+k} 6 12δN. (25)

Oboznaqim qerez M ih koliqestvo. Iz neravenstva (25) sleduet, qto M > K/2 − 1. Takim obrazom, M > l 6 log d

− 2 i l = O(M log d). (26)

V silu utverßdeniØ lemmy 4 vse nabory dliny N ØvlØ¸tsØ razliqnymi.

Takim obrazom, iz lemmy 3 sleduet, qto M = O ( exp(CN δ log 1/δ) ) = O ( d^{C1δ log(1/δ)} ) . Iz ravenstva (26) sleduet, qto dlØ dliny perioda spravedliva takaØ ße ocenka, l = O ( d^{C1δ log(1/δ)} ) .

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 37

PodstavlØØ ee v formulu dlØ qisla klassov, poluqaem utverßdenie teoremy.

Dokazatel~stvo sledstviØ. Oboznaqim mnoßestvo znaqeniæ d,

udovletvorØ¸wih usloviØm sledstviØ, qerez B(δ, X).

V processe dokazatel~stva teoremy 3 my pokazali, qto ∑ d∈B(δ,X) l( √ d) = O ( X^{C1 δ log(1/δ)} ) . S drugoæ storony, pri dokazatel~stve pervoæ qasti teoremy 3 bylo pokazano, qto l( √ d) ¿^1_{12δ} log d >^1_{24δ} log X.

PodstavlØØ ffto neravenstvo v sootnoxenie (27), imeem ocenku Q(X, δ) log X 24δ = O ( X^{C1 δ log(1/δ)} ) , iz kotoroæ vytekaet utverßdenie sledstviØ.

Dokazatel~stvo teoremy 4. Vospol~zuemsØ ravenstvom ε = ∏ ξ ξ, (28)

gde ξ probegaet vse privedennye irracional~nosti iz glavnogo klassa. Razob~em mnoßestvo privedennyh irracional~nosteæ ξ, uqastvu¸wih v proizvedenii (28) na dva podmnoßestva sledu- ¸wim obrazom: k pervomu podmnoßestvu otnesem te ξ, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ ξ > exp(β−1). Ih koliqestvo my oboznaqim qerez l_1. Ko vtoromu podmnoßestvu otnesem vse ostal~nye ξ. Ih koliqestvo oboznaqim qerez l_2.

Togda l_1 + l_2 = l i ε = ∏ ξ>exp(β−1) ξ ∏ ξ6exp(β−1) ξ. Iz poslednego ravenstva sleduet, qto

ε 6 exp^((β − 1)l2^{) ∏}_{γ>exp(β−1)}γ, (29)

38 E. P. GOLUBEVA

gde γ probegaet mnoßestvo vseh kvadratiqnyh privedennyh irracional~nosteæ opredelitelØ d, dlØ kotoryh a > 0.

Pust~ γ = (b + √ D)/2a > exp(β − 1). Poskol~ku irracio-

nal~nost~ γ ØvlØetsØ privedennoæ, ots¸da sleduet, qto a < 2 √ d/ exp(β − 1). Znaqit, log ∏ γ>exp(β−1) γ 6^∑_{a6 2pd}

exp(β�1) log 2 √ d a σ(a), (30)

gde σ(a) – koliqestvo privedennyh irracional~nosteæ γ, dlØ kotoryh znaqenie a fiksirovano.

Pust~ β > C log d. Poskol~ku b^2 ≡ D(mod 4a), to σ(a) 6 τ (a), gde τ (m) – qislo razliqnyh delitelæ m. Togda log ∏ γ>exp(β−1) γ 6^∑_{a6 2pd}

exp(β�1) log 2 √ d a τ (4a) =

= O ( log(2 √ d) ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)} τ (a) − ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

τ (a) log a ) =

= O ( log(2 √ d) 2 √ d exp(β − 1) log 2 √ d exp(β − 1) −

− 2 √ d exp(β − 1) log^2 2 √ d exp(β − 1) ) + O ( √ d exp β log d ) = O ( β √ d log d exp β ) . VozvrawaØs~ k neravenstvu (29), poluqaem ots¸da ocenku

βl 6 (β − 1)l2 + O^(β^{√d log d}_{exp β}^).

Sledovatel~no, l = O ( β √ d log d exp β )

i sootnoxenie (14) dokazano.

Pust~ teper~ β 6 C log d. Togda dlØ pravoæ qasti neravenstva (30) imeem ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)} log 2 √ d a σ(a) =

O SPEKTRAH KONSTANT LEVI 39

= log 2 √ d ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)} σ(a) − ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

σ(a) log a. (31)

DlØ pervoæ summy iz sootnoxeniØ (24) poluqaem

log 2 √ d ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

σ(a) = C log 2 √ d 2 √ d exp(β − 1)

L_d(1) + O ( d^{1/2−η} ) , (32)

gde η > 0. DlØ vtoroæ summy, s pomow~¸ summirovaniØ po qastØm, imeem ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

σ(a) log a = ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

σ(a) log(1 + 1/a) ∑ m6a^{σ(m)+} + log ( 2 √ d exp(β − 1) ) ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)} σ(a). Poskol~ku log(1 + 1/a) 6 1/a, σ(m) 6 τ (m), to, vnov~ ispol~zuØ sootnoxenie (24), poluqaem ots¸da ocenku ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)}

σ(a) log a = ( log 2 √ d − (β − 1) ) C 2 √ d exp(β − 1)

L_d(1)+

+O ( ∑ a6d^{1/2}�^ν 1 a a log a + ∑ d1^/2�^ν 6a6 2

p_d

exp(β�1) 1 a aL_d(1) ) =

= ( log 2 √ d − β ) C 2 √ d exp(β − 1)

L_d(1) + O ( √ d exp β

L_d(1) ) . PodstavlØØ posledn¸¸ ocenku i ravenstvo (32) v sootnoxenie (31), imeem ots¸da ocenku ∑ a6^2p^d_{exp(β}�_{1)} log 2 √ d a σ(a) = O ( β √ d exp β

L_d(1) ) . Iz poslednego sootnoxeniØ s pomow~¸ neravenstva (30) poluqaetsØ ocenka l = O ( β √ d L_d(1) exp β ) , iz kotoroæ sleduet vtoroe utverßdenie teoremy.

40 E. P. GOLUBEVA

Literatura

1. C. Faivre, Distribution of Lévy constants for quadratic numbers, Acta Arithm.

61, No. 1 (1992), 13–34.

2. C. Hooley, On the Pellian equation and the class number of indefinite binary quadratic forms, J. reine und angew. Math. 353 (1984), 98–131.

3. P. Sarnak, Class number of indefinite binary quadratic forms, J. of Number The-

ory 15, No. 2 (1982), 229–247.

4. E. P. Golubeva, Kvadratiqnye irracional~nosti s fiksirovannoæ dlinoæ perioda razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~, Zap. nauqn. semin. POMI 196 (1991), 5–30.

5. L. A. TahtadßØn, AsimptotiqeskaØ formula dlØ summy dlin periodov kvadratiqnyh irracional~nosteæ diskriminanta D, Zap. nauqn. semin. LOMI 91 (1979), 134–144.

6. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

7. E. P. Golubeva, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek, prinadleßawih zadannym klassam vyqetov, na giperboloidah special~nogo vida, Mat. sb. 123, No. 4 (1984), 510–533.

8. B. F. Skubenko, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek na odnopolostnom giperboloide i ffrgodiqeskie teoremy, Izv. AN SSSR, ser. mat. 26, No. 5 (1962), 721–752.

9. A. I. Vinogradov, L. A. TahtadßØn, Ob asimptotikah Linnika–Skubenko, Dokl. AN SSSR 253, No. 4 (1980), 777–780.

10. E. P. Golubeva, Spektr konstant Levi dlØ kvadratiqnyh irracional~- nosteæ, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 20–33.

11. E. P. Golubeva, Ocenka konstanty Levi dlØ pp i kriteriæ odnoklassnosti dlØ Q(pp), Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 21–30.

12. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel, M.-L., (1937). 13. A. S. Pen, B. F. Skubenko, Ocenka sverhu perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat. zametki 5, No. 4 (1969), 413–417.

14. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 40–45.

Postupilo 25 aprelØ 2001 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa

E-mail:elena.golubeva@mail.ru