Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

Z. A. ˚nson

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA V ANIZOTROPNYH UPRUGIH SREDAH PosvØwaetsØ prekrasnomu qeloveku i zameqatel~nomu uqenomu Vasili¸ Mihaæloviqu Babiqu

Vvedenie

Postanovka zadaq dlØ matematiqeskogo opisaniØ voln LØva v anizotropnoæ i izotropnoæ uprugih sredah principial~no ne otliqa¸tsØ drug ot druga. Pofftomu postroeniØ asimptotiki dlØ voln tipa xepquweæ galerei, kakovymi ØvlØ¸tsØ poverhnostnye volny LØva, dlØ upomØnutyh sred okazyva¸tsØ ideæno blizkimi. Odnoæ iz pervyh rabot, gde predstavlena asimptotika voln LØva, rasprostranØ¸wihsØ vblizi poverhnosti anizotropnogo uprugogo tela, ØvlØetsØ [1]. Kak v [1], tak i v bolee rannih rabotah [2, 3], dlØ matematiqeskogo opisaniØ i postroeniØ asimptotiki voln LØva ispol~zuetsØ anzac ı. A. Kravcova [4] (toqnee, – ego nestacionarnyæ analog), kotoryæ pozvolØet poluqit~ ravnomernu¸ asimptotiku (kaustiqeskoe razloßenie) dlØ volnovogo polØ v okrestnosti prostoæ kaustiki.

V sluqae izotropnoæ uprugoæ sredy ispol~zovanie anzaca Kravcova privodit k dvum izvestnym tipam poverhnostnyh voln, sm. [2, 3], ili k dvum tipam kolebaniæ: a) krutil~nym (volny SH) i b) sferoidal~nym (volny SV ). V anizotropnoæ uprugoæ srede kraevye usloviØ takße privodØt (formal~no) k dvum vozmoßnym rexeniØm zadaqi. Rezul~taty [1] sootvetstvu¸t volnam LØva tipa SV v izotropnoæ i transversal~no-izotropnoæ uprugih sredah, [2, 5]. Vtoroe vozmoßnoe asimptotiqeskoe rexenie sootvetstvuet volnam LØva tipa SH. Postroeni¸ asimptotiki voln fftogo tipa v sluqae transversal~no-izotropnoæ sredy posvØweno issledovanie [6].

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 99-01- 00107. 286

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 287

NastoØwaØ rabota dopolnØet rezul~taty [1] v qasti dokazatel~stva razreximosti zadaqi postroeniØ ravnomernoæ asimptotiki voln LØva, kotoraØ predstavlena v vide PV (prostranstvenno-vremennogo) luqevogo rexeniØ, sosredotoqennogo vblizi graniqnoæ poverhnosti. Neobhodimost~ upomØnutogo dokazatel~stva voznikaet v svØzi s issledovaniem lineænoæ sistemy dlØ kofffficientov luqevyh rØdov, k kotoroæ privodØt kraevye usloviØ zadaqi. Vyvodu dostatoqnyh usloviæ suwestvovaniØ netrivial~nogo rexeniØ fftoæ lineænoæ sistemy posvØwen §2. V §3 privodØtsØ neskol~ko pervyh kofffficientov asimptotiqeskogo razloßeniØ i uravnenie perenosa dlØ amplitudy glavnogo qlena asimptotiki.

V zakl¸qenie predloßennaØ shema postroeniØ vysokoqastotnoæ asimptotiki voln LØva ill¸striruetsØ na primere qastnogo tipa anizotropii – modeli transversal~no-izotropnoæ uprugoæ sredy. V fftom sluqae privedeny formuly dlØ kofffficientov asimptotiqeskih rØdov, opredelØ¸wih amplitudu, fazu i dispersi¸ otdel~nyh mod LØva.

§1. Vid asimptotiqeskogo rexeniØ

1. V nastoØwem paragrafe my privedem asimptotiqeskoe raz-

loßenie dlØ voln LØva, postroennoe v [1], no predstavim ego v neskol~ko drugih oboznaqeniØh, ispol~zovannyh v [2, 3]. VybiraØ v kaqestve fftalonnogo rexeniØ zadaqi anzac ı. A. Kravcova [4], volnu LØva predstavlØem v vide ^⃗u(⃗x, t) = [ ⃗Av(−p^{2/3}m) + ip^{−1/3} ⃗Bv^′(−p^{2/3}m) ] e^{ipℓ(⃗x,t)} ⃗A(⃗x, t) =^∞ ∑ k=0 ⃗A k (ip)^k , ⃗B(⃗x, t) = ∞∑ k=0 ⃗B k (ip)^k , ⃗x = (x_1, x_2, x_3)

(1.1)

gde ⃗A^k, ⃗B^k, m, ℓ zavisØt ot x_1, x_2, x_3, t; v i v^′ – funkciØ �æri (v opredelenii V. A. Foka) i ee proizvodnaØ; p – bol~xoæ parametr (qastota). Koordinaty x_1, x_2, x_3 my estestvennym obrazom svØzyvaem s poverhnost~¸ uprugogo tela Σ, polagaØ x_3 = n, gde ⃗n = n⃗n_0 – normal~ k Σ, x_1, x_2, n = 0 – koordinaty toqek poverhnosti Σ. DlØ prostoty x_1, x_2 budem sqitat~ dekartovymi koordinatami. Normal~ ⃗n napravlena vnutr~ uprugogo tela.

Vyraßenie (1.1) dolßno byt~ rexeniem sledu¸weæ kraevoæ

288 Z. A. ˚NSON

zadaqi: (L⃗U )_j ≡ ∂σ_{ij} ∂x_i − ρ ∂^2U_j ∂t^2 = 0, (1.2)

σ_{3j} | | |_Σ = a3jαβ ∂U^α ∂x^β | | | | |_Σ = 0, i, j, α, β = 1, 2, 3. (1.3) Krome togo, po analogii s [2, 3], sqitaem vypolnennym ravenstvo m | | Σ = γ > 0, γ = const ., (1.4)

kotoroe obespeqivaet (vblizi Σ) sinfaznoe naloßenie voln, formiru¸wih volnu LØva.

V formulah (1.2), (1.3) σ_{ij} – tenzor naprØßeniæ, a_{ijαβ}(⃗x) – poloßitel~no opredelennyæ i simmetriqnyæ tenzor 4-go ranga (tenzor moduleæ uprugosti): a_{ijαβ} = a_{αβij} = a_{jiαβ}.

Podstanovka (1.1) v kraevye usloviØ (1.3) privodit k vyraßeni¸ v vide lineænoæ kombinacii funkciæ v(−p^{2/3}γ) i v^′(−p^{2/3}γ), kotoroe dolßno obrawat~sØ v nol~ na Σ. Formal~no zdes~ ime- ¸tsØ dve vozmoßnosti: 1) v^′(−p^{2/3}γ) = 0, libo 2) v(−p^{2/3}γ) = 0. My vybiraem sluqaæ 2), kotoryæ (esli sreda izotropna) privodit k asimptotiqeskim rexeniØm dlØ voln LØva SV , sm. [3], ili k klassu sferoidal~nyh kolebaniæ, esli imet~ v vide uprugu¸ model~ Zemli.

Itak, γ = γ_ν = s_ν p^{2/3} , ν = 1, 2, . . . , (1.5)

gde −s_ν – korni uravneniØ v(τ ) = 0, tak qto γ_ν (ν – nomer volny LØva) pri nebol~xih ν ØvlØetsØ malym parametrom zadaqi.

Sistema rekurrentnyh uravneniæ dlØ kofffficientov ⃗A^k i ⃗B^k (rezul~tat podstanovki (1.1) v (1.2)) imeet tot ße vid, kak i v izotropnoæ srede: { (N_ℓ + mN_m) ⃗A^k + 2mN_{ℓm} ⃗B^k = ⃗F^{k−1}_1 ,

2N_{ℓm} ⃗A^k + (N_ℓ + mN_m ) ⃗B^k = ⃗F^{k−1}_2 ,

(1.6) { − ⃗F^k_1 ≡ M_ℓ ⃗A^k + (N_m + mM_m) ⃗B^k + L ⃗A^{k−1},

− ⃗F^k_2 ≡ M_m ⃗A^k + M_ℓ ⃗B^k + L ⃗B^{k−1}; (1.6a) ⃗A^{−r} = ⃗B^{−r} = 0, r = 1, 2,

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 289

gde N_ξ, N_ξ , M_ξ – izvestnye luqevye operatory, kotorye v sluqae anizotropnoæ uprugoæ sredy ime¸t vid (N_ξ ⃗D)_j ≡ a_{ijαβ}ξ^iξ^αD^β − ρ ( ∂ξ ∂t )_2 D_j , 2(N_ξe_ξ ⃗D)_j ≡ a_{ijαβ}(ξ^i ~ξ^α + ξ^α ~ξ^i)D^β − 2ρ ( ∂ξ ∂t )( ∂ ~ξ ∂t ) D_j ;

(1.7)

ξ^i ≡ ∂ξ ∂x_i , ~ξ^i ≡ ∂ ~ξ ∂x_i (M_ξ ⃗D)_j ≡ ∂ ∂x_i ( a_{ijαβ}ξ^α ) D^β + a_{ijαβ}ξ^i ∂ ∂x_α D^β +

+a_{ijαβ}ξ^α ∂ ∂x_i D^β − 2ρ ∂ξ ∂t ∂D_j ∂t − ρ ∂^2ξ ∂t^2 D_j. (1.8)

ObratimsØ k nulevomu priblißeni¸ asimptotiki i poloßim v (1.6) k = 0. Pri n = 0 (t.e. na Σ) v priblißenii γ = 0 pervoe uravnenie sistemy (1.6) daet ( N_ℓ ⃗A^0 ) j ≡ a_{ijαβ}ℓ^iℓ^α(A^0)^β − ρℓ^2_t (A^0)_j = 0, j = 1, 2, 3, (1.9)

tak qto ⃗A^0 ≢ 0 – sobstvennyæ vektor matricy (a_{ijαβ}ℓ^iℓ^α), a ρℓ^2_t – eœ sobstvennoe qislo. Vtoroe uravnenie sistemy (1.6) opredelØet ⃗B^0, i usloviem ego razreximosti ØvlØetsØ ravenstvo ( N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0 ) n=0 γ=0 = 0 ili ∂m ∂n a_{3αiβ}(A^0)^α(A^0)^βℓ^i | | | |n=0_{γ=0} = 0. (1.10)

V sootvetstvii s [1], predstavim ⃗A^0 i ⃗B^0 v vide ⃗A^0 | |_{n=0} γ=0 = φ^0⃗η, ⃗B^0 | |_{n=0} γ=0 = ψ^0⃗η + φ^0⃗σ, (1.11)

gde ⃗η (vektor polØrizacii) udovletvorØet uravneni¸ (1.9) i, naprimer, uslovi¸ normirovki |⃗η|^2 = 1, a ⃗σ – rexenie neodnorodnogo uravneniØ (ono sleduet iz upomØnutogo vyxe uravneniØ dlØ ⃗B^0) N_ℓ⃗σ = −2N_{ℓm}⃗η, (1.12) priqem (N_{ℓm}⃗η, ⃗η)n=0_{γ=0} = 0. Funkcii φ^0 i ψ^0 podleßat opredeleni¸.

290 Z. A. ˚NSON

PodstavlØØ razloßenie (1.1) v kraevye usloviØ (1.3), ispol~- zuØ (1.11) i polagaØ v(−p^{2/3}γ) = 0, v nulevom priblißenii asimptotiki (k = 0) poluqaem na Σ

[φ^0(⃗r_1 + ⃗r_2) + ψ^0⃗r_0]n=0_{γ=0} = 0, (1.13)

gde komponenty vektorov ⃗r_1, ⃗r_2, ⃗r_3 ime¸t sootvetstvenno vid

(r_1)_j ≡ a_{3jαβ}ℓ^ασ^β , (r_2)_j ≡ a_{3jαβ}m^αη^β, (r_0)_j ≡ a_{3jαβ}ℓ^αη^β. (1.13a)

Dokaßem, qto ravenstvo (1.13) privodit k znaqeniØm φ^0 = ψ^0 = 0. DlØ udobstva izloßeniØ rassmotrim v kaqestve bazisa lineæno-nezavisimye vektory ⃗η, ⃗σ, ⃗ω = ⃗η × ⃗σ. (1.14) Pust~ φ^0 ≠ 0, ψ^0 ≠ 0 i pust~ vektory ⃗r_1, ⃗r_2 – lineæno zavisimy. Oboznaqim ⃗R = ⃗r_1 + ⃗r_2. Tak kak (⃗r_0, ⃗η) = 0 (pri n = 0, γ = 0), sm. (1.10), to ( ⃗R, ⃗η) = (⃗r_1 + ⃗r_2, ⃗η) = 0 i v silu lineænoæ zavisimosti ⃗r_1 i ⃗r_2, oqevidno (⃗η – odin iz bazisnyh vektorov (1.14)), qto ⃗R | | |_{n=0} γ=0 = 0. �to oznaqaet, qto pri n = 0, γ = 0

a_{3jαβ}ℓ^ασ^β = −m_1a_{3j3β}η^β, m_1 = ∂m ∂n ≠ 0. (1.15)

No vektor ⃗σ uße opredelen iz neodnorodnogo vektornogo uravneniØ (1.12) qerez ⃗η, i (1.15) moßet vypolnØt~sØ tol~ko v tom sluqae, esli sistemy (1.12) i (1.15) ffkvivalentny (ili esli (1.15) ØvlØetsØ sledstviem (1.12)).

Zametim, qto odnim iz usloviæ, pri kotoryh sistema (1.15) moßet byt~ svedena k (1.12), ØvlØetsØ lineænaØ zavisimost~ vektorov N_{ℓm}⃗η i ⃗r_2 v pravyh qastØh ravenstv (1.12) i (1.15). V bazise vektorov (1.14), v silu (1.10), N_{ℓm}⃗η | | |_{⃗η} = 0, v to vremØ kak ⃗r_2 | | |_{⃗η} ≠ 0 (pri n = 0, γ = 0). Deæstvitel~no,

(⃗r_2, ⃗η)n=0_{γ=0} = m_1(a_{3j3β}η^j η^β)n=0_{γ=0} ≠ 0,

tak kak a_{3j3β}η^jη^β > 0 vsledstvie poloßitel~noæ opredelennosti tenzora a_{ijαβ}. Sledovatel~no, vektory N_{ℓm}⃗η i ⃗r_2 – lineæno nezavisimy.

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 291

Dalee, esli ⃗R | | |n=0_{γ=0} = 0 ψ^0 ≠ 0, to iz (1.13) imeem ⃗r0 | | |n=0_{γ=0} = 0.

No togda iz (N_ℓ⃗η, ⃗n_0)n=0_{γ=0} = 0, sm. (1.9), sleduet, qto ⃗η_0 | | ⃗n = 0. V

sluqaØh izotropnoæ i transversal~no-izotropnoæ uprugih sred ⃗η | |_{⃗n0} = 0 protivoreqit postanovke rexaemoæ kraevoæ zadaqi, [3,

5]. Legko ubedit~sØ, qto v fftih sluqaØh ⃗R | |_{n=0} γ=0 ≠ 0, sm. §3.

Budem sqitat~ v dal~neæxem ⃗R ≠ 0. Legko videt~, qto pri fftom ⃗r_1, ⃗r_2, ⃗r_0 – lineæno nezavisimy, tak kak (⃗r_1, ⃗η) = −(⃗r_2, ⃗η) ≠ 0, (⃗r_0, ⃗η) = 0, i iz (1.13) sleduet, qto φ^0 = ψ^0 = 0, t.e. ⃗A^0 | | |n=0_{γ=0} = 0, ⃗B 0 | | |n=0_{γ=0} = 0.

Qtoby preodolet~ voznikxu¸ trudnost~ i sdelat~ zadaqu postroeniØ asimptotiki poverhnostnyh voln razreximoæ, uqtem vklad dvuh bolee bystryh (v sravnenii s volnoæ LØva (1.1)), no zatuha¸wih pri udalenii ot granicy voln. V [1], tak ße kak v [5], ffti volny predstavleny luqevymi rØdami s kompleksnymi ffækonalami i po suti ØvlØ¸tsØ (vo vsØkom sluqae lokal~no) neodnorodnymi volnami.

2. Volnovoe pole ⃗u(⃗x, t) poverhnostnoæ volny teper~ predstavim

v vide ⃗u = ^⃗u + ⃗u_1 + ⃗u_2, (1.16)

zdes~ ^⃗u – razloßenie (1.1), a ⃗u_{1,2} – PV luqevye rØdy ⃗u_{1,2}(⃗x, t) = α ∞∑ k=0 ⃗C^k_{1,2}(⃗x, t) (ip)^k e^{ipθ1,2(⃗x,t)}. (1.17) gde θ_{1,2} – kompleksnye ffækonaly – takie, qto θ_{1,2} | | |_Σ = ℓ | | |_Σ, Im ∂θ_{1,2} ∂n | | | | |_Σ

> 0. (1.18)

Kofffficienty ⃗C^k_{1,2} luqevyh rØdov udovletvorØ¸t rekurrentnym uravneniØm luqevogo metoda

N_{θ1,2} ⃗C^k_{1,2} + M_{θ1,2} ⃗C^{k−1}_{1,2} + L ⃗C^{k−2}_{1,2} = 0, k = 0, 1, 2, . . . ;

⃗C^{−r}_{1,2} = 0, r = 1, 2,

(1.19)

292 Z. A. ˚NSON

i ime¸t vid

⃗C^k_{1,2} = ~ϕ^k_{1,2}⃗–_{1,2} + ~⃗U^{k0}_{1,2}, ~⃗U^{00}_{1,2} = 0, k = 0, 1, 2, . . . , (1.19a)

gde L, M, N – operatory vida (1.2), (1.8), (1.7); ⃗–_{1,2} (vektory polØrizacii) – rexeniØ odnorodnyh uravneniæ, poluqaemyh iz (1.19) pri k = 0 N_{θr} ⃗–_r ≡ a_{ijαβ} θ^i_r θ^α_r –^β_r − ρ ( ∂θ_r ∂t )_2

(–r)j = 0, r = 1, 2 (1.20)

PodstavlØØ (1.16) v kraevye usloviØ (1.3) i uqityvaØ (1.5), t.e. v = (−p^{2/3}γ) = 0, poluqim σ^k_{3j}(⃗u) | | |_{n=0} = [σ^k_{3j}(^⃗u) + σ^k_{3j}(⃗u1) + σ^k_{3j}(⃗u2)]n=0 = 0, (1.21)

gde σ^k_{3j}(⃗u) | | |_{n=0} – kofffficienty razloßeniØ σ3j(⃗u) | | |_{n=0} po stepenØm

1/(ip)^k, a slagaemye v kvadratnyh skobkah ime¸t vid, sm. [1, 5] σ^k_{3j}(^⃗u) | | |_{n=0} ≡ ip^{−1/3} [ a_{3jαβ}ℓ^α(B^k)^β + a_{3jαβ}m^α(A^k)^β +

+σ_{3j}( ⃗B^{k−1}) ] n=0 v^′(−p^{2/3}γ) exp ipℓ_0(x_1, x_2, t), (1.22)

σ^k_{3j}(⃗u_{1,2}) | | n=0 ≡ α [ a_{3jαβ}θ^α_{1,2}(C^k_{1,2})^β +σ_{3j}( ⃗C^{k−1}_{1,2} ) ] n=0 exp[ipℓ_0(x_1, x_2, t)], ℓ_0(x_1, x_2, t) ≡ ℓ(⃗x, t) | | |_{n=0}, j = 1, 2, 3. (1.23)

Poloßim α = ip^{−1/3} i vvedem vmesto ~ϕ^k_{1,2} iz (1.19a) kofffficienty ϕ^k_{1,2} ≡ ~ϕ^k_{1,2}v^′(−p^{2/3}γ). Pust~ k = 0. V fftom sluqae (esli uqest~ formuly (1.11)) kraevye usloviØ (1.21) dostavlØ¸t uravneniØ, kotorye svØzyva¸t qetyre neizvestnye φ^0, ψ^0, ϕ_1 i ϕ_2 na poverhnosti Σ. PolagaØ γ = 0, zapixem fftu sistemu v vide [ (r_0)_j ψ^0 + (s_1)_j ϕ^0_1 + (s_2)_j ϕ^0_2 ] n=0 γ=0 = −φ^0R_j | | |n=0_{γ=0} j = 1, 2, 3, (1.24)

gde ⃗R = ⃗r_1 + ⃗r_2, ⃗R ≠ 0; ⃗r_1, ⃗r_2, ⃗r_0 opredeleny ravenstvami (1.13a), a komponenty vektorov ⃗s_1, ⃗s_2 ime¸t vid

(s_1)_j = a_{3jαβ}θ^α_1 –^β_1 , (s_2)_j = a_{3jαβ}θ^α_2 –^β_2 , j = 1, 2, 3. (1.25)

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 293

Esli opredelitel~ sistemy (1.24) otliqen ot nulØ, to kofffficienty ψ^0, ϕ^0_{1,2} odnoznaqno vyraßa¸tsØ qerez φ^0. Veliqina ße φ^0, v svo¸ oqered~, opredelØetsØ iz usloviØ razreximosti sistemy (1.6), sm. §3, a takße [5].

Kofffficienty i ffækonaly asimptotiqeskih razloßeniæ (1.1) i (1.17), qto oqevidno, zavisØt ot parametra γ = γ_ν , sm. (1.5) (indeks ν – nomer volny LØva – my budem opuskat~). V silu malosti γ upomØnutye kofffficienty i ffækonaly ℓ, θ_{1,2}, po analogii s [2, 3], vblizi graniqnroæ poverhnosti zamenØem stepennymi rØdami

⃗A^k =^∞ ∑ s,j=0 ⃗A^k_{sj} n^s γ^j , ⃗B^k =^∞ ∑ s,j=0 ⃗B^k_{sj} n^s γ^j , ⃗C^k_{1,2} =^∞ ∑ s,j=0 ( ⃗C^k_{1,2} ) sj n^s γ^j , (1.26) ℓ = ∞∑ i,j=0 ℓ_{ij} n^i γ^j , m = ∞∑ i,j=0 m_{ij} n^i γ^j , θ_{1,2} = ∞∑ i,j=0 (θ_{1,2})_{ij} n^i γ^j

(1.27) priqem v (1.26), v otliqie ot [2, 6], otsutstvu¸t qleny s otricatel~nymi stepenØmi γ.

Kofffficienty vyxe privedennyh razloßeniæ posledovatel~- no opredelØ¸tsØ v rezul~tate edinogo rekurrentnogo processa, vkl¸qa¸wego v sebØ takße postroeniØ priblißeniæ asimptotiki pri k ¿ 1.

§2. Dokazatel~stvo suwestvovaniØ asimptotiqeskogo rexeniØ

Vyraßenie (1.16), predstavlØ¸wee otdel~nu¸ modu (volnu LØva) v vide summy kaustiqeskogo razloßeniØ (1.1) i dvuh popravoqnyh slagaemyh (1.17) (luqevyh rexeniæ, ffksponencial~no zatuha¸wih s glubinoæ), ØvlØetsØ asimptotiqeskim rexeniem kraevoæ zadaqi (1.2), (1.3) lix~ v tom sluqae, kogda lineænaØ sistema (1.24) razrexima i imeet edinstvennoe rexenie. �to oznaqaet, qto opredelitel~ sistemy (1.24) dolßen byt~ otliqen ot nulØ. Dokazatel~stvu fftogo fakta i posvØwen nastoØwiæ paragraf.

Privedem formuly i dokaßem vspomogatel~nye utverßdeniØ, kotorye budut ispol~zovany v processe osnovnogo dokazatel~- stva.

294 Z. A. ˚NSON

Ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ meßdu vektorami polØrizacii ⃗η i ⃗x_{1,2} pri n = 0, γ = 0:

a_{3jαβ}–^j_{1,2}(ℓ^αη^β) = −a_{3jαβ}η^j(θ^α_{1,2}–^β_{1,2}) (2.1) { a_{3jαβ}–^j_1(θ^α_2 –^β_2 ) = −a_{3jαβ}–^j_2(θ^α_1 –^β_1 ) a_{3jαβ}–^j_2(θ^α_1 –^β_1 ) = −a_{3jαβ}–^j_1(θ^α_2 –^β_2 )

(2.2)

gde θ^j_{1,2} ≡^{∂θ1,2}_{∂xj} , θ^j_{1,2} ≡^{∂θ1,2}_{∂xj} , ℓ^j ≡^{∂ℓ}_{∂xj} , j = 1, 2, 3, – sootvetstvenno komponenty vektorov ∇θ_{1,2}, ∇θ_{1,2} i ∇ℓ; –^j_{1,2} i –^j_{1,2} – komponenty vektorov ⃗–_{1,2} i ⃗x_{1,2}; ⃗x_{1,2} – rexeniØ odnorodnyh uravneniæ (1.20). Vektor ⃗η – rexenie odnorodnogo uravneniØ (sobstvennaØ funkciØ matricy (a_{ijαβ}ℓ^iℓ^j ))

(N_ℓ⃗η)_j ≡ a_{ijαβ}ℓ^iℓ^αη^β − ρℓ^2_t η_j = 0, n = 0, γ = 0. (2.3)

Formuly (2.1), (2.2) spravedlivy pri uslovii ∂θ_1 ∂n ≠ ∂θ_2 ∂n ≠ ∂ℓ ∂n , n = 0, γ = 0, (2.4)

i ih dokazatel~stvo ne sostavlØet truda, sm. Priloßenie, p. 1.

Privedem ewe odno sootnoxenie, poluqaemoe po analogii s (2.1), (2.2) pri uslovii Im^{∂θ1,2}_{∂n} | | |n=0_{γ=0} ≠ 0, a imenno

a_{3jαβ}–_r (θ^α_r –^β_r ) + a_{3jαβ}–^j_r(θ^α_r –^β_r ) = 0, r = 1, 2, (2.2a)

otkuda sleduet, qto pri n = 0, γ = 0

Re a_{3jαβ}–^j_r (θ^α_r –^β_r ) = Re –^j_r (θ^α_r –^β_r ) = 0, r = 1, 2.

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ

(θ_{1,2})_3 ≡ ∂θ_{1,2} ∂n , (θ_{1,2})_3 ≡ ∂θ_{1,2} ∂n , ℓ_3 ≡ ∂ℓ ∂n . Neravenstva (2.4) iskl¸qa¸t sluqaæ kratnyh sobstvennyh qisel u matriqnogo operatora A = ( a_{ijαβ}^{∂τ}_{∂xi}^{∂τ}_{∂xα} ) , gde pod τ ime- ¸tsØ v vidu ffækonaly voln, otveqa¸wie trem sobstvennym funkciØm fftogo operatora. S fiziqeskoæ toqki zreniØ ffto oznaqaet, qto skorosti fftih voln na graniqnoæ poverhnosti Σ razliqny.

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 295

Ispol~zuØ oboznaqeniØ (1.25), zapixem (2.1), (2.2) v vide (⃗r_0, ⃗–_{1,2}) = −(⃗η, ⃗s_{1,2}) = −(⃗s_{1,2}, ⃗η), (⃗s_2, ⃗–_1) = −(⃗–_2, ⃗s_1) = −(⃗s_1, ⃗–_2), (⃗s_r , ⃗–_r) = −(⃗–_r, ⃗s_r ) = −(⃗s_r , ⃗–_r ), r = 1, 2.

(2.5)

Privedem zdes~ takße ravenstvo (sm. (1.10), (1.11)) (⃗r_0, ⃗η)n=0_{γ=0} = 0, (r_0) ≡ a_{3jαβ}ℓ^αη^β, j = 1, 2, 3. (2.6)

Lemma. Vektor-funkcii ⃗η, ⃗–1, ⃗–2 – lineæno nezavisimy.

Dokaßem ffto utverßdenie, predpolagaØ obratnoe. Pust~ ⃗η = a⃗–_1 + b⃗–_2, gde libo a ≠ 0, b ≠ 0, libo a ≠ 0, b = 0 (ili b ≠ 0, a = 0). Vospol~zuemsØ formulami (2.1), umnoßaØ ffti ravenstva (pri ⃗– = ⃗–_1 i ⃗– = ⃗–_2) sootvetstvenno na a i b. SkladyvaØ poluqennye vyraßeniØ, nahodim [(|a|^2 ~Ψ_1 + |b|^2 ~Ψ_2) − (abΨ_1 + abΨ_2)]n=0_{γ=0} =

= [(θ_1)_3|a|^2a_{3j3β}–^j_1–^β_1 + (θ_2)_3|b|^2a_{3j3β}–^j_2–^β_2 ]n=0_{γ=0}, (2.7) gde oboznaqeno ~Ψ_r ≡ a_{3jα}0_β(–^j_r –^β_r + –^j_r–^β_r )ℓ^α0 + ℓ_3a_{3j3β}–^j_r –^β_r , r = 1, 2, α^′ = 1, 2

Ψ_1 ≡ a_{3jαβ}–^j_1(θ^α_2 –^β_2 ) + a_{3jαβ}–^j_2–^β_1 ℓ^α, Ψ_2 ≡ a_{3jαβ}–^j_2(θ^α_1 –^β_1 ) + a_{3jαβ}–^j_1–^β_2 ℓ^α.

Dalee, umnoßaØ (2.3) sootvetstvenno na ⃗–_1 i na ⃗–_2, poluqim Ψ_1 = 0, Ψ_2 = 0, n = 0, γ = 0, otkuda sleduet, qto levaØ qast~ ravenstva (2.7) vewestvenna.

Takim obrazom, mnimaØ qast~ vyraßeniØ v pravoæ qasti ravenstva (2.7) dolßna obrawat~sØ v nol~, qto v silu a_{3j3β}⃗–_r–_r > 0 privodit k trebovani¸ Im ∂θ_{1,2} ∂n | | |n=0_{γ=0} = 0, qto protivoreqit postanovke zadaqi, t.e. uslovi¸ (1.18).

296 Z. A. ˚NSON

V sluqaØh a ≠ 0, b = 0 ili a = 0, b ≠ 0 (t.e. ⃗η = a⃗–_1 ili ⃗η = b⃗–_2) iz (2.7) sleduet, qto libo Im^{∂θ1}_{∂n} | | |n=0_{γ=0} = 0 libo Im^{∂θ2}_{∂n} | | |n=0_{γ=0} = 0.

Lineænu¸ nezavisimost~ vektorov ⃗–_1 i ⃗–_2 moßno ustanovit~, ispol~zuØ (1.20) pri ⃗–_{1,2} i ⃗–_{1,2}. Dokazatel~stvo fftogo fakta my zdes~ opuskaem. Itak, vektory ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2 lineæno nezavisimy, i lemma dokazana.

VernemsØ k lineænoæ sisteme (1.24). Oboznaqim matricu fftoæ sistemy qerez A i vvedem matricu T , sostavlennu¸ iz lineænonezavisimyh vektorov ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2. Imeem

A = (r_0)_1 (s_1)_1 (s_2)_1

(r_0)_2 (s_1)_2 (s_2)_2

(r_0)_3 (s_1)_3 (s_2)_3

; T = η_1 (–_1)_1 (–_2)_1

η_2 (–_1)_2 (–_2)_2

η_3 (–_1)_3 (–_2)_3

, (2.8)

gde vektory ⃗r_0, ⃗s_1, ⃗s_2 – stolbcy matricy A, a vektory ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2 – stolbcy matricy T = (t_{ik}).

Preobrazuem sistemu (1.24) s pomow~¸ matricy T (zapisyvaØ rezul~tat v matriqnoæ forme) sledu¸wim obrazom: ~A ψ^0 ϕ^0_1 ϕ^0_1 = φ^0 ( ⃗R, ⃗η_0) ( ⃗R, ⃗–_1) ( ⃗R, ⃗–_2)

, n = 0, γ = 0. (2.9)

gde ~A = T^∗A, matrica T^∗ = (t_{ki}) – ffrmitovo soprØßennaØ s T , priqem det T^∗ = det T .

Matrica ~A v (2.8) imeet vid

~A = (⃗r_0, ⃗η) (⃗s_1, ⃗η) (⃗s_2, ⃗η) (⃗r_0, ⃗–_1) (⃗s_1, ⃗–_1) (⃗s_2, ⃗–_1)

(⃗r_0, ⃗–_2) (⃗s_1⃗–_2) (⃗s_2, ⃗–_2) = 0 −(⃗r_0, ⃗–_1) −(⃗r_0, ⃗–_2)

(⃗r_0, ⃗–_1) (⃗s_1, ⃗–_1) −(⃗s_1, ⃗–_2)

(⃗r_0, ⃗–_2) (⃗s_1, ⃗–_2) (⃗s_2, ⃗–_2) pri n = 0, γ = 0. (2.10)

Vo vtorom iz fftih ravenstv matrica ~A zapisana s uqetom (2.6) i sootnoxeniæ (2.5). Opredeliteli matric ~A, A i T svØzany s ravenstvom det ~A = (det T^∗) · (det A) i poskol~ku det T^∗ ≠ 0 (v silu lineænoæ nezavisimosti ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2), to det ~A raven nul¸ v tom i tol~ko tom sluqae, esli det A raven nul¸.

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 297

Itak, esli det ~A ≠ 0, to i det A ≠ 0, i naoborot. Vektory ⃗–_{1,2}, ⃗s_{1,2} ØvlØ¸tsØ fflementami kompleksnogo ffvklidova prostranstva, v kotorom skalØrnoe proizvedenie vektorov ⃗y i ⃗z opredeleno formuloæ (⃗y, ⃗z) = y_iz_i, i = 1, 2, 3, (⃗y, ⃗z) = (⃗z, ⃗y) (2.11) i esli λ – kompleksnoe qislo, to (λy, z) = λ(⃗y, ⃗z), (⃗y, λ⃗z) = λ(⃗y, ⃗z). Imenno ffti ravenstva ispol~zovany v (2.10) (pri zapisi matricy ~A) i budut ispol~zovat~sØ niße.

Privedem zdes~ vyraßenie dlØ sistemy (1.24) v vektornoæ forme, kotoroe potrebuetsØ niße

ψ^0⃗r_0 + ϕ^0_1⃗s_1 + ϕ^0_2⃗s_2 = −φ^0 ⃗R, R ≠ 0, (2.12)

Utverßdenie. Esli vypolneny usloviØ (2.4), to opredelitel~

matricy A otliqen ot nulØ lix~ v tom sluqae, kogda ⃗r_0 ≠ 0, gde (r_0)_j = a_{3jαβ}^{∂ℓ}_{∂xα} η^β, j = 1, 2, 3^{∗)}.

Dokaßem ffto utverßdenie, predpolagaØ obratnoe. (Zametim, qto esli ⃗r_0 = 0, to det A = 0 i det ~A = 0.)

Itak, pust~ det A = det ~A = 0, ⃗r_0 ≠ 0.

Tak kak det A = 0, to stolbcy matricy A dolßny byt~ lineæno zavisimy, t.e. dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo δ⃗r_0 + α⃗s_1 + β⃗s_2 = 0, (2.13) gde hotØ by odin iz kofffficientov α, β, δ otliqen ot nulØ.

Dokazatel~stvo razob~em na 3 qasti. I. Pust~ ⃗r_0 = α⃗s_1 + β⃗s_2, α ≠ 0, β ≠ 0, (2.14)

(⃗r_0, ⃗–_1) ≠ 0, (⃗r_0, ⃗–_2) ≠ 0. (2.14a) Soglasno lemme, vektory ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2 v toqkah poverhnosti Σ lineæno nezavisimy, i vybiraØ ih v kaqestve bazisa kompleksnogo prostranstva, predstavim ⃗r_0 = a_0⃗–_1 + b_0⃗–_2 + e_0⃗η, ⃗s_{1,2} = a_{1,2}⃗–_1 + b_{1,2}⃗–_2 + e_{1,2}⃗η, (2.15)

�)Pri (⃗r_0, ⃗–_{1;2}) 6= 0 2-æ i 3-æ stolbcy matricy eA otliqny ot nulØ. S drugoæ storony, esli ⃗s_{1;2} = 0, to ffti ravenstva i uravneniØ (1.20) privodØt k znaqeniØm ⃗–_{1;2} = 0, qto nevozmoßno.

298 Z. A. ˚NSON

gde vektory ⃗r_0, ⃗s_1 (i ⃗r_0, ⃗s_2) budem sqitat~ (soglasno s (2.14)) lineæno nezavisimymi.

Matrica ~A, kak sleduet iz 2-go ravenstva (2.10), opredelØetsØ pØt~¸ nezavisimymi fflementami

(⃗r_0, ⃗–_1), (⃗r_0, ⃗–_2), (⃗s_1, ⃗–_1), (⃗s_1, ⃗–_2), (⃗s_2, ⃗–_2). (2.16)

UqityvaØ ffto obstoØtel~stvo, i tot fakt, qto vektory ⃗r_0, ⃗s_1 (i r_0, ⃗s_2) – lineæno nezavisimy, my moßem poluqit~ lineænye sootnoxeniØ meßdu fflementami (2.16). Vyvod fftih sootnoxeniæ ØvlØetsØ osnovoæ dokazatel~stva sformulirovannogo vyxe utverßdeniØ.

ProeciruØ (2.14) sootvetstvenno na ⃗η, ⃗–_1, ⃗–_2 i uqityvaØ (2.6), poluqim (⃗r_0, α⃗–_1 + β⃗–_2) = 0, (⃗r_0, ⃗η) = 0, (2.17) { (⃗s_1, α⃗–_1 + β⃗–_2 − ⃗η) = 0,

(⃗s_2, α⃗–_1 + β⃗–_2 − ⃗η) = 0.

(2.18)

Dalee, vyberem iz (2.15) paru lineæno nezavisimyh vektorov ⃗r_0 i ⃗s_2 i predstavim ih v vide

⃗r_0 = { c_1(α⃗–_1 + β⃗–_2) + ~c_1–_1 + e_0⃗η,

c_2(α⃗–_1 + β⃗–_2) + ~c_2⃗–_2 + e_0⃗η,

(2.19)

⃗s_2 = d_2(α⃗–_1 + β⃗–_2) + ~d_2⃗–_2 + e_2⃗η, (2.19a)

gde kofffficienty c_{1,2} i ~c_{1,2} svØzany sootnoxeniØmi

(c_1 − c_2)α = −~c_1, (c_1 − c_2)β = ~c_2, ~c_1/~c_2 = −α/β. (2.20)

Zametim, qto pri ~c_1 = 0 ili ~c_2 = 0 iz (2.19) (v silu (2.17)) sleduet, qto ⃗r_0 = 0. VyraßaØ skalØrnoe proizvedenie (⃗s_2, ⃗r_0) sootvetstvenno iz (2.19) i (2.19a) i ispol~zuØ (2.5), prihodim k sledu¸wim sootnoxeniØm

(⃗s_2, ~c_1⃗–_1 + (c_1 + ~d_2 + e_0)⃗η) = 0,

(⃗s_2, ~c_2⃗–_2 + (c_2 + ~d_2 + e_0)⃗η) = 0,

(2.21)

Tak kak ~c_1 ≠ 0, ~c_2 ≠ 0, to c_1 ≠ c_2, i ravenstva (2.21) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi kak meßdu soboæ, tak i s ravenstvom (⃗s_2, α⃗–_1 +

β⃗–2 − ⃗η) = 0 iz (2.18). Takim obrazom, dlØ ⃗s2 my poluqili od-

norodnu¸ lineænu¸ sistemu, opredelitel~ kotoroæ otliqen ot

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 299

nulØ i kotoraØ imeet edinstvennoe rexenie ⃗s_2 = 0. Ots¸da sleduet, qto (r_0, ⃗–_2) = −(s_2, η) = 0 i v silu (2.17), ⃗r_0 | |_{n=0γ=0} = 0, qto

protivoreqit (2.14a).

II. Pust~ 2-oæ i 3-iæ stolbcy matricy ⃗A lineæno zavisimy, t.e.

α⃗s_1 + β⃗s_2 = 0, α ≠ 0, β ≠ 0 (2.22)

i vypolneny (2.14a).

Legko videt~, qto po-preßnemu vypolneny (2.17), a vmesto (2.18) imeem (⃗s_{1,2}, α⃗–_1 + β⃗–_2) = 0, (2.23)

gde ⃗s_{1,2} teper~ lineæno zavisimy. Kak i vyxe, budem sqitat~ vektory ⃗r_0, ⃗s_2 lineæno nezavisimymi i vyqislØØ (⃗r_0, ⃗s_2) sootvetstvenno iz (2.19) i (2.19a), naædem

(⃗s_2, ~c_1⃗–_1 + ( ~d_2 + e_0)⃗η) = 0,

(⃗s_2, ~c_2⃗–_2 + ( ~d_2 + e_0)⃗η) = 0.

(2.24)

Netrudno ubedit~sØ, sm. (2.20), qto v otliqie ot punkta I, ravenstvo (2.23) ØvlØetsØ sledstviem sootnoxeniæ (2.24).

V dannom sluqae, raspolagaØ (2.5), (2.17) i (2.22) my imeem dlØ pØti neizvestnyh

(⃗s_1, ⃗–_1), (⃗s_1, ⃗–_2), (⃗r_0, ⃗–_1), (⃗r_0, ⃗–_2), (⃗s_1, ⃗η) (2.25)

pØt~ nezavisimyh sootnoxeniæ, a imenno

(⃗r_0, α⃗–_1 + β⃗–_2) = 0, (⃗s_1, ⃗–_2) = −(⃗s_2, ⃗–_1), (⃗s_1, ⃗η) = −(⃗r_0, ⃗–_1)

i dva ravenstva (2.24). �ti sootnoxeniØ sostavlØ¸t lineænu¸ odnorodnu¸ sistemu dlØ neizvestnyh (2.25), kotoraØ imeet edinstvennoe nulevoe rexenie.

Takim obrazom, my snova prihodim k ravenstvam (⃗r_0, ⃗–_1) = (⃗r_0, ⃗–_2) = 0, kotorye protivoreqat (2.14a).

III. Pust~ 1-yæ i 2-oæ (ili 3-iæ) stolbcy matricy A lineæno zavisimy, tak qto

⃗r_0 = α⃗s_1, (⃗r_0, ⃗η) = 0, α ≠ 0 (2.26)

i po-preßnemu ⃗r_0 ≠ 0.

300 Z. A. ˚NSON

1) Iz (2.26) i (2.5) poluqaem, qto (⃗r_0, ⃗–_1) = −(⃗s_1, ⃗η) = 0, i sledovatel~no (⃗r_0, ⃗–_2) ≠ 0. DlØ opredelitelØ matricy ~A nahodim

det ~A = | | | | | | 0 0 −(⃗r_0, ⃗–_2) 0 (⃗s_1, ⃗–_1) −(⃗s_1, ⃗–_2) (⃗r_0, ⃗–_2) (⃗s_1, ⃗–_2) (⃗s_2, ⃗–_2)

| | | | | | = −(⃗s_1, ⃗–_1) |⃗r_0, ⃗–_2|^2 = 0,

otkuda sleduet, qto (⃗s_1, ⃗–_1) = 0.

V Priloßenii, p. 2, pokazano, qto iz ravenstv (⃗s_1, ⃗–_1) = 0 ili (⃗s_2, ⃗–_2) = 0 sleduet, qto Im(θ_{1,2})_3 = 0 (qto protivoreqit 1.18). Netrudno ubedit~sØ, qto, neravenstva (⃗s_r , ⃗–_r) ≠ 0, r = 1, 2, spravedlivy, naprimer, v sluqae transversal~no-izotropnoæ sredy [5].

2) Privedem drugoæ variant dokazatel~stva v rassmatrivaemom sluqae (2.26). Predstavim ⃗s_2 i ⃗r_0 v vide

⃗r_0 = c_0⃗–_1 + ~c_0⃗–_2 + e_0⃗η, (2.27)

⃗s_2 = d_2⃗–_1 + ~d_2⃗–_2 + e_2⃗η,

gde ⃗s_2 i ⃗r_0 – lineæno-nezavismy i (⃗r_0, ⃗–_1) = 0, (sm. p. 1).

VyqislØØ iz fftih ravenstv (⃗r_0, ⃗s_2), my, kak i vyxe (sm. p. I i II), pridem k sootnoxeni¸

(⃗s_2, c_0⃗–_1 + ~c_0⃗–_2 + (e_0 + ~d_2)⃗η) = 0.

RassmatrivaØ ffto ravenstvo sovmestno s (2.5) i ravenstvom (⃗r_0, ⃗–_2) = α(⃗s_1, ⃗–_2), naædem, qto (⃗r_0, ⃗–_2) = 0. Tak kak (⃗r_0, ⃗η) = (⃗r_0, ⃗–_1) = 0, to ⃗r_0 = 0, qto protivoreqit uslovi¸ teoremy.

Itak, my dokazali, qto vektory-stolbcy matricy A lineæno nezavisimy, otkuda sleduet, qto det A ≠ 0.

Zameqanie.

1. Esli ⃗r0^|n=0_{γ=0} = 0, to kraevaØ zadaqa imeet tol~ko nulevoe

rexenie. Sistema (2.12) pri fftom prinimaet vid

ϕ_1⃗s_1 + ϕ_2⃗s_2 + φ^0 ⃗R = 0, ⃗R = ⃗r_1 + ⃗r_2,

gde soglasno (2.5), (⃗s_{1,2}, ⃗η) = −(⃗r_0, ⃗–_{1,2}) = 0, esli ⃗r_0 = 0. Togda, esli ( ⃗R, ⃗η) ≠ 0, to φ^0 = 0. Esli ße ( ⃗R, ⃗η) = 0, to poluqim ravenstvo φ^0⃗r_2 + φ^0⃗r_1 + ⃗τ = 0, ⃗τ ≡ ϕ_1⃗s_1 + ϕ_2⃗s_2, (2.28)

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 301

gde ⃗r_1, ⃗r_2 – lineæno nezavisimye vektory ((⃗r_2, ⃗η) ≠ 0, sm. vyxe), i iz (2.28) sleduet, qto φ^0 | |_{n=0γ=0} = 0.

2. Esli ⃗r0^|n=0_{γ=0} = 0, to ⃗η^|_{⃗n} = 0. �tot fakt byl otmeqen vyxe.

V fftom sluqae, proeciruØ (2.3) na ⃗n, poluqaem (N_ℓ⃗η, ⃗n) = a_{3iαβ}ℓ^iℓ^αη^β − ρℓ^2_t η_n = 0, gde a_{3iαβ}ℓ^iℓ^αη^β = (⃗r_0, ∇ℓ) = 0, tak kak ⃗r_0 = 0. Sledovatel~no, η_n | |_{n=0γ=0} = 0. Pri fftom, esli η_n ≠ 0, to i ⃗r_0 ≠ 0.

Dokazannoe vyxe utverßdenie teper~ moßet byt~ sformulirovano sledu¸wim obrazom.

Esli v toqkah graniqnoæ poverhnosti Σ vypolneny usloviØ (2.4) (t.e. vse tri sobstvennyh qisla matriqnogo operatora A = ( a_{ijαβ}^{∂τ}_{∂xi}^{∂τ}_{∂xα} ) razliqny), a takße ravenstvo (⃗r_0, ⃗η) = 0, to razloßenie vida (1.16), (1.1), (1.17) ØvlØetsØ netrivial~nym asimptotiqeskim rexeniem kraevoæ zadaqi (1.2), (1.3) tol~ko v tom sluqae, kogda ⃗η | |_{⃗n} ≠ 0, gde ⃗n – normal~ k Σ, a vektor ⃗η opredelØet polØrizaci¸ glavnogo qlena asimptotiki.

V sluqae η | |_{⃗n} = 0 zadaqa postroeniØ polØ luqeæ na poverhnosti Σ okazyvaetsØ nekorrektnoæ, sm. §3.

§3. Uravnenie ffækonala i uravnenie perenosa.

Primer transversal~no-izotropnoæ sredy

1. Pri opisanii processa rasprostraneniØ vysokoqastotnyh

voln s pomow~¸ luqevogo metoda k uravneni¸ ffækonala obyqno privodit postroenie glavnogo qlena asimptotiki volnovogo polØ. Tak i v naxem sluqae, dlØ postroeniØ polØ luqeæ (a faktiqeski, uravneniØ ffækonala) kak v okrestnosti graniqnoæ poverhnosti Σ, tak i na samoæ poverhnosti, rassmotrim nulevoe priblißenie asimptotiki, a imenno, uravneniØ (1.6) pri k = 0. PoluqennaØ pri fftom odnorodnaØ sistema dlØ ⃗A^0 i ⃗B^0 moßet byt~ preobrazovana k vidu

(N_{τs} ⃗U^0_s)_j ≡ a_{ijαβ}τ^i_sτ^α_s (U^0_s )^β − ρ ( ∂τ_s ∂t )_2 (U^0_s )_j = 0, (3.1)

τ_{1,2} = l ∓ 2 3 m^{3/2}, ⃗U^0_{1,2} = m^{−1/4} ⃗A^0 ∓ m^{1/4} ⃗B^0, τ^i_s ≡ ∂τ_s ∂x_i ,

302 Z. A. ˚NSON

gde τ_{1,2} i ⃗U^0_{1,2} – sootvetstvenno ffækonaly i amplitudy pada¸wih na poverhnost~ Σ i otraßennyh ot nee voln. Veliqiny λ = ρ(τ_s)^2_t – sobstvennye qisla matricy A = (a_{ijαβ}τ^iτ^α) iz (3.1), opredelØemye iz harakteristiqeskogo uravneniØ fftoæ matricy, tak qto (sm. takße [1])

(−τ )_t = 1 ρ^{1/2} H ( x_i, ∂τ ∂x_i ) . (3.2)

Poluqennoe ravenstvo est~ uravnenie ffækonala dlØ polØ luqeæ vblizi Σ, priqem sobstvennaØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ (3.2), soglasno utverßdeni¸ §2, dolßna imet~ otliqnu¸ ot nulØ komponentu v ploskosti normal~nogo seqeniØ Σ, ØvlØØs~ pri fftom “kvazipopereqnoæ” medlennoæ volnoæ, [7].

RaspolagaØ (3.1), moßno poluqit~ izvestnye vyraßeniØ dlØ gruppovoæ skorosti rasprostranØ¸wihsØ voln, komponenty kotoroæ ravny:

g_j = a_{jiαβ}m^{1/4}(U^0_s )^im^{1/4}(U^0_s )^β τ^α_s

ρ|m^{1/4} ⃗U^0_s|^2(−τ_s)_t , 1 ρ^{1/2} ∂H ∂τ^j_s , τ^j_s =^{∂τs}_{∂xj} , j = 1, 2, 3, (3.3)

gde pervoe ravenstvo otoßdestvlØetsØ so skorost~¸ rasprostraneniØ ffnergii voln, sm., naprimer, [7], a vtoroe ravenstvo sleduet iz sistemy uravneniæ dlØ harakteristik – PV luqeæ, sootvetstvu¸weæ uravneni¸ ffækonala (3.2).

Poloßim v (3.3) j = 3 i ustremim toqku M na Σ, gde m | |_{n=0} = γ.

V predele pri γ = 0, n = 0, uqityvaØ (1.10), (1.11), poluqim ravenstvo ⃗g | |_{⃗n} = g_3 = a^{3iαβ}(A^0)^i(A^0)^βℓ^α ρ| ⃗A^0|^2(−ℓ_t) = (⃗r_0, ⃗η) ρ|⃗η|^2(−ℓ_t) = 0, (3.4)

kotoroe oznaqaet, qto skorost~ poverhnostnoæ volny dolßna byt~ napravlena vdol~ Σ. Vtoroe iz neravenstv (3.3) pri fftom daet, sm. [1] ∂H ∂ℓ_3 | | | |n=0_{γ=0} = 0, ℓ_3 ≡ ∂ℓ ∂n . (3.5)

�to ravenstvo opredelØet v toqkah poverhnosti Σ funkci¸ ℓ_3 = f (_{∂ℓ} ∂x_i0 , xi0 ) , i^′ = 1, 2. PodstavlØØ ffto znaqenie l_3 v (3.2)

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 303

i polagaØ n = 0, γ = 0, poluqaem uravnenie ffækonala

(−l_{00})_t = 1 ρ^{1/2} H ( x_i0,^{∂ℓ}_{∂xi}0 ) | | |n=0_{γ=0} dlØ polØ luqeæ na poverhnosti Σ.

Takim obrazom (soglasno sformulirovannomu v konce §2 utverßdeni¸), usloviØ, obespeqiva¸wie postroenie netrivial~nogo asimptotiqeskogo rexeniØ zadaqi (1.2), (1.3) v vide razloßeniæ (1.1), (1.16), (1.17), okazyva¸tsØ vypolnennymi.

Pokaßem teper~, qto uslovie ⃗η | |_{⃗n} ≠ 0 ØvlØetsØ ne tol~ko dostatoqnym, no i neobhodimym usloviem suwestvovaniØ asimptotiqeskogo rexeniØ ukazannogo vyxe vida. Pust~ ⃗η | |_{⃗n} = 0 pri n = 0,

γ = 0. ProeciruØ (2.3) na ⃗n, naædem

( ⃗A^0, ⃗ξ) = 0, ⃗ξ = (a_{3iα1}ℓ^iℓ^α, a_{3iα2}ℓ^iℓ^α). (3.5a)

ProeciruØ, dalee, (2.3) na ⃗ξ i uqityvaØ (3.5a), v kaßdoæ toqke poverhnosti Σ poluqim konus 4-go porØdka v prostranstve napravleniæ^{∂l}_{∂x1} ,^{∂ℓ}_{∂x2} ,^{∂ℓ}_{∂x3} , tak qto ℓ_3 =^{∂ℓ}_{∂x3} okazyvaetsØ funkcieæ

peremennyh^{∂ℓ}_{∂xi}0 , x_i0, i^′ = 1, 2, otliqnoæ ot funkcii f (_{∂ℓ} ∂x_i0 , xi0 ) , kotoraØ sleduet iz (3.5), qto privodit k nevozmoßnosti postroeniØ uravneniØ ffækonala na poverhnosti Σ.

Privedem rezul~taty vyqisleniæ kofffficientov m_{10}, ℓ_{01}, ℓ_{20} razloßeniæ (1.27), ØvlØ¸wihsØ suwestvennymi pri opredelenii amplitudy i dispersii otdel~nyh mod LØva. Zametim, qto pri fftom funkci¸ ℓ_{00}(x_1, x_2, t) – rexenie uravneniØ ffækonala budem sqitat~ izvestnoæ.

DifferenciruØ po γ pervoe uravnenie sistemy (1.6) (pri k = 0), naædem

ℓ_{01} = ∂ℓ ∂γ | | | | |n=0_{γ=0} = −1 (−ℓ_{00})_t M1∫ M0 (m_{10})^2 2 a_{3j3β}η^jη^β ρ|⃗η|^2 dt, (3.6)

gde integral beretsØ vdol~ PV luqa.

Pri vyvode fftoæ formuly bylo ispol~zovano vyraßenie dlØ gruppovoæ skorosti na poverhnosti Σ dx_j0 dt = (⃗ggr)_j0 = a_j0_{iαβ}η^iη^β ℓ^α ρ|⃗η|^2(−ℓ_t) | | | |_{n=0} γ=0 , j^′ = 1, 2. (3.7)

304 Z. A. ˚NSON

Kofffficient m_{10} =^{∂m}_{∂n} | | | |n=0_{γ=0}, vhodØwiæ v podintegral~nu¸ funk-

ci¸ (3.6), opredelØet (narØdu s malym parametrom γ) xirinu pogransloØ, v kotorom sosredotoqena otdel~naØ moda LØva, pri uslovii, qto m_{10} < 0. V [1] kofffficient m_{10} vyqislen v vide

m_{10} = − ( (−ℓ_{00})_t R )_{1/3} 1 √ g^{33} | | | | |_{n=0} , gde R^{−1} > 0 – izotropnaØ normal~naØ krivizna v psevdofinslerovoæ metrike, g^{33} =^1_2^{∂2L}_{∂ẋ23} , ẋ_3 =^{dx3}_{dσ} , L – lagranßian (izvestnaØ funkciØ peremennyh x_i,^{dxi}_{dσ} ), dσ – fflement dliny, sm. takße [8].

Vyraßenie dlØ kofffficienta ℓ_{20} =^1_2^{∂2ℓ}_{∂n2} | | |_{n=0} γ=0 privedeno niße.

2. OstanovimsØ na vyqislenii poka neizvestnoæ funkcii

φ^0(x_1, x_2, t) iz (1.11), t.e. amplitudy glavnogo qlena asimptotiki. Rassmotrim 1-e uravnenie sistemy (1.6) pri k = 1. Usloviem razreximosti fftogo vektornogo uravneniØ pri n = 0, γ = 0 ØvlØetsØ ortogonal~nost~ ego pravoæ qasti k ⃗A^0 | |_{n=0γ=0}, t.e.

(M_ℓ ⃗A^0 + N_m ⃗B^0, ⃗A^0) | | |n=0_{γ=0} = 0, (3.8)

gde operator M_ℓ opredelen formuloæ (1.8).

Vospol~zuemsØ ravenstvom

(2N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0) = m(2N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0), (3.9)

kotoroe, kak legko ubedit~sØ, sleduet iz sistemy (1.6) pri k = 0.

Ispol~zuØ (1.7) i uqityvaØ, qto m_t | |_{n=0} = 0,^{∂m}_{∂xi}0 | | | |_{n=0} = 0, i^′ = 1, 2, naædem ∂ ∂n (N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0) | | | |n=0_{γ=0} = { a_i0_{jαβ}(A^0)^j (A^0)^βℓ^α) ∂m_{10} ∂x_i0 + ρ(−ℓ_t)m_t| ⃗A^0|^2+

+m_{10} ∂ ∂n (a_{3jα}0_β(A^0)^j (A^0)^βℓ^α 0 ) + ℓ_3m_{10} ∂ ∂n ( a_{3j3β}(A^0)^j(A^0)^β ) + +2m_{10} ℓ_{20} a_{3j3β}(A^0)^j (A^0)^β } n=0 γ=0 = m_{10}(N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0)n=0_{γ=0}. (3.10)

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 305

Zatem, vyqislØØ M_ℓ ⃗A^0 | |_{n=0γ=0} v sootvetstvii s (1.8) i sravnivaØ poluqennoe vyraßenie s (3.10) (my opuskaem promeßutoqnye vykladki), privedem ravenstvo (3.8) k vidu ∂ ∂x_α0 (a_i0_{jαβ}(A^0)^j (A^0)^β ℓ^α) + ρ(−ℓ_t) ∂ ∂t | ⃗A^0|^2 − ρ(−ℓ_t) 1 m_{10} dm_{10} dt | ⃗A^0|^2+

+(N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0) + (N_m ⃗B^0, ⃗A^0) = 0, (3.11)

gde^{dm10}_{dt} = ( g_j0^{∂m10}_{∂xj}0 +^{∂m10}_{∂t} ) – proizvodnaØ vdol~ PV luqa, g_j0 opredeleno formuloæ (3.7). Vvedem A^2 ≡^{| ⃗A 0|2ρ}_{|m10 |} =^{(φ0)2|⃗η|2ρ}_{|m10 |} i pol~zuØs~ (3.7), okonqatel~no dlØ (3.10) poluqaem

(−l_{00})_t [ div_s ⃗ggrA^2 + ∂ ∂t A^2 ] + A^2E = 0, (3.12)

E ≡ − |m_{10}| (φ^0)^2|η|^2ρ

[(N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0) + (N_m ⃗B^0, ⃗A^0)].

Tak kak pri n = 0, γ = 0 kofffficienty ⃗A^0, ⃗B^0 proporcional~ny φ^0, sm. (1.11) i (2.9), to (3.12) – odnorodnoe differencial~noe uravnenie dlØ A^2. �to uravnenie perenosa na Σ dlØ amplitudy A^2 poverhnostnoæ volny. Integrirovanie (3.12) vdol~ PV luqa (v l¸boæ toqke poverhnosti Σ) privodit k modificirovannoæ formule luqevogo metoda. My privedem fftu formulu niße dlØ transversal~no-izotropnoæ sredy.

2. Pust~ uprugaØ sreda transversal~no izotropna. V fftom slu-

qae tenzor a_{ijαβ} svoditsØ k simmetriqnoæ matrice (c_{rs}), r, s = 1, 2, . . . , 6, opredelØemoæ pØt~¸ nezavisimymi parametrami. Otliqnymi ot nulØ ØvlØ¸tsØ sledu¸wie fflementy c_{rs}:

c_{11} = c_{22}, c_{12} = c_{21}, c_{13} = c_{31} = c_{23} = c_{32}, c_{33},

c_{44} = c_{55}, 2c_{66} = c_{11} − c_{12}. (3.13) UsloviØ poloßitel~nosti vseh minorov matricy (c_{rs}) (obespeqiva¸wie poloßitel~nost~ uprugoæ ffnergii deformacii) ime- ¸t vid

c_{11} > 0, c_{33} > 0, c_{44} = c_{55} > 0, c_{11} > |c_{12}|, (c_{12} + c_{66})c_{33} > c^2_{13}. (3.14)

306 Z. A. ˚NSON

V sootvetstvii s rezul~tatami, izloßennymi vyxe, v rassmatrivaemom qastnom sluqae anizotropii sredy (pri n = 0, t.e. na Σ, i γ = 0) nahodim ⃗η = η_n⃗n_0, (σ∇_sℓ) = −m_{10} c_{13} + c_{44} c_{11} − c_{44} η_n, σ_n = 0. (3.15)

V bazise ortogonal~nyh na Σ vektorov ⃗n_0, ∇_sℓ, ⃗ζ = ⃗n_0×∇_sℓ (∇_sℓ – poverhnostnyæ gradient funkcii ℓ) takim obrazom imeem ⃗η = (η_n, 0, 0), ⃗σ = (0, ⃗σ | |_{∇sℓ}, 0). Ravenstva (1.10) i (2.6) prinima¸t vid (_{∂ℓ} ∂n c_{33}η^2_n )_{n=0} γ=0 = 0, otkuda

sleduet, qto ℓ_3 =^{∂ℓ}_{∂n} | | | |n=0_{γ=0} = 0.

Edinstvennu¸ os~ simmetrii, kotoroæ obladaet transversal~no-izotropnaØ sreda, my vybiraem sonapravlennoæ osi x_3 dekartovoæ sistemy koordinat x_1, x_2, x_3. Poverhnost~ Σ pri fftom sleduet sqitat~ ploskost~¸ (x_3 = n = 0 – uravnenie Σ).

Ispol~zuØ vyraßenie dlØ N_ξ ⃗D iz (1.7), poluqennoe v oboznaqeniØh (3.13) v [5], my nahodim iz 1-go uravneniØ sistemy (1.6) (pri k = 0) kak poverhnostnoe uravnenie ffækonala, tak i kofffficient m_{10} sootvetstvenno v vide

(−ℓ_{00})^2_t = c_{44} ρ (∇_sℓ_{00})^2, m_{10} = − ( 2(−ℓ_{00})^2_t ~c_{33/}ρRff )_{1/3} n=0 , (3.16)

gde ~c_{33} = P^2/(c_{11} − c_{44}), P^2 ≡ (c_{11} − c_{44})c_{33} − (c_{13} + c_{44})^2,^2_Rff = (_∂ ∂n ln^{c44}_ρ ) n=0 , Rff > 0. DlØ veliqin (_{∂θ1,2} ∂n ) n=0 γ=0 iz (1.20) imeem

(sm. [5]):

(θ_1)^2_n = −

P^2 c_{33}c_{44}

(∇_sℓ)^2, (θ_2)^2_n = − ~m c_{44}

(∇_sℓ)^2, ~m ≡ c_{66} − c_{44}.

(3.17) Esli ~m > 0 (t.e. c_{44} < c_{66}), to neravenstvo P^2 > 0 budet tem bolee vypolneno, esli

(c_{12} + c_{66})c_{33} > (c_{13} + c_{66})^2. (3.18)

Pri fftom budut vypolneny i neravenstva (3.14), esli c_{13} > 0.

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 307

Itak, esli ~m > 0 i spravedlivo (3.18), to (_{∂θ1,2} ∂n ) n=0 γ=0 okazyva¸tsØ qisto mnimymi veliqinami. Glavnyæ qlen asimptotiki poverhnostnoæ volny (otdel~noæ mody) ØvlØetsØ pri fftom medlennoæ popereqnoæ volnoæ s amplitudoæ ⃗A^0 = φ^0⃗η, ⃗η = η_n⃗n_0.

FunkciØ ψ^0 iz (1.11) proporcional~na φ^0 i nahoditsØ iz neodnorodnoæ sistemy (2.12) v vide

ψ^0 = (−i) φ^0D^2 |(θ_1)_n|c_{33}c^2_{44}(c_{11} − c_{44})

, (3.19)

gde |(θ_1)_n| ≠ 0 i D ≡ (c_{11} − c_{44})c_{33} − c_{13}(c_{13} + c_{44}) > 0, c_{11} − c_{44} = c_{12} + c_{66} + ~m > 0, esli ~m > 0 i vypolneno (3.18).

PodstavlØØ ⃗B^0 = ψ^0⃗η + φ^0⃗σ v (3.12), dlØ funkcii E iz (3.12) posle nekotoryh preobrazovaniæ poluqaem E = i 2(−ℓ_{00})^2_t D^2 |(θ_1)_n|c_{33}c^2_{44}(c_{11} − c_{44})Rff | | | |_{n=0} γ=0 . IntegriruØ uravnenie (3.12) vdol~ PV luqa, nahodim

φ^0 = χ^0(α_1, α_2) ( |m_{10}| ρJ )_{1/2} e −i 1 2(�ℓ_{00} )_t M∫ M0 (Im E)ds , (3.20)

gde ds = dt i integral v faze ffksponenty beretsØ vdol~ PV luqa. Vyraßenie (3.20) est~ modificirovannaØ formula luqevogo metoda, i podobnaØ formula imeet mesto dlØ glavnogo qlena asimptotiki voln LØva v izotropnom sluqae, sm. [3]. V (3.20) J =^{D(x1,x2)} D(α1,α2) – Økobian perehoda ot koordinat x1, x2 k luqevym

koordinatam α_1, α_2; χ^0(α_1, α_2) = const vdol~ PV luqa. Netrudno ubedit~sØ, qto faza ffksponenty v (3.20) sovpadaet s sootvetstvu¸weæ fazoæ v [3, 9], kogda sreda stanovitsØ izotropnoæ.

Priloßenie

1. Privedem dokazatel~stvo formul (2.2) pri uslovii, qto ∂θ1 ∂n ≠^{∂θ2}_{∂n} pri n = 0, γ = 0. Rassmotrim uravnenie (1.20), naprimer, dlØ ⃗– = ⃗–_1 i umnoßim ego skalØrno na ⃗–_2. V rezul~tate poluqim

ρℓ^2_t (⃗–_1, ⃗–_2) = a_{ijαβ}–^j_2(θ^i_1θ^α_1 –^β_1 ) = ((θ_1)_3 − (θ_2)_3)a_{3jαβ}–^j_2(θ^α_1 –^β_1 )+

308 Z. A. ˚NSON

+a_{ijαβ}(–^j_2θ^i_2)θ^α_1 –^β_1 = ((θ_1)_3 − (θ_2)_3))a_{3jαβ}–^j_2(θ^α_1 –^β_1 )+

+((θ_1)_3 − (θ_2)_3)a_{ij3β}(–^j_2θ^i_2)–^β_1 + a_{ijαβ}(θ^i_2θ^α_2 –^j_2)–^β_1 . (1)

Tak kak a_{ij3β} = a_{3βij} i a_{ijαβ}θ^i_2θ^α_2 –^β_2 = ρℓ^2_t (–_2)_j, sm. (1.20), to iz (1), gde (θ_1)_3 ≠ (θ_2)_3 v silu (1.8), sleduet vtoroe ravenstvo (2.2), a sledovatel~no, i pervoe iz ravenstv (2.2). Analogiqno dokazyvaetsØ ravenstvo (2.1), sm. [6].

Zametim, qto iz (1) pri ⃗–_1 = ⃗–_2, v qastnosti, sleduet ravenstvo (2.2a).

2. Rassmotrim diagonal~nye fflementy (⃗sr , ⃗–r), r = 1, 2, matricy

~A. S fftoæ cel~¸ umnoßim (1.20) na ⃗–_r i poluqennoe ravenstvo privedem k vidu

ρℓ^2_t |⃗–|^2 = a_{ijαβ}θ^iθ^α–^j –^β = (θ_3 − θ_3)(⃗s, ⃗–) + a_{ijαβ}(θ^i–^j )(θ^α–^β), (2)

gde pod ⃗s, ⃗–, θ ime¸tsØ v vidu ⃗s_r , ⃗–_r, ⃗θ_r, r = 1 (ili r = 2); (⃗s, ⃗–) = s_j –^j.

Pust~ (⃗r_0, ⃗–_1) = 0, (⃗r_0, ⃗–_2) ≠ 0 (3)

i pust~ (⃗s_1, ⃗–_1) = 0 (sm. p. III dokazatel~stva teoremy).

Iz (2) i (1.20), voobwe govorØ, sleduet, qto θ = θ, t.e. qto Im θ = 0, a ffto znaqit, qto (⃗s_1, ⃗–_1) ≠ 0. Pokaßem, qto ffto tak v tom special~nom sluqae anizotropii, kogda vypolneny (3).

V kaqestve primera rassmotrim transversal~no-izotropnu¸ sredu. V bazise ortogonal~nyh vektorov ⃗n_0, ∇_sℓ, ⃗ζ (sm. §3) imeem, [5] ⃗–2 = (–n, ⃗–^|_{∇sℓ}, 0), ⃗–1 = (0, 0, ⃗–^|_{⃗ζ} ) i, pol~zuØs~ (3.13), posle nesloßnyh vykladok, nahodim

(⃗s_1, ⃗–_1) ≠ 0, (⃗s_2, ⃗–_2) ≠ 0,

priqem Re(⃗s_r , ⃗–_r) = 0, r = 1, 2.

Literatura

1. V. D. Aßotkin, V. M. Babiq, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti anizotropnogo tela proizvol~noæ formy. Zap. nauqn. semin. LOMI, 165 (1987), 9–14.

2. V. M. Babiq, Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti uprugogo tela proizvol~noæ formy. Izv. AN SSSR. Ser. Fizika Zemli No. 5 (1985), 17–27.

O RASPROSTRANENII VOLN L˚VA 309

3. Z. A. ˚nson, Nestacionarnye volny tipa ReleØ vblizi poverhnosti neodnorodnogo uprugogo tela. Zap. nauqn. semin. LOMI, 156 (1986), 168–183.

4. ı. A. Kravcov, Ob odnoæ modifikacii metoda geometriqeskoæ optiki.

Izv. vuzov. Radiofizika, 7, No. 4 (1964), 664–673.

5. Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln ReleØ tipa SV v transversal~- no-izotropnyh uprugih sredah. Zap. nauqn. semin. POMI, 230 (1995), 278–292.

6. Z. A. ˚nson, Vysxie priblißeniØ asimptotiki poverhnostnyh voln LØva SH v transversal~no-izotropnyh uprugih sredah. Zap. nauqn. semin. POMI, 257 (1999), 323–345.

7. G. I. Petraxen~, Rasprostranenie voln v anizotropnyh uprugih sredah.

Nauka, L. (1980).

8. V. D. Aßotkin, K voprosu o ponØtii normal~noæ krivizny v psevdofinslerovoæ geometrii. Zap. nauqn. semin. LOMI, 165 (1987), 3–8.

9. P. V. Krauklis, N. V. Cepelev, O postroenii vysokoqastotnoæ asimptotiki volnovogo polØ, sosredotoqennogo vblizi granicy uprugoæ sredy. Zap. nauqn. semin. LOMI, 34 (1973), 72–92.

Yanson Z. A. On the propagation of the Love waves in anisotropic elastic media.

The Love waves concentrated near the surface of an anisotropic elastic body are studied. The uniform asymptotics of the wave field is constructed with the use of nonstationary caustic expansion (Yu. A. Kravtsov’s ansatz) in the form of space-time ray series. Using three types of waves, which propagate along any direction in an elastic medium, as a vector basis we proceed to obtain the sufficient conditions for existence of nonzero asymptotic solution of the problem under study. The procedure for constructing asymptotic series is illustrated for the model of a transversely isotropic medium.

Postupilo 19 aprelØ 2001 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN