Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, A. S. Kirpiqnikova

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNO` VOLNY NA MALO` NEODNORODNOSTI �LLIPTIQESKO` FORMY V SLOE

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

V rabote [1] byla rassmotrena zadaqa difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny ot neodnorodnosti Ω_3, pomewennoæ v sloe. �ta neodnorodnost~ ØvlØlas~ krugom, radius kotorogo mal po sravneni¸ s tolwinoæ sloØ i dlinoæ volny. Bylo pokazano pri nekotoryh ograniqeniØh, qto v glavnom priblißenii neodnorodnost~ izluqaet kak toqeqnyæ istoqnik tipa monopolØ pri skaqke difflektriqeskoæ pronicaemosti ε ili kak dipol~ (pri skaqke magnitnoæ pronicaemosti μ), proporcional~nyæ plowadi neodnorodnosti (oblasti Ω_3) (sm. ris. 1).

Ris. 1.

Pokaßem teper~, qto podobnyæ rezul~tat sohranØetsØ i dlØ sluqaØ, kogda oblast~ Ω_3 ØvlØetsØ ffllipsom, t.e., qto diagramma

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 99-01-00107). 249

250V.B.FILIPPOV, N.˚.KIRPIQNIKOVA, A.S.KIRPIQNIKOVA napravlennosti dlØ rasseØnnogo polØ v glavnom priblißenii zavisit ot plowadi oblasti Ω_3 i ne zavisit ot formy ffllipsa i ego poloßeniØ.

Krome fftogo rezul~tata naædem rexenie zadaqi difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny ot maloæ neodnorodnosti v sloe Ω_2.

Pust~ na ideal~no provodØwu¸ poverhnost~ Γ_{12}, pokrytu¸ difflektriqeskim sloem tolwiny l + l_1, padaet iz sredy Ω_1 ploskaØ volna E^{inc}. Predpoloßim, qto v sloe Ω_2 imeetsØ vkl¸qenie Ω_3 s drugimi parametrami ε, μ, qem u sloØ.

Vnaqale naædem volnu, rasseØnnu¸ neodnorodnost~¸ Ω_3 v odnorodnoæ srede Ω_2.

§1. Rexenie zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot neodnorodnosti Ω3

Vvedem fflliptiqeskie koordinaty (ξ, η), esli dekartovy koordinaty vybrany tak, qtoby os~ x prohodila qerez fokusy ffllipsa. Oboznaqim fokusnoe rasstoØnie qerez 2h. Togda dekartovy koordinaty svØzany s fflliptiqeskimi sootnoxeniØmi [5] { x = h cosh ξ cos η,

y = h sinh ξ sin η, ξ > 0, 0 6 η < 2π. (1.1)

V fflliptiqeskih koordinatah uravnenie Gel~mgol~ca zapixetsØ sledu¸wim obrazom:

(Δ + k^2_i )u_i =

∂^2u_i ∂ξ^2 + ∂^2u_i ∂η^2 + 2k^2(cosh 2ξ − cos 2η)u_i = 0,

i = 2, 3; 2k = k_ih ≪ 1. (1.2)

Esli iskat~ rexenie v vide proizvedeniØ funkciæ, zavisØwih ot ξ i η:

u(ξ, η) = u_i(ξ, η) = Ψ(ξ)Φ(η), i = 2, 3, (1.3)

to poluqim, qto funkcii Ψ i Φ ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Mat~e (Mathieue)

∂^2Ψ ∂ξ^2 + (a − 2k^2 cosh 2ξ)Ψ = 0, (1.4)

∂^2Φ ∂η^2 + (a − 2k^2 cos 2η)Φ = 0. (1.5)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNO` VOLNY 251 Krome uravneniØ my dolßny udovletvorit~ graniqnomu uslovi¸ nepreryvnosti kasatel~nyh komponent fflektriqeskogo i magnitnogo polØ na granice Γ_{23} u_2 = u_3, 1 μ_2 ∂u_2 ∂n = 1 μ_3 ∂u_3 ∂n . (1.6)

Kak i ranee (sm. [1, 2]) rexenie nevozmuwennoæ zadaqi difrakcii, kogda oblast~ Ω_3 otsutstvuet, predstavlØetsØ v vide superpozicii ploskih voln.

V pervom priblißenii pri malyh razmerah oblasti Ω_3 i pri tolwine sloØ porØdka dliny volny ffffektami vtoriqnoæ difrakcii, t.e. difrakcii polØ, rasseØnnogo na Γ_{23} moßno prenebreq~.

Itak, v pervom priblißenii zadaqa svoditsØ k zadaqe difrakcii ploskoæ volny na malom poluprozraqnom ffllipse. DlØ poluqeniØ rexeniØ zadaqi difrakcii vospol~zuemsØ formuloæ razloßeniØ ploskoæ volny po funkciØm Mat~e:

u^{inc}_2 = e^{ik2r cos(φ−θ)} = 2 ∞∑ n=0 1 P_{2n} Ce_{2n}(ξ)ce_{2n}(η)ce_{2n}(θ)+

+ 1 S_{2n+2}

Se_{2n+2}(ξ)se_{2n+2} (η)se_{2n+2}(θ)+

+i{ to ße s nomerom 2n + 1}, (1.7) gde ce_m i se_m qetnye i neqetnye periodiqeskie funkcii Mat~e, Ce_m i Se_m sootvetstvu¸wie im neperiodiqeskie funkcii. Ime¸t mesto sledu¸wie razloßeniØ dlØ fftih funkciæ: ce_{2n}(z, q) = ∞∑ m=0 A^{2n}_{2m} cos 2mz,

ce_{2n+1}(z, q) = ∞∑ m=0 A^{2n+1}_{2m+1} cos(2m + 1)z,

(1.8)

se_{2n+2}(z, q) = ∞∑ m=0 B^{2n+2}_{2m+2} sin(2m + 2)z,

se_{2n+1}(z, q) = ∞∑ m=0 B^{2n+1}_{2m+1} sin(2m + 1)z,

(1.9)

252V.B.FILIPPOV, N.˚.KIRPIQNIKOVA, A.S.KIRPIQNIKOVA gde q = k^2 > 0, q_i = k^2 = (_{kih} 2 )_2

≪ 1, i = 2, 3. Ce_{2n}(z, q) = ce_{2n}(1/2π, q) A^{2n}_0 ∞∑ m=0 (−1)^mA^{2n}_{2m}J_{2m}(2k cosh z),

(1.10) Ce_{2n+1}(z, q) = ce^′_{2n+1}(1/2π, q) kA^{2n+1}_1 ∞∑ m=0 (−1)^mA^{2n+1}_{2m+1}J_{2m+1}(2k cosh z),

Se_{2n+1}(z, q) = se_{2n+1}(1/2π, q) tanh z kB^{2n+1}_1 × × ∞∑ m=0 (−1)^m(2m + 1)B^{2n+1}_{2m+1} J_{2m+1}(2k cosh z), Se_{2n+2}(z, q) = − se^′_{2n+2} (1/2π, q) tanh z k^2B^{2n+2}_2 × × ∞∑ m=0 (−1)^m(2m + 2)B^{2n+2}_{2m+2} J_{2m+2}(2k cosh z).

(1.11)

V dal~neæxem nam potrebuetsØ krome fftih rexeniæ ewe rexeniØ F ey_m(z, q) i Gey_m(z, q), kotorye poluqa¸tsØ iz Ce_m(z, q) i Se_m (z, q) zamenoæ v razloßeniØh funkciæ BesselØ J na funkcii Neæmana Y , a takße funkcii

M e^{(1)}_m = Ce_m + iF ey_m, N e^{(1)}_m = Se_m + iGey_m, (1.12) kotorye ime¸t razloßeniØ v rØdy, soderßawie funkcii HankelØ H^{(1)}m vmesto J_m.

Kofffficienty P_m i S_m v (1.7) opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi:

P_{2n} = ce_{2n}(0, q)ce_{2n}(1/2π, q) A^{2n}_0 , P_{2n+1} = ce_{2n+1}(0, q)ce^′_{2n+1}(1/2π, q) kA^{2n+1}_1 , (1.13)

S_{2n+1} = se^′_{2n+1}(0, q)se_{2n+1}(1/2π, q) kB^{2n+1}_1 , S_{2n+2} = se^′_{2n+2}(0, q)se_{2n+2}(1/2π, q) k^2B^{2n+2}_2 . (1.14)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNO` VOLNY 253 Kofffficienty P_m i S_m v (1.7)–(1.14) nahodØtsØ iz rekurrentnyh sootnoxeniæ:

aA_0 − qA_1 = 0, (a − 4)A_2 − q(A_4 + 2A_0) = 0, dlØ funkcii (a − 4m^2)A_{2m} − q(A_{2m+2} + A_{2m−2}) = 0, ce_{2m}(z, q).

. (1.15)

{ (a − 1 − q)A_1 − qA_3 = 0, dlØ funkcii (a−(2m+1)^2 )A_{2m+1} −q(A_{2m+3} +A_{2m−1}) = 0, ce_{2m+1} (z, q).

(1.16) { (a − 1 − q)B_1 − qB_3 = 0, dlØ funkcii (a−(2m+1)^2 )B_{2m+1} −q(B_{2m+3} +B_{2m−1} ) = 0, se_{2m+1} (z, q).

(1.17) { (a − 4)B_2 − qB_4 = 0, dlØ funkcii (a − 4m^2)B_{2m} − q(B_{2m+2} + B_{2m−2}) = 0, se_{2m+2}(z, q).

(1.18)

Konstanta razdeleniØ a = a(q) nahoditsØ, voobwe govorØ, iz nekotoryh cepnyh drobeæ, no pri malyh q udobno ispol~zovat~ razloßeniØ v rØdy po stepenØm q.

Esli oboznaqit~ qerez a_m sobstvennye znaqeniØ funkcii ce_m(z, q) i qerez b_m sobstvennye znaqeniØ funkcii se_m (z, q), to dlØ nih moßno poluqit~ sledu¸wie razloßeniØ:

a_0 = − 1 2 q^2 + 7 128 q^4 + O(q^6),

b_1 = 1 − q − 1 8 q^2 + O(q^4), a_1 = 1 + q − 1 8 q^2 + O(q^4), (1.19)

b_2 = 4 − 1 12 q^2 + O(q^4), a_2 = 4 + 5 12 q^2 + O(q^4), i t.d.

Esli podstavit~ ffti vyraßeniØ v (1.15)–(1.18), to dlØ kofffficientov A i B pri malyh q ime¸t mesto sootnoxeniØ (l ¿ 0) A^m_{+2l} ≃ (−1)^l m! l!(m + l)! ( q 4 )_l , A^m_{−2l} ≃ (−1)^l (m − l − 1)! l!(m − l)! ( q 4 )_l . (1.20)

Analogiqnye formuly ime¸tsØ dlØ kofffficientov B^m_{−2l}.

254V.B.FILIPPOV, N.˚.KIRPIQNIKOVA, A.S.KIRPIQNIKOVA VernemsØ k rexeni¸ zadaqi rasseØniØ na poluprozraqnom ffllipse.

Itak, pust~ na ffllips ξ = ξ_0 padaet ploskaØ volna (1.7). TrebuetsØ naæti pole, udovletvorØ¸wee graniqnomu uslovi¸ (1.6).

Rexenie vne ffllipsa Γ_{23} budem iskat~ v vide:

u_2 = u^{inc}_2 + ∞∑ m=0 a^{(2)}_{2m}M e^{(1)}_{2m}(ξ)ce_{2m}(η)ce_{2m}(θ)+b^{(2)}_{2m+1} N e^{(1)}_{2m+2} (ξ)×

×se_{2m+2} (η)se_{2m+2} (θ) + {to ße s nomerom 2m + 1}, (1.21)

a rexenie vnutri ffllipsa Γ_{23} imeet inoæ vid:

u_3 = ∞∑ m=0 a^{(3)}_{2m}Ce_{2m}(ξ)ce_{2m}(η)ce_{2m}(θ) + b^{(3)}_{2m+2}Se_{2m+2} (ξ)×

×se_{2m+2} (η)se_{2m+2} (θ) + i{to ße s nomerom 2m + 1}.

(1.22)

Zametim, qto vyraßenie (1.21) est~ funkcii ot q_2 = k^2h^2/4, a (1.22) est~ funkcii ot q_3 = k^2_3 h^2/4, qto, radi kratkosti, my opuskaem. Legko videt~, qto vyraßeniØ (1.21) i (1.22) ØvlØ- ¸tsØ rexeniØmi uravneniØ Gel~mgol~ca vne i vnutri ffllipsa Γ_{23}, prifftom funkciØ u_2 − u^{inc}_2 udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ. OstaetsØ udovletvorit~ tol~ko graniqnym usloviØm (1.6). Podstanovka vyraßeniæ (1.21) i (1.22) v uslovie (1.6) privodit nas, voobwe govorØ, k beskoneqnoæ sisteme algebraiqeskih uravneniæ dlØ kofffficientov a^{(2,3)}m i b^{(2,3)}m . Odnako, ispol~zuØ sootnoxeniØ (1.8)–(1.20) dlØ funkciæ Mat~e, moßno pokazat~, qto pri malyh q = q_i = k^2_i h^2/4, k_ih ≪ 1, i = 2, 3 sistema ØvlØetsØ asimptotiqeski (po q → 0) diagonal~noæ i ffto pozvolØet vyrazit~ glavnyæ qlen asimptotiki po q v Øvnom vide. Pri malyh q imeem ce_m(η, q_3) = ce_m(η, q_2) + O(q_2),

se_m (η, q_3) = se_m(η, q_2) + O(q_2).

Togda s toqnost~¸ O(q) poluqim vyraßenie dlØ kofffficientov polØ, rasseØnnogo na ffllipse

a^{(2)}_{2m} = –^{23}

Ce^′_{2m}(ξ_0, q_3)Ce_{2m}(ξ_0, q_2)−Ce_{2m}(ξ_0, q_3)Ce^′_{2m}(ξ_0, q_2)

–23Ce^′_{2m}(ξ0, q3)M e^{(1)}_{2m}(ξ0, q2)−Ce2m (ξ0, q3)M e^{(1)0}_{2m} (ξ0, q2)^,

gde –23 =^{√ μ2ε3}_{μ3ε2} .

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNO` VOLNY 255 PodstavlØØ s¸da razloßeniØ (1.10), (1.11), uqityvaØ (1.20), a takße razloßenie v okrestnosti nulØ dlØ cilindriqeskih funkciæ BesselØ i Neæmana, poluqim pri m = 0

a^{(2)}_0 = i(ε_3 − ε_2)k^2 S π . Analogiqnye rassmotreniØ dlØ kofffficientov b^{(2)}_{2m+1} privodØt k vyraßeni¸ pri m = 0

b^{(2)}_1 = a^{(2)}_1 = −ε_2μ_2 μ_3 − μ_2 μ_3 + μ_2 k^2 S π . Poskol~ku, kak izvestno, plowad~ ffllipsa ravna (h – fokusnoe rasstoØnie) S = πh^2 cosh ξ_0 sinh ξ_0,

to vidno, qto kak i dlØ sluqaØ kruga, harakteristiki rasseØniØ pri kh ≪ 1 zavisØt tol~ko ot plowadi rasseivatelØ (ffllipsa Ω_3) i ne zavisØt ot ego formy i orientacii. Napomnim, qto vse rassmotreniØ provodilis~ v pervom priblißenii po kh ≪ 1.

Dal~neæxie rassmotreniØ analogiqny tem, kotorye provodilis~ v rabotah [1, 2] dlØ sluqaØ, kogda neodnorodnost~ – krug Ω_3.

Okonqatel~no formuly dlØ diagrammy napravlennosti polØ, rasseØnnogo neodnorodnost~¸ (ffllips Ω_3) sohranØ¸tsØ.

§2. Rexenie zadaqi rasseØniØ ploskoæ volny ot sloØ s fflliptiqeskim vkl¸qeniem Ω3

Pust~ na ideal~no provodØwu¸ poverhnost~ Γ_{12} : y = l, pokrytu¸ difflektriqeskim sloem tolwiny l + l_1, padaet iz sredy Ω_1 ploskaØ volna E^{inc} polØrizovannaØ perpendikulØrno ploskosti padeniØ (xy). Na granicah Γ_{12} : y = l i Γ_{23} dolßny vypolnØtsØ usloviØ nepreryvnosti kasatel~nyh komponent fflektriqeskogo i magnitnogo polØ tipa (1.6). Na granice Γ_{20} : y = −l_1 vypolneno uslovie Dirihle (sm. ris. 1).

Rexenie fftoæ zadaqi izvestno i ego znaqenie ponadobitsØ nam lix~ na maloæ fflliptiqeskoæ oblasti Ω_3 v sloe. Privedem zdes~ ffto rexenie, kotoroe asimptotiqeski pri kh ≪ 1 ne zavisit ot ξ, η: u^0_1(ξ, η) =

2e^{−ik1l sin φ1} e^{ik2l sin φ2} sin φ_1 Δ(φ_2)

[1 + e^{2ik2 sin φ2l1} ]. (2.1)

256V.B.FILIPPOV, N.˚.KIRPIQNIKOVA, A.S.KIRPIQNIKOVA Zdes~ ugly φ_1 = π/2 − θ, φ_2 est~ ugly skol~ßeniØ pada¸weæ i prelomlennoæ sloem voln, Δ(φ_2) raven

Δ(φ_1) = sin φ_1[1 + E^2_2 ] + μ_1k_2 μ_2k_1 √ 1 − k^2_1/k^2 cos^2 φ_1[1 − E^2_2 ], (2.2) gde E^2_2 = e^{2ik2(l+l1 ) sin φ2} , sin φ_2 = √ 1 − k^2_1 /k^2 cos^2 φ_1. (2.3)

Vospol~zuemsØ razrabotannym v rabotah [2–4] metodom integral~nyh uravneniæ nahoßdeniØ polØ, rasseØnnogo fflliptiqeskoæ neodnorodnost~¸ Ω_3, i asimptotikoæ funkcii Grina dlØ sloØ pri k_1r ≫ 1 i k_3h ≪ 1 G_2(r, φ; ξ, η) = e^{i(k1r−3π/4)} √ 2πk_1r ×

× e^{−ik1l sin φ}e^{ik2l} √_{1−k21/k2 cos2 φ} sin φ_1 ( 1 + e^{2ik2l1} √_{1−k21/k2 cos2 φ}) sin φ[1 + E^2] +^{μ1k2}_{μ2k1} √ 1 − k^2_1 /k^2 cos^2 φ[1 − E^2]

. (2.4)

V formule (2.4) E^2 imeet sledu¸wee vyraßenie

E^2 = e^{2ik2(l+l1 )} √_{1−k21/k2 cos2 φ} , (2.5)

a ugol φ est~ ugol nabl¸deniØ.

Okonqatel~no, v pervom priblißenii fflektromagnitnaØ ploskaØ volna polØrizovannaØ perpendikulØrno ploskosti padeniØ, rasseØnnaØ ot maloæ fflliptiqeskoæ neodnorodnosti vedet sebØ takße, kak i pole, rasseØnnoe ot kruga malogo radiusa:

U^1_E (r, φ) =

2μ_1 μ_2 ( μ_2ε_2 μ_3ε_3 −1 ) π(k_3h)^2×

× cosh ξ_0 sinh ξ_0 e^{i(k1r−3π/4)} √ 2πk_1r F (φ_1, φ), (2.6)

gde diagramma napravlennosti F (φ_1, φ) ravna

F (φ_1, φ) = T_{12}(φ_1)T_{21}(φ) = e^{−ik1l sin φ1} e^{ik2l} √_{1−k21/k2 cos2 φ1} sin φ_1 ( 1 + e^{2ik2l1}

√_{1−k21/k2 cos2 φ1} )

Δ(φ_1) ×

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNO` VOLNY 257 × e^{−ik1l sin φ}e^{−ik2l} √_{1−k21/k2 cos2 φ} sin φ ( 1 + e^{2ik2l1} √_{1−k21/k2 cos2 φ}) Δ(φ)

. (2.7)

Vyvody, sledu¸wie iz formul (2.6), (2.7), polnost~¸ sovpada- ¸t s vyvodami raboty [2].

SravnivaØ rasseØnie ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot fflliptiqeskoæ neodnorodnosti v neograniqennom prostranstve s rasseØniem ot neodnorodnosti v sloe, vidim, qto kaqestvennaØ kartina sohranitsØ.

Neodnorodnost~ budet izluqat~ kak toqeqnyæ istoqnik, mownost~ kotorogo proporcional~na plowadi neodnorodnosti i skaqkam difflektriqeskoæ i magnitnoæ pronicaemosteæ na granicah razdelov.

Literatura 1. V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, DifrakciØ fflektromagnitnyh

voln na malyh neodnorodnostØh. — Zap. nauqn. semin. POMI 257

(1999), 304–322.

2. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, DifrakciØ ploskih fflektromag-

nitnyh voln ot maloæ neodnorodnosti, pomewennoæ v sloæ. — Zap. na-

uqn. semin. POMI 275 (2001) (nastoØwiæ sbornik).

3. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh

voln. Sovetskoe radio, M. (1970).

4. F. Frank i R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ ma-

tematiqeskoæ fiziki. ONTI GROTL, L.- M. (1937).

5. N. V. Mak-Lahlan, TeoriØ i priloßeniØ funkciæ Mat~e. IL., M. (1953).

Philippov V. B., Kirpichnikova N. Ya., Kirpichnikova A. S. Diffraction of electromagnetic wave on a small inhomogeneity elliptic form in a layer.

The problem of the diffraction of the electromagnetic plane wave, scattered on a small inhomogeneity in a layer, is investigated. The inhomogeneity is supposed to be a elliptic cylinder, focal distance of which is small in comparision with the length of the falling wave. It is proved that the small inhomogeneity radiates as a point source, the power of wich is proportional to the cross-section area and the jumps of the dielectric and magnetic constants on the interfaces.

Postupilo 25 dekabrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN