Ot avtora

1. PredlagaemaØ monografiØ – tematiqeskoe uqebnoe posobie povyxennogo tipa – pervoe iz serii planiruemyh avtorom tematiqeskih posobiæ po teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih volnovyh poleæ i ee priloßeniæ k praktike. Ona posvØwena vsestoronnemu obsußdeni¸ matematiqeskih osnov dinamiqeskoæ teorii uprugosti v toæ ee qasti, kotoraØ svØzana s rasprostraneniem volnovyh poleæ signal~nogo tipa. V osnovu ee legli dve knigi avtora, posvØwennye rasprostraneni¸ voln v sloistyh sredah [1, 2], stavxie za dvadcat~ let svoego suwestvovaniØ bibliografiqeskoæ redkost~¸, a takße – vyderßki iz razdelov kursa vysxeæ matematiki akad. V. I. Smirnova, posvØwennyh: osnovam variacionnogo isqisleniØ, teorii polØ ffkstremaleæ i teorii differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh 1- go porØdka. Dostatoqno blizkoe znakomstvo s takimi razdelami matematiki kraæne polezno specialistam po teorii rasprostraneniØ voln signal~nogo tipa, kotorye, kak raz sostavlØ¸t suwnost~ volnovyh poleæ, rassmatrivaemyh v monografii.

2. Vse opredeleniØ, obwie ponØtiØ i sootnoxeniØ formalizma teorii da¸tsØ v monografii srazu dlØ obwego sluqaØ anizotropii sredy. Fiziqeskie ße sledstviØ teorii obsußda¸tsØ pri vozmoßnom sopostavlenii Øvleniæ v anizotropnyh i izotropnyh uprugih sredah. V razdelah, otnosØwihsØ k teorii anizotropnyh sred, povs¸du primenØetsØ algoritmiqeskiæ podhod k poluqeni¸ koliqestvennyh sootnoxeniæ teorii. �to, do nekotoroæ stepeni, pozvolØet snØt~ s teorii (obyqnyæ) prisuwiæ eæ, nalet gromozdkosti i neobozrimosti, osobenno, esli predpolagat~ vozmoßnost~ primeneniØ pri ee izuqenii personal~nyh komp~¸- terov, hotØ by lix~ v samyh nebol~xih koliqestvah (dlØ bolee glubokogo uØsneniØ smysla i znaqeniØ dlØ praktiki nekotoryh iz osnovnyh ee algoritmov).

Koliqestvennye algoritmy teorii okazyva¸tsØ vo mnogom odnotipnymi i prostymi: ili otnosØwimisØ k algebraiqeskomu tipu, svØzannomu s uravneniØmi KristoffelØ, ili ße – svodØwimisØ k nesloßnym sistemam obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ 1-go porØdka dlØ luqeæ voln. Ih netrudno bylo by

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant No. 98-01-

00316. 7

8 G. I. PETRAXEN^ voplotit~ v programmy dlØ personal~nyh komp~¸terov uße v fftoæ knige i tem samym sposobstvovat~ pridani¸ koliqestvennym sootnoxeniØm teorii naglØdno-osØzaemyæ harakter. �to ne sdelano zdes~ v osnovnom potomu, qto v obweobrazovatel~nom otnoxenii predstavlØetsØ bolee pravil~nym taku¸ rabotu predostavlØt~ samomu qitatel¸, kotoryæ dolßen byt~ zainteresovan v glubokom (“obraznom”) usvoenii izuqaemogo materiala, i kotoryæ uße nesomnenno nahoditsØ s komp~¸terom v samyh tesno-drußestvennyh otnoxeniØh.

Itak, predlagaemaØ monografiØ – uqebnoe posobie. Odnako – posobie takogo tipa, k kotoromu umestno obrawat~mØ ne tol~- ko “obuqa¸wimsØ”, no i licam, “breduwim” po neprotoptannym ewe tropam teorii voln.

Qto ße kasaetsØ ee soderßaniØ, to ono, po-vidimomu, dostatoqno horoxo prosveqivaetsØ qerez razdely oglavleniØ.

3. I vot v oglavlenii obrawaet na sebØ vnimanie korotkaØ glava 6, osuwestvlØ¸waØ podrazdelenie monografii na dve qasti po “territorial~nomu priznaku”, t.e. – po raspoloßeni¸ ih v dvuh sosednih tomah 273 i 274 “Zapisok”. Takoe podrazdelenie – sledstvie oqevidnogo fakta, qto pri izbrannoæ tehnologii montaßa tomov Zapisok vsØkiæ tom, soderßawiæ bolee 300 str., ne sohranØet stabil~nosti. (On srazu ße rastrepletsØ!) Pofftomu prixlos~ poæti na proizvedennoe podrazdelenie monografii, ne naruxa¸wee smyslovogo soderßaniØ ee qasteæ I i II, i potomu ne prinosØwego vreda.

Qto ße kasaetsØ samoæ glavy 6, stoØweæ neskol~ko osobnØkom, to ona napisana v ubeßdenii, qto nauqnaØ obwestvennost~ Zapada ewe ne dostatoqno horoxo znakoma s nauqnoæ ßizn~¸ i s ee rezul~tatami v Rossii i tem bolee – v SSSR, nahodivximsØ mnogie gody za ßeleznym (poslevoennym) zanavesom. V qastnosti, i issledovaniØ po teorii uprugih (seæsmiqeskih) voln, ravno kak i po priloßeni¸ fftoæ teorii k praktike seæsmorazvedki, provodivxiesØ v SSSR v pervye dva-tra desØtiletiØ srazu posle voæny, veroØtno, na Zapade ploho izvestny. A ved~ togda u nas poluqalis~ ves~ma interesnye (vo mnogom pionerskie) rezul~taty, kotorye prihodilos~ osvewat~ literaturno v malotiraßnyh special~nyh (zakaznyh) izdaniØh, ne dohodivxih v polnoæ mere do zainteresovannogo qitatelØ daße v SSSR. Pomimo fftogo primenØemye nami togda formy nauq-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 9 noæ deØtel~nosti – kollektivnye i massovye, – baziru¸wiesØ lix~ na nauqnom ffntuziazme molodyh prepodavateleæ, aspirantov i studentov starxih kursov matematiqeskogo, fiziqeskogo i geologo-poqvennogo fakul~tetov Leningradskogo (nyne Peterburgskogo) Universiteta (LGU), dolßny byli by predstavlØt~ izvestnyæ interes na Zapade. Odnako vse ffto proxlo mimo nego i ostalos~ nezameqennym.

I vot teper~, kogda RossiØ naqinaet vhodit~ v sem~¸ gosudarstv Zapada, nam pokazalos~ umestnym obratit~ vnimanie specialistov na naxi rezul~taty v oblasti teorii voln, poluqennye, pravda, davno, no byt~ moßet i ne poterØvxie ewe nauqnogo interesa. DlØ fftogo pomimo kratkih poØsneniæ suwestva provodimyh togda issledovaniæ, sledovalo dat~ i ssylki na nauqnye publikacii togo vremeni, izdaniØ kotoryh sohranilis~, naprimer, v bibliotekah Sankt-Peterburga.

K izloßennomu kak raz i svodØtsØ soobraßeniØ, pobudivxie avtora vkl¸qit~ v monografi¸ inorodnu¸ glavu 6. Ona soderßit izvestnu¸ informaci¸ o “Peterburgskoæ xkole po rasprostraneni¸ uprugih (seæsmiqeskih) voln” i v fftom ee faktiqeskoe naznaqenie. Avtor

Qast~ I. OBWIE POLOȷENI˚ TEORII

GLAVA 1

Matematiqeskiæ formalizm i postanovka zadaq v teorii lineænoæ uprugosti.

Napomina¸tsØ osnovnye ponØtiØ matematiqeskogo apparata mehaniki sploxnyh sred; vyvodØtsØ uravneniØ dvißeniØ i vypisyva¸tsØ v lineænom priblißenii razliqnye differencial~- nye i integral~nye sootnoxeniØ, poleznye dlØ izuqeniØ obwih voprosov dinamiki uprugih sred i ee priloßeniæ. DlØ oblegqeniØ ssylok na osnovaniØ teorii v §2 privoditsØ svodka vseh neobhodimyh formul i oboznaqeniæ. Izloßenie vedetsØ v ramkah klassiqeskih predstavleniæ o seæsmiqeskoæ srede, ime¸weæ blokovoe stroenie s granicami razdela v vide matematiqeskih poverhnosteæ dostatoqno vysokoæ gladkosti.

10 G. I. PETRAXEN^

§1. Osnovnye poloßeniØ matematiqeskoæ teorii uprugosti

1. PredpolagaØ izvestnym v obwih qertah ponØtie “mehaniqeskaØ sploxnaØ sreda i ee (termodinamiqeskoe) sostoØnie”, budem rassmatrivat~ takie sploxnye sredy, sostoØnie kotoryh opredelØetsØ lix~ vektorom smeweniØ material~nyh toqek ot poloßeniØ ih ravnovesiØ. SostoØnie sredy do priloßeniØ k neæ vnexnih vozdeæstviæ budem nazyvat~ nevozmuwennym. Poloßenie material~nyh toqek v nevozmuwennom sostoØnii budem opredelØt~ koordinatami (x, y, z) ili radiusom-vektorom

⃗r = x⃗i+yj +z⃗κ otnositel~no proizvol~noæ fiksirovannoæ pravo-

vintovoæ dekartovoæ sistemy koordinat L s ortami ⃗i, ⃗j, ⃗κ. DlØ udobstva budem primenØt~ oboznaqeniØ x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3,

⃗i ≡ ⃗i_1, ⃗j ≡ ⃗i_2, ⃗κ ≡ ⃗i_3. VozmuweniØ v srede budem opisyvat~ vekto-

rom smeweniæ ⃗u = u⃗i + v⃗j + ω⃗κ ≡ 3∑ k=1 u_k⃗i_k, (1.1)

opredelØ¸wim otklonenie material~noæ toqki sredy ot ee poloßeniØ (x, y, z) v nevozmuwennom sostoØnii. Funkcii ⃗u, u ≡ u_x ≡

u_1, v ≡ u_y ≡ u_2 i ω ≡ u_z ≡ u_3 zavisØt, voobwe govorØ, ot koordi-

nat x, y, z i vremeni t. Vse neobhodimye dlØ opisaniØ sploxnoæ sredy ponØtiØ i uravneniØ budem davat~ primenitel~no k klassu pravovintovyh dekartovyh koordinatnyh sistem, v kotoryh vvodimye ponØtiØ ime¸t naglØdnyæ fiziqeskiæ smysl. Pri fftom vse rassmatrivaemye sootnoxeniØ budut imet~ tenzornyæ harakter. Poslednee obstoØtel~stvo daet oqevidnu¸ vozmoßnost~ perehoda k opisani¸ rassmatrivaemyh processov v proizvol~- nyh krivolineænyh koordinatah x^′_1, x^′_2, x^′_3 vo vseh sluqaØh, kogda ffto moßet ponadobit~sØ.

2. Esli v fiksirovannyæ moment vremeni t = const okazyvaetsØ

⃗u ≠ ⃗u_0+[ ⃗r×⃗ω ], gde ⃗u_0 i ⃗ω_0 postoØnny, to govorØt, qto v srede pro-

izoxli deformacii. DlØ koliqestvennogo opisaniØ deformaciæ rassmatriva¸t proizvol~nu¸ material~nu¸ toqku M sredy i (beskoneqno) blizku¸ k neæ (material~nu¸) toqku M^′, poloßenie kotoryh v nevozmuwennom sostoØnii opredelØetsØ koordinatami (x_1, x_2, x_3) i (x_1 + dx_1, x_2 + dx_2, x_3 + dx_3).

Vzaimnoe raspoloßenie toqek M i M^′ do i posle deformacii

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 11 harakterizuetsØ sootvetstvenno vektorami d⃗r = dx_1⃗i_1 + dx_2⃗i_2 + dx_3⃗i_3, d⃗r^′ = d⃗r + d⃗u, gde d⃗u = ⃗u(x_1 + dx_1, . . . , t) − ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) = 3∑ k=1 ∂⃗u ∂x_k dx_k + O ( (dr)^2 ) . V sluqae ves~ma malyh d⃗r vtorym slagaemym pravoæ qasti moßno prenebregat~, qto daet d⃗u = 3∑ k=1 ∂⃗u ∂x_k dx_k, (1.2)

priqem proizvodnye zdes~ vyqislØ¸tsØ v toqke M (x_1, x_2, x_3).

Kvadraty rasstoØniæ meßdu toqkami M i M^′ do i posle deformacii sootvetstvenno ravny

ds^2_0 = dr^2 = 3∑ i=1 dx^2_i ,

ds^2 = 3∑ i=1 [ dx_i + 3∑ k=1 ∂u_i ∂x_k dx_k ]_2

= ds^2_0 + 2 3∑ i,k=1 E_{ik}dx_idx_k, (1.3)

gde E_{ik} = 1 2 [ ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i + 3∑ r=1 ∂u_r ∂x_i · ∂u_r ∂x_k ] (1.4)

pri i, k = 1, 2, 3.

Tak kak ds^2 i ds^2_0 – invarianty v rassmatrivaemom klasse preobrazovaniæ koordinat, to 3∑ i,k=1 E_{ik}dx_idx_k = inv.

Ots¸da, a takße iz simmetrii E_{ik} = E_{ki} iz (1.4) sleduet, qto (1.4) predstavlØet soboæ tenzor 2-go ranga.^1 V obwem sluqae

1Napomnim opredelenie ponØtiØ “tenzor”. Pust~ x^′_α i x_k (pri α, k =

1, 2, 3) – koordinaty odnoæ i toæ ße fiziqeskoæ toqki M otnositel~no pro-

12 G. I. PETRAXEN^ tenzor deformacii est~ kvadratiqnaØ funkciØ ot proizvodnyh

u_i. Odnako, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ | ε_{ik} | ≫ 1 2 | | | 3∑ r=1 ∂u_r ∂x_i ∂u_r ∂x_k | | |, (1.5)

v kotoryh poloßeno ε_{ik} = 1 2 ( ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i ) , (1.6) to E_{ik} ≈ ε_{ik}, (1.7) gde ε_{ik} lineæno otnositel~no upomØnutyh proizvodnyh. Pri fftom (1.3) perepisyvaetsØ v vide

ds^2 = ds^2_0 + 2 3∑ i,k=1 ε_{ik}dx_idx_k. (1.8) Otnositel~no klassa afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat tablica veliqin ε_{ik} iz (1.6) opredelØet simmetriqnyæ tenzor 2-go ranga, tak kak proizvodnye po koordinatam x_k ot komponent u_i vektora obrazu¸t, kak izvestno, tenzor.

izvol~no vybrannyh koordinatnyh sistem L^′ i L rassmatrivaemogo klassa, priqem predpolagaetsØ, qto ime¸t mesto odnoznaqnye i differenciruemye v okrestnosti M formuly preobrazovaniØ koordinat x^′_α = x^′_α(x_k) i

x_k = x_k(x^′_α). Togda sovokupnosti veliqin A^′_α, B^{′α}, (A^′_{αβ} , A^{′ β}_α , A^{′ αβ} ) i A_k,

B^k, (A_{ki}, A^i_k , A^{ki}) pri α, β = 1, 2, 3 i k, i = 1, 2, 3, zadannyh v toqke M soot-

vetstvenno po otnoxeni¸ k sistemam L i L^′ opredelØ¸t v toqke M kovariantnyæ, kontravariantnyæ vektor (tenzor vtorogo ranga), esli ime¸t mesto formuly preobrazovaniØ

A^′_α = 3X_{k=1} ∂x_{k∂x′α Ak B}′_{α =} 3X_{k=1} ∂x′_{α∂xk Bk} A^′_{αβ} = 3X_{i,k=1} ∂x_{k∂x′α} ∂x_{i∂x′β Aki, . . . , A}′_{αβ =} 3X_{i,k=1} ∂x′_{α∂xk} ∂x′_{β∂xi Aki,} v kotoryh proizvodnye vyqislØ¸tsØ v toqke M.

Sleduet pomnit~, qto ponØtie “tenzor” opredeleno po otnoxeni¸ k nekotoromu klassu preobrazovaniæ koordinat, obrazu¸wih gruppu v tom smysle, qto posledovatel~noe preobrazovanie koordinat L → L^′ i L^′ → L^{′′} daet preobrazovanie L → L^{′′} dlØ l¸byh L, L^′, L^{′′} klassa. V sluqae ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat ko- i kontravariantye vektory (tenzory) ne otliqa¸tsØ drug ot druga.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 13 V nelineænoæ teorii sploxnoæ sredy v kaqestve tenzora deformacii berut vyraßenie (1.4). V lineænoæ ße teorii predpolaga¸tsØ vypolnØ¸wimisØ neravenstva (1.5), vsledstvie qego pod tenzorom deformacii ponimaetsØ (1.6). Zametim, qto v sluqae sploxnoæ sredy nevyroßdennogo tipa (kogda v neæ ne suwestvuet napravleniæ, vdol~ kotoryh “razmery sredy” prenebreßimo maly po sravneni¸ s razmerami sredy po drugim napravleniØm) usloviØ (1.5) ffkvivalentny neravenstvam | | | ∂u^i ∂x_k | | | ≪ 1. (1.9) Takie neravenstva da¸t osnovaniØ govorit~ o malosti deformaciæ (1.6), a takße o malosti otnositel~nyh smeweniæ d⃗u material~nyh toqek lineænoæ deformiruemoæ sredy.

3. DlØ vyØsneniØ geometriqeskogo smysla komponent vvedennyh tenzorov rassmotrim material~nye toqki sredy, zapolnØvxie do deformacii prØmougol~nyæ parallelepiped, postroennyæ na vektorah d⃗r_1 = ⃗i_1dx_1, d⃗r_2 = ⃗i_2dx_2, d⃗r_3 = ⃗i_3dx_3, s naqalom v toqke M . Posle deformacii ffti material~nye toqki budut zapolnØt~ (kosougol~nyæ) parallelepiped, opredelØemyæ vektorami d⃗r^′_i = d⃗r_i + d⃗u, t.e. dr^′_i = 3∑ k=1 ( δ_{ik} + ∂u_k ∂x_i ) ⃗i_kdx_i, (1.10)

gde δ_{ik} = 1 pri i = k, δ_{ik} = 0 pri ⊂≠ k – znaqok (simvol) Kronekera. Dliny takih vektorov, oqevidno, ravny |dr^′_i| = √ 1 + 2E_{ii} dx_i, (1.11)

gde E_{ik} imeet znaqenie iz (1.4). Ugly ße α_{ik} = π/2 − φ_{ik} meßdu vektorami (1.10) opredelØ¸tsØ formulami (pri i ≠ k)

cos α_{ik} = sin φ_{ik} = d⃗r^′_i; d ⃗r^′_k |d⃗r^′_i| |d ⃗r^′_k| = 2E_{ik}dx_i dx_k |d⃗r^′_i| |d ⃗r^′_k| . (1.12)

V sluqae malyh deformaciæ, kogda vypolnØ¸tsØ ravenstva (1.5) ili (1.9), imeet mesto (1.7) i |ε_{ik}| ≪ 1, vsledstvie qego (1.11) i (1.12) perepisyva¸tsØ v vide |d⃗r^′_i| ≈ (1 + ε_{ii})dx_i,

14 G. I. PETRAXEN^

sin φ_{ik} = 2ε_{ik}dx_i dx_k |d⃗r^′_i| |d ⃗r^′_k| ≈ 2ε_{ik}. Takim obrazom, pri usloviØh (1.5) ili (1.9) veliqiny ε_{ii} harakterizu¸t otnositel~noe udlinenie vektorov d⃗r_k = ⃗i_kdx_k pri deformacii, a 2ε_{ik} (pri i ≠ k) opredelØ¸t ugly povorota fftih vektorov.

Esli vvesti v rassmotrenie antisimmetiqnyæ tenzor ω_{ik} = 1 2 ( ∂u_i ∂x_k − ∂u_k ∂x_i ) , (1.13)

to formulu (1.2) moßno perepisat~ v vide du_i = 3∑ k=1 ε_{ik}dx_k + 3∑ k=1 ω_{ik}dx_k. (1.2^′)

V sluqae ε_{ik} = 0 v toqke M (qto dlØ lineænoæ sredy vyraßaet uslovie otsutstviØ deformaciæ v toqke M ) dlØ otnositel~nogo smeweniØ material~nyh toqek M i M^′ budem imet~ du_i = 3∑ k=1 ω_{ik}dx_k i d⃗u = −1 2 [ d⃗r × rot ⃗u ] . �to oznaqaet, qto fflementy sredy, prilega¸wie k toqke M , krome, vozmoßno, parallel~nogo smeweniØ (t.e. perenosa, pri kotorom, koneqno, d⃗u = 0), ispytyva¸t povorot kak celoe. Tenzor (1.13) povorotov ne igraet zametnoæ roli v lineænoæ teorii sploxnoæ sredy. Qto ße kasaetsØ tenzora deformaciæ ε_{ik} iz (1.6), to on okazyvaetsØ odnim iz osnovnyh ee fflementov.

Polezno otmetit~, qto esli v oblasti V sploxnoæ sredy pole smeweniæ ⃗u nepreryvno vmeste so vsemi pervymi qastnymi proizvodnymi i imeet vtorye proizvodnye, to iz usloviØ ε_{ik} ≡ 0 v oblasti V fflementarno sleduet formula

⃗u = ⃗u_0 + [ ⃗r × ⃗ω ] , v kotoroæ ⃗u_0 i ⃗ω postoØnny. Takim obrazom, ukazannoe uslovie ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ togo, qtoby sreda, zapolnØ¸waØ oblast~ V , ispytyvala lix~ postupatel~noe i vrawatel~noe dvißenie kak celoe.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 15 My opredelili ponØtie deformacii sploxnoæ sredy qerez posredstvo tenzorov (1.4) ili (1.6) otnositel~no klassa afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat, i vo vseh takih koordinatah komponenty tenzorov ime¸t ukazannyæ geometriqeskiæ smysl. V l¸byh drugih (ne dekartovyh) koordinatnyh sistemah tenzory deformacii moßno opredelit~ na osnove formul preobrazovaniØ tenzorov toæ ili inoæ razmernosti. Odnako pri fftom komponenty tenzorov v takih sistemah uße ne budut imet~ ukazannogo geometriqeskogo smysla. TenzornaØ (toqnee, kovariantnaØ) zapis~ uravneniæ i l¸byh sootnoxeniæ teorii sploxnoæ sredy obladaet mnogimi preimuwestvami (odnako daleko ne stol~ ser~eznymi kak, naprimer, v fflektrodinamike). Odno iz ee preimuwestv sostoit v prostote perehoda ot opisaniØ processov v odnoæ koordinatnoæ sisteme k drugoæ, a takße v prostote poluqeniØ razliqnyh invariantov otnositel~no preobrazovaniæ koordinat. Tak, naprimer, iz tenzornyh svoæstv tablicy veliqin ε_{ik} (1.6) sleduet invariantnost~ vyraßeniæ 3∑ i=1 ε_{ii}, 3∑ i,k=1 ε_{ik}ε_{ik} (1.14)

i t.d. otnositel~no afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat.

Nakonec, sleduet otmetit~, qto v lineænoæ dinamiqeskoæ teorii uprugosti sloßilas~ tradiciØ nazyvat~ tenzorom deformacii ne veliqiny ε_{ik} iz (1.6), a veliqiny ε_{ik} iz ravenstv

e_{ii} = ε_{ii} = ∂u_i ∂x_i , e_{ik} = 2ε_{ik} = ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i , (i ≠ k). (1.15)

Koneqno, tablica e_{ik} ne opredelØet tenzor 2-go ranga. Odnako ot nazvaniØ veliqiny e_{ik} tenzorom osobyh nepriØtnosteæ ne proishodit. Sleduet tol~ko pomnit~, qto nastoØwim tenzorom ØvlØetsØ ε_{ik}, svØzannyæ s e_{ik} (v dekartovoæ sisteme koordinat) sootnoxeniØmi (1.15). Invarianty (1.14) tenzora ε_{ik} vyraßa¸tsØ qerez e_{ik} sledu¸wim obrazom:

I_1 ≡ e_{11} + e_{22} + e_{33} = inv,

I_2 ≡ e^2_{11} + e^2_2 + e^2_{33} + 1 2 ( e^2_{12} + e^2_{13} + e^2_3 ) = inv.

(1.14^′)

16 G. I. PETRAXEN^

4. Pri ustanovlenii ponØtiæ “vektor smeweniæ” i “tenzor deformaciæ” my fiksirovali nekotoru¸ dekartovu sistemu koordinat L i rassmatrivali (proizvol~no vybiraemu¸) material~nu¸ toqku M , kotoraØ do deformacii zanimala poloßenie

(x, y, z) otnositel~no L. V rezul~tate byli opredeleny funkcii ⃗u(x, y, z, t), E_{ik}(x, y, z, t), ε_{ik}(x, y, z, t) i t.d., zavisØwie v dinami- ke takße i ot vremeni t. Peremennye x, y, z v takih funkciØh ØvlØ¸tsØ kak by nomerom rassmatrivaemoæ toqki sredy i ne opredelØ¸t ee poloßeniØ v deformirovannom sostoØnii. Takie peremennye nazyva¸tsØ substancional~nymi, a opisanie sredy v koordinatah x, y, z nazyvaetsØ lagranßevym.

Odnako v nekotoryh situaciØh udobnee primenØt~ drugoæ sposob opisaniØ dvißeniØ sploxnoæ sredy, voshodØwiæ k �æleru. V nem rassmatriva¸tsØ proizvol~no vybiraemye fiksirovannye toqki x = ξ, y = η, z = ζ sistemy koordinat L (toæ ße samoæ, qto i ranee) i izuqa¸tsØ takie material~nye toqki sredy, kotorye v rassmatrivaemyæ moment vremeni t ime¸t koordinaty ξ, η, ζ. Pri fftom v ffælerovom opisanii ponØtie “vektor smeweniæ” ne igraet obyqno suwestvennoæ roli, tak kak dvißenie sredy harakterizu¸t vektorom ⃗v(ξ, η, ζ, t), opredelØ¸wim skorost~ peremeweniØ toæ material~noæ toqki, kotoraØ v moment vremeni t imeet koordinaty ξ, η i ζ. (Zametim, qto po vektoru ⃗v moßno opredelit~ tenzor, analogiqnyæ (1.4), nazyvaemyæ tenzorom skorosteæ deformacii.) Ne zaderßivaØs~ na posledovatel~nom opisanii processa dvißeniØ sploxnoæ sredy s toqki zreniØ ffælerovyh ili lagranßevyh koordinat, ustanovim lix~ svØz~ meßdu takimi opisaniØmi v sluqaØh, kogda ona suwestvuet.

Esli dlØ lagranßevyh koordinat sohranit~ oboznaqeniØ x =

x_1, y = x_2, z = x_3, a ffælerovy koordinaty opisaniØ sredy obo-

znaqit~ posredstvom ξ = ξ_1, η = ξ_2, ζ = ξ_3, to iz ponØtiØ “vektor smeweniæ ⃗u” vyteka¸t ravenstva

ξ_i = x_i + u_i(x_1, x_2, x_3, t), (i = 1, 2, 3). (1.16)

Qtoby formuly (1.16) ustanavlivali odno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu x_i i ξ_k pri t = const neobhodimo i dostatoqno qtoby 0 < | | | | ∂(ξ_1, ξ_2, ξ_3) ∂(x_1, x_2, x_3) | | | | ≡ | | | |δ^{ik} + ∂u_i ∂x_k | | | | < ∞. (1.17)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 17 Esli (1.17) vypolnØetsØ, to, razrexaØ (1.16) otnositel~no x_i i predstavlØØ rezul~tat v vide

x_i = ξ_i − U_i(ξ_1, ξ_2, ξ_3, t), (i = 1, 2, 3), (1.16^′)

poluqaem ffælerovo predstavlenie dlØ komponent U_i vektora smeweniæ. Zametim, qto formula (1.16^′) opredelØet koordinaty x_i nevozmuwennogo sostoØniØ imenno toæ material~noæ toqki, kotoraØ v moment vremeni t imeet otnositel~no rassmatrivaemoæ L koordinaty, ravnye ξ_i.

Nam ponadobitsØ vyraßenie dlØ skorosti ⃗v i uskoreniØ ⃗w material~noæ toqki v lagranßevyh i ffælerovyh koordinatah.^2 Qtoby ih poluqit~, fiksiruem material~nu¸ toqku znaqeniØmi

x_i ee lagranßevyh koordinat i vospol~zuemsØ formulami (1.16)

i (1.16^′).

Differencirovanie po t ravenstv (1.16) daet v_i ≡ ∂ξ_i dt = ∂u_i ∂t , w_i ≡ ∂^2ξ_i dt^2 = ∂^2u_i ∂t^2 , (1.18)

qto, oqevidno, sootvetstvuet predstavleni¸ proekciæ vektorov ⃗u i ⃗w na osi sistemy L pri lagranßevom opisanii.

Esli ße prodifferencirovat~ po y (1.16^′), to snaqala poluqitsØ v_i ≡ dξ_i dt = ∂U_i ∂t + 3∑ k=1 ∂U_i ∂ξ_k ∂ξ_k dt , ili_3 ∑ k=1 ( δ_{ik} − ∂U_i ∂ξ_k ) v_k = ∂U ∂t , (i = 1, 2, 3). (1.19)

Takie sootnoxeniØ moßno rassmatrivat~ kak lineænye algebraiqeskie uravneniØ otnositel~no v_k. Opredelitel~ sistemy, ime- ¸wiæ znaqenie, obratnoe opredelitel¸ (1.17), otliqen ot nulØ, vsledstvie qego iz (1.19) opredelØ¸tsØ vyraßeniØ dlØ komponent skorosti ⃗v v ffælerovom opisanii

v_i = v_i(ξ_1, ξ_2, ξ_3, t), (1.20)

2Pri lagranßevom opisanii, naprimer, vi = vi(x1, x2, x3) opredelØ¸t (otnositel~no sistemy L) sostavlØ¸wie skorosti dvißeniØ fflementa sredy, nahodØwegosØ v moment vremeni t v toqke s koordinatami ξi iz formuly (1.16).

18 G. I. PETRAXEN^ Øvnyæ vid kotoryh nam ne ponadobitsØ. Posle ße togo kak funkcii (1.20) naædeny, dlØ uskoreniØ material~noæ toqki M v ffælerovom opisanii poluqaetsØ vyraßenie

w_i = dv_i dt = ∂v_i ∂t + 3∑ k=1 ∂v_i ∂ξ_k v_k, (i = 1, 2, 3). (1.21)

Zametim, qto primenitel~no k nelineænoæ teorii sploxnoæ sredy, v kotoroæ ne vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.5) ili (1.9), izloßennye soobraßeniØ sledovalo by neskol~ko uglubit~ i rasxirit~. Odnako nas budet interesovat~ v dal~neæxem lix~ lineænaØ teoriØ uprugosti, dlØ kotoroæ predyduwee nußno tol~- ko dlØ togo, qtoby proizvesti bolee logiqnym obrazom vyvod osnovnyh uravneniæ dvißeniØ. DlØ fftih celeæ privedennyh soobraßeniæ okazyvaetsØ vpolne dostatoqno. Polezno tol~ko podqerknut~, qto esli vypolnØetsØ (1.9), to sootnoxenie (1.17), leßawee v osnove sopostavleniØ lagranßeva i ffælerova sposobov opisaniØ, estestvenno vypolnØetsØ.

5. Pereædem k opredeleni¸ sledu¸wego vaßneæxego ponØtiØ mehaniki sploxnoæ sredy – ponØtiØ o tenzore naprØßeniæ. Komponenty fftogo tenzora my budem rassmatrivat~ kak funkcii prostranstvennyh koordinat otnositel~no vybrannoæ fiksirovannoæ sistemy L i vremeni t. Esli oboznaqat~ upomØnutye prostranstvennye koordinaty posredstvom ξ ≡ ξ_1, η ≡ ξ_2, η ≡ ξ_3, to

ξ_i moßno budet sqitat~ ffælerovymi koordinatami material~nyh

toqek sredy, v kotoroæ voznika¸t naprØßeniØ. Pod sistemoæ L my budem podrazumevat~ proizvol~nu¸ pravovintovu¸ dekartovu koordinatnu¸ sistemu. Odnako, vse rezul~taty p. 5 okaßutsØ spravedlivymi i v sluqae l¸byh ortogonal~nyh koordinat.

Pust~ v fiksirovannyæ moment vremeni t v toqke M_0 = (ξ, η, ζ) prostranstva, zapolnennogo sredoæ, vybrana beskoneqno malaØ plowadka dσ s normal~¸ ⃗n. Material sredy, raspoloßennyæ po poloßitel~nu¸ storonu plowadki (t.e. po tu ee storonu, v kotoru¸ napravlena normal~ ⃗n), deæstvuet na material po drugu¸ storonu plowadki s siloæ, plotnost~ kotoroæ

⃗t_n = t_{n1}⃗i_1 + t_{n2}⃗i_2 + t_{n3}⃗i_3

nazyvaetsØ vektorom naprØßeniæ v toqke M_0 na plowadke dσ s normal~¸ ⃗n. Zdes~ ⃗i_1 ≡ ⃗i, ⃗i_2 ≡ ⃗j, ⃗i_3 ≡ ⃗κ oboznaqa¸t vzaimno ortogonal~nye koordinatnye orty v toqke M_0.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 19 PolagaØ posledovatel~no ⃗n = (⃗i_1,⃗i_2,⃗i_3 ), poluqaem tri koordinatnyh vektora naprØßeniæ v toqke M_0: ⃗t_i = 3∑ k=1 t_{ik}⃗i_k, (i = 1, 2, 3). (1.22)

Esli sqitat~ t_{ik} nepreryvnymi funkciØmi ot ξ, η, ζ i postroit~ v toqke M_0 beskoneqno malyæ tetraffdr s rebrami, parallel~- nymi koordinatnym ortam v toqke M_0 i s b&ol~xeæ gran~¸, ime- ¸weæ normal~ ⃗n, to iz usloviØ ravnovesiØ tetraffdra sleduet ravenstvo^3

⃗t_n = ⃗t_1 cos nξ_1 + ⃗t_2 cos ξ_2 + ⃗t_3 cos nξ_3 ≡ 3∑ k=1 ⃗t_k cos nξ_k, (1.23)

iz kotorogo, kak izvestno, vytekaet tenzornyæ harakter tablicy veliqin t_{ik} iz (1.22) po otnoxeni¸ k l¸bym ortogonal~nym preobrazovaniØm koordinat.

Netrudno dokazat~ simmetri¸ tablicy veliqin t_{ik} iz (1.22). �to moßno bylo by sdelat~ lix~ v predpoloßenii nepreryvnosti t_{ik} ot koordinat ξ_1, ξ_2 i ξ_3 putem fflementarnogo rassmotreniØ usloviæ ravnovesiØ “po momentam” beskoneqno malogo parallelepipeda, postroennogo na ortah ⃗i_1, ⃗i_2 i ⃗i_3 v toqke M_0. Odnako celesoobraznee ishodit~ iz bolee sil~nyh predpoloßeniæ o svoæstvah gladkosti t_{ik} i primenØt~ sposob, osnovannyæ na ispol~zovanii teoremy Gaussa, k kotoroæ qasto pridetsØ obrawat~sØ v posledu¸wem.

Qtoby provesti takoe dokazatel~stvo, budem predpolagat~, qto t_{ik} nepreryvny i ime¸t integriruemye qastnye proizvodnye po ξ, η, ζ. Vvedem (vremenno) v rassmotrenie vektory ⃗t_i^∗ = 3∑ k=1 t_{ki}⃗i_k, (i = 1, 2, 3), (1.22^′)

3Iz-za beskoneqnoæ malosti tetraffdra v usloviØh ravnovesiØ net nußdy uqityvat~ massovye sily, deæstvu¸wie na fflementy sredy. Oni da- ¸t ffffekt bolee vysokogo porØdka malosti. Zametim, qto zdes~ i dalee vs¸du dlØ kosinusov ugla meßdu normal~¸ ⃗n i koordinatnymi osØmi Oξ_k,

Ox_k i t.p. prinØty oboznaqeniØ cos nξ_k, cos nx_k i t.p.

20 G. I. PETRAXEN^ otliqa¸wiesØ ot vektorov (1.22) lix~ tem, qto tablica ih komponentov t_{ik} ØvlØetsØ transponirovannoæ po otnoxeni¸ k tablice iz (1.22). Netrudno videt~, qto ffto pozvolØet perepisat~ formulu (1.23) v sledu¸wem vide: ⃗t_n = ( t_{11} cos nξ_1+t_{21} cos nξ_2+t_{31} cos nξ_3 )⃗ i_1+. . . = 3∑ k=1 ( ⃗t_i^∗ ⃗n )⃗ i_k. (1.23^′)

Vsledstvie tenzornogo haraktera veliqin t_{ik} dokazatel~stvo simmetrii t_{ik} dostatoqno provesti v kakoæ-libo odnoæ sisteme koordinat L. FiksiruØ L, vyberem v neæ proizvol~nu¸ oblast~ V ffælerovyh peremennyh ξ = ξ_1, η = ξ_2, ζ = ξ_3, soderßawu¸ toqku M i ograniqennu¸ gladkoæ poverhnost~¸ S s vnexneæ normal~¸ ⃗n. Na material~nu¸ sredu, zakl¸qennu¸ v V , so storony vnexneæ sredy deæstvu¸t poverhnostyne sily ⃗t_ndS. Krome togo, na vnutrennie fflementy vydelennoæ sredy deæstvu¸t nekotorye ob¨emnye sily s obweæ plotnost~¸ ⃗F , kotoru¸ my budem takße predpolagat~ integriruemoæ. Pod deæstviem vseh takih sil sreda, zakl¸qennaØ v oblasti V , v kaßdyæ moment vremeni t dolßna nahodit~sØ v (dinamiqeskom) ravnovesii. Pofftomu, v qastnosti, moment vseh sil (priloßennyh k fflementam naxeæ sredy) otnositel~no l¸boæ toqki O = (ξ_0, η_0, ζ_0) dolßen ravnØt~sØ nul¸, t.e. ∫ ∫ (S) [ ⃗r × ⃗t_n ] dS + ∫ ∫∫ (V ) [ ⃗r × ⃗F ] dV = 0. OboznaqaØ qerez M^′ = (ξ^′, η^′, ζ^′) peremennu¸ toqku integrirovaniØ, rassmotrim proekci¸ vypisannogo ravenstva, naprimer, na napravlenie ⃗i_1, priqem uqtem (1.23^′). Tak kak

⃗r = (ξ^′ − ξ_0)⃗i_1 + (η^′ − η_0)⃗i_2 + (ζ^′ − ζ_0)⃗i_3, [ ⃗r × ⃗F ] 1 = (η^′ − η_0)F_3 − (ζ^′ − ζ_0F_2, [ ⃗r × ⃗t_n ] = (η^′ − η_0)(⃗t_3^∗ ⃗n) − (ζ^′ − ζ_0)(⃗t_2^∗ ⃗n) = = [ (η^′ − η_0)⃗t_3^∗ − (η^′ − η_0)⃗t_2^∗ ] n, div [ (η^′ − η_0)⃗t_3^∗ − (ζ^′ − ζ_0)⃗t_2^∗ ] = = t_{23} − t_{32} + (η^′ − η_0) div ⃗t_3^∗ − (η^′ − η_0) div⃗t_2^∗ ,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 21 to primenenie teoremy Gaussa daet ∫ ∫∫ (V ) { t_{23} − t_{32} + (η^′ − η_0) [ div ⃗t_3^∗ + F_3 ] −

−(ζ^′ − ζ_0) [ div⃗t_2^∗ + F_2 ]} dV = 0. (1.24)

Takoe ravenstvo dolßno vypolnØt~sØ, v qastnosti, esli v kaqestve toqki O = (ξ_0, η_0, ζ_0), otnositel~no kotoroæ vyqislØetsØ moment vseh sil, vzØta interesu¸waØ nas toqka M = (ξ, η, ζ). Pri takom vybore toqki O veliqiny η^′ − η_0 = η^′ − η i ζ^′ − ζ_0 = ζ^′ − ζ ime¸t znaqeniØ, sravnimye s lineænymi razmerami ob¨ema V . Pofftomu, esli v dopolnenie k ishodnomu predpolagat~, naprimer, ograniqennost~ vyraßeniæ div⃗t_k^∗ +F_k, razdelit~ ravenstvo (1.24) na veliqinu ob¨ema V i rassmotret~ process, pri kotorom V stØgivaetsØ k toqke M , to v predele iz (1.24) poluqaetsØ:

t_{23}(ξ, η, ζ, t) = t_{32}(ξ, η, ζ, t). Analogino ustanavliva¸tsØ i ostal~-

nye sootnoxeniØ

t_{ik} = t_{ki} (1.25)

simmetrii tablicy t_{ik} v l¸boæ toqke (ξ, η, ζ) ≡ (ξ_1, ξ_2, ξ_3) rassmatrivaemoæ sredy.

Iz (1.25) vyteka¸t ravenstva ⃗t_k = ⃗t_k^∗ dlØ vektorov iz (1.22) i (1.22^′), pozvolØ¸wie perepisat~ formulu (1.23) v sledu¸wem okonqatel~nom vide: ⃗t_n = 3∑ k=1 ⃗t_k cos nξ_k = 3∑ k=1 (⃗t_k⃗n )⃗i_k. (1.26) OstaetsØ lix~ otmetit~, qto, ishodØ iz formul preobrazovaniØ komponent tenzora 2-go ranga, moßno rasprostranit~ ponØtie tenzora naprØßeniæ na proizvol~nyæ klass preobrazovaniæ koordinat. Odnako ffto, koneqno, budet soprØßeno s potereæ naglØdnogo fiziqeskogo smysla komponent tenzora. Vsledstvie fftogo perehod k neortogonal~nym sistemam koordinat (bez kakoæ-libo kraæneæ neobhodimosti) neracionalen.

6. DlØ vyvoda uravneniæ dvißeniØ fiksiruem v vybrannoæ dekartovoæ koordinatnoæ sisteme L nepodvißnu¸ oblast~ V , ograniqennu¸ poverhnost~¸ S s vnexneæ normal~¸ ⃗n, i rassmotrim usloviØ dinamiqeskogo ravnovesiØ material~nyh toqek sredy,

22 G. I. PETRAXEN^ zapolnØ¸wih V . Pri fftom prostranstvennye koordinaty toqek oblasti V budem oboznaqat~ posredstvom ξ ≡ ξ_1, η ≡ ξ_2 i ζ ≡ ζ_3, kak i v p. 5.

Esli plotnost~ massovyh sil, deæstvu¸wih na fflementy sredy, oboznaqit~ qerez ⃗f , a vektor plotnosti uskoreniØ qastic – qerez ⃗w, to, soglasno principu Dalambera, osnovnoe uslovie ravnovesiØ zapixetsØ v vide ∫ ∫ ∫ (V ) [ ⃗ f − ρ ⃗w ] dV + ∫ ∫ (S) ⃗t_n dS = 0, gde ρ – plotnost~ vewestva v srede. V predpoloßenii dostatoqnoæ gladkosti qastnyh proizvodnyh t_{ik} po ξ, η i ζ moßno vospol~zovat~sØ (1.26) i primnit~ formulu Gaussa. V rezul~tate poluqaetsØ ravenstvo ∫ ∫ ∫ (V ) [ ⃗ f − ρ ⃗w +^{−→}Div t_{ik} ] dV = 0, v kotorom_{−→}

Div t_{ik} ≡ ⃗i_1 div ⃗t_1 +⃗i_2 div⃗t_2 +⃗i_3 div⃗t_3. (1.27)

Esli podintegral~noe vyraßenie iz (1.27), naprimer, nepreryvno, to v silu proizvola v vybore oblasti V iz (1.27) vyteka¸t uravneniØ dvißeniØ −→ Div t_{ik} + ⃗f = ρ ⃗w, (1.28)

perepisyva¸wiesØ v proekciØh na osi koordinat v vide 3∑ k=1 ∂t_{ik} ∂ξ_k + f_i = ρw_i, (i = 1, 2, 3). (1.28^′)

Zametim, qto vtoroe uslovie ravnovesiØ (po momentam) net neobhodimosti uqityvat~, tak kak legko videt~, qto ono avtomatiqeski vypolnØetsØ v silu (1.28) i (1.25).

Pri vyvode uravneniæ (1.28) my faktiqeski pol~zovalis~ koordinatami �ælera ξ ≡ ξ_1, η ≡ ξ_2 i ζ ≡ ξ_3. Esli dlØ opisaniØ dvißeniØ sredy sohranØt~ ffti koordinaty, to vmesto w_i v (1.28^′) neobhodimo podstavlØt~ vyraßeniØ, poluqa¸wiesØ iz

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 23 (1.21) i (1.20). Esli ße pol~zovat~sØ lagranßevymi koordinatami x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3, svØzannymi s ffælerovymi koordinatami formulami (1.16) i soderßawimi komponenty vektora smeweniæ ⃗u(x, y, z, t), to dlØ w_i sleduet brat~ prostoe vyraßenie iz (1.18). No pri fftom t_{ik} sleduet rassmatrivat~ kak funcii lagranßevyh koordinat x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3 i uqityvat~, qto ∂t_{ik} ∂ξ_k = 3∑ r=1 ∂t_{ik} ∂x_r ∂x_r ∂ξ_k . V rezul~tate uravnenie (1.28^′) perepixetsØ v vide 3∑ k,r=1 ∂t_{ik} ∂x_r ∂x_r ∂ξ_k + f_i = ρ

∂^2u_i ∂t^2 . (1.29)

VhodØwie s¸da proizvodnye x_r po ξ_k dolßny opredelØt~sØ v vide funkciæ ot x_i i t na osnovanii formul (1.16^′), obratnyh (1.16). Odnako, kak qasto byvaet udobno pri rassmotrenii obratnyh funkciæ, ukazannye proizvodnye moßno opredelØt~ iz sootnoxeniæ dξ_i = 3∑ k=1 ( δ_{ik} + ∂u_i ∂x_k ) (i = 1, 2, 3),

vyteka¸wih iz (1.16), esli ih rassmatrivat~ kak sistemu uravneniæ otnositel~no dx_k. Opredelitel~ takoæ sistemy, sovpada- ¸wiæ s (1.17), otliqen ot nulØ. Vsledstvie fftogo pri pomowi teoremy Kramera dlØ dx_r odnoznaqno poluqa¸tsØ vyraßeniØ dx_r = 3∑ k=1 dx_r ∂ξ_k dξ_k ≡ 3∑ k=1 Φ_{rk}(ε, ω)dξ_k. Netrudno videt~, qto v obwem sluqae veliqiny Φ_{rk}(ε, ω) okazyva¸tsØ nelineænymi funkciØmi ot ∂u_l/∂x_k, t.e. v koneqnom sqete funkciØmi ot komponent tenzorov ε_{ik} i ω_{ik} iz (1.6) i (1.13). Esli ße vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.9) spravedlivosti lineænogo priblißeniØ, to, oqevidno, ∂x_i ∂ξ_k = Φ_{ik} ≈ δ_{ik} (1.30)

24 G. I. PETRAXEN^ i uravneniØ dvißeniØ (1.29) perepisyva¸tsØ v vide 3∑ k=1 ∂t_{ik} ∂x_k + f_i = ρ

∂^2u_i ∂t^2 , (i = 1, 2, 3). (1.31)

ili v vektornoæ forme −→ Div t_{ik} + ⃗f = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 , (1.32) gde −→ Div t_{ik} ≡ 3∑ k=1 ⃗i_k div ⃗t_k, ( div = ∂ ∂x_1 + ∂ ∂x_2 + ∂ ∂x_3 ) . (1.32^′)

Pri fftom vse veliqiny, vhodØwie v (1.31), (1.32), rassmatriva- ¸tsØ kak funkcii lagranßevyh koordinat x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3 material~nyh toqek sredy otnositel~no vybrannoæ dekartovoæ sistemy koordinat L i vremeni t. Po pravilam tenzornogo analiza uravnenie (1.31) legko perepisyvaetsØ v obwekovariantnoæ forme, spravedlivoæ dlØ l¸byh krivolineænyh sistem koordinat. My ne zaderßivaemsØ zdes~ na takom voprose, tak kak v posledu¸wem uravnenie dvißeniØ budet primenØt~sØ lix~ v forme (1.31) i (1.32).

7. Pri vypolnenii mnogih preobrazovaniæ udobno pol~zovat~sØ toßdestvom div (_3∑ k=1 a_k⃗t_k ) ≡ ( ⃗a^{−→}Div t_{ik} ) + 3∑ k=1 ( ⃗t_k grad a_k ) , (1.33)

spravedlivym dlØ proizvol~nogo differenciruemogo vektora

⃗a =^3 ∑ k=1 a_k⃗i_k. Esli uqest~ (1.25) i vvesti oboznaqeniØ

~a_{ii} = ∂a_i ∂x_i , ~a_{ik} = ∂a_i ∂x_k + ∂a_k ∂x_i , (i ≠ k), (1.34)

to poslednie slagaemye iz (1.33) moßno predstavit~ v sledu¸- wih dvuh formah: 3∑ k=1 ( ⃗t_k grad a_k ) ≡ 3∑ k=1 ( ⃗t_k ∂⃗a ∂x_k ) ≡ ∑ i6k^{tik~aik.} (1.35)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 25 Zametim, po-pervyh, qto ~a_{ik} iz (1.34) obrazovany iz a_k soverxenno takße, kak i e_{ik} iz (1.15) obrazovany iz sostavlØ¸wih u_k vektora smeweniæ, vo-vtoryh, qto v dal~neæxem nam pridetsØ pol~zovat~sØ (1.35) pri ⃗a = δ⃗u, ⃗a = ⃗u i ⃗a = ⃗u̇.

8. Kak i v l¸byh drugih fiziqeskih ØvleniØh, v teorii sploxnoæ sredy vaßnu¸ rol~ igra¸t ffnergetiqeskie soobraßeniØ. DlØ formulirovki ih udobno predvaritel~no vvesti ponØtiØ variaciæ poleæ smeweniæ i tenzora deformacii. Pri opisanii dvißeniØ sredy v lagranßevyh koordinatah ffti ponØtiØ moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom.

Pust~ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) – nekotoroe pole smeweniæ v rassmatrivaemoæ srede, a Ω – mnoßestvo vseh dostatoqno gladkih poleæ smeweniæ ⃗u_0(x_1, x_2, x_3, t), blizkih k ⃗u. (Naprimer, takih, qto

|⃗u − ⃗u_0| < ε, gde ε > 0 – zadannoe qislo.)

Variacieæ polØ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) budem nazyvat~ vyraßenie

δ⃗u = ⃗u_0(x_1, x_2, x_3, t) − ⃗u(x_1, x_2, x_3, t),

gde ⃗u_0 – proizvol~nyæ fflement mnoßestva Ω.

Esli polØ ⃗u_0 i ⃗u differenciruemy, to po nim moßno vyqislit~ sostavlØ¸wie tenzorov deformaciæ e^0_{ik} = e^0_{ik}(x_1, x_2, x_3, t) iz (1.15).

VyraßeniØ δe_{ik} = e^0_{ik} − e_{ik} (pri proizvol~nom ⃗u_0 ∈ Ω) budem nazyvat~ variacieæ tenzora deformacii. Zametim, qto vopros o (fiziqeskom) proishoßdenii variacii ne imeet nikakogo znaqeniØ. Odnako v odnom iz vaßnyh sluqaev budet udobno pod variacieæ ponimat~

δ⃗u = ⃗u(x_1, x_2, x_3, t + Δt) − ⃗u(x_1, x_2, x_3, t).

9. Iz termodinamiki izvestno, qto esli v rassmatrivaemom processe koliqestvo tepla dQ, soobwaemoe izolirovannoæ sisteme, okazyvaetsØ polnym differencialom, to suwestvuet funkciØ sostoØniØ sistemy F , nazyvaemaØ termodinamiqeskim potencialom. V qastnosti, dQ okazyvaetsØ polnym differencialom v izotermiqeskih i adiabatiqeskih processah.

Budem rassmatrivat~ tol~ko takie sredy (sistemy), sostoØnie kotoryh v moment vremeni t opredelØetsØ vektorom smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t), priqem plotnost~ ρ(x_1, x_2, x_3) sredy predpolagaetsØ neizmennoæ. Opyt pokazyvaet, qto sredy, (priblißenno)

26 G. I. PETRAXEN^ udovletvorØ¸wie ukazannomu uslovi¸, v prirode suwestvu¸t: takovoæ okazyvaetsØ l¸baØ “tverdaØ” sreda, esli ona podvergaetsØ dostatoqno malym deformaciØm. Po sravneni¸ s termodinamiqeskoæ relaksacieæ dinamiqeskie processy v sredah proteka¸t nastol~ko medlenno, qto termodinamiqeskoe ravnovesie ne naruxaetsØ. S toqki ße zreniØ teploobmena ukazannye processy proteka¸t ves~ma bystro, i potomu v l¸bom vybrannom ob¨- eme dV sredy praktiqeski okazyvaetsØ dQ = 0, tak kak teploobmen ne uspevaet proizoæti za vremena, harakternye dlØ dinamiki. Takim obrazom, dinamiqeskie processy v sploxnyh sredah moßno sqitat~ adiabatiqeskimi i vsledstvie fftogo utverßdat~, qto v sredah rassmatrivaemogo tipa suwestvuet termodinamiqeskiæ potencial. Budem harakterizovat~ ego plotnost~¸ W i nazyvat~ uprugim potencialom ili, prowe, plotnost~¸ potencial~noæ ffnergii uprugoæ deformacii, priqem fftu plotnost~ W ≡ W [ ⃗u ] ≡ W [ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) ] budem opisyvat~ v lagranßevyh koordinatah sredy.

Poluqim vyraßenie variacii W , otveqa¸weæ proizvol~noæ variacii δ⃗u ishodnogo polØ smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t), kotoroe predpolagaetsØ dostatoqno gladkim. DlØ fftogo vydelim proizvol~nu¸ qast~ sredy, sostoØwu¸ iz fiksirovannyh material~- nyh toqek, kotorye v nevozmuwennom sostoØnii (t.e. pri ⃗u ≡ 0) zapolnØli oblast~ V lagranßevyh peremennyh x_1, x_2, x_3 otnositel~no vybrannoæ sistemy koordinat L. V vozmuwennom sostoØnii, harakterizu¸wemsØ polem ishodnogo vektora smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) (ot kotorogo zatem beretsØ variaciØ δ⃗u), istinnoe poloßenie vydelennyh material~nyh toqek v fiksirovannyæ moment t opredelØetsØ (otnositel~no toæ ße sistemy L) ffælerovymi koordinatami (ξ_1, ξ_2, ξ_3) iz (1.16), izmenØ¸wimisØ v nekotoroæ oblasti V_0. Oqevidno, qto V_0 harakterizuet oblast~ istinnogo raspoloßeniØ (v moment vremeni t) material~nyh toqek vydelennoæ qasti sredy i qto pri sootvetstvu¸wem vybore V_0 poverhnost~ S_0 s vnexneæ normal~¸ ⃗n, ograniqiva¸wu¸ oblast~ V_0, moßno sqitat~ dostatoqno gladkoæ (esli, koneqno, gladkost~ ishodnogo polØ smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) dostatoqno vysoka).

V sootvetstvii s pervym naqalom termodinamiki izmenenie polnoæ ffnergii vydelennogo uqastka sredy pri variacii δ⃗u is-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 27 hodnogo polØ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) opredelØetsØ formuloæ

Δ(E_{pot} + E_{kin}) = ΔA + ΔQ, (1.36)

v kotoroæ ΔQ = 0 – soobwaemoe srede koliqestvo tepla, a ΔA – rabota vseh vnexnih sil na peremeweniØh δ⃗u.

DlØ opredeleniØ ΔE_{pot} udobno ispol~zovat~ lagranßevy koordinaty rassmatrivaemyh toqek sredy, pozvolØ¸wie pisat~

ΔE_{pot} = ∫ ∫∫ (V ) { W [ ⃗u + δ⃗u ] − W [ ⃗u ] } dV ≡ ∫ ∫∫ (V ) δW dV. DlØ vyqisleniØ ostal~nyh slagaemyh v (1.36) udobnee opisyvat~ sredu v ffælerovyh koordinatah iz p. 3.

Pust~ v fftih koordinatah ⃗w oboznaqaet uskorenie material~- nyh toqek sredy, ρ – ee massovu¸ plotnost~, a ⃗f i ⃗t_n – vektory plotnosteæ massovyh i poverhnostnyh sil, priloßennyh sootvetstvenno k toqkam oblasti V_0 i ee graniqnoæ poverhnosti S_0.

Do variacii ishodnogo polØ ⃗u kaßdaØ toqka vydelennogo material~nogo uqastka sredy (zapolnØ¸wego oblast~ V_0) harakterizuetsØ plotnost~¸ sil inercii ρ ⃗w. Pri maloæ variacii δ⃗u polØ smeweniæ kaßdaØ material~naØ toqka oblasti V_0 smewaetsØ na veliqinu δ⃗u. Pofftomu rabota sil inercii na peremeweniØh δ⃗u, ravnaØ izmeneni¸ kinetiqeskoæ ffnergii vydelennogo uqastka sredy, opredelitsØ (s toqnost~¸ do malyh vysxego porØdka po sravneni¸ s δ⃗u) vyraßeniem

ΔE_{kin} = ∫ ∫∫ (V0) ρ ⃗w δ⃗u dV_0. Analogiqnye ße soobraßeniØ privodØt k formule

ΔA = ∫∫ ∫ (V0) ⃗f δ⃗u dV_0 + ∫ ∫∫ (S0) ⃗t_n δ⃗u dS_0 + O [ (δ⃗u)^2 ]

dlØ raboty vnexnih sil (priloßennyh k rassmatrivaemomu uqastku sredy) na peremeweniØh δ⃗u.

Takim obrazom, na osnovanii (1.36) my prihodim k sootnoxe- ni¸ ∫∫ ∫ (V ) δW dV = ∫∫ ∫ (V0) ( ⃗ f − ρ ⃗w ) δ⃗u dV_0 + ∫ ∫ (S0)

⃗t_nδ⃗u dS_0, (1.36^′)

28 G. I. PETRAXEN^ spravedlivomu s toqnost~¸ do malyh vysxego porØdka otnositel~no δ⃗u. (Napomnim, qto vse veliqiny, vhodØwie v pravu¸ qast~ (1.36^′), rassmatriva¸tsØ kak funkcii vvedennyh ffælerovyh koordinat (1.16), priqem znaqeniØ ⃗f, ⃗w i ⃗t_n otveqa¸t ishodnomu pol¸ smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) v fiksirovannyæ moment vremeni t). Qtoby preobrazovat~ (1.36^′) nußno uqest~ (1.28), a takße sootnoxenie ⃗t_n δ ⃗u = ( ⃗t_1 δu_1 + ⃗t_2 δu_2 + ⃗t_3 δu_3 ) ⃗n, vyteka¸wee iz (1.26), iz kotoryh sleduet ∫ ∫ (S0) ⃗t_n δ ⃗u dS_0 = ∫∫ ∫ (V0) div ( ⃗t_1 δu_1 + ⃗t_2 δu_2 + ⃗t_3 δu_3 ) dV_0. Pol~zuØs~ takimi vyraßeniØmi i proizvodØ v integrale zamenu peremennyh integrirovaniØ po formulam (1.16), poluqaem ravenstva ∫ ∫∫ (V ) δW dV = ∫ ∫∫ (V0) { div ( ⃗t_1 δu_1 + ⃗t_2 δu_2 + ⃗t_3 δu_3 ) −^{−→}Div t_{ik} δ ⃗u } dV_0 =

= ∫ ∫ ∫ (V ) { div ( ⃗t_1 δu_1 + ⃗t_2 δu_2 + ⃗t_3 δu_3 ) −^{−→}Div t_{ik} δ ⃗u } ∂(ξ_1, ξ_2, ξ_3)

∂(x_1, x_2, x_3) dV, kotorye dolßny imet~ mesto pri l¸bom vybore oblasti V . Ots¸da (v predpoloßenii nepreryvnosti podintegral~nyh funkciæ integralov po V ) vytekaet formula δW = [ div 3∑ k=1 ⃗t_kδu_k −^{−→}Div t_{ik}δ⃗u ] ∂(ξ_1, ξ_2, ξ_3) ∂(x_1, x_2, x_3)

, (1.37)

v kotoroæ rashodimosti vyqislØ¸tsØ v koordinatah ξ_1, ξ_2, ξ_3, a zatem v vyraßenii vseæ kvadratnoæ skobki proizvoditsØ zamena peremennyh ξ_1, ξ_2, ξ_3 na x_1, x_2, x_3 po (1.16).

DlØ nas osnovnoæ interes predstavlØet sluqaæ lineænoæ teorii uprugosti, v kotoroæ deformacii predpolaga¸tsØ malymi v smysle (1.9). Pri vypolnenii ße usloviæ (1.9) v sootvetstvii s (1.17) i (1.30) okazyvaetsØ

∂(ξ_1, ξ_2, ξ_3) ∂(x_1, x_2, x_3) ≈ 1, ∂ ∂ξ_k = 3∑ i=1 ∂x_i ∂ξ_k ∂ ∂x_i ≈ ∂ ∂x_k .

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 29 Pofftomu v sluqae lineænoæ teorii uprugosti formula (1.37) perepisyvaetsØ v vide

δW = div ( ⃗t_1 δu_1 + ⃗t_2 δu_2 + ⃗t_3 δu_3 ) −^{−→}Div t_{ik} δ ⃗u ≡ ≡ ( ⃗t_1 grad δu_1 ) + ( ⃗t_2 grad δu_2 ) + ( ⃗t_3 grad δu_3 ) ≡ ∑ i6k^{tikδeik,} (1.37^′)

priqem vse vhodØwie v (1.37^′) veliqiny rassmatriva¸tsØ kak funkcii lagranßevyh koordinat x_1, x_2, x_3 i vremeni t, a vse differencial~nye operacii ime¸t standartnyæ otnositel~no

x_1, x_2, x_3 vid.

Zametim, vo-pervyh, qto pri napisanii vtoroæ i tret~eæ qasteæ ravenstva (1.37^′) my vospol~zovalis~ toßdestvami (1.33) i (1.35), i, vo-vtoryh, qto iz (1,37^′), v qastnosti, vytekaet vaßnaØ formula t_{ik} = ∂W ∂e_{ik} , (1.38)

v kotoroæ vse veliqiny rassmatriva¸tsØ kak funkcii lagranßevyh koordinat.

OstaetsØ lix~ podqerknut~, qto tak kak W ≡ W [ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) ] ≡ W (x_1, x_2, x_3, t)

opredelØet plotnost~ uprugogo potenciala, ili, qto to ße, potencial~noæ ffnergii uprugoæ sredy, to uprugiæ potencial (ili potencial~naØ ffnergiØ) proizvol~no vybrannogo malogo ob¨ema dV , soderßawego toqku M = (x_1, x_2, x_3), opredelØetsØ vyraßeniem W dV = W (M, t)dV , kotoroe dolßno ostavat~sØ invariantnym po otnoxeni¸ k l¸bym preobrazovaniØm koordinat. V sluqae afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat (sohranØ¸- wih invariantnymi rasstoØniØ dr^2 = ∑ i dx^2_i meßdu l¸bymi toq-

kami ob¨ema dV ) veliqina dV sama okazyvaetsØ invariantom. Pofftomu i plotnost~ W potencial~noæ ffnergii uprugoæ deformacii sredy ØvlØetsØ invariantom otnositel~no afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat, dlØ kotoryh, v qastnosti, byli poluqeny invarianty (1.14). �to obstoØtel~stvo ispol~- zuetsØ, naprimer, pri napisanii formuly (1.43), pravaØ qast~ kotoroæ dolßna byt~ kvadratiqnym invariantom otnositel~no komponent e_{ik} tenzora deformaciæ.

30 G. I. PETRAXEN^

10. Rezul~taty p. 9 otnosilis~ k proizvol~noæ sploxnoæ srede, ispytyva¸weæ malye deformacii v smysle (1.9), sostoØnie kotoroæ v moment vremeni t opredelØetsØ vektorom ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) polØ smeweniæ. DlØ perehoda k teorii konkretnoæ sredy (naprimer, ideal~no uprugoæ) neobhodimo obratit~sØ k opytu, iz kotorogo ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu W i sostavlØ¸wimi tenzora deformaciæ.

Opyt pokazyvaet, qto suwestvu¸t sredy, v kotoryh pri dostatoqno malyh deformaciØh vypolnØetsØ zakon Guka. Pri fftom uprugiæ potencial takih sred okazyvaetsØ opredelenno poloßitel~noæ kvadratiqnoæ formoæ ot komponentov tenzora deformacii, t.e. W = 3∑ i6k;ν6μ^{cik,νμ eik eνμ.} (1.39)

Kofffficienty c_{ik,νμ}, udovletvorØ¸wie usloviØm simmetrii c_{ik,νμ} = c_{ki,ν,μ} = c_{ik,μν} = c_{νμ,ik}, (1.40) opredelØ¸tsØ iz ffksperimenta dlØ kaßdoæ konkretnoæ sredy. Pri fftom vsledstvie simmetrii tablicy c_{ik,νμ} suwestvuet ne bolee 21 razliqnyh znaqeniæ ee fflementov. Iz svoæstva (1.40) sleduet sootnoxenie ∂W ∂e_{ik} = 2 3∑ ν6μ^{cik,νμ eνμ = tik,} (1.41)

pri poluqenii kotorogo uqteno (1.38).

V sootvetstvii s levoæ qast~¸ (1.41) i ravenstvom (1.38) dlØ uprugogo potenciala poluqaem vyraßeniØ

2W = 2 3∑ i6k;ν6μ^{cik,νμ eikeνμ =} 3∑ i6k ∂W ∂e_{ik} e_{ik} =

= 3∑ i6k^{tikeik = div} ( ⃗t_1u_1 + ⃗t_2u_2 + ⃗t_3u_3 ) − ( ⃗u^{−→}Div t_{ik} ) , (1.42)

pri vyvode kotoryh uqityvalis~ toßdestva (1.35) i (1.33).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 31 V zakl¸qenie ostaetsØ otmetit~, qto v sluqae izotropnoæ uprugoæ sredy iz 21 parametra c_{ik,νμ} (1.40) tol~ko dva okazyva¸tsØ nezavisimymi. V kaqestve takovyh obyqno berut (invariantnye) parametry Lame λ > 0 i μ > 0, qerez posredstvo kotoryh uprugiæ potencial vyraßaetsØ formuloæ

2W = λI^2_1 + μ 2 I_2 ≡ ( λ + 2λ )( e_{11} + e_{22} + e_{33}

)_2 + +μ [ e^2_{12} + e^2_3 + e^2_{13} − 4 ( e_{11}e_{22} + e_{11}e_{33} + e_{22}e_{33} )] , (1.43)

gde I_1 i I_2 oboznaqa¸t invarinty iz (1.14^′).

V sootvetstvii s (1.38) iz (1.43) sledu¸t formuly

t_{ii} = λ div ⃗u + 2μe_{ii} (i = 1, 2, 3), t_{ik} = μe_{ik} (i ≠ k), } (1.44)

svØzyva¸wie komponenty tenzorov naprØßeniæ i deformaciæ. V obwem sluqae uprugie parametry λ i μ, ravno kak i c_{ik,νμ}, v anizotropnyh sredah, okazyva¸tsØ funkciØmi rassmatrivaemoæ toqki (x_1, x_2, x_3) sredy. (Oni mogut zaviset~ i ot vremeni t, odnako v dinamiqeskoæ teorii uprugosti takoæ zavisimost~¸ dopustimo prenebregat~).

11. Iz formuly (1.37^′) dlØ variacii uprugogo potenciala sleduet zakon sohraneniØ ffnergii ideal~no uprugoæ sredy, igra¸- wiæ fundamental~nu¸ rol~ v vyØsnenii rØda principial~nyh voprosov, svØzannyh s postanovkoæ i so svoæstvami rexeniæ dinamiqeskih zadaq teorii uprugosti.

Predpoloßim, qto za vremØ δt pod vliØniem vnexnih vozdeæstviæ pole smeweniæ izmenilos~ na veliqinu δ⃗u. Na osnovanii formuly (1.37^′), spravedlivoæ pri l¸byh variaciØh δ⃗u, poluqaem ∂W ∂t = div

[_3∑ k=1 ⃗t_k ⃗u̇ ] − (⃗ u̇^{−→}Div t_{ik} ) , gde toqkoæ sverhu nad u_k i u oboznaqeno differenciarovanie po t. PodstavlØØ s¸da vyraßenie^{−→}Div t_{ik} iz (1.32) i zameqaØ, qto ( ∂^2⃗u ∂t^2 ⃗u̇ ) = ∂ ∂t [ 1 2 ( ∂⃗u ∂t )_2] ,

32 G. I. PETRAXEN^ okonqatel~no nahodim ∂ ∂t [ W + ρ 2 ( ∂⃗u ∂t )_2] = ( ⃗ f ⃗u̇ ) + div

[_3∑ k=1 ⃗t_k⃗u̇_k ] . (1.45)

�to ravenstvo vyraßaet v differencial~noæ forme zakon sohraneniØ ffnergii lineænoæ teorii uprugosti, zapisannyæ v lagranßevyh koordinatah x_1, x_2, x_3.

Esli oboznaqit~ qerez V proizvol~nu¸ oblast~ peremennyh

x_1, x_2, x_3, ograniqennu¸ gladkoæ poverhnost~¸ S s vnexneæ nor-

mal~¸ ⃗n, to (v sluqae polØ smeweniæ, dlØ kotorogo vse veliqiny iz (1.45) integriruemy, a ⃗t_k⃗u̇_k nepreryvny) rezul~tat integrirovaniØ (1.45) po oblasti V , s primeneniem formuly Gaussa, privodit k integral~nomu zakonu sohraneniØ ffnergii ∂ ∂t ∫ ∫ ∫ (V ) [ W + ρ 2 ( ∂⃗u ∂t )_2] dV =

= ∫ ∫ ∫ (V ) ( ⃗ f ⃗u ) dV + ∫ ∫ (S) ( ⃗t_n ⃗u ) dS, (1.46)

dopuska¸wemu bolee naglØdnoe fiziqeskoe istolkovanie. Qleny, stoØwie v pravoæ qasti formuly (1.46), ime¸t smysl mownosteæ (rabot za edinicu vremeni) plotnosteæ vnexnih sil. Sleva ße pod znakom integrala stoit vyraßenie plotnosti ffnergii sredy, sostoØwee iz potencial~noæ i kinetiqeskoæ qasteæ.

Sleduet otmetit~, qto s formal~no-matematiqeskoæ toqki zreniØ k tolkovani¸ zakona sohraneniØ ffnergii ideal~no uprugoæ sredy net nußdy niqego dobavlØt~, krome, poßaluæ, togo, qto fftot zakon igraet fundamental~nu¸ rol~ v dinamiqeskoæ teorii uprugosti. S fiziqeskoæ ße toqki zreniØ v tolkovanii slagaemyh formuly (1.46) (krome pervogo, soderßawego W ) moßet vozniknut~ zatrudnenie, vyzvannoe tem obstoØtel~stvom, qto pod V v (1.46) podrazumevaetsØ ne istinnaØ oblast~, zanimaemaØ v moment vremeni t vydelennoæ (material~noæ) qast~¸ sredy,^4 a oblast~, kotoru¸ vydelennaØ qast~ sredy zanimala v nevozmuwennom sostoØnii, t.e. kogda v neæ bylo ⃗u ≡ 0. Pri fftom vse

4V p. 9 takaØ oblast~ oboznaqalas~ qerez V0, a ee graniqnaØ poverhnost~ – qerez S0.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 33 veliqiny, vhodØwie pod znaki integralov v (1.46), rassmatriva¸tsØ kak funkcii lagranßevyh koordinat x_1, x_2, x_3 i, sledovatel~no, naprimer, znaqeniØ veliqin ˙⃗u = ∂⃗u/∂t = ⃗v (x_1, x_2, x_3, t) i t_{ik} = t_{ik}(x_1, x_2, x_3, t) otnosØtsØ ne k material~noæ toqke sredy, ime¸weæ (v vozmuwennom sostoØnii) koordinaty (x_1, x_2, x_3, t), a k material~noæ toqke, koordinaty kotoroæ (ξ_1, ξ_2, ξ_3) svØzany s

(x_1, x_2, x_3, t) formulami (1.16). Iz-za fftogo obstoØtel~stva, na-

primer, vyraßenie (⃗t_n⃗u ), stoØwee pod znakom poverhnostnogo integrala v (1.46), otnositsØ ne k toqke N poverhnosti S (kak trebovalos~ by dlØ strogo fiziqeskogo tolkovaniØ poverhnostnogo integrala v smysle mownosti poverhnostnyh sil, priloßennyh k material~nomu ob¨emu sredy), a k toqke ~N , otstoØweæ ot N ∈ S na veliqinu vektora smeweniæ ⃗u(N, t).

Legko videt~, qto ukazannye trudnosti fiziqeskogo tolkovaniØ formuly (1.46), ravno kak i drugih formul matematiqeskogo formalizma teorii ideal~no uprugih sred, otpada¸t, esli vse funkcii, vhodØwie v matematiqeskiæ formalizm (naprimer, ⃗u, ˙⃗u, t_{ik} i ⃗f ) izmenØ¸tsØ prenebreßimo malo pri izmenenii ih prostranstvennyh argumentov x_1, x_2, x_3 na veliqiny Δx_1, Δx_2, Δx_3, ne prevoshodØwie | ⃗u |, t.e., esli | |Δ⃗u | | ≪ | |⃗u | |, | |Δ⃗u | | ≪ | |⃗u | |, | |Δ⃗t_{ik} | | ≪ |t_{ik}| i t.d. (1.47) pri √ Σ(Δx)^2 ⩽ | |⃗u | | i Δ⃗u ≡ ⃗u ( x_1 + Δx_1, . . . , x_3 + Δx_3, t ) − ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) i t.d. (1.48)

Takie usloviØ nazyva¸t obyqno usloviØmi malosti vektora uprugih smeweniæ.

Sleduet podqerknut~, qto usloviØ malosti vektora uprugih smeweniæ deæstvitel~no vypolnØ¸tsØ dlØ mnogih tverdyh (“uprugih”) nevyroßdennyh sistem ili sred, podvergaemyh ne slixkom sil~nym i ne slixkom bystro izmenØ¸wimsØ v prostranstve i vremeni vnexnim vozdeæstviØm. V takih sluqaØh vyvodam teorii moßno verit~ bezogovoroqno. Odnako vstreqa¸tsØ i situacii, v kotoryh teoriØ privodit k praktiqeski horoxim rezul~tatam, v to vremØ kak nekotorye iz usloviæ fiziqeskogo ee obosnovaniØ ne vypolnØ¸tsØ. Pofftomu naibolee celesoobrazno matematiqeskiæ formalizm (lineænoæ) teorii ideal~- noæ uprugosti rassmatrivat~ kak neqto cel~noe i samostoØtel~- noe, ne svØzannoe s kakimi-libo fiziqeskimi ograniqeniØmi.

34 G. I. PETRAXEN^

Poluqaemye ße iz formalizma sledstviØ dolßny proverØt~sØ praktikoæ, kotoraØ v konce koncov i ustanavlivaet istinnu¸ oblast~ praktiqeskoæ primenimosti l¸boæ estestvennoæ teorii.

12. Vo mnogih voprosah ves~ma poleznoæ okazyvaetsØ formula Betti, igra¸waØ rol~ formuly Grina dlØ uravneniæ teorii uprugosti. Qtoby ee vyvesti, vyberem dva proizvol~- nyh (dvaßdy differenciruemyh) polØ smeweniæ ⃗u (x_1, x_2, x_3, t) i

⃗u^0 (x_1, x_2, x_3, t) v odnoæ i toæ ße uprugoæ srede i vyqislim po ta-

kim polØm sostavlØ¸wie tenzorov e_{ik} i e^0_{ik} deformacii iz (1.15) i tenzorov naprØßeniæ

t_{ik} = 2 3∑ ν6μ^{cik,νμ eνμ,} t^0_{ik} = 2 3∑ ν6μ^{cik,νμ e} 0 νμ, (1.49)

ispol~zuØ formuly (1.38) i (1.39). Rassmotrim toßdestvo 2 3∑ i6k_ν6_μ^{cik,νμ eik e} 0 νμ ≡ 2 3∑ i6k_ν6_μ^{cik,νμ e} 0 ik e_{νμ}, oqevidnoe v silu (1.40). Na osnovanii pravoæ qasti (1.41) poluqaem ravenstvo 3∑ i6k^{tik e} 0 ik = 3∑ i6k^t 0 ik e_{ik}, (1.50) nazyvaemoe formuloæ Betti. Esli teper~ vospol~zovat~sØ formuloæ (1.35), polagaØ sperva t_{ik} = t_{ik}, ⃗a = ⃗u^0, a zatem t_{ik} = t^0_{ik},

⃗a = ⃗u, to (1.50) perepixetsØ v vide ( ⃗t_1 grad u^0_1 ) + ( ⃗t_2 grad u^0_2 ) + ( ⃗t_3 grad u^0_3 ) ≡ ≡ (^{−→} t^0_1 grad u_1 ) + (^{−→} t^0_2 grad u_2 ) + (^{−→} t^0_3 grad u_3 ) . (1.51)

Vsledstvie ße toßdestva vida (1.33) sootnoxenie (1.51) moßno zapisat~ v sledu¸weæ ffkvivalentnoæ forme: ( ⃗u^{−→}Div t^0_{ik} ) − ( ⃗u^{0 −→}Div t_{ik} ) ≡

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 35

≡ div [(−→ t^0_1 u_1 − ⃗t_1 u^0_1 ) + (^{−→} t^0_2 u_2 − ⃗t_2 u^0_2 ) + (^{−→} t^0_3 u_3 − ⃗t_3 u^0_3 ) ≡ ≡ div

[_3∑ k=1 (^{−→} t^0_1 ⃗u − ⃗t_k ⃗u^0 )⃗ i_k ] . (1.52)

Zametim, qto pri perehode k pravoæ qasti toßdestva my uqli formuly (1.22) i simmetri¸ t_{ik} = t_{ki} komponent tenzora naprØßeniæ.

Oboznaqim, nakonec, qerez ⃗f i ⃗f^0 plotnosti massovyh sil, sootvetstvu¸wie vektoram smeweniæ ⃗u i ⃗u^0, i vospol~zuemsØ uravneniem dvißeniØ (1.32) i podobnym ße uravneniem dlØ t^0_{ik},

⃗u^0 i ⃗f^0. Togda (1.52) moßno perepisat~ v sledu¸wem okonqa-

tel~nom vide:

⃗f ⃗u^0 − ⃗f^0 ⃗u =^3 ∑ k=1 ∂ ∂x_k (−→ t^0_k ⃗u − ⃗t_k ⃗u^0 ) + ∂ ∂t ρ ( ⃗u^0 ∂⃗u ∂t − ⃗u ∂⃗u^0 ∂t ) . (1.53)

Takoe ravenstvo, soderßawee v pravoæ qasti vyraßenie tipa qetyrehmernoæ divergencii, budem nazyvat~ differencial~noæ formuloæ Grina–Vol~terra.

§2. Svodka oboznaqeniæ i vaßneæxih formul teorii ideal~no uprugih sred. Osnovnye poloßeniØ lineænoæ akustiki i lineænoæ teorii neideal~noæ uprugosti

V pp. 1–8 nastoØwego paragrafa privoditsØ svodka rezul~tatov §1, sostavlØ¸wih soderßanie matematiqeskogo formalizma teorii ideal~noæ uprugosti. V pp. 9–14 kratko obsußda¸tsØ osnovnye poloßeniØ lineænoæ akustiki i lineænoæ teorii neideal~no uprugih sred, oblada¸wih posledeæstviem.

Matematiqeskiæ formalizm teorii ideal~no uprugih sred

Privodimyæ formalizm, ravno kak i “fiziqeskaØ interpretaciØ” veliqin, harakterizu¸wih vozmuwennoe sostoØnie uprugoæ sredy, vytekaet iz rezul~tatov §1 v predpoloßenii (1.9), a takße “malosti” vektora uprugih smeweniæ iz p. 11 §1, qto pozvolØet ne razliqat~ lagranßevy i ffælerovy koordinaty material~nyh toqek. Formalizm daetsØ primenitel~no k proizvol~no vybrannoæ pravovintovoæ dekartovoæ sisteme koordinat x ≡ x_1,

y ≡ x_2, z ≡ x_3 s ortami ⃗i ≡ ⃗i_1, ⃗j ≡ ⃗i_2, ⃗κ ≡ ⃗i_3,

36 G. I. PETRAXEN^

1. Vozmuwennoe sostoØnie ideal~no uprugoæ sredy harakterizuetsØ vektorom (uprugih) smeweniæ ⃗u ≡ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) = 3∑ k=1 ⃗u(x_1, x_2, x_3, t)⃗i_k, (2.1)

opredelØ¸wim otklonenie material~noæ toqki ot togo poloßeniØ ravnovesiØ (x_1, x_2, x_3), kotoroe ona zanimala v nevozmuwennom sostoØnii.

2. Po pol¸ smeweniæ vyqislØ¸tsØ komponenty tenzora deformaciæ ε_{ik} = 1 2 ( ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i ) , (i, k = 1, 2, 3) (2.2) ili e_{ii} = ∂u_i ∂x_i , e_{ik} = ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i , (i ≠ k) (2.3)

kak funkcii koordinat x_1, x_2, x_3 i vremeni t. Tablica znaqeniæ

ε_{ik} iz (2.2) opredelØet simmetriqnyæ tenzor 2-go ranga otno-

sitel~no afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat v toqnom smysle fftogo ponØtiØ. Tablica ße e_{ik} ne ØvlØetsØ tenzorom, hotØ i nosit takoe nazvanie. Fiziqeskiæ smysl ε_{ik} raz¨- Øsnen v p. 2 §1.

3. NaprØßennoe sostoØnie ideal~no uprugoæ sredy harakterizuetsØ tremØ koordinatnymi vektorami naprØßeniæ ⃗t_i = 3∑ k=1 t_{ik}⃗i_k, (i = 1, 2, 3), (2.4)

rassmatrivaemymi kak funkcii ot vremeni t i prostranstvennyh koordinat x_1, x_2, x_3, takih ße, kak i v (2.1). Vektorom ⃗t_k opredelØetsØ plotnost~ sily, s kotoroæ fflementy sredy, raspoloßennye po poloßitel~nu¸ storonu ot (beskoneqno maloæ) plowadki dS, prohodØweæ qerez toqku (x_1, x_2, x_3) i ime¸weæ normal~ ⃗n = ⃗i_k, deæstvu¸t na fflementy sredy, raspoloßennye po otricatel~nu¸ storonu plowadki. Tablica t_{ik} = t_{ki} simmetriqna i ØvlØetsØ tenzorom 2-go ranga otnositel~no l¸byh preobrazovaniæ koordinat. Vektor naprØßeniæ na plowadke s normal~¸

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 37 ⃗n opredelØetsØ formuloæ ⃗t_n = 3∑ k=1 ( ⃗t_k cos nx_k ) = 3∑ k=1 ( ⃗t_k ⃗n )⃗ i_k. (2.5)

4. V kaßdoæ toqke (x1, x2, x3) sredy meßdu tik i eik vypolnØ¸tsØ lineænye sootnoxeniØ t_{ik} = 3∑ nu,μ=1 c_{ik,νμ}ε_{νμ} ≡ 2 ∑ ν6μ^{cik,νμ eνμ =} = 3∑ p,q=1 c_{ik,pq} ∂u_q ∂x_p , (i, k = 1, 2, 3), (2.6)

vyraßa¸wie zakon Guka. Tablica kofffficientov v (2.6) simmetriqna, priqem c_{ik,νμ} = c_{νμ,ik} = c_{ki,νμ} = c_{ki,μν}. (2.6^′) Vse c_{ki,μν} (opredelØ¸wie v obwem sluqae tenzor 4-go ranga) ØvlØ¸tsØ, voobwe govorØ, funkciØmi x_1, x_2, x_3.

V sluqae izotropnyh sred formuly (2.6) uprowa¸tsØ i prinima¸t vid

t_{ii} = λ div ⃗u + 2μe_{ii} t_{ik} = μe_{ik} (i ≠ k) (2.7)

pri (i, k = 1, 2, 3), gde div ⃗u = e_{11} + e_{22} + e_{33}, a λ > 0 i μ > 0 – (invariantnye) parametry Lame, zavisØwie, voobwe govorØ, ot koordinat x_1, x_2, x_3.

5. UravneniØ dvißeniØ ideal~no uprugoæ sredy zapisyva¸tsØ v vide_{−→}

Div t_{ik} + ⃗f = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 ,^{−→}Div t_{ik} = 3∑ k=1 ⃗i_k div⃗t_k, (2.8)

gde ⃗f – vektor plotnosti massovyh sil, ρ – plotnost~ vewestva sredy, a ⃗t_k iz (2.4) svØzany s vektorom smeweniæ ⃗u formulami (2.6), (2.2) v obwem sluqae i (2.7), (2.3) v sluqae izotropnyh sred. Uravnenie (2.8) imeet tenzornyæ harakter. Na ego osnove legko poluqa¸tsØ uravneniØ dvißeniØ v proizvol~nyh krivolineænyh koordinatah. (Neobhodimo tol~ko qastnoe vyraßenie dlØ^{−→}Div t_{ik} zamenit~ ego obwekovariantnym vyraßeniem.)

38 G. I. PETRAXEN^

V komponentah uravnenie (2.8) perepisyvaetsØ v vide 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq} ∂^2u_q ∂x_k∂x_p + 3∑ k,p,q=1 ∂c_{ik,pq} ∂x_k ∂u_q ∂x_p + f_i =

= ρ ∂^2u_i ∂t^2 , (i = 1, 2, 3), (2.9)

priqem slagaemoe, soderßawee pervye proizvodnye ∂u_q /∂x_p, obrawaetsØ v nul~ v sluqae odnorodnyh anizotropnyh sred. Esli ße sreda odnorodna i izotropna, (ρ = const ., μ = const .,

λ = const .) to uravnenie (2.8) prinimaet formu

(λ + μ) grad div ⃗u + μΔ⃗u + ⃗f = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 (2.10)

uravneniØ Lame. V komponentah takoe uravnenie udobno perepisyvat~ v vide 3∑ k=1 ∂t_{ik} ∂x_k + f_i = ρ

∂^2u_i ∂t^2 , (i = 1, 2, 3). (2.11)

6. Suwestvuet poloßitel~no-opredelennaØ kvadratiqnaØ forma W = 1 2 3∑ i,k,νμ=1 c_{ik,νμ}ε_{ik}ε_{νμ} ≡ 3∑ i6k_ν6_μ^{cik,νμ eik eνμ ⩾ 0,} (2.12)

kofffficienty c_{ik,νμ} kotoroæ sovpada¸t s kofffficientami c_{ik,νμ} iz (2.6) i (2.6^′), a e_{ik} imeet znaqenie (2.3), opredelØ¸waØ plotnost~ potencial~noæ ffnergii deformacii ideal~no uprugoæ sredy. Iz usloviØ W = 0 s neobhodimost~¸ sleduet e_{ik} = 0.

V sluqae izotropnyh sred W opredelØetsØ vyraßeniem

2W = (λ + 2μ) ( e_{11} + e_{22} + e_{33}

)_2 + +μ [ e^2_{12} + e^2_{13} + e^2_3 − 4 ( e_{11}e_{12} + e_{11}e_{23} + e_{22}e_{33} )] . (2.13)

Iz (2.6) i (2.12) sledu¸t ravenstva t_{ik} = ∂W ∂e_{ik} = 2 ∑ ν6μ^{cik,pq} ∂u_q ∂x_p , (2.14)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 39 a takße ves~ma poleznye formuly

2W = ∑ i6k^{tikeik =} 3∑ k=1 ( ⃗t_k ∂⃗u ∂x_k ) =

= div

(_3∑ k=1 ⃗t_k u_k ) − ( ⃗u^{−→}Div t_{ik} ) , (2.15)

pri vyvode kotoryh ispol~zovalis~ toßdestva (1.33) i (1.35) pri ⃗a = ⃗u. Putem differencirovaniØ (2.12) po vremeni t (s ispol~zovaniem toßdestv (1.33) i (1.35) pri ⃗a = ⃗u) poluqa¸tsØ vaßnye sootnoxeniØ ∂W ∂t = 2 3∑ ν6μ_i6_k^{cik,νμ eik ėνμ =} ∑ i6k^{tik ėik =}

= div

(_3∑ k=1 ⃗t_k u̇_k ) − ( ⃗ u̇^{−→}Div t_{ik} ) , (2.16)

7. Spravedliv zakon sohraneniØ ffnergii, vyraßa¸wiæsØ v differencial~noæ forme ravenstvom ∂ ∂t [ W + ρ 2 ( ∂⃗u ∂t )_2] = ( ⃗ f ⃗u̇ ) + div

(_3∑ k=1 ⃗t_k u̇_k ) . (2.17)

Integral~naØ zapis~ zakona sohraneniØ ffnergii imeet vid ∂ ∂t ∫ ∫∫ (V ) [ W + ρ 2 ( ∂⃗u ∂t )_2] dV = ∫∫ ∫ (V ) ( ⃗ f ⃗u̇ ) dV − ∫ ∫ (S) ( ⃗ P ⃗n ) dS, (2.18)

gde (V ) – proizvol~naØ fiksirovannaØ trehmernaØ oblast~, ograniqennaØ gladkoæ poverhnost~¸ S s vnexneæ normal~¸ ⃗n, a vyraßenie ⃗P = − 3∑ k=1 (⃗t_k u̇_k ) (2.19)

40 G. I. PETRAXEN^ opredelØet vektor plotnosti potoka ffnergii polØ v oblasti V , udovletvorØ¸wiæ, v silu (2.5), oqevidnomu ravenstvu ( ⃗ P ⃗n ) = − 3∑ k=1 ( ⃗t_k ⃗n ) u̇_k = − ( ⃗t_n ⃗u̇ ) . SostavlØ¸wie vektora ⃗P opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

P_k = − 3∑ i=1 t_{ki} u̇_i = − 3∑ i,p,q=1 c_{ik,pq} ∂u_q ∂x_p u̇_i, (2.20)

poluqennymi iz (2.19), (2.6) pri uqete (2.6^′). Zametim, qto dlØ perehoda ot (2.17) k (2.18) krome integriruemosti po V treh qlenov ravenstva (2.17) neobhodima takße nepreryvnost~ v oblasti V vplot~ do S vseh sostavlØ¸wih vektora ⃗P.

8. Esli ⃗u(x1, x2, x3, t) i ⃗u^0(x1, x2, x3, t) – dva proizvol~nyh polØ smeweniæ v odnoæ i toæ ße uprugoæ srede, a e_{ik}, t_{ik}, ⃗f i e^0_{ik},

t^0_{ik}, ⃗f^0 – sootvetstvu¸wie im tenzory deformaciæ, naprØßeniæ

(vyqislennye po (2.3) i (2.6)) i vektory plotnosteæ massovyh sil (vyqislØemyh po (2.8)), to spravedlivo toßdestvo 3∑ k=1 ( ⃗t_k grad u^0_k ) ≡ 3∑ k=1 ( ⃗t^0_k grad u_k ) , perepisyva¸weesØ v sledu¸weæ ffkvivalentnoæ forme (_{−→} Div t^0_{ik}, ⃗u ) − (_{−→} Div t_{ik}, ⃗u^0 ) ≡ div ( ⃗t^0_1 u_1 − ⃗t_1 u^0_1 + ⃗t^0_2 u_2 − ⃗t_2 u^0_2 + ⃗t^0_3 u_3 − ⃗t_3 u^0_3 ) ≡ ≡ div

{_3∑ k=1 [( ⃗t^0_k ⃗u_k ) − ( ⃗t_k ⃗u^0_k )]⃗ i_k } . V silu (2.8) ono moßet byt~ zapisano i v vide ( ⃗ f ⃗u^0 ) − ( ⃗ f^0 ⃗u ) = 3∑ k=1 ∂ ∂x_k [ ⃗t^0_k ⃗u −⃗t_k ⃗u^0 ] + ∂ ∂t [ ⃗u^0 ∂⃗u ∂t − ⃗u ∂⃗u^0 ∂t ] . (2.21)

Takoe sootnoxenie nazyvaetsØ differencial~noæ formuloæ Grina–Vol~terra v teorii uprugosti. Esli v qetyrehmernoæ

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 41 oblasti B, ograniqennoæ poverhnost~¸ Σ s kusoqno-nepreryvnoæ vnexneæ normal~¸ ν, uprugie parametry sredy nepreryvny, a polØ ⃗u i ⃗u^0 nepreryvny vmeste s pervymi proizvodnymi vplot~ do Σ, to spravedliva integral~naØ formula Grina–Vol~terra ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗f ⃗u^0 − ⃗f^0 ⃗u ] dB = ∫ ∫∫ (Σ) [ ⃗u ⃗M_4(⃗u^0) − ⃗u^0 ⃗M_4(⃗u) ] dΣ, (2.22)

v kotoroæ

⃗M_4(⃗u) =^3 ∑ k=1 ⃗t_k cos νx_k − ρ ∂⃗u ∂t cos νt, (2.23)

i analogiqno dlØ ⃗M_4(⃗u^0). TakaØ formula nahodit ves~ma poleznye priloßeniØ.

LineænaØ akustika

9. V sluqae gidrodinamiki ili akustiki opisanie dvißeniØ sredy obyqno vedetsØ v (lokal~nyh) ffælerovyh koordinatah ξ_1,

ξ_2, ξ_3 i vremeni t (sm. p. 4 §1). Pri fftom sostoØnie sredy v

toqke (ξ_1, ξ_2, ξ_3, t) harakterizuetsØ plotnost~¸ ρ, davleniem p i vektorom ⃗v skorosti dvißeniØ qastic, nahodØwihsØ v fftoæ toqke, priqem ρ, p i ⃗v rassmatriva¸tsØ kak funkcii peremennyh

ξ_1, ξ_2, ξ_3 i t. Izmenim oboznaqeniØ i budem ponimat~ pod x_1, x_2, x_3 ffælerovy koordinaty material~nyh toqek sredy. Togda

okaßetsØ ⃗v = ⃗v(x_1, x_2, x_3, t), ρ = ρ(x_1, x_2, x_3, t) i p = p(x_1, x_2, x_3, t).

V ßidkih i gazoobraznyh (nevØzkih) sredah tenzor naprØßeniæ imeet znaqenie t_{ik} = −pδ_{ik}, (2.24) gde δ_{ik} – simvol Kronekera. Pofftomu uravnenie (1.29) dvißeniØ sredy prinimaet formu ρ d ⃗v dt = ⃗f − grad p, (2.25)

priqem pod d⃗v/dt sleduet ponimat~ substancional~nu¸ proizvodnu¸, opredelØemu¸ formuloæ (1.19), t.e. d⃗v dt = ∂⃗v ∂t + 3∑ k=1 ∂⃗v ∂x_k v_k. (2.26)

42 G. I. PETRAXEN^

10. Krome uravneniæ dvißeniØ (2.25) sostoØnie ßidkoæ ili ga-

zoobraznoæ sredy opredelØetsØ: 1) uravneniem nerazryvnosti ∂ρ ∂t + 3∑ k=1 ∂ρ ∂x_k v_k + ρ div ⃗v = 0 (2.27)

i 2) uravneniem sostoØniØ vewestva, svØzyva¸wim meßdu soboæ

davlenie p i plotnost~ ρ, t.e.

p = Φ(ρ) i ρ = φ(p). (2.28)

Pust~ v nevozmuwennom sostoØnii sreda harakterizovalas~

znaqeniØmi p = p_0(x_1, x_2, x_3) i ρ = ρ_0(x_1, x_2, x_3) davleniØ i plot-

nosti, i pust~ voznika¸wie v srede vozmuweniØ nastol~ko maly,

qto v sil~noæ stepeni vypolnØ¸tsØ neravenstva | |p − p_0 | | ≪ p_0, | |ρ − ρ_0 | | ≪ ρ_0. (2.29)

Togda dρ dp = φ^′(p) ≈ φ^′(p_0) ≡ 1 c^2(x_1, x_2, x_3) , qto pozvolØet sqitat~ dρ/dp veliqinoæ, ne zavisØweæ ot izmene-

niØ davleniØ p v processe vozmuweniæ. Pri fftom ∂ρ ∂t = φ^′(p) ∂p ∂t ≈ φ^′(p_0) ∂p ∂t ≡ 1 c^2(x_1, x_2, x_3) ∂p ∂t . (2.30)

11. Esli rassmatrivat~ nastol~ko “malye” vozmuweniØ, qto vy-

polnØ¸tsØ neravenstva | | | | 3∑ r=1 ∂⃗v ∂x_k v_k | | | | ≪ | | | | ∂⃗v ∂t | | | |, | | | | 3∑ r=1 ∂ρ ∂x_k v_k | | | | ≪ | | | | ∂ρ ∂t | | | |, (2.31)

to na osnovanii (2.30), (2.31) uravneniØ (2.25) i (2.27) moßno

perepisat~ v vide ρ ∂⃗v ∂t = ⃗f − grad p, ∂p ∂t = −c^2ρ div ⃗v. V takie uravneniØ ne vhodit proizvodnaØ ot ρ po t. Pofftomu v

silu (2.29) moßno poloßit~

ρ ≈ ρ_0(x_1, x_2, x_3),

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 43 gde ρ_0 ne zavisØt ot vremeni. V rezul~tate poluqa¸tsØ lineænye uravneniØ dvißeniØ akustiki

ρ_0 ∂⃗v ∂t = ⃗f − grad p, ∂p ∂t = −c^2ρ_0 div ⃗v, (2.32)

usloviØmi primenimosti kotoryh (2.29) okazyvaetsØ ewe neravenstvo |⃗v| ≪ c. (2.33) Zametim, qto uravneniØ (2.32) formal~no v polnoæ mere ukladyva¸tsØ v shemu fiziqeskih predpoloßeniæ, kotorye byli poloßeny v osnovu p. 9 i 10 §1. Pri fftom nußno sqitat~, qto: 1) sostoØnie sredy opredelØetsØ vektorom smeweniæ ⃗u =

⃗u(x_1, x_2, x_3, t), dlØ kotorogo ⃗v = ⃗u̇; 2) tenzor naprØßeniæ t_{ik} daet-

sØ formuloæ (2.24); 3) potencial~naØ ffnergiØ deformacii opredelØetsØ vyraßenim

2W = ρc^2 ( e_{11} + e_{22} + e_{33}

)_2 ≡ λ_0 ( div ⃗u )_2

, (2.34)

gde λ_0 = c^2(x_1, x_2, x_3)ρ(x_1, x_2, x_3), a zakon Guka (2.7) zapisyvaetsØ v vide

t_{ii} = λ_0 div ⃗u, t_{ik} = 0 (i ≠ k). (2.35)

Itak, lineænye uravneniØ (2.32) akustiki moßno rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ uravneniæ (2.8) ideal~no uprugoæ izotropnoæ sredy, u kotoroæ modul~ sdviga μ = 0. �to pozvolØet ne ostanavlivat~sØ special~no na izuqenii uravneniæ lineænoæ akustiki, a neobhodimye rezul~taty poluqat~ iz uravneniæ teorii uprugosti v sluqae izotropnyh sred, u kotoryh μ = 0.

Zameqanie o formalizme teorii lineænyh neideal~no uprugih sred

12. Predstavlenie ob ideal~no uprugoæ srede, matematiqeskoe opisanie dvißeniØ kotoroæ obsußdalos~ v §1, poØvilos~ v rezul~tate idealizacii usloviæ protekaniØ dinamiqeskih processov v real~nyh sredah. V osnove takogo predstavleniØ leßalo predpoloßenie o suwestvovanii funkcii sostoØniØ W , plotnosti potencial~noæ ffnergii deformacii uprugoæ sredy, kotoraØ ØvlØetsØ odnorodnoæ poloßitel~no-opredelennoæ kvadratiqnoæ

44 G. I. PETRAXEN^ funkcieæ ot komponent tenzora malyh deformaciæ. �to predpoloßenie vleklo za soboæ vypolnenie zakona Guka, svØzyva¸- wego znaqenie komponent tenzora naprØßenæ t_{ik} v l¸boæ moment vremeni t so znaqeniØmi komponent tenzora deformaciæ e_{ik}, vyqislØemyh dlØ togo ße samogo momenta vremeni t. Odnako opyt pokazyvaet, qto, strogo govorØ, takaØ svØz~ meßdu t_{ik} i e_{ik} ves~- ma redko vstreqaetsØ v prirode. Obyqno znaqeniØ t_{ik} v toqke M sredy v moment vremeni t zavisØt v toæ ili inoæ stepeni ot znaqeniæ e_{ik} v toqke M , vyqislennyh ne tol~ko dlØ momenta t, no takße i dlØ znaqeniæ t v predxestvu¸wie momenty vremeni. Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto bolee adekvatnoe opisanie real~nyh (“tverdyh”) sred pri malyh deformaciØh poluqaetsØ iz matematiqeskoæ shemy opisaniØ sredy v p. 1–8 nastoØwego paragrafa, esli sohranit~ vnexn¸¸ formu uravneniæ dvißeniØ i (lineænoæ) svØzi meßdu t_{ik} i e_{ik}, no pod uprugimi parametrami sredy vida c_{ik,μν} iz (2.6) ili λ i μ iz (2.7) ponimat~ nekotorye operatory, zavisØwie ot vremeni. Prosteæxim okazyvaetsØ sluqaæ lineænyh integral~nyh operatorov vol~terrovskogo tipa. �tot sluqaæ my i rassmotrim bolee podrobno v predpoloßenii ob izotropnosti izuqaemoæ sredy.

13. SostoØnie sredy pri takom opisanii po-preßnemu opredelØetsØ vektorom smeweniæ (2.1), po kotoromu vyqislØ¸tsØ komponenty “tenzora” deformaciæ (2.3). Takße, kak i v p. 1–8, vvodØtsØ ponØtiØ koordinatnyh vektorov naprØßeniæ (2.4) i simmetriqnogo tenzora naprØßeniæ t_{ik} = t_{ki}; pri fftom estestvenno sohranØetsØ formula (2.5). LineænaØ svØz~ (2.7), svØz~ t_{ik} i e_{ik} sohranØet svoæ vnexniæ vid, no pod λ i μ podrazumeva¸tsØ ne mnoßiteli, zavisØwie ot rassmatrivaemoæ toqki (x_1, x_2, x_3) sredy, a operatory sledu¸wego vida:

λ = λ_0 + t∫ 0 λ_1(t − τ ) . . . dτ,

μ = μ_0 + t∫ 0 μ_1(t − τ ) . . . dτ . (2.36)

Zdes~ λ_0 = λ_0(x_1, x_2, x_3) > 0, μ_0 = μ_0(x_1, x_2, x_3) > 0 – funkcii toqek sredy, a raznostnye Ødra λ_1(t − τ ) i μ_1(t − τ ) operatorov takße mogut zavesit~ i ot x_1, x_2, x_3.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 45 S uqetom ukazannogo izmeneniØ v formulah (2.7) uravneniØ dvißeniØ ime¸t preßniæ vid (2.8), a v sluqae odnorodnyh sred zapisyva¸tsØ v forme (2.10) uravneniæ Lame, gde pod λ i μ podrazumeva¸tsØ operatory iz (2.36), v kotoryh λ_0 i μ_0 ØvlØ¸tsØ postoØnnymi, a Ødra λ_1(t) i μ_1(t) ne zavisØt ot x_1, x_2, x_3.

Zametim, qto sredy, dinamiqeskie processy deformacii v kotoryh opisyva¸tsØ obsußdaemymi uravneniØmi, obyqno nazyva¸t vØzkouprugimi.

14. Pust~ ⃗u = ⃗u(x1, x2, x3, t) – vektor smeweniæ v vØzkouprugoæ izotropnoæ srede, a e_{ik} – otveqa¸wie emu komponenty tenzora deformacii iz (2.3). UqityvaØ (2.36), predstavim komponenty

t_{ik} tenzora naprØßeniæ v vide dvuh slagaemyh:

t_{ik} = t^0_{ik} + t^{(1)}_{ik} , (2.37) i t^0_{ii} = λ_0 div ⃗u + 2μ_0 e_{ii}, t^0_{ik} = μ_0 e_{ik}, (i ≠ k),

t^{(1)}_{ii} = λ_1 div ⃗u + 2μ_1 e_{ii}, t^{(1)}_{ik} = μ_1 e_{ik}, (i ≠ k), } (2.38)

priqem pod λ_1 i μ_1 ponima¸tsØ operatory iz (2.36).

Po tablice t_{ik} = t_{ki} iz (2.37) opredelim koordinatnye vektory naprØßeniæ tipa (2.4), predstavim ffti vektory v vide slagaemyh

⃗t_k = ⃗t^0_k + ⃗t^{(1)}_k ,

sootvetstvu¸wih slagaemym v (2.37), i vospol~zuemsØ toßdestvami (1.33) i (1.35) pri ⃗a = ⃗u̇. Togda legko poluqaetsØ ravenstvo div ( u̇_1⃗t_1 + u̇_2⃗t_2 + u̇_3⃗t_3 ) − (⃗ u̇,^{−→}Div t_{ik} ) = = ∑ i6k ( t^0_{ik} + t^{(1)}_{ik} ) ė_{ik} = ∑ i6k^t 0 ik ė_{ik} + ∑ i6k^t (1) ik ė_{ik}, (2.39) v kotorom toqkoæ sverhu oboznaqeno differencirovanie po vremeni t.

Netrudno proverit~, qto esli po tenzoru deformaciæ e_{ik} =

e_{ki} vØzkouprugoæ sredy postroit~ opredelenno poloßitel~nu¸

kvadratiqnu¸ funkci¸

2W_0 = (λ_0 + 2μ_0) ( e_{11} + e_{22} + e_{33}

)_2 +

46 G. I. PETRAXEN^

+μ_0 {( e^2_{12} + e^2_{13} + e^2_3 − 4 ( e_{11}e_{22} + e_{11}e_{33} + e_{22}e_{33} )} , (2.40)

analogiqnu¸ (2.13) i soderßawu¸ (poloßitel~nye) parametry

λ_0 i μ_0 iz (2.36), to okaßetsØ

t^0_{ik} = ∂W_0 ∂e_{ik} i ∂W_0 ∂t = ∑ i6k^t 0 ik ė_{ik}, (2.41) gde t^0_{ik} – pervoe slagaemoe iz (2.37). VtoraØ formula iz (2.41) daet nußnoe nam vyraßenie dlØ pervogo slagaemogo pravoæ qasti formuly (2.39). Qto ße kasaetsØ vtorogo slagaemogo fftoæ formuly, to na osnovanii nißneæ stroki (2.38) i vida operatorov λ_1 i μ_1 (vyteka¸wego iz (2.36)) dlØ nego legko poluqaetsØ vyraßenie I ≡ ∑ i6k^t (1) ik ė_{ik} = div ⃗u̇ t∫ 0 λ_1(t − τ ) div ⃗u dτ +

+2 3∑ k=1 ė_{kk} t∫ 0 μ_1(t − τ )e_{kk}dτ + ∑ i<k ė_{ik} t∫ 0 μ_1(t − τ )e_{ik} dτ, (2.42)

v kotorom ⃗u̇ i ė_{ik} ØvlØ¸tsØ funkciØmi ot x_1, x_2, x_3, t, a ⃗u i e_{ik} (vhodØwie pod znaki integralov) – funkciØmi ot x_1, x_2, x_3, τ .

Vaßno obratit~ vnimanie na osobennost~ konstrukcii vyraßeniØ I iz (2.42), soderßawego (s odinakovymi znakami) neskol~ko slagaemyh vida j(t) = ė(t) t∫ 0 χ(t − τ )e(τ ) dτ, (2.43) gde pod χ(t) podrazumevaetsØ λ_1(t) ili μ_1(t), a pod e(t) – ili div ⃗u, ili ße e_{ik}(t), priqem prostranstvennye peremennye x_1, x_2, x_3 upomØnutyh funkciæ ne vypisany radi kratkosti. �ta osobennost~ sostoit v trivial~no dokazuemom fakte, qto esli χ(t) > 0, a e(t) i ė(t) nepreryvny, priqem e(0) = 0, to suwestvuet nekotoryæ (koneqnyæ) promeßutok vremeni 0 < t < t_1, v kotorom s neobhodimost~¸ okazyvaetsØ j(t) ⩾ 0. Soverxenno takim ße svoæstvom obladaet veliqina I iz (2.42), esli Ødra operatorov iz (2.36) udovletvorØ¸t neravenstvam

λ_1(t) ⩾ 0, μ_1(t) ⩾ 0. (2.44)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 47 Ukazannoe svoæstvo, kotoroe my nazovem svoæstvom neotricatel~nosti I, okazyvaetsØ ves~ma suwestvennym pri dokazatel~- stve edinstvennosti rexeniØ dinamiqeskih zadaq v sluqae vØzkouprugih sred (p. 6 §3).

Esli uqest~ (2.41) i (2.42) i uravnenie dvißeniØ (2.8), to ravenstvo (2.39) posle integrirovaniØ po oblasti V , ograniqennoæ gladkoæ poverhnost~¸ S s vnexneæ normal~¸ ⃗n, privodØt k formule ∂ ∂t ∫ ∫ ∫ (V ) [ W_0 + 1 2 ρ(⃗u̇)^2 ] dV + ∫ ∫∫ (V ) I dV =

= ∫ ∫ ∫ (V ) ( ⃗ f ⃗u̇ ) dV + ∫ ∫ (S) ( ⃗ f ⃗u̇ ) dS, (2.45)

pohoßeæ na (2.18), kotoru¸ moßno tolkovat~ kak zakon sohraneniØ ffnergii v lineænoæ teorii vØzkouprugih sred. Pri fftom vyraßenie ∫ ∫∫

(V ) I dV ≡ ∫∫ ∫ (V ) ∑ i6k^t (1) ik ė_{ik} dV (2.46) sootvetstvuet ffnergii, poglowennoæ sredoæ iz-za vØzkosti materiala. OstaetsØ otmetit~, qto v real~nyh vØzkouprugih sredah usloviØ (2.44) vypolnØ¸tsØ. Pri fftom na osnovanii vyxeizloßennogo nel~zØ utverßdat~, qto integral (2.46) vsegda ⩾ 0. Odnako, esli pri t = 0 bylo ⃗u ≡ 0, a pri t > 0 v srede poØvlØlis~ vozmuxeniØ, to moßno utverßdat~ suwestvovanie takogo intervala 0 < t < t_1 vremeni, v kotorom I ⩾ 0 i, sledovatel~- no, integral (2.46) neotricatelen. �togo uße dostatoqno dlØ dokazatel~stva edinstvennosti rexeniæ dinamiqeskih zadaq v sluqae vØzkouprugih materialov.

§3. Postanovka zadaq v dinamiqeskoæ teorii uprugosti. Edinstvennost~ rexeniØ v klasse funkciæ so slabymi razryvami

1. Pust~ V – proizvol~naØ koneqnaØ ili beskoneqnaØ oblast~ peremennyh x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3, ograniqennaØ poverhnost~¸ S s vnexneæ normal~¸ ⃗n. PredpolagaetsØ, qto oblast~ V zapolnena uprugoæ sredoæ, harakterizu¸weæsØ uprugimi parametrami c_{ik,νμ} = c_{ik,νμ}(x_1, x_2, x_3) i massovoæ plotnost~¸ ρ =

48 G. I. PETRAXEN^

ρ(x_1, x_2, x_3). Na fflementy sredy deæstvu¸t vnexnie massovye si-

ly ⃗f = ⃗f (x_1, x_2, x_3). V naqal~nyæ moment vremeni, prinimaemyæ za t = 0, sqita¸tsØ izvestnymi polØ smeweniæ i skorosteæ smeweniæ, t.e. ⃗u | | |_{t=0} = ⃗u0(x1, x2, x3), ⃗u̇ | | |_{t=0} = ⃗v0(x1, x2, x3). (3.1)

V toqkah N graniqnoæ poverhnosti S predpolaga¸tsØ zadanny- mi: a) ili znaqeniØ vektora smeweniæ ⃗u | | |_N = ⃗U (N, t), (3.2)

b) ili znaqeniØ vektora naprØßeniæ ⃗t_n | | |_N = ⃗T (N, t), (3.3)

c) ili ße, nakonec, smexannye usloviØ vida u_{τ3} | | |_N = U3(N, t), (⃗tn)τ_n | | |_N = Tν (N, t), (3.4) ili u_{τν} | | |_N = Uν (N, t), (⃗tn)τ_3 | | |_N = T3(N, t), (3.4^′)

v kotoryh na granice S zada¸tsØ qastino sostavlØ¸wie vektora ⃗u, a qastiqno sostavlØ¸wie vektora ⃗t_n. Zametim, qto v (3.4) i (3.4^′) vhodØt proekcii vektorov ⃗u i ⃗t_n na sistemu vzaimno perpendikulØrnyh ortov ⃗τ_1, ⃗τ_2, ⃗τ_3, opredelennyh dlØ kaßdoæ toqki N na S. Obyqno odin iz fftih vektorov (vektor ⃗τ_3) sovpadaet s normal~¸ ⃗n k S.

Funkcii ⃗f , ⃗u_0, ⃗v_0, a takße funkcii iz pravyh qasteæ togo (odnogo!) iz graniqnyh usloviæ (3.2), ili (3.3), ili (3.4), ili (3.4^′), pri kotoryh rassmatrivaetsØ formuliruemaØ niße zadaqa, sqita¸tsØ izvestnymi. Pri fftom v sluqae beskoneqnyh oblasteæ V vsegda predpolagaetsØ suwestvovanie takogo koneqnogo

R > 0, qto vse upomØnutye funkcii toßdestvenno ravny nul¸

vne sfery radiusa R s centrom v kakoæ-nibud~ fiksirovannoæ toqke oblasti V . �to uslovie vyraßaet trivial~nyæ fakt, qto l¸bye izmereniØ i (kontroliruemye) vozdeæstviØ na sredu mogut proizvodit~sØ lix~ na koneqnyh rasstoØniØh ot vybrannoæ toqki sfery.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 49 Esli vnutri oblasti V parametry c_{ikνμ} i ρ osta¸tsØ nepreryvnymi, to nestacionarnye dinamiqeskie zadaqi teorii uprugosti formuliru¸tsØ sledu¸wim obrazom. TrebuetsØ naæti pole smeweniæ ⃗u(x, y, z) v oblasti V iz rexeniØ uravneniØ (2.8) −→ Div t_{ik} + ⃗f = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 pri naqal~nyh usloviØh (3.1) vo vseh vnutrennih toqkah V i pri odnom iz graniqnyh usloviæ (3.2), (3.3), (3.4) ili (3.4^′). Pri fftom moßet okazat~sØ, qto na razliqnyh qastØh graniqnoæ poverhnosti S zadany razliqnye graniqnye usloviØ iz ukazannyh (no obØzatel~no na kaßdoæ qasti S tol~ko odno iz takih usloviæ).

2. Dokaßem edinstvennost~ rexeniØ postavlennoæ zadaqi v predpoloßenii, qto pri zadannyh funkciØh ⃗f, ⃗u_0 i ⃗v_0 i funkci- Øh iz pravyh qasteæ graniqnyh usloviæ rexenie realizuetsØ v klasse vektorov ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) so slabymi razryvami, t.e. takih vektorov, qto ⃗u nepreryvno vmeste s pervymi qastnymi proizvodnymi v oblasti V vplot~ do S i imeet v V integriruemye vtorye qastnye proizvodnye. Pri ukazannoæ gladkosti rexeniØ ⃗u moßno pol~zovat~sØ zakonom sohraneniØ ffnergii v ego integral~noæ forme (2.18). Pri fftom budem snaqala sqitat~ V koneqnoæ oblast~¸, ograniqennoæ dostatoqno gladkoæ zamknutoæ poverhnost~¸ S.

Esli suwestvu¸t dva rexeniØ ⃗u_1 i ⃗u_2, to raznost~ ⃗u ≡ ⃗u_1 − ⃗u_2 udovletvorØet v V uravneni¸ −→ Div t_{ik} = ρ ∂^2⃗u ∂t^2 (3.5)

i nulevyi naqal~nym dannym ⃗u | | |_{t=0} ≡ 0, ⃗u̇ | | |_{t=0} ≡ 0. (3.6)

Na granice ße S pole ⃗u udovletvorØet odnomu iz odnorodnyh usloviæ (3.2), (3.3), (3.4) ili (3.4^′), v pravoæ qasti kotorogo poØvlØetsØ nul~. Pri fftom, naprimer, v sluqae (3.2) okazyvaetsØ ⃗u | |_N = 0, sledovatel~no, i ⃗u̇ | |_N = 0. Netrudno videt~, qto kakoe by

iz ukazannyh graniqnyh usloviæ ni rassmatrivalos~, v toqkah N granicy S dlØ polØ ⃗u vsegda vypolnØetsØ ravenstvo ( ⃗t_k ⃗u̇ )| |_N = 0. (3.7)

50 G. I. PETRAXEN^ PrimenØØ k pol¸ ⃗u formulu (2.18), v kotoroæ sleduet poloßit~

⃗f ≡ 0, poluqaem ∂ ∂t ∫ ∫ ∫ (V ) [ W + ρ 2 (⃗u̇)^2 ] dV = ∫ ∫ (S) ( ⃗t_n ⃗u̇ ) dS, (3.8) gde poverhnostnyæ integral iz pravoæ qasti raven nul¸ v silu (3.7). Pofftomu iz (3.8) sleduet ∫ ∫∫ (V ) [ W + ρ 2 (⃗u̇)^2 ]| | |_{t=t} dV = ∫ ∫∫ (V ) [ W + ρ 2 (⃗u̇)^2 ]| | |_{t=0} dV = 0, (3.9)

tak kak v moment t = 0 okazyvaetsØ (⃗u̇)^2 ≡ 0 i e_{ik} ≡ 0 v silu (3.6). Znaqit W | | |_{t=0} = 0 iz-za (2.12). No pri l¸byh t dlØ W iz

(2.12) spravedlivo W ⩾ 0. Pofftomu iz (3.9) i predpoloßennoæ nepreryvnosti vseh pervyh qastnyh proizvodnyh ot ⃗u sleduet

W ≡ 0 i ⃗u̇ ≡ 0.

Itak, e_{ik} ≡ 0 i ⃗u̇ ≡ 0. Ots¸da vytekaet, qto

⃗u = ⃗u_0 + [ ⃗r × ⃗ω_0 ] , gde ⃗u_0 = const, ⃗ω_0 = const .

No v silu (3.6) okazyvaetsØ, qto ⃗u_0 = 0, ⃗ω_0 = 0 i, sledovatel~no,

⃗u ≡ 0, qto i trebuetsØ.

3. Netrudno videt~, qto privedennoe dokazatel~stvo faktiqeski primenimo i dlØ sluqaØ bezgraniqnoæ oblasti V . Deæstvitel~no, pri rassmotrenii processov v teqenie l¸bogo koneqnogo promeßutka 0 ⩽ t ⩽ T vremeni vsegda moßno dopolnit~ S takoæ poverhnost~¸ Σ, qto zamknutaØ oblast~, ograniqennaØ poverhnost~¸ S i Σ, budet koneqnoæ i qto v okrestnosti Σ okazyvaetsØ

⃗u ≡ 0. Vozmoßnost~ vybora Σ, oblada¸weæ ukazannymi svoæ-

stvami: sleduet iz giperboliqnosti sistemy uravneniæ (2.8),^{5)} a takße iz usloviØ, qto na dostatoqno bol~xih rasstoØnih vse vnexnie vozdeæstviØ na sredu ravny nul¸ (sm. p. 1). 4. Esli v oblasti V imeetsØ koneqnoe qislo granic razdela σq, pri perehode qerez kotorye (vse ili nekotorye) parametry ρ i

c_{ik,νμ} iz (2.6) ispytyva¸t razryvy nepreryvnosti, to pole sme-

weniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) ≡ ⃗u(M, t) i ego qastnye proizvodnye mogut

5)t.e. koneqnosti skorosti rasprostraneniØ uprugih signalov

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 51 imet~ razryvy na σ_q. Budem ponimat~ pod klassom poleæ ⃗u so slabymi razryvami v oblasti V takoe mnoßestvo vektorov ⃗u, qto: 1) v oblasti V suwestvu¸t integriruemye vtorye proizvodnye ot ⃗u, 2) ⃗u i vse ego pervye qastnye proizvodnye nepreryvny v V vplot~ do S vezde, za iskl¸qeniem granic razdela σ_q, i 3) suwestvu¸t koneqnye predel~nye znaqeniØ ⃗u̇^± i ⃗u^±_{xk} proizvodnyh ⃗u̇(M, t) i ⃗u_{xk} (M, t) pri stremlenii toqek M = M^+ i

M = M^− k toqke N ∈ σ_1 vdol~ normali ⃗n(N ) kak s poloßitel~-

noæ, tak i s otricatel~noæ storony ot σ_q (Ris. 1). Pri fftom normal~ ⃗n k σ_q napravlena ot poverhnosti σ_q v poloßitel~nu¸ ee storonu.

Ris. 1.

ObvolakivaØ kaßdu¸ granicu razdela σ_q beskoneqno tonkim qehlom s fflementami dσ^+ = dσ = dσ^− i ponimaØ pod V qast~ sredy, ograniqennu¸ vnexneæ poverhnost~¸ S, a takße upomØnutymi qehlami (σ^+_q + σ^−_q ) vmesto (3.8) budem imet~ ∂ ∂t ∫ ∫ ∫ (V ) [ W + ρ 2 ( ∂⃗u̇ ∂t )_2] dV =

= ∫∫ (S) ( ⃗t_n ⃗u̇ ) dS + ∑ q ∫ ∫ σ_q [( ⃗t_n^− ⃗u̇^− ) − ( ⃗t_n^+ ⃗u̇^+ )] dσ_q, a vmesto (3.9) poluqim ∫∫ ∫ (V ) [ W + ρ 2 ( ∂⃗u̇ ∂t )_2] dV = ∑ q ∫ ∫ σ_q [( ⃗t_n^− ⃗u̇^− ) − ( ⃗t_n^+ ⃗u̇^+ )] dσ_q.

52 G. I. PETRAXEN^

Pofftomu vsledstvie neotricatel~noæ opredelennosti vyraßeniØ (W + ρ/2(⃗u̇)^2) moßno utverßdat~, qto teorema edinstvennosti imeet mesto (t.e. ⃗u_1 ≡ ⃗u_2), esli okazyvaetsØ ( ⃗t_n^− ⃗u̇^− ) − ( ⃗t_n^+ ⃗u̇^+ ) ⩽ 0. (3.10)

UsloviØ (3.10) nelineæny, pofftomu v lineænyh zadaqah teorii uprugosti ih zamenØ¸t takimi lineænymi usloviØmi, iz kotoryh s neobhodimost~¸ sleduet (3.10). Qawe vsego vstreqa¸tsØ usloviØ

⃗t_n^+ = ⃗t_n^− , ⃗u^+ = ⃗u^− (3.11)

ßestkogo kontakta (kogda pri perehode qerez granicu σ_q nepreryvnymi osta¸tsØ vektory smeweniæ ⃗u i naprØßeniæ ⃗t_n, gde ⃗n normal~ k granice). Takße vstreqa¸tsØ usloviØ skol~zØwego kontakta ( ⃗t_n^+ ) n = ( ⃗t_n^− ) n, (⃗u^+)_n = (⃗u^−)_n ( ⃗t_n^+ ) τ_ν = ( ⃗t_n^− ) τ_ν = 0, (ν = 1, 2),

(3.12)

gde ⃗τ_1 i ⃗τ_2 – dva nezavisimyh kasatel~nyh napravleniØ k granice

σ_q, a indeksom n oboznaqeno normal~noe k granice napravlenie.

Odnako sootnoxenie (3.10) vypolnØetsØ i pri nepolno-skol~- zØwem kontakte, kogda vmesto (3.12) na granice σ_q vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ ( ⃗t_n^+ ) n = ( ⃗t_n^− ) n, (⃗u^+)_n = (⃗u^−)_n ( ⃗t_n^+ ) τ_ν = ( ⃗t_n^− ) τ_ν = k [ (⃗u^−)_{τν} − (⃗u^+)_{τν} ] , (ν = 1, 2),

(3.12^′)

gde k ⩽ 0. Kontakty takogo tipa, po-vidimomu, mogut vstreqat~- sØ v nekotoryh modelØh seæsmiqeskih sred.

5. Pri naliqii granic razdela v oblasti V zadaqi dinamiqeskoæ teorii uprugosti formuliru¸tsØ sledu¸wim obrazom. Naæti pole smeweniæ ⃗u v oblasti V , ograniqennoæ poverhnost~¸ S, iz rexeniØ uravneniØ (2.8) pri naqal~nyh usloviØh (3.1) i pri odnom iz graniqnyh usloviæ (3.2), (3.3), (3.4) ili (3.4^′), takoe, qtoby na granicah razdela σ_q vypolnØlis~ zadannye usloviØ kontakta. Qto kasaetsØ analitiqeskih svoæstv granic razdela, to bez ograniqeniØ praktiqeskoæ obwnosti moßno sqitat~, qto oni zada¸tsØ poverhnostØmi, normal~ k kotorym nepreryvno differenciruema poqti vezde.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 53 Edinstvennost~ rexeniØ sformulirovannoæ zadaqi v klasse vektorov smeweniæ ⃗u so slabymi razryvami (opredelennom v p. 4) dokazyvaetsØ takße, kak i v p. 2 s toæ tol~ko razniceæ, qto iz-za razryvov nepreryvnosti pervyh qastnyh proizvodnyh ot ⃗u na granicah razdela σ_q zakon ffnergii v integral~noæ forme prihoditsØ snaqala pisat~ ne dlØ vseæ oblasti V , a dlØ oblasti V , s vydelennymi (naprimer, poverhnostØmi σ^−_q i σ^+_q , parallel~- nymi granicam razdela σ_q) qehlami.

6. V zakl¸qenii paragrafa polezno ostanovit~sØ na sluqae vØzkouprugih sred, nestacionarnye processy v kotoryh opisyva- ¸tsØ formalizmom teorii uprugosti, s toæ tol~ko razniceæ, qto uprugie parametry c_{ikμν} iz (2.6) ili λ i μ iz (2.7) zamenØ¸tsØ na operatory vida (2.36). Ukazannoe razliqie ne vliØet na postanovki korrektnyh zadaq, kotorye formuliru¸tsØ teper~ toqno takße, kak i v p. 1 ili v p. 5.

Pokaßem, qto v sluqae izotropnyh vØzkouprugih sred s operatorami (2.36), Ødra kotoryh udovletvorØ¸t neravenstvam (2.44), teorema o edinstvennosti rexeniØ zadaq iz p. 1 imeet mesto. Pri fftom budem sqitat~, qto rexenie ⃗u realizuetsØ v klasse vektornyh funkciæ, nepreryvnyh vmeste so vsemi qastnymi proizvodnymi, a takße vtorymi proizvodnymi vida ⃗u_{xixk} pri (k = 1, 2, 3). (Zametim, qto dlØ sluqaØ vØzkouprugosti takoæ klass rexeniæ obyqno okazyvaetsØ isqerpyva¸we obwim.)

Dokazatel~stvo teoremy edinstvennosti moßno provodit~ bukval~no na osnove rassußdeniæ p. 2 nastoØwego paragrafa, s toæ tol~ko razniceæ, qto iz-za prisutstviØ v (2.45) slagaemogo (2.46) vmesto (3.9) poluqaetsØ sootnoxenie ∂ ∂t ∫∫ ∫ (V ) [ W_0 + ρ 2 (⃗u̇)^2 ] dV + ∫ ∫ (V )

I dV = 0, (3.13)

v kotorom pod ⃗u podrazumevaetsØ raznost~ l¸byh dvuh rexeniæ

⃗u_1 i ⃗u_2 rassmatrivaemoæ zadaqi, udovletvorØ¸waØ, oqevidno,

nulevym naqal~nym dannym (3.6).

NepreryvnaØ funkciØ ⃗u(x_k, t) = ⃗u_1(x_k, t) − ⃗u_2(x_k, t) ravna nul¸ toßdestvenno ⃗u(x_k, t) ≡ 0 pri t = 0 v silu usloviæ (3.6). Esli by pri t > 0 okazalos~ ⃗u(x_k, t) ≡ 0, to edinstvennost~ rexeniØ zadaqi (v ukazannom klasse funkciæ) imela by mesto. V protivnom ße sluqae dolßno bylo by suwestvovat~ znaqenie t_0 > 0,

54 G. I. PETRAXEN^ takoe, qto ⃗u ≡ 0 pri t < t_0, i ⃗u ≠ 0, esli t = t_0 + δ, gde δ > 0. No togda, po svoæstvu integralov vida (2.43), pri dostatoqno malom znaqenii δ > 0 dolßno bylo by okazat~sØ ∫ ∫ (V ) I dV > 0, vsledstvie qego iz (3.13) sledovalo by ∂ ∂t ∫ ∫ ∫ (V ) [ W_0 + ρ 2 (⃗u̇)^2 ] dV < 0 i ∫∫ ∫ (V ) [ W_0 + ρ 2 (⃗u̇)^2 ] dV < 0, qto nevozmoßno.

Itak, predpoloßenie, qto ⃗u = ⃗u_1 − ⃗u_2 ≠ 0 privodit k protivoreqi¸. Znaqit ⃗u ≡ 0, t.e. edinstvennost~ rexeniØ zadaq iz p. 1 dlØ sluqaØ vØzkouprugih sred imeet mesto.

§4. O strukture tenzora uprugih parametrov v sluqaØh osnovnyh tipov anizotropnoæ sredy i o klassiqeskih modelØh seæsmiqeskih sred

UravneniØ dvißeniØ (2.9) lineænoæ uprugoæ anizotropnoæ sredy soderßat vewestvennye parametry c_{ik,μν} ≡ c_{ik,μν}(x_1, x_2, x_3) udovletvorØ¸wie estestvennym usloviØm simmetrii c_{ik,μν} = c_{ki,μν} = c_{ik,νμ} = c_{μν,ik}. (4.1) Vsledstvie fftogo v obwem sluqae proizvol~noæ anizotropii sreda harakterizuetsØ 21-im nezavisimym uprugim parametrom. Pri fftom neustranimyh parametrov v uravneniØh (2.9) okazyvaetsØ 18, tak kak tremØ parametrami vsegda moßno rasporØdit~sØ po proizvolu putem podhodØwego vybora napravleniæ oseæ rassmatrivaemoæ dekartovoæ sistemy koordinat.

Odnako pri stol~ bol~xom qisle parametrov, opredelØ¸wih svoæstva sredy, opisanie volnovyh processov v neæ stanovitsØ fiziqeski bessoderßatel~nym. Pofftomu priobrataet prikladnoæ interes poisk takih klassov uprugih sred, kotorye harakterizu¸tsØ men~xim qislom vewestvennyh parametrov.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 55 K men~xemu qislu vewestvennyh parametrov moßno priæti lix~ putem naloßeniØ na klass rassmatrivaemyh sred nekotoryh ograniqitel~nyh usloviæ, podobnyh usloviØm prostranstvennoæ simmetrii, harakternoæ dlØ monokristallov (kotorye kak raz i poslußili otpravnoæ bazoæ dlØ perviqnogo fftapa izuqeniØ Øvleniæ uprugoæ anizotropii). Takogo roda usloviØ mogut realizovyvat~sØ i v blokah seæsmiqeskih sred. Vsledstvie fftogo poluqaemye uprowennye uravneniØ dvißeniØ vyboroqnyh klassov anizotropnyh sred okazyva¸tsØ poleznymi i v seæsmiqeskoæ praktike.

1. Pri vyØsnenii voprosov, kasa¸wihsØ vozmoßno bolee prostyh strukturnyh form tablicy kofffficientov c_{ik,μν} tenzora uprugih parametrov sredy celesoobrazno ishodit~ iz sledu¸- wih dvuh poloßeniæ.

Vo-pervyh, iz fakta invariantnosti (otnositel~no afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat L ≡ L(x_k)) vyraßeniØ (2.12), t.e. W = 1 2 3∑ i,k,μ,ν=1 c_{ik,μν}ε_{ik}ε_{μν} = inv, (4.2) dlØ plotnosti ffnergii uprugoæ deformacii sredy (kotoroe leßit v osnove realogii predstavleniØ ob uprugoæ srede v teorii uprugosti). I, vo-vtoryh, iz zakona preobrazovaniØ c^′_{ab,cd} = ∂x^′_a ∂x_α ∂x^′_b ∂x_β ∂x^′_c ∂x_γ ∂x^′_d ∂x_δ c_{αβ,γδ} (4.3) komponent tenzora 4-go ranga uprugih parametrov pri perehode

(L ↔ L^′) ot odnoæ pravovintovoæ dekartovoæ sistemy koordi-

nat {x_k} k drugoæ podobnoæ ße sisteme {x^′}, svØzannoæ s pervoæ sistemoæ formulami ortogonal~nogo preobrazovaniØ

x^′_k = 3∑ i=1 α_{ki}x_i; 3∑ i=1 α_{ki}α_{τi} = 3∑ i=1 α_{ik}α_{iτ} = δ_{kτ} . (4.4)

Zametim, qto v formule (4.3) kaßdyæ iz indeksov a, b, c i d prinimaet nezavisimo ot drugih l¸bye znaqeniØ iz 1, 2 i 3, a v pravoæ qasti ravenstva podrazumevaetsØ summirovanie po znaqkam α, β, γ i δ, prinima¸wim nezavisimo drug ot druga znaqeniØ 1,2 i 3. Krome togo, napomnim, qto invariantnost~ vyraßeniØ (2.12) sleduet iz invariantnosti (v klassiqeskoæ fizike)

56 G. I. PETRAXEN^ ffnergii W dV material~nogo fflementa sredy otnositel~no l¸- bogo preobrazovaniØ koordinat i invariantnosti fflementa ob¨- ema dV otnositel~no ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat. Qto ße kasaetsØ formuly (4.3) preobrazovaniØ komponent tenzora uprugih parametrov, to ona, kak izvestno, neposredstvenno vytekaet iz invariantnosti vyraßeniØ (2.12), a takße iz tenzornogo haraktera veliqin ε_{ik} iz (2.2).

2. K vyskazannym tol~ko qto predvaritel~nym zameqaniØm sleduet prisovokupit~, qto srazu ße posle vyØsneniØ struktury tenzora uprugih parametrov vstaet vopros o sposobah dostatoqno naglØdnogo predstavleniØ poluqa¸wihsØ okonqatel~nyh rezul~tatov. I zdes~ okazyvaetsØ ves~ma poleznoæ zapis~ tablicy veliqin c_{ik,μν} v forme xestirØdnoæ kvadratnoæ matricy, vozmoßnost~ qego neposredstvenno sleduet iz sootnoxeniæ simmetrii (4.1).

DlØ osuwestvleniØ upomØnutoæ zapisi ustanavliva¸t po she- me (11) ↔ (1); (22) ↔ (2); (33) ↔ (3); (23) = (32) ↔ (4);

(31) = (13) ↔ (5); (12) = (21) ↔ (6)

(4.5)

sootvetstvie meßdu parami indeksov (ik) i (μν) simmetriqnoæ matricy c_{ik,μν} i znaqeniem indeksa α, izmenØ¸wegosØ ot 1 do 6. Krome ße fftogo vvodØt oboznaqeniØ t_{ik} = t_α, c_{ik,μν} = c_{αβ}, ε_{ii} = ε_α, (α = i = 1, 2, 3), 2ε_{ik} = ε_α, (i ≠ k, α = 4, 5, 6), (4.6)

pozvolØ¸wie perepisat~ formuly (2.12) i (2.6) v forme W = 1 2 6∑ α,β=1 c_{αβ}ε_αε_β ⩾ 0, t_α = 6∑ β=1 c_{αβ}ε_β , (4.6^′)

kotorye v posledu¸wem, pravda, ne ispol~zu¸tsØ.

Qto kasaetsØ tenzora uprugih parametrov sredy, to v sootvetstvii s (4.5) i (4.6) ego sostavlØ¸wie predstavlØ¸tsØ xe-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 57

stirØdnoæ simmetriqnoæ matriceæ (c_{αβ}) ≡ c_{11}, c_{12}, . . . , c_{16}

c_{21}, c_{22}, . . . , c_{26} . . . . ... . . c_{61}, c_{62}, . . . , c_{66} , c^{αβ} = c^{βα}, (4.7) fflementy kotoroæ podqineny, naprimer, usloviØm

c_{11} > 0, | | | | c_{11}, c_{22}

c_{21}, c_{22} | | | | > 0, | | | | | | c_{11}, c_{12}, c_{13}

c_{21}, c_{22}, c_{23}

c_{31}, c_{32}, c_{33}

| | | | | | > 0, | | | | | | c_{11}, c_{12}, . . . , c_{14}

c_{21}, c_{22}, . . . , c_{24} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c_{41}, c_{42}, . . . , c_{44}

| | | | | | > 0, . . . , |c_{αβ}| > 0, (4.8) obespeqiva¸wim poloßitel~nu¸ opredelennost~ kvadratiqnoæ formy iz (4.6^′).

3. Pri ustanovlenii struktury tablicy cαβ iz (4.7) v sluqae izotropnoæ sredy estestvenno ishodit~ iz usloviØ c^′_{ab,cd} = c_{ab,cd}, vyraßa¸wego fakt fiziqeskoæ ffkvivalentnosti v opisanii poleæ smeweniæ vseh koordinatnyh sistem L, svØzannyh drug s drugom ortogonal~nymi preobrazovaniØmi (vraweniØ) (4.4). Pofftomu v uslovii invariantnosti (4.2) plotnosti ffnergii veliqiny c_{ik,μν} okazyva¸tsØ postoØnnymi v l¸byh koordinatnyh sistemah L iz (4.4). Samo ße vyraßenie (4.2), soderßawee postoØnnye veliqiny c_{ik,μν}, dolßno predstavlØt~ soboæ (v klasse ukazannyh sistem koordinat L) kvadratiqnyæ invariant otnositel~no veliqin ε_{ik} – komponentov tenzora deformacii. Odnako suwestvuet lix~ dva takih kvadratiqnyh invarianta, predstavlØemyh, naprimer, vyraßeniØmi J_1 i J_2 iz (1.14). Pofftomu dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii W iz (4.2) poluqaetsØ vyraßenie

2W = aJ_1 + bJ_2, (4.9)

v kotorom obyqno polaga¸t a = λ i b = 2μ. �to privodit k sledu¸wemu okonqatel~nomu vyraßeni¸: W = λ 2 I_1 + μI_2 = λ + 2μ 2 ( ε_{11} + ε_{22} + ε_{33}

)_2 +

58 G. I. PETRAXEN^ +2μ [ ε^2_{12} + ε^2_{13} + ε^2_3 − ( ε_{11}ε_{22} + ε_{11}ε_{33} + ε_{22}ε_{33} )] . (4.10)

DlØ sostavlØ¸wih ße tenzora naprØßeniæ v sootvetstvii s (2.6) poluqa¸tsØ formuly t_{ii} = λ 3∑ q=1 ε_{qq} + 2με_{ii} = λ div ⃗u + 2μ ∂u_i ∂x_i , (i = 1, 2, 3),

t_{ik} = 2με_{ik} = μ ( ∂u_i ∂x_k + ∂u_k ∂x_i ) , (i ≠ k), ili t_{ik} = λ 3∑ q=1 ε_{qq} δ_{ik} + 2με_{ik}, (i, k = 1, 2, 3), (4.11)

vyraßa¸wie zakon Guka v sluqae izotropnyh uprugih sred. Qto kasaetsØ matricy (c_{αβ}) iz (4.7), to v sluqae izotropnyh sred ona vyglØdit sledu¸wim obrazom:

(c_{αβ}) = λ + 2μ, λ, λ, 0, 0, 0 λ, λ + 2μ, λ, 0, 0, 0 λ, λ, λ + 2μ, 0, 0, 0 0, 0, 0, μ, 0, 0 0, 0, 0, 0, μ, 0 0, 0, 0, 0, 0, μ . (4.12)

4. Pri ustanovlenii struktury matricy (cαβ) v sluqae sred s os~¸ simmetrii vtorogo porØdka (monoklinnye kristally) budem sqitat~, qto osi Ox_3 rassmatrivaemyh dekartovyh koordinatnyh sistem sovmeweny s os~¸ simmetrii sredy. Togda pri vrawenii sredy vokrug osi Ox_3 na ugol φ = π sreda sovmewaetsØ sama s soboæ.

OboznaqaØ qerez L i L^′ sootvetstvenno ishodnu¸ koordinatnu¸ sistemu i sistemu, povernutu¸ otnositel~no osi Ox_3 sistemy L na ugol φ = π, dlØ preobrazovaniØ koordinat L → L^′ budem imet~ ∂x^′_1 ∂x_k = −δ_{k1}, ∂x^′_2 ∂x_k = −δ_{k2}, ∂x^′_3 ∂x_k = −δ_{k3}, (4.13)

gde δ_{ki} – simvol Kronekera. Pri rassmatrivaemom preobrazovanii v formule (4.3) dolßno okazat~sØ c^′_{ab,cd} = c_{ab,cd} (tak kak

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 59 sreda sovmewaetsØ sama s soboæ pri perehodah tipa L → L^′). Pri uqete (4.13) ffto privodit, kak legko videt~, k uravneniØm c_{ab,cd} = (−)^pc_{ab,cd}, (a, b, c, d = 1, 2, 3), (4.14) v kotoryh p ravno qislu, ukazyva¸wemu, skol~ko raz cifra 3 vstreqaetsØ v posledovatel~nosti qisel a, b, c, d. Oqevidno, qto tem kombinaciØm qisel a, b, c, d, kotorym otveqaet neqetnoe znaqenie p, sootvetstvuet c_{ab,cd} = 0. Takim obrazom, my ubeßdaemsØ, qto c_{ii,k3} = 0, c_{12,k3} = 0, (k = 1, 2, 3). (4.15)

Pri uqete oboznaqeniæ (4.5) i (4.6) ffto privodit k ravenstvam

c_{64} = c_{46} = c_{65} = c_{56} = c_{α4} = c_{4α} = c_{α5} = c_{5α} = 0, (α ⩽ 3) (4.15^′)

i k sledu¸weæ tablice uprugih parametrov

c_{11}, c_{12}, c_{13}, 0, 0, c_{16} c_{12}, c_{22}, c_{23}, 0, 0, c_{26} c_{13}, c_{23}, c_{33}, 0, 0, c_{36} 0, 0, 0, c_{44}, c_{45}, 0 0, 0, 0, c_{45}, c_{55}, 0 c_{16}, c_{26}, c_{36}, 0, 0, c_{66}

. (4.16)

TakaØ tablica soderßit 13 nezavisimyh parametrov, iz kotoryh odin moßet byt~ otnesen za sqet neopredelennosti orientacii osi Ox_1. Sootvetstvu¸wim vyborom osi Ox_1 qislo nezavisimyh parametrov moßet byt~ umen~xeno na edinicu.

5. V sluqae sred s tremØ vzaimno perpendikulØrnymi osØmi simmetrii vtorogo porØdka (rombiqeskie kristally) estestvenno osi simmetrii sovmewat~ s osØmi koordinat rassmatrivaemyh dekartovyh sistem. Tak kak kaßdaØ koordinatnaØ os~ ØvlØetsØ os~¸ simmetrii vtorogo porØdka, to iskomye fflementy tablicy uprugih parametrov dolßny udovletvorØt~ trem (nezavisimym drug ot druga) sootnoxeniØm vida (4.14), poluqaemym v sluqae vraweniØ vokrug kaßdoæ iz koordinatnyh oseæ.

Pri rassmotrenii osi Ox_3 poluqa¸tsØ sootnoxeniØ (4.15) ili (4.15^′). Rassmotrenie ße oseæ Ox_1 i Ox_2 privodit k sootnoxeniØm

c_{ii,k1} = c_{23,k1} = 0, (k ≠ 1, i = 1, 2, 3),

c_{ii,k2} = c_{13,k2} = 0, (k ≠ 2, i = 1, 2, 3)

60 G. I. PETRAXEN^ ili c_{45} = c_{46} = c_{56} = c_{α4} = c_{α5} = c_{α6} = 0, (α = 1, 2.3), (4.17^′)

gde, koneqno, c_{αβ} = c_{βα}. Netrudno videt~, qto pri uqete ravenstv (4.15^′) i (4.17^′) my prihodim k tablice uprugih parametrov

c_{11}, c_{12}, c_{13}, 0, 0, 0 c_{12}, c_{22}, c_{23}, 0, 0, 0 c_{13}, c_{23}, c_{33}, 0, 0, 0 0, 0, 0, c_{44}, 0, 0 0, 0, 0, 0, c_{55}, 0 0, 0, 0, 0, 0, c_{66}

, (4.18)

soderßaweæ 9 neustranimyh nezavisimyh veliqin.

6. V sluqae sred s os~¸ simmetrii qetvertogo porØdka celesoobrazno os~ Ox_3 koordinatnoæ sistemy sovmestit~ s os~¸ simmetrii sredy. Svoæstva rassmatrivaemoæ sredy takovy, qto pri povorote vokrug osi Ox_3 na ugol φ = π/2 (sledovatel~no, i na ugol φ = π) sreda sovmewaetsØ sama s soboæ, t.e. os~ simmetrii qetvertogo porØdka okazyvaetsØ v to ße vremØ os~¸ simmetrii vtorogo porØdka. Vsledstvie poslednego obstoØtel~stva fflementy c_{αβ} tablicy (c_{αβ}) dolßny udovletvorØt~ ravenstvam (4.15^′). No i sredi ostavxihsØ 13 fflementov vida (4.16) 6 okazyva¸tsØ ravnymi nul¸.

Deæstvitel~no, pri perehode ot sistemy koordinat L k sisteme L^′ vraweniem vokrug osi Ox_3 na ugol φ = π/2 v levoæ qasti raventv (4.3) sleduet pisat~ c_{ab,cd} vmesto c^′_{ab,cd}. Qto ße kasaetsØ kofffficientov iz pravoæ qasti preobrazovaniØ (4.3), to dlØ nih, oqevidno, spravedlivy formuly ∂x^′_1 ∂x_k = δ_{2k}, ∂x^′_2 ∂x_k = δ_{1k}, ∂x^′_3 ∂x_k = δ_{3k}. (4.19)

UqityvaØ (4.19), vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (4.3) (pri c^′_{ab,cd}

= c_{ab,cd}) i primenim ih lix~ pri znaqeniØh indeksov ab, cd, ot-

veqa¸wih otliqnym ot nulØ fflementam tablicy (4.16). V rezul~tate poluqaem ravenstva

c_{16} = −c_{26}, c_{44} = c_{55}, c_{11} = c_{22}, c_{13} = c_{23}, c_{36} = c_{45} = 0,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 61 pri uqete kotoryh tablica (4.16) uprowaetsØ i prinimaet vid

c_{11}, c_{12}, c_{13}, 0, 0, c_{16} c_{12}, c_{12}, c_{13}, 0, 0, −c_{16} c_{13}, c_{13}, c_{33}, 0, 0, 0 0, 0, 0, c_{44}, 0, 0 0, 0, 0, 0, c_{44}, 0 c_{16}, −c_{26}, 0, 0, 0, c_{66}

. (4.20)

Takim obrazom, tenzor uprugih parametrov soderßit v rassmatrivaemom sluqae 7 nezavisimyh parametrov, iz kotoryh odin moßet byt~ iskl¸qen vyborom sootvetstvu¸wego napravleniØ osi Ox_1.

7. Ne stavØ zdes~ cel~¸ rassmotret~ vse tipy anizotropii, otveqa¸wie izvestnym klassam simmetrii kristallov, my stremilis~ lix~ poØsnit~ sposoby ustanovleniØ struktury tenzorov uprugih parametrov anizotropnyh sred, a takße poluqit~ rezul~taty dlØ sluqaev, kotorye, kak nam kaßetsØ, ime- ¸t b&ol~xu¸ veroØtnost~ naæti priloßeniØ v seæsmike. I vot v poslednem otnoxenii pervenstvu¸wee poloßenie nesomnenno zanima¸t tak nazyvaemye transversal~no-izotropnye sredy, kotorye i nadleßit ewe rassmotret~.

V transversal~no-izotropnyh sredah suwestvuet lix~ odna os~ simmetrii beskoneqno vysokogo porØdka (prinimaemaØ dalee za os~ Ox_3 dekartovoæ koordinatnoæ sistemy L), t.e. takaØ os~, qto pri povorote sredy vokrug nee na l¸boæ ugol φ sreda sovmewaetsØ sama s soboæ. Takim obrazom, vse napravleniØ, perpendikulØrnye takoæ osi, okazyva¸tsØ ravnopravnymi vo vseh otnoxeniØh.

DlØ ustanovleniØ struktury tablicy c_{αβ} v takom sluqae udobno postupat~ analogiqno tomu, kak i v p. 3.

Tak kak pri povorote sredy otnositel~no vybrannoæ osi Ox_3 na proizvol~nyæ ugol φ sreda sovmewaetsØ sama s soboæ, to v vyraßenii (4.2) veliqiny c_{ik,μν} dolßny imet~ odinakovye znaqeniØ c^0_{ik,μν} vo vseh sistemah koordinat L iz (4.4), obrazu¸wih klass L(φ) ukazannyh vraweniæ na ugly φ. S drugoæ storony, vyraßenie W = 1 2 ∑ i,k,μν c^0_{ik,μν}ε_{ik}ε_{μν} (4.21)

62 G. I. PETRAXEN^ dolßno byt~ kvadratiqnym invariantom (po ε_{ik}) v klasse preobrazovaniæ L(φ), zapisyvaemyh Øvno, naprimer, v vide

x^′_3 = x_3; x^′_1 = x_1 cos φ − x_2 sin φ; x^′_2 = x_1 sin φ + x_2 cos φ, ili x_3 = x^′_3; x_1 = x^′_1 cos φ + x^′_2 sin φ; x_2 = −x^′_1 sin φ + x^′_2 cos φ.

(4.22)

Itak, delo svoditsØ k nahoßdeni¸ vseh odnorodnyh kvadratiqnyh form f_k(ε) ot ε_{ik}, invariantnyh otnositel~no preobrazovaniæ (4.22).

Komponenty ε_{ik} tenzora deformacii preobrazu¸tsØ, kak izvestno, po zakonu ε^′_{αβ} = ∂x_i ∂x^′_α ∂x_k ∂x^′_β ε_{ik} ≡ 3∑ i,k=1 ∂x_i ∂x^′_α ∂x_k ∂x^′_β ε_{ik}, gde v sootvetstvii s (4.22) okazyvaetsØ ∂x_i ∂x^′_1 = cos φ; ∂x_1 ∂x^′_2 = − ∂x_2 ∂x^′_1 = sin φ; ∂x_3 ∂x^′_3 = 1,

a vse ostal~nye proizvodnye x_k po x^′_k ravny nul¸. Pofftomu ime- ¸t mesto formuly

ε^′_{11} = cos^2 φ · ε_{11} + 2 sin φ cos φ · ε_{12} + sin^2 φ · ε_{22}, ε^′_{22} = cos^2 φ · ε_{22} − 2 sin φ cos φ · ε_{12} + sin^2 φ · ε_{11}, ε^′_{12} = − cos φ sin φ · ε_{11} + (cos^2 φ − sin^2 φ)ε_{12} + sin φ cos φ · ε_{22}, (4.23) ε^′_{13} = cos φ · ε_{13} + sin φ · ε_{23}, ε^′_{23} = − sin φ · ε_{13} + cos φ · ε_{23}; ε_{33} = ε^′_{33},

iz kotoryh Øvstvuet, qto vyraßeniØ

ε^′_{33} = ε_{33}, ε^{′2}_{13} + ε^{′2}_3 = ε^2_{13} + ε^2_3, ε^{′2}_{11} + ε^{′2}_{12} + ε^{′2}_2 = ε^2_{11} + ε^2_{12} + ε^2_2

(4.24)

okazyva¸tsØ invariantami preobrazovaniæ (4.22). Esli ewe uqest~ naliqie obwih kvadratiqnyh invariantov (1.14^′) (otnositel~no l¸byh afinnyh ortogonal~nyh preobrazovaniæ koordinat), to polnyæ nabor nezavisimyh kvadratiqnyh invariantov preobrazovaniæ (4.22) svedetsØ k sledu¸wemu ( ε_{11} + ε_{22}

)_2 ; ε^2_{11} + 2ε^2_{12} + ε^2_2; ε^2_{33}; ε^2_{13} + ε^2_3; ε_{33} ( ε_{11} + ε_{22} ) . (4.25)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 63 Itak, ishodØ iz predstavleniØ (4.21), na osnovanii izloßennogo moßno utverßdat~, qto plotnost~ potencial~noæ ffnergii transversal~no-izotropnoæ sredy predstavlØetsØ v vide

2W = a_1 ( ε_{11} + ε_{22}

)_2

+ 2a_2 ( ε^2_{11} + 2ε^2_{12} + ε^2_2 ) + +a_0ε^2_{33} + a_3ε_{33} ( ε_{11} + ε_{22} ) + 4a_4 ( ε^2_{13} + ε^2_3 ) , (4.21^′)

gde a_0, a_1, . . . , a_4 oboznaqa¸t material~nye parametry sredy, vvedennye vmesto parametrov c_{ik,μν} iz (4.21).

S cel~¸ oblegqit~ sopostavlenie volnovyh processov v izotropnyh i transversal~no-izotropnyh sredah celesoobrazno dlØ material~nyh parametrov primenØt~ sledu¸wie oboznaqe- niØ a_0 = λ + 2μ − p, a_1 = λ, a_2 = μ, a_3 = λ − l, a_4 = μ − m. (4.26)

Pri fftom na osnovanii (4.21^′), (4.4), (4.5)–(4.6^′) dlØ matricy (c_{αβ}) iz (4.7) fflementov tenzora uprugih parametrov transversal~no-izotropnoæ sredy poluqaetsØ predstavlenie

(c_{αβ} ) =

= λ + 2μ, λ, λ − l, 0, 0, 0 λ, λ + 2μ, λ − l, 0, 0, 0 λ − lμ, λ − l, λ + 2μ − p, 0, 0, 0 0, 0, 0, μ − m, 0, 0 0, 0, 0, 0, μ − m, 0 0, 0, 0, 0, 0, μ . (4.27)

Sopostavlenie (4.7) s (4.12) pokazyvaet, qto pri p = l = m = 0 transversal~no-izotropnaØ sreda vyroßdaetsØ v izotropnu¸ sredu, harakterizu¸wu¸sØ parametrami Lame λ i μ.

OstaetsØ lix~ otmetit~, qto na osnovanii (4.21^′), (4.26) i (4.6^′) dlØ sostavlØ¸wih tenzora naprØßeniæ v trasversal~noizotropnoæ srede poluqa¸tsØ formuly

t_{11} = λ 3∑ i=1 ε_{ii} + 2με_{11} − lε_{33} ≡ t^0_{11} − lε_{33},

t_{22} = λ 3∑ i=1 ε_{ii} + 2με_{22} − lε_{33} ≡ t^0_{22} − lε_{33},

64 G. I. PETRAXEN^

t_{33} = λ 3∑ i=1 ε_{ii} + 2με_{33} − l ( ε_{11} + ε_{33} ) − pε_{33} ≡ ≡ t^0_{33} − l ( ε_{11} + ε_{22} ) − pε_{33}, (4.28)

t_{12} = t_{21} = 2με_{12} ≡ t^0_{12},

t_{13} = t_{31} = 2(μ − m)ε_{13} ≡ t^0_{13} − 2mε_{13},

t_{23} = t_{32} = 2(μ − m)ε_{23} ≡ t^0_{23} − 2mε_{23},

v kotoryh qerez posredstvo t^0_{ik} oboznaqeny sostavlØ¸wie (4.11) tenzora naprØßeniæ v izotropnoæ srede s parametrami λ i μ.

Itak okazyvaetsØ, qto transversal~no-izotropnaØ sreda harakterizuetsØ pØt~¸ neustranimymi (material~nymi) parametrami. Bolee polnye svedeniØ o sostavlØ¸wih tenzora uprugih parametrov kristallov razliqnyh tipov (ravno kak i tipiqnyh geologiqeskih obrazovaniæ) moßno poluqit~ iz special~noæ lineratury (sm. [5] i [6]). Oni zdes~ dalee ne ponadobØtsØ.

V zakl¸qenie osnovnoæ qasti §4 neobhodimo podqerknut~, qto predstavleniØ (4.16), (4.18), (4.20) i (4.27) dlØ sostavlØ¸wih

c_{αβ} ih (4.7) tenzorov uprugih parametrov sredy poluqeny v spe-

cial~nyh sistemah koordinat L^0, svØzannyh s osØmi simmetrii sredy, kak ukazano v naqale kaßdogo iz razdelov paragrafa.

Pofftomu dlØ poluqeniØ znaqeniæ sostavlØ¸wih tenzora uprugih parametrov c_{ik,μν} iz (4.2) v rassmatrivaemoæ (raboqeæ) sisteme koordinat L neobhodimo, vo-pervyh, poluqit~ znaqeniØ sostavlØ¸wih c^0_{ik,μν} tenzora uprugih parametrov v (special~- noæ) sisteme koordinat L^0, ispol~zuØ svØz~ meßdu c_{αβ} i c^0_{ik,μν} iz sootnoxeniæ (4.5) i (4.6). I, vo-vtoryh, soverxit~ perehod ot sistemy koordinat L^0 ≡ L^0(x_k) k raboqeæ sisteme L = L(x^′_k) po formulam vida (4.3) (pri c_{αβ,γδ} = c^0_{αβ,γδ} ) dlØ preobrazovaniØ fflementov tenzorov 4-go ranga.

8. ObrawaØs~ k zaverxa¸wemu razdelu paragrafa umestno otmetit~, qto osnovnoæ zadaqeæ posledu¸wego ØvlØetsØ izloßenie metodov i algoritmov poluqeniØ informacii o rasprostranenii volnovyh poleæ, vozbußdaemyh v uprugih sredah s tem, qtoby sudit~ po nim o tipe (haraktere) anizotropii ili neodnorodnosteæ sredy, a takße – predloßit~ naglØdnye koliqestvennye sposoby opisaniØ teqeniØ volnovyh processov v modelØh seæsmiqeskih sred dostatoqno obwego vida.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 65 Qto ße kasaetsØ samih takih processov, to pervooqerednym predstavlØetsØ izuqenie zakonomernosteæ v rasprostranenii poleæ signal~nogo tipa, svØzannyh s predstavleniØmi o frontah (ili kvazifrontah – “vstupleniØh”) i luqah volnovyh poleæ, rasprostranØ¸wihsØ v, tak nazyvaemyh, klassiqeskih modelØh seæsmiqeskih sred. Poslednie zada¸tsØ v vide nepodvißnyh oblasteæ V , ime¸wih blokovu¸ strukturu s koneqnym (i nebol~xim) qislom granic razdela Σ_k, realizu¸wihsØ v vide gladkih matematiqeskih poverhnosteæ ψ_k(x_1, x_2, x_3) = 0. PredpolagaetsØ, qto takie poverhnosti ime¸t poqti vezde nepreryvnye orty normaleæ ⃗n_k = grad ψ_k(x_1, x_2, x_3) | | grad ψ_k(x_1, x_2, x_3) | | , i, qto oni pereseka¸tsØ l¸boæ prØmoæ lix~ v koneqnom (nebol~- xom) qisle toqek. Nakonec, predpolagaetsØ, qto vnutri blokov oblasti V parametry sredy ρ(x_p) i c_{ik,μν}(x_p) ime¸t trebu¸wu- ¸sØ gladkost~. Pri stremlenii ße toqki M = M (x_k) k granice razdela Σ po nekasatel~nomu puti oni ime¸t opredelennye predel~nye znaqeniØ ρ^± i c^±_{ik,μν}, razliqnye, voobwe govorØ, s raznyh storon (±) granicy.

OstaetsØ lix~ otmetit~, qto pod polØmi smeweniæ signal~- nogo tipa zdes~ ponima¸tsØ volnovye polØ, v strukture kotoryh soderßatsØ nekotorye ffkstremal~nye obrazovaniØ (repernye otmetki), peremewenie kotoryh kak raz i opredelØet fenomen rasprostraneniØ voln v prostranstve. Osnovu takih obrazovaniæ vsegda sostavlØ¸t kakie-libo “bystro-izmenØ¸wiesØ” qasti volnovyh poleæ. Pri fftom naibolee prostymi fiziqeski Ørkimi predstavitelØmi takih qasteæ vsegda okazyva¸tsØ razryvnye (ili – ves~ma blizkie k razryvnym) qasti poleæ smeweniæ ili ih proizvodnyh po x_k i t.

Takim obrazom, zakonomernosti v rasprostranenii poverhnosteæ razryva polØ uprugih smeweniæ v vybrannyh tipah model~- nyh seæsmiqeskih sred dolßny nesti v sebe imenno tu informaci¸ o svoæstvah rassmatrivaemoæ sredy, kotoru¸ stremØtsØ poluqat~ v seæsmike pri registracii nestacionarnyh volnovyh impul~sov, dlØ teh ili inyh seæsmiqeskih voln signal~nogo ti- pa.

66 G. I. PETRAXEN^

GLAVA 2

Volnovye polØ signal~nogo tipa. Poverhnosti razryva (fronty) uprugih volnovyh poleæ.

V glave rassmatriva¸tsØ uprugie sredy, parametry ρ i c_{ik,μν} kotoryh vs¸du nepreryvny, a v §6 predpolaga¸tsØ, krome togo, nepreryvnymi i vse ih qastnye proizvodnye, vstreqa¸wiesØ pri vykladkah. Cel~¸ glavy ØvlØetsØ vyvod differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, opredelØ¸wih dvißenie poverhnosteæ razryvov (frontov) polØ uprugih smeweniæ v anizotropnyh uprugih sredah, a takße – poluqenie uravneniæ (dlØ vektorov polØrizacii razryvov). opisyva¸wih harakter razryvov proizvodnyh polØ smeweniæ pri perehode qerez upomØnutye poverhnosti. Pri fftom obnarußivaetsØ glubokaØ analogiØ v rasprostranenii fflementov poverhnosteæ razryvov volnovyh poleæ s rasprostraneniem v anizotropnyh sredah lokal~noploskih voln razliqnyh tipov.

§5. Slabye i sil~nye razryvy polØ uprugih smeweniæ. Kinematiqeskie i dinamiqeskie usloviØ sovmestnosti

Kak izvestno, v seæsmiqeskoæ praktike prihoditsØ imet~ delo, glavnym obrazom, s polØmi smeweniæ signal~nogo haraktera, vozbußdaemymi sravnitel~no kratkovremennymi vozdeæstviØmi. V ffksperimente takie polØ registriru¸tsØ obyqno v vide vstupleniæ voln, t.e. v vide glavnyh, naibolee bystro izmenØ¸wihsØ qasteæ volnovogo polØ, otveqa¸wih toæ ili inoæ vozbudivxeæsØ v srede volne. Glavnye qasti polØ v usloviØh praktiki vsegda nepreryvny i ime¸t nepreryvnye proizvodnye vseh porØdkov. Otnositel~no ße ih rasprostraneniØ v seæsmologii i seæsmorazvedke bezrazdel~no prinimaetsØ (i pritom v udovletvoritel~nom soglasii s praktikoæ), qto ono proishodit po zakonam geometriqeskoæ seæsmiki.

No horoxo izvestno, qto zakony geometriqeskoæ seæsmiki strogo primenimy (v toqnom smysle slova) tol~ko lix~ k opisani¸ dvißeniØ poverhnosteæ razryvov polØ smeweniæ ili ego proizvodnyh, otveqa¸wih v matematiqeskom formalizme teorii uprugosti nekotorym razryvnym vozdeæstviØm nad sredoæ. Pofftomu izuqenie zakonomernosteæ v rasprostranenii poverh-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 67 nosteæ razryvov polØ smeweniæ v anizotropnyh uprugih sredah dolßno privesti k ustanovleni¸ sootvetstvu¸wih zakonov geometriqeskoæ seæsmiki, opisyva¸wih priblißenno i rasprostranenie poverhnosteæ glavnyh qasteæ volnovogo polØ, v okrestnosti kotoryh pole uprugih smeweniæ izmenØetsØ naibolee bystro. PoØsnenie poslednego utverßdeniØ moßet byt~ poluqeno, v qastnosti, na osnove izvestnoæ obweæ formuly ⃗u(⃗r, t) = t∫ 0 ⃗u_0(⃗r, t − τ )f^′(τ )dτ, svØzyva¸weæ razryvnoe pole smeweniæ ⃗u_0(⃗r, t) i gladkoe pole

⃗u(⃗r, t), vozbußdaemye v odnoæ i toæ ße srede odnim i tem ße is-

toqnikom, vkl¸qaemym pri t = 0, no zavisØwim ot vremeni sootvetstvenno kak f_o(t) ≡ ε(t), gde ε(t) – funkciØ Hevisaæda (t.e.

ε(t) ≡ 0 pri t < 0 i ε(t) = 1, esli t > 0), i kak f(t), gde f(t)

– dostatoqno gladkaØ funkciØ. Netrudno videt~, qto v sluqae kratkovremenno deæstvu¸weæ funkcii f(t) bystro izmenØ¸waØsØ (signal~naØ) qast~ gladkogo polØ ⃗u(⃗r, t) sosredotaqivaetsØ v uzkoæ okrestnosti poverhnosti razryva polØ ⃗u_0(⃗r, t). Pofftomu za front polØ ⃗u(⃗r, t) s horoxeæ toqnost~¸ moßno brat~ poverhnost~ razryva polØ ⃗u_0(⃗r, t).

Izloßennymi soobraßeniØmi kak raz i opredelØetsØ praktiqeskoe znaqenie izuqeniØ kruga voprosov, kasa¸wihsØ rasprostraneniØ v anizotropnyh uprugih sredah razryvnyh qasteæ poleæ smeweniæ ili ih proizvodnyh.

1. Pust~ na poverhnosti

ψ(x_1, x_2, x_3, t) = 0 (5.1)

ispytyva¸t razryv nepreryvnosti nekotorye qastnye proizvodnye sostavlØ¸wih polØ smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t). GovorØt, qto pole ⃗u imeet na poverhnosti (5.1) sil~nye razryvy, esli pri perehode qerez poverhnost~ samo pole ⃗u ostaetsØ nepreryvnym, no po kraæneæ mere odna iz qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka ot ego sostavlØ¸wih terpit razryv nepreryvnosti. Esli ße pri perehode qerez poverhnost~ (5.1) osta¸tsØ neprevnymi pole ⃗u i vse ego qastnye proizvodnye pervogo porØdka, a sredi qastnyh proizvodnyh porØdka n ⩾ 2 ot sostavlØ¸wih ⃗u ime¸tsØ

68 G. I. PETRAXEN^ razryvnye, to govorØt, qto pole ⃗u ispytyvaet na poverhnosti (5.1) slabye razryvy.

PredpolagaØ, qto na poverhnosti (5.1) pole smeweniæ imeet slabye ili sil~nye razryvy, postavim vopros ob opisanii dvißeniØ l¸byh poverhnosteæ razryva, t.e. v koneqnom sqete vopros ob uravneniØh dlØ funkciæ ψ, posredstvom kotoryh v forme (5.1) opredelØ¸tsØ poverhnosti razryvov. Otvet na takoæ vopros v sluqae slabyh razryvov daetsØ v §6, a v sluqae sil~- nyh razryvov – v §7. Predvaritel~no ße nadleßit privesti rØd vspomogatel~nyh rezul~tatov, kasa¸wihsØ opisaniØ dvißeniØ poverhnosti (5.1), a takße sootnoxeniæ meßdu sostavlØ¸wimi polØ uprugih smeweniæ po raznye storony poverhnosti razryva, vyraßa¸wih tak nazyvaemye usloviØ sovmestnosti. Takogo roda voprosy podrobno i s polnymi vyvodami obsußda¸tsØ v §4 monografii [1]. Pofftomu zdes~ my ograniqimsØ lix~ privedeniem neobhodimyh nam rezul~tatov s kratkimi ih poØsneniØmi.

2. Vo vsem posledu¸wem budem izuqat~ poverhnosti (5.1), opredelØemye funkciØmi ψ(x_1, x_2, x_3, t) nepreryvnymi vmeste s ih qastnymi proizvodnymi ∂ψ/∂x_k, (k = 1, 2, 3), ∂ψ/∂t pervogo porØdka pri vseh rassmatrivaemyh dalee znaqeniØh argumentov

x_1, x_2, x_3, t. Tak kak v (5.1) vhodit vremØ t, to raspoloßenie

poverhnosti (5.1) v prostranstve peremennyh x_1, x_2, x_3 izmenØetsØ vo vremeni i, sledovatel~no, moßno govorit~ o skorosti peremeweniØ toqek N poverhnosti v upomØnutom (trehmernom) prostranstve.

Esli N = (x_1, x_2, x_3, ) – nekotoraØ toqka poverhnosti (5.1) (rassmatrivaemaØ v moment vremeni t), to za napravleniØ skorosti dvißeniØ toqki N berut ort normali ⃗n = grad ψ | grad ψ| (5.2)

k poverhnosti (5.1) v toqke (N, t), gde

grad ψ = 3∑ k=1 ∂ψ ∂x_k ⃗i_k ≡ 3∑ k=1 p_k⃗i_k, (5.2^′)

priqem proizvodnye p_k ≡ ∂ψ ∂x_k , (k = 1, 2, 3), (5.3)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 69 funkcii ψ iz (5.1) vyqislØ¸tsØ v toqke (N, t).

Qto ße kasaetsØ veliqiny skorosti dvißeniØ vybrannoæ toqki N poverhnosti (5.1) vdol~ normali ⃗n, to ona opredelØetsØ obyqnym obrazom i imeet znaqenie v(N, t) = −ψ_t | grad ψ| ≡ −p_0 (_3 ∑ k=1 p^2_k

) 1_2 , (5.4)

gde po analogii s (5.3) oboznaqeno

p_0 = ∂ψ ∂t ≡ ψ_t. (5.3^′)

Itak, za skorost~ rasprostraneniØ poverhnosti (5.1) prinima¸t skorost~ (5.4) dvißeniØ ee toqek (N, t) vdol~ normaleæ

⃗n = ⃗n(N, t), postroennyh k poverhnosti (5.1) v teh ße toqkah (N, t), dvißenie kotoryh izuqaetsØ.

3. PrinimaØ za poloßitel~nu¸ i otricatel~nu¸ storony poverhnosti (5.1) takie mnoßestva toqek (x_1, x_2, x_3, t), v kotoryh vypolnØ¸tsØ sootvetstvenno neravenstva ψ(x_1, x_2, x_3, t) > 0 i

ψ(x_1, x_2, x_3, t) < 0, rassmotrim pole smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t), ime-

¸wee na poverhnosti (5.1) sil~nye razryvy. V sootvetstvii s opredeleniem takoe pole imeet sostavlØ¸wie u_k(x_1, x_2, x_3, t), nepreryvnye vo vsem prostranstve, vkl¸qaØ, koneqno, i toqki poverhnosti (5.1). Qto ße kasaetsØ ih qastnyh proizvodnyh

∂u_k/∂x_i i ∂u_k/∂t, to oni nepreryvny s kaßdoæ iz storon poverh-

nosti (5.1), no pri perehode qerez poverhnost~ po kraæneæ mere odna iz nih terpit razryv nepreryvnosti.

Pri rassmotrenii ne slixkom rezko vkl¸qaemyh vozdeæstviæ v srede vozbußda¸tsØ polØ smeweniæ s takimi (sil~nymi) razryvami, qto upomØnutye qastnye proizvodnye (nepreryvnye s kaßdoæ iz storon poverhnosti) pri stremlenii toqek (M, t), ne prinadleßawih poverhnosti (5.1), k toqkam (N, t) fftoæ poverhnosti ime¸t opredelennye predel~nye znaqeniØ, raznye, voobwe govorØ, s raznyh storon poverhnosti. V takih sluqaØh legko dokazyvaetsØ, qto vse proizvodnye ∂u_k/∂x_i i ∂u_k/∂t faktiqeski nepreryvny s kaßdoæ iz storon poverhnosti (5.1) vplot~ do toqek poverhnosti. �to obstoØtel~stvo sovmestno so svoæstvom nepreryvnosti sostavlØ¸wih u_k polØ smeweniæ pozvolØet dokazat~,

70 G. I. PETRAXEN^ qto pri perehode qerez poverhnost~ (5.1) osta¸tsØ nepreryvnymi vse vyraßeniØ vida M_{ki} ≡ p_k ∂u_i ∂t − p_0 ∂u_i ∂x_k = nepr., (i, k = 1, 2, 3), (5.5)

v kotoryh p_k i p_0, ime¸wie znaqeniØ iz (5.3) i (5.3^′), ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi argumentov x_k i t vsledstvie predpoloßennoæ gladkosti funkcii ψ iz (5.1). UsloviØ nepreryvnosti (5.5) nosØt nazvanie kinematiqeskih usloviæ sovmestnosti dlØ polØ ⃗u s sil~nymi razryvami na poverhnosti (5.1).

Sleduet otmetit~, vo-pervyh, qto usloviØ (5.5), vyvodimye v sluqae poleæ ⃗u ukazannogo vyxe qastnogo vida, okazyva¸tsØ spravedlivymi i v sluqae praktiqeski proizvol~nyh poleæ ⃗u s sil~nymi razryvami. Vo-vtoryh ße, qto usloviØ (5.5), po suwestvu govorØ, vyraßa¸t trebovanie nepreryvnosti pri perehode qerez poverhnost~ (5.1) qastnyh proizvodnyh ot ⃗u po napravleniØm, kasatel~nym k poverhnosti (5.1). Deæstvitel~no, esli uqest~, qto vsegda ψ_t ≢ 0, to uravnenie (5.1) moßet byt~ razrexeno otnositel~no t = t(x_1, x_2, x_3). Pri fftom differencirovanie vdol~ kasatel~nyh k poverhnosti (5.1) napravleniæ privodit k vyraßeniØm ∂u_i ∂x_k + ∂u_i ∂t ∂t ∂x_k = ∂u_i ∂x_k − ∂u_i ∂t ψ_{xk} ψ_t = 1 ψ_t [ p_0 ∂u_i ∂x_k − p_k ∂u_i ∂t ] , otliqa¸wimisØ ot M_{ki} iz (5.5) lix~ nepreryvnym mnoßitelem [−ψ_t]^{−1}.

4. Privedennye v p. 3 usloviØ (5.5) nosili qisto kinematiqeskiæ harakter i ne imeli otnoxeniØ k kakim-libo zakonam mehaniki. No oqevidno, qto pri rasprostranenii poverhnosteæ razryva (5.1) dolßny vypolnØt~sØ i zakony mehaniki, v qastnosti zakon impul~sa sil i izmeneniØ koliqestva dvißeniØ (pri perehode qerez poverhnost~ razryva). Primenenie fftogo zakona privodit k zakl¸qeni¸, qto pri perehode qerez poverhnost~ (5.1) sil~nyh razryvov dolßny ostavat~sØ nepreryvnymi vyraßeni- Ømi M_{4i} = 3∑ k=1 t_{ik}p_k − ρp_0 ∂u_i ∂t = nepr., (i = 1, 2, 3), (5.6)

v kotoryh p_k i p_0 ime¸t znaqeniØ iz (5.3) i (5.3^′), ρ oboznaqaet plotnost~ vewestva, a t_{ik} – komponenty tenzora naprØßeniØ iz

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 71 (1.11). Pri fftom, kak i vezde v nastoØweæ glave, predpolagaetsØ, qto parametry ρ i c_{ik,μν} uprugoæ sredy vs¸du nepreryvny, a vyraßeniØ p_k i p_0 iz (5.3) i (5.3^′) nepreryvny vsledstvie predpoloßennoæ gladkosti funkcii ψ iz (5.1). UsloviØ (5.6) nazyva- ¸tsØ dinamiqeskimi usloviØmi sovmestnosti dlØ polØ uprugih smeweniæ s sil~nymi razryvami.

V zakl¸qenie otmetim, qto polØ smeweniæ ⃗u s razryvami v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka, udovletvorØ¸wie kinematiqeskim (5.5) i dinamiqeskim (5.6) usloviØm sovmestnosti, obrazu¸t klass, nazyvaemyæ v matematiqeskoæ fizike klassom poleæ s pravil~nymi sil~nymi razryvami. Takoæ klass poleæ nastol~ko xirok, qto on ohvatyvaet praktiqeski vse sluqai poleæ, predstavlØ¸wih prikladnoæ interes.

§6. Poverhnosti slabyh razryvov kak harakteristiqeskie poverhnosti sistemy uravneniæ dvißeniØ

1. V teorii sistem differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka giperboliqeskogo tipa vrode sistemy (2.9) (t.e. takih sistem, kotorye opisyva¸t rasprostranenie kakih-libo voln) vaßnu¸ rol~ igraet zadaqa Koxi, zakl¸qa¸waØsØ v nahoßdenii rexeniØ sistemy po naqal~nym usloviØm, zadavaemym na nekotoroæ poverhnosti

ψ(x_1, x_2, x_3, x_0) = 0, (x_0 ≡ t). (6.1)

V zadaqah fiziki naqal~nye usloviØ oqen~ qasto zada¸t na poverhnosti ψ ≡ t − t_0 = 0, priqem takie usloviØ dlØ vektora smeweniæ svodØtsØ k ravenstvam ⃗u | |_{t=t0} = ⃗u^0(x_1, x_2, x_3), ∂⃗u ∂t | | |_{t=t0} = ⃗v^0(x^1, x^2, x^3), (6.2)

fiziqeskiæ smysl kotoryh oqeviden.

Odnako v bolee obwih sluqaØh prihoditsØ rassmatrivat~ zadaqi Koxi s naqal~nymi dannymi v toqkah poverhnosti (6.1) bolee obwego vida. Pri fftom vsegda podobnye dannye vybira¸tsØ v takoæ forme, qtoby po nim i po uravneni¸ poverhnosti (6.1) (na kotoroæ oni zadany) moßno bylo opredelit~ vo vseh toqkah poverhnosti (6.1) znaqenie kak iskomoæ funkcii (t.e. vektora ⃗u v naxih zadaqah), tak i vseh ee qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka. Pofftomu v principial~nom otnoxenii my ne pogrexim,

72 G. I. PETRAXEN^ esli budem sqitat~, qto naqal~nye usloviØ Koxi svodØtsØ v zadaqah obsußdamogo tipa k zadani¸ v toqkah poverhnosti (6.1) pravyh qasteæ vseh sledu¸wih ravenstv:

⃗u = ⃗u_0(x_1, x_2, x_3, x_0), ∂⃗u ∂x_ν = ⃗u_0^{(ν)}(x_1, x_2, x_3, x_0),

(ν = 0, 1, 2, 3). (6.3)

2. Esli poverhnost~ (6.1) ne ØvlØetsØ osoboæ poverhnost~¸, toqnee, esli ona, kak govorØt, ne ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ poverhnost~¸ dlØ rassmatrivaemoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ (2.9), to zadaqa Koxi imeet rexenie i pritom edinstvennoe (pri uslovii, koneqno, qto funkciØ ψ iz (6.1), ravno kak i funkcii iz pravyh qasteæ ravenstv (6.3), oblada¸t dostatoqnoæ gladkost~¸). V takom sluqae pole ⃗u(x_1, x_2, x_3, x_0), a znaqit, i l¸bye ego qastnye proizvodnye, v tom qisle i proizvodnye vtorogo porØdka, odnoznaqno opredelØ¸tsØ na osnovanii izuqaemoæ sistemy (2.9) differencial~nyh uravneniæ (vtorogo porØdka), a takße naqal~nyh dannyh (6.3). Pri fftom v sluqae differenciruemyh funkciæ ⃗u_0^{(ν)}(x_1, x_2, x_3, x_0) iz (6.3) vse qastnye proizvodnye vtorogo porØdka ot iskomoæ funkcii ⃗u po napravleniØm, kasatel~nym k poverhnosti (6.1), opredelØ¸tsØ neposredstvenno po (6.3) putem differencirovaniØ funkciæ ⃗u_0^{(ν)} vdol~ poverhnosti (6.1).^1

PodstavlØØ znaqeniØ vseh takih qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka (ravno kak i znaqeniØ qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka iz (6.3)) v sistemu differencial~nyh uravneniæ (2.9), my prihodim k odnomu vektornomu algebraiqeskomu uravneni¸ dlØ qastnoæ proizvodnoæ vtorogo porØdka ot ⃗u po napravleni¸, normal~nomu k poverhnosti (6.1), iz kotorogo (v sootvetstvii s predpoloßeniem o suwestvovanii i edinstvennosti rexeniØ obsußdaemoæ zadaqi Koxi) ffta proizvodnaØ dolßna odnoznaqno opredelØt~sØ. V rezul~tate v toqkah poverhnosti (6.1) dlØ vseh qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka poluqa¸tsØ vpolne opredelennye znaqeniØ, qto svidetel~stvuet ob otsutstvii

1Posle takogo differencirovaniØ usloviæ (6.3) iz vseh qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka ot ⃗u neopredelennoæ ostaetsØ lix~ proizvodnaØ

∂^2⃗u/∂ν^2 po napravleni¸ ν, normal~nomu (v prostranstve x_1, x_2, x_3, x_0) k

poverhnosti (6.1).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 73 u upomØnutyh proizvodnyh kakih-libo razryvov nepreryvnosti pri perehode qerez poverhnost~ (6.1).

Itak, my vidim, qto pole ⃗u so slabymi razryvami moßet imet~ razryvy nepreryvnosti v qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka v toqkah poverhnosti (6.1) tol~ko v tom sluqae, kogda naqal~nye usloviØ (6.3), zadannye na poverhnosti (6.1), privodØt sovmestno s uravneniem (2.9) k nerazreximoæ algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ dlØ qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka ot polØ ⃗u, t.e. esli (6.1) okazyvaetsØ harakteristiqeskoæ poverhnost~¸ sistemy uravneniæ (2.9).

K analogiqnomu ße zakl¸qeni¸ netrudno priæti i v sluqae poleæ smeweniæ ⃗u so slabymi razryvami, u kotorogo nainizxiæ porØdok razryvnyh proizvodnyh n > 2. DlØ fftogo lix~ neobhodimo rassmatrivat~ krome (2.9) uravneniØ, poluqa¸wiesØ iz (2.9) v rezul~tate vsevozmoßnyh differencirovaniæ porØdka

m ⩽ n − 2, a krome usloviæ (6.3) – podobnye ße usloviØ, po-

luqa¸wiesØ differencirovaniem (6.3) m raz po vsevozmoßnym napravleniØm, kasatel~nym k poverhnosti (6.1). Pri fftom sleduet predpolagat~ nepreryvnymi vse qastnye proizvodnye ot uprugih parametrov c_{ik,μν} i ρ sredy, vhodØwie kak v (2.9), tak i v uravneniØ, poluqa¸wiesØ iz (2.9) v rezul~tate upomØnutogo differencirovaniØ.

3. UravneniØ dvißeniØ (2.9) ideal~no uprugoæ anizotropnoæ sredy budem zapisyvat~ v vide 3∑ q=1 3∑ p,k=0 a^{kp}_{iq} ∂^2u_q ∂x_k∂x_p + F_i ( ∂u_q ∂x_p , x_k, . . . ) = 0 (i = 1, 2, 3), (6.4)

gde oboznaqeno a^{kp}_{iq} = { c_{ik,pq}, esli p ⩾ 1, k ⩾ 1, −ρδ_{iq} δ_{0p}δ_{0k} pri p = 0, ili k = 0

(6.5)

i ne vypisany v Øvnom vide zavedomo nepreryvnye slagaemye F_i uravneniæ, ne soderßawie qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka. Naqal~nye ße usloviØ budem sqitat~ zadannymi na poverhnosti (6.1) v forme (6.3).

Ot nezavisimyh peremennyh x_1, x_2, x_3, x_0 pereædem k novym nezavisimym peremennym x^′_1, x^′_2, x^′_3, x^′_0 po formulam

x^′_0 = ψ(x_1, x_2, x_3, x_0) ≡ ω_0(x_1, x_2, x_3, x_0),

x^′_k = ω_k(x_1, x_2, x_3, x_0), (k = 1, 2, 3),

(6.6)

74 G. I. PETRAXEN^ gde nepreryvnye vmeste so vsemi qastnymi proizvodnymi pervogo porØdka funkcii ω_k vybrany tak, qto v rassmatrivaemoæ oblasti izmeneniØ peremennyh x_1, x_2, x_3, x_0 okazyvaetsØ

∂(ω_0, ω_1, ω_2, ω_3) ∂(x_0, x_1, x_2, x_3) ≠ { 0 ∞ . (6.7)

Pri fftom preobrazovanie (6.6) realizuet odno-odnoznaqnoe otobraßenie toqek (x_ν ) v (x^′_ν).

Po pravilam differencirovaniØ nahodim ∂u_q ∂x_k = 3∑ r=0 ∂u_q ∂x^′_r ∂x^′_r ∂x_k = 3∑ r=0 ∂ω_r ∂x_k ∂u_q ∂x^′_r ,

∂^2u_q ∂x_k∂x_p = 3∑ r,s=0 ∂ω_r ∂x_k ∂ω_s ∂x_p ∂^2u_q ∂x^′_r∂x^′_s + 3∑ r=0 ∂^2ω_r ∂x_k∂x_p ∂u_q ∂x^′_r . Pofftomu sistema uravneniæ (6.4) perepisyvaetsØ v vide 3∑ q=1 3∑ p,k r,s ff_{=0} a^{kp}_{iq} ∂ω_r ∂x_k ∂ω_s ∂x_p ∂^2u_q ∂x^′_r ∂x^′_s + ~F_i ( ∂u_q ∂x^′_p , x^′_k, . . . ) = 0

(i = 1, 2, 3), (6.8)

gde ne vypisannye Øvno slagaemye (vkl¸qennye v vyraßenie ~F_i) ne soderßat qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka ot u_q.

Poverhnost~ (6.1), na kotoroæ zadany naqal~nye usloviØ dlØ sistemy (6.4) v ishodnyh peremennyh x_0, x_1, x_2, x_3, preobrazuetsØ po formulam (6.6) v poverhnost~ x^′_0 = 0. Pofftomu naqal~nye usloviØ dlØ sistemy uravneniæ (6.8) moßno sqitat~ zadannymi v vide u_q | |_{x′0=0} = u^0_q (x^′_1, x^′_2, x^′_3), ∂u^q ∂x^′_0 | | | |_{x′0=0} = v^0q (x^′1, x^′2, x^′3), (6.2^′)

analogiqnom (6.2). Pri takoæ zapisi naqal~nyh usloviæ vse qastnye proizvodnye pervogo porØdka ot u_q po x^′_k, (k = 1, 2, 3) vyqislØ¸tsØ v toqkah poverhnosti x^′_0 = 0 lix~ differencirovaniem funkciæ u^0_q(x^′_1, x^′_2, x^′_3).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 75 Na osnove naqal~nyh usloviæ (6.2^′)^2 v toqkah poverhnosti

x^′_0 = 0 mogut byt~ vyqisleny sledu¸wie qastnye proizvodnye

vtorogo porØdka

∂^2u_q ∂x^′_k∂x^′_p , ∂^2u_q ∂x^′_k∂x^′_0 , (q, p, k = 1, 2, 3). (6.9)

Ne opredelennymi ße poka osta¸tsØ lix~ qastnye proizvodnye

∂^2u_q ∂x^{′2}_0 , (q = 1, 2, 3), (6.9^′)

dlØ kotoryh iz (6.8) poluqaetsØ sistema treh ravenstv 3∑ q=1 Ω_{iq} ∂^2u_q ∂x^{′2}_0 = −Ψ_i(x_ν, . . . ), (i = 1, 2, 3), (6.10)

gde oboznaqeno

Ω_{iq} = 3∑ p,k=0 a^{kp}_{iq} ∂ω_0 ∂x_k ∂ω_0 ∂x_p , (6.11)

priqem ω_0 ≡ ψ(x_1, x_2, x_3, x_0) – funkciØ iz (6.6) ili (6.1), opredelØ¸waØ poverhnost~, nesuwu¸ naqal~nye dannye Koxi. Posredstvom ße Ψ_i(x_ν, . . . ) v (6.10) oboznaqeny summy funkciæ

~F_i(∂u_q/∂x^′_p, . . . ) iz (6.8) so slagaemymi, soderßawimi qastnye

proizvodnye tipa (6.9), izvestnye v toqkah poverhnosti (6.1) (ili x^′_0 = 0) v silu dannyh Koxi.

4. Tri ravenstva (6.10) moßno rassmatrivat~ kak sistemu algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no proizvodnyh iz (6.9^′). Kofffficienty Ω_{iq} takoæ sistemy, opredelØemye formulami (6.11), (6.5), ime¸t smysl i nepreryvny ne tol~ko v toqkah poverhnosti (6.1), no i vo vseæ oblasti toqek (x_0, x_1, x_2, x_3), gde ρ i c_{ik,μν} nepreryvny, a funkciØ ψ iz (6.1) opredelena i nepreryvna vmeste so svoimi pervymi qastnymi proizvodnymi. Qto ße kasaetsØ pravyh qasteæ uravneniæ (6.10), to oni opredeleny i nepreryvny lix~ v toqkah poverhnosti (6.1).

Esli v toqkah poverhnosti (6.10) (a znaqit i v ee okrestnosti) okazyvaetsØ |Ω_{iq}| ≠ 0, to iz sistemy uravneniæ (6.10) odnoznaqno

2S dostatoqno gladkimi funkciØmi u^0_q i v^0_q iz pravyh qasteæ.

76 G. I. PETRAXEN^ nahodØtsØ znaqeniØ vseh proizvodnyh iz (6.9^′). Pri fftom vyØsnØetsØ, qto v toqkah poverhnosti (6.1) vse qastnye proizvodnye vtorogo porØdka ot polØ smeweniæ ⃗u ime¸t vpolne opredelennye nepreryvnye znaqeniØ, vsledstvie qego poverhnost~ (6.1) ne moßet byt~ poverhnost~¸ razryva dlØ takih proizvodnyh.

Takim obrazom, upomØnutye proizvodnye polØ smeweniæ ⃗u mogut imet~ razryvy na poverhnosti (6.1) tol~ko v tom sluqae, kogda v toqkah poverhnosti (6.1) vypolnØetsØ ravenstvo

|Ω_{iq}| = 0, (6.12)

soderßawee v pravoæ qasti opredelitel~ matricy Ω_{iq} iz (6.11), (6.5), ne zavisØweæ ot polØ smeweniæ ⃗u, ravno kak i ot znaqeniØ ψ funkcii iz (6.1). �lementy takoæ matricy zavisØt lix~ ot uprugih parametrov ρ = ρ(x_μ) i c_{ik,μν} = c_{ik,μν}(x_p) anizotropnoæ sredy, a takße ot qastnyh proizvodnyh

p_0 = ∂ψ ∂x_0 ≡ ∂ψ ∂x_t , p_k = ∂ψ ∂x_k , (k = 1, 2, 3) (6.13)

funkcii iz (6.1).

5. Spravedlivost~ ravenstva (6.12) ustanovlena lix~ v toqkah poverhnosti (6.1), na kotoroæ (po predpoloßeni¸) qastnye proizvodnye vtorogo porØdka ot funkcii ⃗u ime¸t razryvy nepreryvnosti. Odnako netrudno videt~, qto podobnoe ravenstvo dolßno vypolnØt~sØ ne tol~ko v toqkah poverhnosti (6.1), no i v ee okrestnosti (toqnee, vezde, gde opredeleny funkcii ψ i uprugie postoØnnye sredy). Qtoby v fftom ubedit~sØ, dostatoqno povtorit~ privedennye rassußdeniØ dlØ zadaq Koxi, naqal~nye usloviØ (6.3) kotoryh zada¸tsØ ne na poverhnosti (6.1), a na poverhnostØh

ψ(x_1, x_2, x_3, x_0) = c, (6.1^′)

soderßawih parametr c iz promeßutka −c_0 < c < c_0, i uqest~ upominavxu¸sØ nezavisimost~ levoæ qasti (6.12) ot znaqeniæ ψ i polØ smeweniæ ⃗u.

Pri vypolnimosti ße ravenstva (6.12) vo vseh toqkah (x_0, x_1,

x_2, x_3) nekotoroæ qetyrehmernoæ oblasti ffto ravenstvo priobre-

taet smysl uravneniØ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka otnositel~no funkcii ψ(x_1, x_2, x_3, x_0), qerez posredstvo kotoroæ opredelØ¸tsØ (v forme (6.1) ili (6.1^′)) uravneniØ poverhnosteæ vozmoßnyh slabyh razryvov polØ smeweniæ ⃗u.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 77 Qtoby poluqit~ Øvnoe vyraßenie dlØ upomØnutogo uravneniØ v qastnyh proizvodnyh, nußno vospol~zovat~sØ vyraßeniØmi (6.11), (6.5). Pri fftom poluqa¸tsØ formuly

Ω_{iq} = 3∑ p,k=1 c_{ik,pq}p_k p_p − ρp^2_0δ_{iq} , (6.14)

v kotoryh p_0 i p_k oboznaqa¸t proizvodnye iz (6.13), a uprugie parametry ρ i c_{ik,μν} ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi koordinat x_p.

Qto ße kasaetsØ samogo differencial~nogo uravneniØ, ime- ¸wego vid | | | | 3∑ p,k=1 c_{ik,pq}p_k p_p − ρp^2_0δ_{iq} | | | | = 0, (6.12^′)

to k ego obsußdeni¸ my obratimsØ v §8.

§7. UsloviØ sovmestnosti pri rasprostranenii poverhnosteæ sil~nyh razryvov polØ smeweniæ

Pust~ v nekotoroæ oblasti peremennyh x_1, x_2, x_3, t zadany uprugaØ sreda s nepreryvnymi parametrami ρ i c_{ik,μν}, a takße poverhnost~

ψ(x_1, x_2, x_3, t) = 0, (7.1)

funkciØ ψ kotoroæ opredelena, nepreryvna i imeet nepreryvnye qastnye proizvodnye pervogo porØdka

p_0 ≡ ∂ψ ∂t , p_k ≡ ∂ψ ∂x_k , (k = 1, 2, 3) (7.1^′)

vo vseh toqkah upomØnutoæ oblasti. Rassmotrim v takoæ oblasti pole uprugih smeweniæ ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) s pravil~nymi sil~- nymi razryvami na poverhnosti (7.1). Poslednee oznaqaet, qto pole ⃗u vs¸du nepreryvno i imeet qastnye proizvodnye pervogo porØdka, nepreryvnye s obeih storon vne poverhnosti (7.1). Pri perehode ße qerez poverhnost~ (7.1) po kraæneæ mere odna iz upomØnutyh proizvodnyh terpit razryv nepreryvnosti, no takoæ, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ sovmestnosti (5.5) i (5.6).

IshodØ iz predpoloßeniØ o naliqii u polØ ⃗u ukazannyh razryvov v pervyh proizvodnyh i pol~zuØs~ tol~ko lix~ usloviØmi sovmestnosti, postavim cel~¸ poluqit~ uravneniØ, kotorym

78 G. I. PETRAXEN^ dolßna udovletvorØt~ funkciØ ψ iz (7.1), a takße ustanovit~ harakter razryvov u proizvodnyh ot polØ ⃗u na poverhnostØh, opredelØemyh pri pomowi (7.1) takimi uravneniØmi.

1. Pol~zuØs~ formuloæ (2.6) dlØ sostavlØ¸wih tenzora naprØßeniæ, perepixem uslovie dinamiqeskoæ sovmestnosti (5.6) v vide_3 ∑ k,r,q=1 c_{ik,rq} p_k ∂u_q ∂x_r − ρp_0 ∂u_i ∂t = M_{4i}, (i = 1, 2, 3), (7.2)

gde M_{4i} – funkcii, vs¸du nepreryvnye v rassmatrivaemoæ oblasti peremennyh x_k i t.

Qto ße kasaetsØ kinematiqeskih usloviæ sovmestnosti (5.5), to, esli v nih zamenit~ znaqki k, i sootvetstvenno na r, q, oni primut vid

p_0 ∂u_q ∂x_r = p_r ∂u_q ∂t − M_{rq}, (r, q = 1, 2, 3), (7.3)

gde M_{r,q} ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi ot x_k i t. Pri fftom pod p_k i p_0 zdes~ i vezde dalee ponima¸tsØ proizvodnye (7.1^′) ot funkcii ψ iz (7.1), nepreryvnye vo vseæ rassmatrivaemoæ oblasti peremennyh x_k i t.

Dvenadcat~ sootnoxeniæ (7.2) i (7.3) moßno rassmatrivat~ kak dvenadcat~ lineænyh algebraiqeskih uravneniæ dlØ dvenadcati qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka ot sostavlØ¸wih polØ ⃗u. Kofffficienty takih uravneniæ, ravno kak i svobodnye qleny M_{4i} i M_{rq} , – vs¸du nepreryvnye funkcii. Pofftomu, esli sistema razrexima, to vse pervye qastnye proizvodnye ot sostavlØ¸wih polØ ⃗u vyrazØtsØ qerez nepreryvnye funkcii i sami okaßutsØ nepreryvnymi. Takim obrazom, qastnye proizvodnye pervogo porØdka ot ⃗u mogut imet~ razryvy nepreryvnosti lix~ na takih poverhnostØh vida (7.1), funkcii ψ kotoryh opredelØ¸tsØ iz usloviØ nerazreximosti sistemy (7.2) i (7.3).

Preßde qem vypisyvat~ uslovie nerazreximosti takoæ sistemy, celesoobrazno privesti ee k algebraiqeski bolee prostomu vidu. DlØ fftogo umnoßim uravnenie (7.2) na p_0/ρ, a poluqa¸- wiesØ pod znakom summy vyraßeniØ p_0∂u_q/∂x_r zamenim pravymi qastØmi ravenstva (7.3). V rezul~tate pridem k sisteme lix~

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 79 treh algebraiqeskih uravneniæ 3∑ k,r,q=1 λ_{ik,rq} p_kp_r ∂u_q ∂t − p^2_0 ∂u_i ∂t = ~M_i, (i = 1, 2, 3), (7.4)

v kotoroæ oboznaqeno λ_{ik,rq} = c_{ik,rq}(x_1, x_2, x_3) ρ(x_1, x_2, x_3)

, (7.5)

~M_i = p^0 ρ M_{4i} + 3∑ k,r,q=1 λ_{ik,rq} p_kM_{rq} , (7.6) priqem λ_{ik,μν} = λ_{ik,μν}(x) i ~M_i ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi v rassmatrivaemoæ oblasti peremennyh x_k i t.

Uslovie nerazreximosti takoæ sistemy uravneniæ, svodØweesØ k ravenstvu nul¸ ee glavnogo opredelitelØ | | | | 3∑ k,r=1 λ_{ik,rq} p_kp_r − p^2_0δ_{iq} | | | | = 0, (7.7)

kak raz i okazyvaetsØ iskomym differencial~nym uravneniem v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka otnositel~no funkcii ψ, po kotoroæ opredelØ¸tsØ poverhnosti (7.1) pravil~nyh sil~- nyh razryvov polØ smeweniæ. V svØzi s izloßennym umestno napomnit~, vo-pervyh, qto p_0 i p_k iz (7.4) i (7.7) ime¸t znaqeniØ qastnyh proizvodnyh iz (7.1^′). I, vo-vtoryh, qto uravnenie (7.7) sovpadaet (s toqnost~¸ do mnoßitelØ ρ^{−3}) s uravneniem (6.12^′), kotoroe bylo poluqeno dlØ poverhnosteæ slabyh razryvov polØ smeweniæ. Takogo sovpadeniØ, koneqno, sledovalo oßidat~ na osnovanii oqevidnogo fakta vozmoßnosti perehoda ot polØ ⃗u so slabymi razryvami na nekotoroæ poverhnosti S k pol¸ smeweniæ, naprimer, vida ⃗U = d^{(n−1)} dt^{n−1} ⃗u, ime¸wemu uße sil~nye razryvy na toæ ße poverhnosti. Znaqenie n ⩾ 2 zdes~ imeet takoæ ße smysl, qto i v p. 1 §5.

80 G. I. PETRAXEN^

2. Ne obrawaØs~ ewe k rassmotreni¸ uravneniØ (7.7), levaØ qast~ kotorogo ØvlØetsØ odnorodnym algebraiqeskim mnogoqlenom xestoæ stepeni otnositel~no veliqin p_1, p_2, p_3 i p_0, lix~ otmetim, qto ono vsegda raspadaetsØ na tri razliqnyh nezavisimyh uravneniØ sootvetstvenno trem tipam voln, rasprostranØ- ¸wimsØ v anizotropnyh sredah. K obsußdeni¸ podobnyh voprosov my obratimsØ v §8, a seæqas proill¸striruem vyskazannoe utverßdenie na prosteæxem primere izotropnoæ uprugoæ sredy.

UqityvaØ svØz~ matricy uprugih postoØnnyh c_{ik,μν} s xestirØdnym ee predstavleniem c_{αβ} iz p. 2 §4 i pol~zuØs~ tabliceæ (4.12), legko nahodim fflementy matricy ω_{iq} = 3∑ k,r=1 c_{ik,rq} ρ p_kp_r, (7.8)

opredelØ¸wiesØ vyraßeniØmi

ω_{ii} = (λ^′ + μ^′)p^2_i + μ^′p^2, (i = 1, 2, 3),

ω_{iq} = (λ^′ + μ^′)p_ip_q, (i ≠ q), (7.8^′)

p^2 = 3∑ k=1 p^2_k, λ^′ = λ ρ , μ^′ = μ ρ . OboznaqaØ Ω_{iq} = ω_{iq} − p^2_0δ_{iq} , sostavlØem opredelitel~ iz levoæ qasti (7.7), ime¸wiæ znaqenie

|Ω_{iq}| =Ω_{11} ( Ω_{22}Ω_{33} − Ω^2_3 ) − −Ω_{21} ( Ω_{12}Ω_{33} − Ω_{13}Ω_{32} ) + Ω_{31} ( Ω_{12}Ω_{23} − Ω_{22}Ω_{13} ) = = [ (λ^′ + μ^′)p^2_1 + μ^′p^2 − p^2_0 ] − (μ^′p^2 − p^2_0) [ (λ^′ + μ^′)(p^2 + p^2_3) + μ^′p^2 − p^2_0 ] − −(λ^′ + μ^′)^2p^2_1(μ^′p^2 − p^2_0)(p^2 + p^2_3) = ( μ ρ p^2 − p^2_0

)_2( λ + 2μ ρ p^2 − p^2_0 ) . Takim obrazom, uravnenie (7.7) dlØ poverhnosteæ razryvov rasweplØetsØ na tri nezavisimye uravneniØ, λ + 2μ ρ p^2 − p^2_0 = 0, (7.9) μ ρ p^2 − p^2_0 = 0, μ ρ p^2 − p^2_0 = 0, (7.9^′)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 81 dva iz kotoryh (dlØ popereqnyh voln) v rassmatrivaemom sluqae izotropnyh sred (i tol~ko v fftom sluqae) sovpada¸t drug s drugom. Pri ispol~zovanii oboznaqeniæ

v_p = √ λ + 2μ ρ , v_s = √ μ ρ (7.10)

dlØ skorosteæ prodol~nyh i popereqnyh voln, a takße oboznaqeniæ (7.1^′) dlØ veliqin p_k i p_0 uravneniØ (7.9) perepisyva¸tsØ v privyqnoæ forme

(grad ψ)^2 − 1 v^2_p ( ∂ψ ∂t )_2 = 0,

(grad ψ)^2 − 1 v^2_s ( ∂ψ ∂t )_2 = 0 uravneniæ dlØ poverhnosteæ razryva (frontov) prodol~nyh i popereqnyh voln v izotropnyh uprugih sredah.

Qto ße kasaetsØ uravneniØ (7.7) v obwem sluqae anizotropnoæ sredy, to, kak uße upominalos~, ono raspadaetsØ na tri razliqnyh nezavisimyh uravneniØ v qastnyh proizvodnyh (pervogo porØdka) dlØ treh razliqnyh tipov volnovyh frontov. Odnako analitiqeskih predstavleniæ dlØ takih nezavisimyh uravneniæ v obwem sluqae anizotropii praktiqeski ne udaetsØ poluqat~ vsledstvie soverxenno neobozrimoæ ih sloßnosti i gromozdkosti. I vot l¸bopytnym i pouqitel~nym okazyvaetsØ tot fakt, qto upomØnutyh predstavleniæ faktiqeski i ne trebuetsØ dlØ togo, qtoby uspexno rexat~ l¸bye zadaqi, svØzannye s rasprostraneniem volnovyh frontov v anizotropnyh uprugih sredah. Ne obrawaØs~ ewe k takogo roda voprosam, obsudim sledstviØ iz (7.4), kasa¸wiesØ haraktera razryvov polØ smeweniæ pri perehode qerez poverhnost~ (7.1).

3. Dopustim, qto v rezul~tate rexeniØ uravneniØ (7.7) opredelena nekotoraØ poverhnost~ razryva (7.1), otnosØwaØsØ k odnomu iz treh vozmoßnyh tipov volnovyh frontov. Esli opredelit~, naprimer, kak v p. 3 §5, poloßitel~nu¸ (znaqok +) i otricatel~nu¸ (znaqok −) storony poverhnosti (7.1), to moßno vvesti v rassmotrenie vektor polØrizacii razryvov ⃗A s sostavlØ¸wi- mi A_i = ∂u^+_i ∂t − ∂u^−_i ∂t , (i = 1, 2, 3), (7.11)

82 G. I. PETRAXEN^ ravnymi raznosti predel~nyh znaqeniæ proizvodnyh ∂u_i/∂t s poloßitel~noæ i otricatel~noæ storon poverhnosti razryva. Oqevidno, qto pri podqinenii uslovi¸ normirovki ( ⃗A · ⃗A) ≡ 3∑ i=1 A^2_i = 1 (7.12)

vektor polØrizacii razryvov ⃗A opredelit v prostranstve x_1, x_2,

x_3 napravlenie, vdol~ kotorogo sostavlØ¸waØ vektora skorosti

smeweniæ ∂⃗u/∂t ispytyvaet razryv nepreryvnosti pri perehode qerez poverhnost~ razryva (7.1).

VypisyvaØ uravneniØ (7.4) v toqkah N_+ i N_− s poloßitel~- noæ i otricatel~noæ storon poverhnosti razryva i pol~zuØs~ nepreryvnost~¸ vyraßeniæ (7.5) i (7.6), sostavim raznost~ vypisannyh uravneniæ. V rezul~tate prihodim k sisteme treh odnorodnyh algebraiqeskih uravneniæ 3∑ k,r,q=1 λ_{ik,rq} p_kp_rA_q − p^2_0A_i = 0, (i = 1, 2, 3) (7.13)

otnositel~no veliqin A_i iz (7.11). Takie uravneniØ, oqevidno, mogut rassmatrivat~sØ lix~ posle togo, kak funkciØ ψ iz (7.1) uße opredelena na osnovanii rexeniØ uravneniØ (7.7). Pofftomu vse veliqiny p_k i p_0 iz (7.1^′), vhodØwie v (7.13), ravno kak i veliqiny λ_{ik,μν} iz (7.5), sleduet sqitat~ izvestnymi. Opredelitel~ sistemy (7.13) udovletvorØet ravenstvu (7.7) i, sledovatel~no, sistema (7.13) razrexima.

Kak uße upominalos~, sistema uravneniæ (7.13) opredelØet harakter razryvov sostavlØ¸wih polØ skorosteæ smeweniæ pri perehode qerez poverhnost~ razryva togo ili inogo tipa, rasprostranØ¸wu¸sØ v neodnorodnoæ anizotropnoæ uprugoæ srede. Issledovanie takoæ poverhnosti proizvoditsØ v §8.

4. V zakl¸qenie nastoØwego paragrafa rassmotrim snaqala sistemu uravneniæ (7.13) v sluqae izotropnoæ uprugoæ sredy. Zatem ße pokaßem, qto sistema uravneniæ (7.13) obnarußivaet blizkoe rodstvo s sistemoæ uravneniæ (7.15), opredelØ¸weæ (sovmestno s uravneniem KristoffelØ (7.18)) process rasprostraneniØ ploskih voln s normal~¸ ⃗n v okrestnosti upomØnutyh toqek N^+ i N^− rassmatrivaemoæ poverhnosti razryva.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 83 Esli vospol~zovat~sØ oboznaqeniØmi (7.5), (7.8) i (7.8^′), to ne predstavit truda ubedit~sØ v tom, qto uravneniØ (7.13) v sluqae izotropii mogut byt~ zapisany v sledu¸wih dvuh ffkvivalentnyh formah: 3∑ q=1 [ (λ + μ)p_ip_q + (μp^2 − p^2_0ρ)δ_{iq} ] A_q = 0 i 3∑ q=1 { (λ + μ)(p_ip_q − p^2δ_{iq}) + [ (λ + 2μ)p^2 − ρp^2_0 ] δ_{iq} } A_q = 0.

(7.13^′)

Pust~ rassmatrivaetsØ poverhnost~ razryva, rasprostranØ¸- waØsØ so skorost~¸ v_p iz (7.10) i, sledovatel~no, udovletvorØ¸waØ uravneni¸ (7.9) dlØ frontov prodol~nyh voln.

Ispol~zuØ vtoroe predstavlenie (7.13^′) dlØ nahoßdeniØ veliqin A_i iz (7.11), poluqaem sistemu uravneniæ 3∑ q=1 p_ip_qA_q − p^2A_i = 0, (i = 1, 2, 3),

perepisyvaemu¸ v vide p_i(⃗p · ⃗A) = (⃗p · ⃗p)A_i, esli vospol~zovat~sØ vektornoæ zapis~¸.

Ots¸da srazu poluqaetsØ vyraßenie ⃗A = ⃗p | ⃗p | ≡ grad ψ | grad ψ| = ⃗n, gde ⃗n – ort normali iz (5.2) k poverhnosti razryva (7.1). Itak, my vidim, qto na frontah prodol~nogo tipa ispytyvaet razryv nepreryvnosti lix~ prodol~naØ, t.e. normal~naØ k poverhnosti fronta sostavlØ¸waØ vektora skorosti smeweniæ.

Pri rassmotrenii ße poverhnosteæ razryva (7.9^′), rasprostranØ¸wihsØ so skorost~¸ popereqnyh voln, sleduet ishodit~ iz sistemy uravneniæ v forme pervogo iz privedennyh v (7.13^′) predstavleniæ, svodØwegosØ, oqevidno, k odnomu vektornomu ravenstvu (⃗p ⃗A) = 0, t.e. (⃗n ⃗A) = 0. Takoe ravenstvo oznaqaet, qto

84 G. I. PETRAXEN^ na frontah popereqnogo tipa ispytyva¸t razryv nepreryvnosti lix~ sostavlØ¸wie vektora skorosti smeweniæ, perpendikulØrnye normali ⃗n k poverhnosti fronta. Obobwenie podobnyh rezul~tatov na sluqaæ l¸byh anizotropnyh sred daetsØ v sledu¸wem paragrafe, gde ves~ma poleznymi okazyva¸tsØ svedeniØ o ploskih volnah (s normal~¸ ⃗n k frontu). Pri fftom, v otliqie ot razdeloa 1–4, gde rassmatriva¸tsØ neodnorodnye sredy s nepreryvnymi parametrami ρ(x_p) i λ_{ik,μν}(x_p), teper~ (v razdelah 5–8) anizotropnaØ sreda predpolagaetsØ odnorodnoæ.

5. Pust~ v odnorodnoæ anizotropnoæ uprugoæ srede s parametrami ρ = const i c_{ik,μν} = const, rasprostranØetsØ ploskaØ monohromatiqeskaØ volna vida ⃗u = ⃗A exp i(ωt − ⃗k ⃗r) ≡ ⃗A exp ik(vt − ⃗n ⃗r), (7.14) ⃗A =^3 ∑ k=1 A_k⃗i_k; ⃗κ = k⃗n; | ⃗n | = 1; ω = kv; ⃗v = v⃗n, priqem k i v oboznaqa¸t volnovoe qislo i fazovu¸ skorost~ rasprostraneniØ, ⃗n – normal~ k frontu, a ⃗A – vektornaØ amplituda volny. Pri fftom fiziqeskiæ smysl pridaetsØ, naprimer, vewestvennoæ qasti vyraßeniØ (7.14). Frontom volny okazyvaetsØ ploskost~ (vt − ⃗n ⃗r) = const, rasprostranØ¸waØsØ v napravlenii ⃗n s fazovoæ skorost~¸ v.

PredpolagaØ znaqenie orta ⃗n i uglovoæ qastoty kolebaniæ ω zadannymi, postavim vopros o vozmoßnyh znaqeniØh sostavlØ¸- wih A_i amplitudnogo vektora ⃗A (vektora polØrizacii), a takße – fazovoæ skorosti v, pri kotoryh v zadannoæ anizotropnoæ srede volny vida (7.14) mogut rasprostranØt~sØ? DlØ fftogo vyraßeniØ (7.14) sleduet podstavit~ v uravnenie dvißeniØ (2.9) dlØ odnorodnoæ anizotropnoæ sredy, qto privodit k sisteme algebraiqeskih uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA_q − v^2A_i = 0, (i = 1, 2, 3), (7.15)

kotoru¸ i predstoit izuqit~. Pri fftom sleduet uqityvat~ simmetri¸

Λ_{iq} = Λ_{qi}

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 85 matricy

Λ_{iq} = 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_p, (i, q = 1, 2, 3), (7.16) faktiqeski vhodØweæ v sistemu uravneniæ (7.15), a takße – ee poloßitel~nu¸ opredelennost~, vyraßaemu¸ neravenstvom 3∑ i,q=1 Λ_{iq}b_ib_q > 0, (7.17)

spravedlivym pri l¸byh znaqeniØh b_i > 0.

V matricu (7.16) vhodØt veliqiny λ_{ik,pq} = const iz (7.5), udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm simmetrii, toßdestvennym (4.1). Qto ße kasaetsØ neravenstva (7.17), to ono ØvlØetsØ prØmym sledstviem poloßitel~noæ opredelennosti formy (2.12) s matriceæ c_{ik,μν} iz (7.5) (udovletvorØ¸weæ sootnoxeniØm (4.1)), a takße vozmoßnosti predstavleniØ l¸boæ matricy (n_kb_i) polusummoæ

n_kb_i = 1 2 [ (n_kb_i + n_ib_k) + (n_kb_i − n_ib_k) ] simmetriqnoæ i antisimmetriqnoæ ee qasteæ.

6. OdnorodnaØ sistema algebraiqeskih uravneniæ (7.15), perepisyvaemaØ v vide 3∑ q=1 Λ_{iq}A_q − v^2A_i = 0, (i = 1, 2, 3), (7.15^′)

harakterizuetsØ simmetriqnoæ poloßitel~no-opredelennoæ matriceæ iz (7.16). RexeniØ takih sistem horoxo izuqeny (sm. [3], gl. II, p. 26, 27, 32, 33, 40), pofftomu moßno vospol~zovat~sØ gotovymi rezul~tatami.

Uslovie razreximosti sistemy (7.15), nazyvaemoe uravneniem KristoffelØ, ime¸wee vid | Λ_{iq} − v^2δ_{iq} | ≡ | | | 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_p − v^2δ_{iq} | | | = 0, (7.18)

okazyvaetsØ uravneniem tret~eæ stepeni ot v^2. Vsledstvie simmetrii Λ_{iq} i neravenstva (7.17) vse korni takogo uravneniØ poloßitel~ny, a iz (7.18) sleduet, qto kaßdyæ iz takih korneæ

86 G. I. PETRAXEN^ okazyvaetsØ odnorodnoæ kvadratiqnoæ formoæ ot n_k i, sledovatel~no, ne zavisit ot znaka pri orte ⃗n.

Raspoloßim korni v^2_r = v^2_r (⃗n), (r = 1, 2, 3) v porØdke ih ubyva- niØ v^2_1(⃗n) > v^2(⃗n) > v^2_3(⃗n) > 0. (7.19)

Opyt pokazyvaet, qto v real~no suwestvu¸wih anizotropnyh sredah pri l¸byh ⃗n okazyvaetsØ v^2_1 (⃗n) > v^2_r (⃗n), (r = 2, 3). Qto ße kasaetsØ znaqeniæ v^2(⃗n) i v^2_3 (⃗n) (sovpada¸wih drug s drugom v sluqae izotropii), to v anizotropnyh sredah oni mogut sovpadat~ lix~ pri znaqeniØh ⃗n, sootvetstvu¸wih nekotorym diskretnym liniØm na sfere |⃗n| = 1. Takim obrazom, pravil~nee pisat~

v^2_1(⃗n) > v^2(⃗n) ⩾ v^2_3(⃗n) (7.19^′)

vmesto (7.19), sqitaØ, qto znak ravenstva realizuetsØ tol~ko na upomØnutyh liniØh.

PridavaØ veliqine v^2 v sisteme (7.15) znaqenie v^2_r (⃗n), (r =

1, 2, 3) iz (7.19), poluqaem razrexaemu¸ sistemu odnorodnyh al-

gebraiqeskih uravneniæ 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA^{(r)}_q − v^2_r A^{(r)}_i = 0, (i = 1, 2, 3), (7.20)

iz kotoroæ nahodØtsØ vewestvennye znaqeniØ A_i ≡ A^{(r)}_i sostavlØ- ¸wih amplitudnogo vektora ⃗A ploskoæ volny (7.14), rasprostranØ¸weæsØ v napravlenii ⃗n s fazovoæ skorost~¸ v_r > 0. SostavlØ¸wie vektora ⃗A^{(r)} opredelØ¸tsØ iz (7.20) s toqnost~¸ do proizvol~nogo mnoßitelØ. Pofftomu ih moßno podqinit~ uslovi¸ normirovki ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(r)} ) = 3∑ i=1 (A^{(r)}_i )^2 ≡ 3∑ i=1 A^2_i = 1 (7.21)

i nazyvat~ sostavlØ¸wimi vektora polØrizacii ⃗A^{(r)} ploskoæ volny znaqka “r”. Pri fftom vektory ⃗A^{(r)} pri razliqnyh znaqkah r (t.e. otveqa¸wie razliqnym fazovym skorostØm v_r (⃗n)), kak izvestno, vsegda ortogonal~ny drug drugu, tak qto okazyvaetsØ ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(ρ)} ) = 3∑ i=1 A^{(r)}_i A^{(ρ)}_i = δ_{iρ}, (r, ρ = 1, 2, 3). (7.21^′)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 87 Itak, vyØsnØetsØ, qto v odnorodnoæ anizotropnoæ srede ploskaØ volna (7.14) moßet rasprostranØt~sØ vdol~ zadannogo napravleniØ ±⃗n tol~ko pri vpolne opredelennyh znaqeniØh v = v_r =

v_r (⃗n), (r = 1, 2, 3) fazovoæ skorosti i pri vpolne opredelennyh

napravleniØh ⃗A^{(r)} ≡ ⃗A^{(r)}(⃗n) vektorov polØrizacii. Kaßdomu ⃗n otveqa¸t tri vozmoßnyh nabora znaqeniæ veliqin

v_1(⃗n), ⃗A^{(1)}(⃗n); v_2(⃗n), ⃗A^{(2)}(⃗n); v_s(⃗n), ⃗A^{(3)}(⃗n), (7.22)

opredelØemyh sootvetstvenno iz uravneniØ (7.18) dlØ v_r i iz sistemy uravneniæ (7.20) dlØ vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}. Pri fftom veliqiny iz (7.22) ot qastoty ω ne zavisØt.

Qto kasaetsØ uglov meßdu vektorami ⃗A^{(r)} i napravleniØmi ⃗n fazovoæ skorosti rasprostraneniØ fronta volny, to oni mogut prinimat~, voobwe govorØ, l¸bye (no vpolne opredelennye pri zadannyh λ_{ik,νμ} i ⃗n) znaqeniØ iz promeßutka (0, π). Pri fftom okazyvaetsØ, vo-pervyh, qto v l¸boæ anizotropnoæ srede suwestvu- ¸t (osobye) napravleniØ ⃗n = ⃗n_0, pri kotoryh ⃗A^{(1)} parallelen, a ⃗A^{(2)} i ⃗A^{(3)} perpendikulØrny ortu ⃗n_0. I, vo-vtoryh, qto pri stremlenii k nul¸ otliqiæ parametrov anizotropii ot parametrov izotropnoæ sredy vektor ⃗A^{(1)} stanovitsØ parallel~nym, a vektory ⃗A^{(2)} i ⃗A^{(3)} – perpendikulØrnymi ortu ⃗n pri l¸bom ego napravlenii. Vsledstvie fftogo volnu (7.14), otveqa¸wu¸ znaqeniØm v_1 i ⃗A^{(1)} iz (7.22), nazyva¸t kvaziprodol~noæ, a dve drugie volny (otveqa¸wie znaqeniØm v_2, ⃗A^{(2)} i v_3, ⃗A^{(3)} iz (7.22)) – kvazipopereqnymi. FazovaØ skorost~ kvaziprodol~noæ volny vsegda prevoshodit fazovye skorosti voln kvazipopereqnyh [2].

7. Vaßnoæ osobennost~¸ voln v anizotropnyh uprugih sredah ØvlØetsØ suwestvovanie v nih vtoroæ skorosti rasprostraneniØ voln, nazyvaemoæ gruppovoæ ili luqevoæ skorost~¸ volny. TakaØ skorost~ harakterizuet v anizotropnyh sredah process rasprostraneniØ ffnergii volnovogo polØ, i v sluqae ploskoæ volny iz (7.14) obyqno vvoditsØ v teori¸ putem rassmotreniØ usrednennogo znaqeniØ potoka ffnergii, opredelØemogo formuloæ (2.19), delennogo na usrednennoe (po qastote) znaqenie plotnosti ffnergii.

PredstavlØØ pole ploskoæ volny (7.14) v vewestvennoæ forme

⃗u = ⃗A^{(r)} cos k(v_rt − ⃗n ⃗r), (7.14^′)

88 G. I. PETRAXEN^ gde ⃗A^{(r)} i v_r odno iz vozmoßnyh znaqeniæ (7.22), vospol~zuemsØ vyraßeniem (2.12) i vyqislim plotnost~ polnoæ ffnergii volny

E = W + ρ 2 ( ∂ ⃗u^{(r)} ∂t )_2 . Na osnovanii (7.20) i ravenstva ⃗k =^ω_v ⃗n iz (7.14), a takße formuly (2.12), poluqaem W = 1 2 3∑ i,k,μ,ν=1 c_{ik,μν}ε_{ik}ε_{μν} = 1 2 3∑ i,k,μ,ν=1 c_{ik,μν} ∂u_i ∂x_k ∂u_ν ∂x_μ =

= 1 2 ρω^2 3∑ i=1 [ A^{(r)}_i ]_2

sin^2(ωt − ⃗k, ⃗r), (7.23)

priqem poslednØØ qast~ ravenstva poluqena na osnovanii (7.20), kotoroe (posle umnoßeniØ na k^2 pri uqete sootnoxeniØ ⃗κ = kv_r iz (7.14)) moßet byt~ perepisano v vide 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}k_kk_pA^{(r)}_q = ω^2 A^{(r)}_i . (7.24)

V toqnosti takoe ße vyraßenie, kak i dlØ W , poluqaetsØ dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii neposredstvenno iz (7.14^′). Pofftomu polnaØ plotnost~ ffnergii ravna udvoennomu vyraßeni¸ (7.2), a rezul~tat usredneniØ po periodu T = 2π/ω privodit k znaqeni¸ ⟨E⟩ = ρ 2 ω^2 3∑ i=1 [ A^{(r)}_i ]_2 = ρ 2 ω^2,

gde predpolagaetsØ vypolnennym uslovie normirovki (7.21).

Na osnovanii vyraßeniæ (2.19), (2.14) i (7.14^′) dlØ sostavlØ¸wih plotnosti potoka ffnergii (proteka¸weæ qerez poverhnost~ fronta v storonu napavleniØ orta ⃗n) poluqaem

P_i = − 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq} ∂u_q ∂x_p u̇_k =

= ωk 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq}n_pA^{(r)}_q A^{(r)}_k sin^2(vt − ⃗k ⃗r). (7.25)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 89 A dlØ srednego za period budem imet~ ⟨ ~P_i⟩ = ω^2 2v_r 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq}n_pA^{(r)}_q A^{(r)}_k , gde v_r oboznaqaet fazovu¸ skorost~ iz (7.15) rassmatrivaemoæ volny.

Po analogii s gidrodinamikoæ polaga¸t

⃗ξ^{(r)} =^3 ∑ k=1 ξ^{(r)}_k ⃗i_k, ξ^{(r)}_k = ⟨ ~P_k⟩ ⟨E⟩ , (7.26)

i vektor ⃗ξ^{(r)} otoßdestvlØ¸t so skorost~¸, s kotoroæ rasprostranØetsØ ffnergiØ ploskoæ volny iz (7.14^′), otnosØweæsØ k tipu “r” iz (7.22). DlØ sostavlØ¸wih takoæ luqevoæ, ili gruppovoæ, skorosti poluqa¸tsØ vyraßeniØ

ξ^{(r)}_k = 1 v_r 3∑ i,p,q=1 λ_{ik,pq}n_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i =

= 3∑ i,p,q=1 λ_{ik,pq} k^{(r)}_p A^{(r)}_q A^{(r)}_i , (k = 1, 2, 3), (7.27) ( ⃗k^{(r)} = ⃗n v_r ) , gde ⃗k^{(r)} – vektor refrakcii volny s indeksom r.

8. Vsledstvie otsutstviØ u ploskoæ volny (7.14) repernyh otmetok, rassußdeniØ iz p. 7 nosØt Øvno formal~nyæ harakter. V polnoæ mere smysl ponØtiØ “luqevaØ skorost~” vyØsnØetsØ v rezul~tate izuqeniØ poverhnosteæ razryva polØ smeweniæ v anizotropnyh sredah (sm. §8). Odnako i seæqas, imeØ delo tol~ko s ploskimi volnami, fftomu ponØti¸ moßno pridat~ fiziqeski toqnyæ smysl. DlØ fftogo dostatoqno rassmotret~ vopros o rasprostranenii volnovogo paketa ⃗U(r, t) = ∫ ∫∫ (Δ⃗k) Φ(⃗k) ⃗A (⃗ k k ) exp i(ωt − ⃗k · ⃗r)(d⃗k), (7.28)

90 G. I. PETRAXEN^ skonstruirovannogo iz ploskih voln (7.14) odnoæ i toæ ße rprirody v smysle (7.22). Zdes~ (Δ⃗k) opredelØet malyæ ob¨em, naprimer, parallepipeda (dk_1, dk_2, dk_3), so sredinnoæ toqkoæ ⃗k =

⃗k_0. Pri fftom uqityva¸t sootnoxeniØ iz (7.14), a takße vaßnoe

ravenstvo

ω^2 = ∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}k_kk_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (7.29)

vyteka¸wee iz (7.24) pri umnoßenii na A^{(r)}_i i summirovanii po i s uqetom normirovki (7.21). Esli vypolnØ¸tsØ porØdkovye sootnoxeniØ |Δ⃗k| = |⃗χ| ≡ |⃗k − ⃗k_0| ≪ |⃗k_0|, ΔΩ ≡ | | | | ∂^2ω ∂k_p∂k_k | | | | |Δk|^2t ≪ π 2 , to dlØ ocenki polØ ⃗U(r, t) iz (7.28) moßno vospol~zovat~sØ predstavleniØmi fazovogo vyraßeniØ (ωt − ⃗k · ⃗r) pervymi dvumi qlenami rØda Teælora ωt − ⃗k · ⃗r = (ω_0t − ⃗k_0 · ⃗r) + 3∑ p=1 ( ∂ω ∂k_p t − x_p ) χ_p + . . . . (7.30)

Podstanovka takogo vyraßeniØ v (7.28) privodit k priblißennomu predstavleni¸

U = exp [ i(ω_0t − ⃗k_0 ⃗r) ] ∫ ∫∫ |Δ⃗k| Φ(⃗k) ⃗A^{(r)} ( ⃗ k |k| ) ×

× exp [ i ∑ p ( ∂ω ∂k_p t − x_p ) χ_p ] |d⃗k|. (7.31) Pervyæ somnoßitel~ (opredelØ¸wiæ qastotnoe zapolnenie paketa) sootvetstvuet “dvißeni¸” so sredneæ fazovoæ skorost~¸ paketa (vdol~ normali ⃗n k frontu volny). Vtoroæ ße somnoßitel~ (kotoryæ, v zavisimosti ot znaqeniØ Φ(⃗k), moßet imet~ qetkie repernye otmetki) rasprostranØetsØ so skorost~¸

⃗ξ =^3 ∑ p=1 ξ_p⃗i_p, ξ_p = ( ∂ω ∂k_p ) 0 , (7.32)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 91 nazyvaemoæ luqevoæ. Na osnovanii vyraßeniØ (7.29) dlØ sostavlØ¸wih luqevoæ skorosti poluqaem vyraßeniØ

ξ^r_p = k^{(r)} ω 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq}n_kA^{(r)}_q A^{(r)}_i = 1 v_r 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq}n_kA^{(r)}_q A^{(r)}_i =

= 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} k^{(r)}_k A^{(r)}_q A^{(r)}_i , (7.33)

v toqnosti sovpada¸wie s (7.27). Ots¸da, pri uqete (7.20) i (7.21) sleduet vaßnoe sootnoxenie

(⃗n ξ^{(r)}) = v_r , (7.34)

svØzyva¸wee fazovu¸ skorost~ v_r ploskoæ volny s ee luqevoæ skorost~¸ ⃗ξ^{(r)} pri l¸bom znaqenii normali ⃗n k volnovomu frontu.

V zaverxenii kratkoæ informacii o fflementah teorii ploskih voln, rasprostranØ¸wihsØ v odnorodnyh anizotropnyh uprugih sredah, umestno napomnit~, qto ishodnym zvenom zdes~ sqitalsØ prizvol~no zadavaemyæ ort normali ⃗n k frontu izuqaemoæ ploskoæ volny. Pofftomu vse vvedennye (vewestvennye) veliqiny v_r , ⃗A^{(r)} i ⃗ξ^{(r)} okazyva¸tsØ funkciØmi zadavaemogo orta ⃗n, priqem ffti funkcii, oqevidno, ne zavisØt ot znaka ⃗n, t.e. oni sohranØ¸t vid pri zamene orta ⃗n na ort −⃗n.

§8. Poverhnosti pravil~nyh sil~nyh razryvov i lokal~no-ploskie volny

Pri rassmotrenii voprosov, svØzannyh s rasprostraneniem v proizvol~nyh anizotropnyh uprugih sredah poverhnosteæ (7.1) razryvov polØ smeweniæ ⃗u (opredelØemyh funkcieæ ψ(x_1, x_2, x_3, t), udovletvorØ¸weæ differencial~nomu uravneni¸ (7.7)), harakterizu¸wihsØ vektorom polØrizacii razryvov s sostavlØ¸wimi (7.11) (udovletvorØ¸wimi sisteme algebraiqeskih uravneniæ (7.13)), ves~ma celesoobrazno sopostavit~ uravneniØ (7.7) i (7.13) s algebraiqeskimi uravneniØmi (7.18) i (7.15) ili (7.20) iz teorii ploskih voln. Takoe sopostavlenie, predel~no uprowa¸wee vse issledovaniØ, udobno naqinat~ so sluqaev, kogda funkciØ ψ iz (7.1) izvestna.

92 G. I. PETRAXEN^

1. SqitaØ funkci¸ ψ izvestnoæ, budem rassmatrivat~ poverhnost~ (7.1) v fiksirovannyæ moment vremeni t. Na poverhnosti vyberem proizvol~nu¸ toqku N i uqtem vyteka¸wie iz (5.2)– (5.4) formuly v ≡ v(N ) = − p_0 p , n_k ≡ n_k(N ) = p_k p ,

(k = 1, 2, 3), p = 3∑ n=1 p^2_k,

(8.1)

(gde p_k ime¸t znaqeniØ iz (5.3)) dlØ skorosti rasprostraneniØ poverhnosti S iz (7.1) v toqke N , a takße dlØ sostavlØ¸wih k S orta normali ⃗n ≡ ⃗n(N ). Nakonec, uravneniØ (7.13) i (7.7) umnoßim sootvetstvenno na p^{−2} i p^{−6}, gde p imeet znaqenie iz (8.1). Togda sistema uravneniæ (7.13) primet vid, v toqnosti sovpada- ¸wiæ s vidom sistemy uravneniæ (7.15) iz teorii ploskih voln, a ravenstvo (7.7) prevratitsØ v ravenstvo (7.18), ØvlØ¸weesØ usloviem razreximosti odnorodnoæ sistemy (algebraiqeskih) uravneniæ (7.15) otnositel~no veliqin A_i.

Razliqie ße meßdu poluqa¸wimisØ teper~ iz (7.13) i (7.7) uravneniØmi i uravneniØmi (7.15) i (7.18) teorii ploskih voln sostoit tol~ko v tom, qto v sootnoxeniØh ploskih voln veliqiny λ_{ik,pq} i ⃗n sqita¸tsØ postoØnnymi vo vseh toqkah (bezgraniqnoæ) uprugoæ sredy, a v uravneniØh (7.13) i (7.7) (pri izvestnoæ funkcii ψ iz (7.1)) oni ØvlØ¸tsØ funkciØmi λ_{ik,pq}(N ) i ⃗n(N ) rassmatrivaemoæ toqki N na poverhnosti S iz (7.1). Takim obrazom, v sluqae proizvol~noæ anizotropnoæ sredy po- ØvlØetsØ vozmoßnost~ govorit~ o lokal~noæ toßdestvennosti haraktera rasprostraneniØ beskoneqno malogo fflementa dS_N l¸- boæ poverhnosti S pravil~nyh sil~nyh razryvov polØ smeweniæ i ploskoæ volny vida (7.14). Pri fftom neobhodimo sqitat~, qto ploskaØ volna rasprostranØetsØ v napravlenii ⃗n = ⃗n(N ) v srede, uprugie parametry kotoroæ ime¸t postoØnnye znaqeniØ

λ_{ik,pq} ≡ λ_{ik,pq}(N ), otveqa¸wie rassmatrivaemoæ toqke N . Vektor

ße polØrizcii ⃗A takoæ volny nußno otoßdestvlØt~ s vektorom (7.11) polØrizacii razryvov polØ ⃗u v toqke N .

2. FiksiruØ po proizvolu na poverhnosti S pravil~nyh sil~- nyh razryvov toqku N s normal~¸ ⃗n(N ) i fflementom dS_N poverhnosti (kotoryæ dopustimo ewe sqitat~ ploskim), vospol~zuemsØ

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 93 ustanovlennoæ lokal~noæ toßdestvennost~¸ poleæ, a takße rezul~tatami §7 i vyØsnim nekotorye zakonomernosti v rasprostranenii vydelennogo fflementa volnovogo fronta. Pri fftom rezul~taty p. 5–8 §7 budem primenØt~ dlØ sredy s parametrami

λ_{ik,pq} = const i dlØ napravleniØ normali ⃗n = const, gde λ_{ik,pq} = λ_{ik,pq}(N ), ⃗n = ⃗n(N ). (8.2) Na osnovanii p. 6 §7 moßno utverßdat~, qto fflement dS_N poverhnosti S vida (7.1) rasprostranØetsØ so skorost~¸ v(N ) iz (5.4) ili (8.1), ime¸weæ odno iz treh dopustimyh znaqeniæ

v_r = v_r [N, ⃗n(N )], (r = 1, 2, 3), zavisØwih ot vybrannoæ na poverh-

nosti S toqki N i ot napravleniØ ⃗n(N ) normali k S v fftoæ toqke. Pri fftom veliqiny dopustimyh skorosteæ v_r (sovpada¸- wie s vozmoßnymi znaqeniØmi fazovyh skorosteæ ploskoæ volny) opredelØ¸tsØ iz uravneniØ (7.18) pri znaqeniØh λ_{ik,pq} i ⃗n iz (8.2). Qto ße kasaetsØ numeracii skorosteæ v_r = v_r [N, ⃗n(N )], to ee estestvenno bylo by proizvodit~ v sootvetstvii s (7.19) i (7.19^′), no obØzatel~no tak, qtoby vsem toqkam N rassmatrivaemoæ (konkretnoæ) poverhnosti S (sootvetstvu¸weæ volne opredelennogo tipa) otveqala skorost~ rasprostraneniØ v_r s odnim i tem ße znaqkom r. Odnako, kak vyØsnØetsØ v p. 3, takim dvum usloviØm udaetsØ udovletvorit~ v obwem sluqae anizotropnoæ sredy tol~ko po otnoxeni¸ k odnomu znaqku r = 1, otveqa¸wemu kvaziprodol~nym volnam. Numeraci¸ ße kvazipopereqnyh voln (znaqkami r = 2 i r = 3) my budem proizvodit~ tak, qtoby vsegda strogo vypolnØlos~ vtoroe uslovie, a pervoe uslovie vypolnØlos~ by lix~ po vozmoßnosti.

Takim obrazom, pri prinØtoæ numeracii skorosteæ v_r = v_r [ N, ⃗n(N ) ] vsegda okazyvaetsØ

v_1 [ N, ⃗n(N ) ] > v_k [ N, ⃗n(N ) ] , (k = 2, 3), (8.3)

nezavisimo ot vybora toqki n i napravleniØ orta ⃗n(n). No meßdu veliqinami v_2 i v_3 kvazipopereqnyh voln mogut vypolnØt~- sØ sootnoxeniØ togo ili inogo tipa

v_2 [ N, ⃗n(N ) ] ⩾ v_3 [ N, ⃗n(N ) ] ; v_2 [ N, ⃗n(N ) ] ⩽ v_3 [ N, ⃗n(N ) ] (8.3^′)

v zavisimosti ot rassmatrivaemoæ toqki N na poverhnosti S i haraktera anizotropii uprugoæ sredy.

94 G. I. PETRAXEN^

OstaetsØ lix~ otmetit~, qto vektor ⃗A = ⃗A^{(r)} polØrizacii razryvov iz (7.11), otveqa¸wiæ fflementu dS_N poverhnosti razryva tipa r, rasprostranØ¸weæsØ so skorost~¸ v_r [ N, ⃗n(N ) ] , opredelØetsØ kak podqinennoe uslovi¸ normirovki (7.21) rexenie sistemy uravneniæ (7.20), v kotorom λ_{ik,pq} i ⃗n ime¸t znaqeniØ iz (8.2), a pod v_r podrazumevaetsØ znaqenie upomØnutoæ skorosti v_r [ N, ⃗n(N ) ] . Pri fftom vektory ⃗A^{(r)} s razliqnymi verhnimi znaqkami vsegda okazyva¸tsØ ortogonal~nymi drug dpugu nezavisimo ot togo, kakoe iz sootnoxeniæ (8.3) realizuetsØ v toqke N .

Itak, my prihodim k obwim zakl¸qeniØm, spravedlivym dlØ proizvol~nyh anizotropnyh (v tom qisle i izotropnyh) sred i svodØwimsØ k sledu¸wemu: suwestvu¸t tri tipa poverhnosteæ (pravil~nyh sil~nyh) razryvov polØ ⃗u, rasprostranØ¸wihsØ so skorostØmi v(N ) iz (8.1), ravnymi fazovym skorostØm sootvetstvenno kvaziprodol~noæ i dvuh kvazipopereqnyh ploskih voln (rasprostranØ¸wihsØ v odnorodnoæ srede s parametrami i po napravleni¸ iz (8.2)). Pri perehode qerez poverhnost~ razryva kvaziprodol~nogo (kvazipopereqnogo) tipa v toqke N ispytyvaet razryv nepreryvnosti tol~ko sostavlØ¸waØ vektora ⃗u̇, parallel~naØ vektoru polØrizacii ⃗A(N ) upominavxeæsØ kvaziprodol~noæ (kvazipopereqnoæ) volny. Umestno ewe otmetit~, qto privedennye zdes~ rezul~taty davali by ves~ma poleznu¸ informaci¸ o dvißenii poverhnosteæ razryvov i haraktere razryvov polØ ⃗u, esli by osnovnye koliqestvennye zakonomernosti v rasprostranenii ploskih voln v razliqnyh anizotropnyh sredah byli uße izuqeny. �to ewe raz podtverßdaet bezotlagatel~nu¸ neobhodimost~ skoreæxego izuqeniØ koliqestvennyh zakonomernosteæ v rasprostranenii ploskih voln.

3. Pereædem k obsußdeni¸ voprosov, kasa¸wihsØ vida differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka dlØ funkciæ ψ iz (7.1), otveqa¸wih poverhnostØm razryva polØ ⃗u togo ili inogo tipa. V p. 1 §7 bylo pokazano, qto upomØnutye funkcii ψ obØzany udovletvorØt~ (sloßnomu) differencial~- nomu uravneni¸ (7.7), kotoroe sleduet teper~ lix~ uprostit~ nadleßawim obrazom. LevaØ qast~ takogo uravneniØ ØvlØetsØ polinomom tret~eæ stepeni ot p^2_0, kotoryæ preobrazuetsØ v levu¸ qast~ algebraiqeskogo uravneniØ (7.18), esli ot veliqin

p_0 i p_k pereæti k veliqinam v = v(N ) i n_k = n_k(N ) iz (8.1).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 95 Pofftomu preobrazovaniØ algebraiqeskogo haraktera nad levoæ qast~¸ (7.7) moßno proizvodit~ na osnove uravneniØ (7.18).

Kak uße ukazyvalos~ v p. 6 §7, uravnenie (7.18) ØvlØetsØ algebraiqeskim uravneniem tret~eæ stepeni otnositel~no v^2, ime- ¸wim tri poloßitel~nyh kornØ

v^2_r = F_r(λ_{ik,pq}, n_1, n_2, n_3), (r = 1, 2, 3), (8.4)

kaßdyæ iz kotoryh okazyvaetsØ odnorodnoæ vtoroæ stepeni funkcieæ otnositel~no peremennyh n_1, n_2, n_3. VyraßeniØ F_r iz (8.4) ØvlØ¸tsØ algebraiqeskimi funkciØmi ot n_1, n_2, n_3 i λ_{ik,pq}, kotorye vsegda mogut byt~ vybrany tak, qtoby kaßdaØ iz F_r pri

r = 1, 2, 3 byla analitiqeskoæ funkcieæ ot ukazannyh peremen-

nyh vezde, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, izolirovannyh osobyh toqek. (Ukazannyæ vybor moßno proizvesti, naprimer, na osnove treh formul Kardana.) Qto ße kasaetsØ Øvnyh vyraßeniæ funkciæ (8.4), to oni ne predstavlØ¸t praktiqeskogo interesa vsledstvie ih kraæneæ gromozdkosti i neobozrimosti.

Zametim, qto k ukazannomu vyxe sposobu numeracii korneæ (8.4) uravneniØ (7.18) moßno dobavit~ ewe trebovanie, qtoby znaqku r = 1 vsegda otveqal naibol~xiæ koren~ uravneniØ. �to vytekaet iz otmeqennogo v p. 6 §7 fakta, qto pri l¸byh znaqeniØh λ_{ik,pq} (otveqa¸wih real~no suwestvu¸wim anizotropnym uprugim sredam) i pri l¸byh napravleniØh orta ⃗n meßdu kornØmi uravneniØ (7.18) vsegda vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ v^2_1 > v^2_k,

(k = 2, 3), v kotoryh znak “ravno” iskl¸qen. Pofftomu, esli dlØ

kornØ (8.4) pri r = 1 vybrat~ takoe analitiqeskoe predstavlenie, kotoromu sootvetstvuet naibol~xee znaqenie v^2 pri nekotoryh fiksirovannyh znaqeniØh n_k i λ_{ik,pq}, to fftomu ße analitiqeskomu predstavleni¸ v^2 = F_1 budet sootvetstvovat~ naibol~- xiæ koren~ v^2 uravneniØ (7.18) i pri l¸byh drugih parametrah

n_k i λ_{ik,pq}. Deæstvitel~no, vse funkcii F_r iz (8.4) nepreryv-

ny i potomu sootnoxenie v^2_1 > v^2_k moglo by naruxit~sØ tol~ko v tom sluqae, esli by suwestvovala toqka n^0_k, λ^0_{ik,pq}, v kotoroæ

v^2_1 = v^2 ⩾ v^2_3 . Odnako opyt iskl¸qaet suwestvovanie takoæ toq-

ki. Itak, pri opredelenii korneæ (7.18) analitiqeski edinymi pri kaßdom fiksirovannom znaqenii r formulami (8.4) vsegda moßno sqitat~ spravedlivymi neravenstva (8.3).

4. Esli uqest~ svoæstvo odnorodnosti vtoroæ stepeni funkciæ

F_r iz (8.4) otnositel~no veliqin n_1, n_2, n_3 i vozvratit~sØ po

96 G. I. PETRAXEN^ formulam (8.1) k peremennym p_0, p_1, p_2, p_3, to iz formul (8.4) poluqatsØ vyraßeniØ

p^2_0 = F_r ( λ_{ik,pq}, p_1, p_2, p_3 ) , (r = 1, 2, 3) (8.5)

dlØ korneæ uravneniØ (7.7), rassmatrivaemogo kak algebraiqeskoe uravnenie tret~eæ stepeni otnositel~no p^2_0. Pofftomu levaØ qast~ uravneniØ (7.7) moßet byt~ razloßena na mnoßiteli, qto pozvolØet perepisat~ ffto uravnenie v vide 3∏ r=1 [ p^2_0 − F_r ( λ_{ik,pq}, p_1, p_2, p_3 )] = 0. (8.6)

Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto differencial~noe uravnenie (7.7), v kotorom p_0, p_1, p_2 i p_3 ime¸t smysl qastnyh proizvodnyh iz (7.1^′), dopuskaet toßdestvennoe preobrazovanie k vidu (8.6) i, sledovatel~no, rasweplØetsØ na tri nezavisimyh differencial~nyh uravneniØ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka vida (8.5). Pri fftom, kak uße upominalos~, kaßdaØ funkciØ

F_r iz (8.5) okazyvaetsØ odnorodnoæ vtoroæ stepeni regulØrnoæ

funkcieæ ot argumentov p_0, p_1, p_2 p_3. Odnako analitiqeskie vyraßeniØ takih funkciæ nastol~ko gromozdki, qto v forme (8.5) uravneniØ ne predstavlØ¸t praktiqeskoæ cennosti.

5. Qtoby poluqit~ uravneniØ, ffkvivalentnye (8.5) i udobnye v priloßeniØh, vernemsØ k zadaqam dlØ ploskih voln iz p. 6 §7. ObsußdavxeesØ v svØzi s formuloæ (8.4) uravnenie (7.18) ØvlØetsØ, kak izvestno, usloviem razreximosti odnorodnoæ algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ (7.20), rexenie kotoroæ podqineno uslovi¸ normirovki (7.21). Pofftomu, esli podstavit~ v (7.20) vmesto v^2_r kakoe-libo znaqenie v^2_r iz (8.4), to iz sistemy (7.20) i usloviØ (7.21) odnoznaqno opredelØtsØ veliqiny

A^{(r)}_i ≡ A^{(r)}_i ( λ_{ik,pq}, n_1, n_2, n_3), (i = 1, 2, 3), (8.7)

ØvlØ¸wiesØ odnorodnymi nulevoæ stepeni regulØrnymi funkciØmi ot n_1, n_2 i n_3. Pri pomowi takih veliqin iz sootnoxeniæ (7.20) i (7.21) dlØ korneæ v^2_r iz (8.4) odnoznaqno vyvodØtsØ sootnoxeniØ

v^2_r = F_r ( λ_{ik,pq}, n_1, n_2, n_3) ≡ 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (8.8)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 97 toßdestvennye otnositel~no n_1, n_2, n_3. Pofftomu, esli v (8.8) pereæti ot veliqin v = v_r i n_k k veliqinam p_0 i p_k na osnovanii formul (8.1), to poluqatsØ ravenstva

p^2_0 = 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (r = 1, 2, 3), (8.9)

kotorye moßno rassmatrivat~ kak differencial~nye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh, ffkvivalentnye uravneniØm (8.5).

V uravneniØ (8.9) vhodØt funkcii

A^{(r)}_i ≡ A^{(r)}_i ( λ_{ik,pq}, p_1, p_2, p_3), (i = 1, 2, 3), (8.7^′)

sovpada¸wie s funkciØmi iz (8.7), podqinennye uslovi¸ normirovki ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(r)} ) ≡ 3∑ i=1 (A^{(r)}_i )^2 = 1 (8.10)

i udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm ortogonal~nosti ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(ρ)} ) ≡ 3∑ i=1 (A^{(r)}_i ) · A^{(ρ)}_i = 0, (r ≠ ρ) (8.11)

tipa (7.21). Oni opredelØ¸tsØ kak rexeniØ algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q − p^2_0A^{(r)}_i = 0, (i = 1, 2, 3), (8.12)

poluqa¸weæsØ iz sistemy uravneniæ (7.20), kotoru¸ celesoobrazno zdes~ vypisat~ ewe raz: 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_k n_pA^{(r)}_q − v^2_r A^{(r)}_i = 0, (8.12^′)

v rezul~tate zameny v_r i n_k na p_0 i p_k po formulam (8.1). V svØzi s izloßennym otmetim, qto nesmotrØ na oqevidnu¸ gromozdkost~ i neobozrimost~ analitiqeskih predstvleniæ, kotorye mogli by byt~ poluqeny dlØ funkciæ A^{(r)}_i v rezul~tate rexeniØ sistemy uravneniæ (8.12^′), uravneniØ (8.9) okazyva¸tsØ vpolne prigodnymi (i daße udobnymi) dlØ ffffektivnogo rexeniØ

98 G. I. PETRAXEN^ prikladnyh zadaq. I ob¨ØsnØetsØ ffto v osnovnom svoeobraziem konstrukcii, posredstvom kotoroæ veliqiny A^{(r)}_i iz (8.7^′) vhodØt v pravye qasti differencial~nyh uravneniæ (8.9). Svoeobrazie ße fftogo sostoit v tom, qto otn¸d~ ne postoØnnye veliqiny

A^{(r)}_i vedut sebØ v uravneniØh (8.9) kak postoØnnye po otnoxeni¸

k (odnokratnomu) differencirovani¸ po p_k i x_k. Delo zdes~ v sledu¸wem.

6. DlØ konstruktivnogo postroeniØ poverhnosti

ψ ≡ τ (x_1, x_2, x_3) − t = 0 (8.13)

razryva (fronta) volny na osnove rexeniØ sootvetstvu¸weæ zadaqi dlØ odnogo iz differencial~nyh uravneniæ (8.9) v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka sleduet primenØt~ metod harakteristik, svodØwiæ problemu k predvaritel~nomu postroeni¸ sistemy luqeæ, otveqa¸wih iskomomu volnovomu frontu. Pri fftom luqi opredelØ¸tsØ kak rexeniØ nekotoryh zadaq dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vida dx_m ds = H_{pm} (x_1, x_2, x_3, p_1, p_2, p_3), dp_m ds = −H_{xm} (x_1, x_2, x_3, p_1, p_2, p_3), (m = 1, 2, 3),

(8.14)

gde s – parametr, kotoryæ v takih zadaqah, kak vyØsnØetsØ, svØzan so vremenem t formuloæ s = 1 2 t, (8.13^′)

a pod H_{pm} i H_{xm} ponima¸tsØ qastnye proizvodnye po p_m i x_m ot funkcii Gamil~tona H = 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i . (8.15)

I vot dlØ postroeniØ sistemy luqeæ neobhodimo preßde vsego vyqislit~ qastnye proizvodnye H_{pm} i H_{xm} . Oni vyqislØ¸tsØ vpolne analogiqno, vsledstvie qego my rassmotrim podrobno lix~ proizvodnu¸ H_{pm} = 3∑ i,p,q=1 λ_{im,pq} p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i + 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,mq}p_kA^{(r)}_q A^{(r)}_i +

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 99 + 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_k p_p ( A^{(r)}_i ∂A^{(r)}_q ∂p_m + A^{(r)}_q ∂A^{(r)}_i ∂p_m ) . Esli uqest~ svoæstva simmetrii tipa (1.10) λ_{im,pq} = λ_{pq,im} = λ_{mi,pq} = λ_{im,qp} dlØ veliqin iz (7.5), to netrudno ubedit~sØ v ravenstve pervogo i vtorogo, a takße tret~ego i qetvertogo slagaemyh iz pravoæ qasti vyraßeniØ dlØ H_{pm} . Pofftomu moßno pisat~

H_{pm} = 2 3∑ i,p,q=1 λ_{im,pq}p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i + 2 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_k p_pA^{(r)}_q ∂A^{(r)}_i ∂p_m =

= 2 3∑ i,p,q=1 λ_{im,pq} p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (8.16)

tak kak v silu (8.12) i (8.10), oqevidno, imeet mesto 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_k p_pA^{(r)}_q ∂A^{(r)}_i ∂p_m = p^2_0 3∑ i=1 A^{(r)}_i ∂A^{(r)}_i ∂p_m =

= p^2_0 2 ∂ ∂p_m 3∑ i=1 [ A^{(r)}_i ]_2

= 0.

Soverxenno takße dlØ vtoryh nußnyh nam proizvodyh poluqa- ¸tsØ vyraßeniØ H_{xm} = 3∑ i,k,p,q=1 ∂λ_{ik,pq} ∂x_m p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i ,

analogiqnye (8.16), pokazyva¸wie, qto veliqiny A^{(r)}_i iz (8.7^′) deæstvitel~no vedut sebØ kak postoØnnye pri vyqislenii proizvodnyh H_{pm} i H_{xm} . Vsledstvie fftogo (rexa¸wego) obstoØtel~- stva pravye qasti uravneniæ (8.14), perepisyva¸wihsØ v vide dx_m ds = 2 3∑ i,k,p,q=1 λ_{im,pq} p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , dp_m ds = − 3∑ i,k,p,q=1 ∂λ_{ik,pq} ∂x_m p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (m = 1, 2, 3),

(8.14^′)

100 G. I. PETRAXEN^ soderßat, pomimo λ_{ik,pq} i p_k, tol~ko lix~ funkcii A^{(r)}_i iz (8.7^′) (a ne funkcii A^{(r)}_i i ih qastnye proizvodnye, kak moßno bylo by dumat~ po vnexnemu vidu funkcii Gamil~tona (8.15)). Pri fftom upomØnutye funkcii, nesmotrØ na kraæn¸¸ gromozdkost~ ih analitiqeskih predstavleniæ, legko opredelØ¸tsØ qislenno iz algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ (8.12^′). A fftogo vpolne dostatoqno dlØ qislennogo integrirovaniØ (s pomow~¸ komp~¸- tera) sistemy uravneniæ (8.14^′), opredelØ¸weæ luqi voln v anizotropnyh uprugih sredah. Posle ße postroeniØ sistemy luqeæ poverhnosti volnovyh frontov stroØtsØ bez truda.

7. V zakl¸qenie ostaetsØ sdelat~ tri zameqaniØ, iz kotoryh pervoe sleduet rassmatrivat~ kak principial~noe. Delo v tom, qto pri perehode k okonqatel~noæ forme (8.9) dlØ uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, opredelØ¸wih dvißenie volnovyh frontov, my otkazalis~ ot ispol~zovaniØ toqnyh analitiqeskih predstavleniæ dlØ veliqin A^{(r)}_i (kotorye moßno bylo by poluqit~) i rexili ffti veliqiny opredelØt~ qislenno na osnove sistemy algebraiqeskih uravneniæ (8.12). Pofftomu neobhodimo obsudit~ vopros, kasa¸wiæsØ pravila vybora rexeniæ ukazannoæ sistemy tak, qtoby oni otveqali zadannym znaqeniØm indeksov r v uravnenii (8.9), opredelØ¸wim tip rassmatrivaemyh voln.

Na osnovanii izloßennogo v p. 3 Øsno, qto pri rassmotrenii kvaziprodol~nyh voln (r = 1) v kaqestve A^{(r)}_i neobhodimo brat~ rexenie sistemy (8.12^′), otveqa¸wee vsegda naibol~xemu sobstvennomu znaqeni¸ v^2_1 , udovletvorØ¸wemu neravenstvu (8.3). Qto ße kasaetsØ kvazipopereqnyh voln, to pri znaqeniØh parametrov λ_{ik,pq} i n_k iz (8.2), pri kotoryh v^2 ≠ v^2_3, naprimer,

v^2 > v^2_3 , (8.17)

trudnosteæ ne voznikaet; za A^{(2)}_i i A^{(3)}_i moßno vybrat~ rexeniØ sistemy (8.12^′), otveqa¸wie sootvetstvenno sobstvennym znaqeniØm v^2 i v^2_3 iz (8.17), ortogonal~nym drug drugu, a takße rexeni¸ A^{(1)}_i .

I vot pust~ pri nekotoryh ishodnyh znaqeniØh Π_0 parametrov

λ_{ik,pq} i n_k sistemy (8.12^′) vypolnØetsØ neravenstvo (8.17), pozvo-

lØ¸wee opredelØt~ rexeniØ A^{(2)}_i i A^{(3)}_i , kak ukazano vyxe. Qtoby pravil~no prodolßit~ vybrannye rexeniØ na vse prostranstvo

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 101 Π parametrov sistemy (8.12^′) (gde narØdu s (8.17) moßet vypolnØt~sØ ravenstvo v^2 = v^2_3 i neravenstvo v^2 < v^2_3) sleduet uqest~, qto pri l¸bom fiksirovannom znaqke r rexenie A^{(r)}_i kak analitiqeskaØ funkciØ parametrov odnoznaqno opredelØetsØ vo vsem prostranstve Π, esli izvestny znaqeniØ A^{(r)}_i v l¸boæ qastiqnoæ oblasti Π_0 fftogo prostranstva. Pofftomu rexeniØ A^{(2)}_i i A^{(3)}_i , vybrannye dlØ oblasti Π_0 parametrov, dlØ kotoryh vypolnØetsØ neravenstvo (8.17), odnaznaqno opredelØ¸t funkcii A^{(2)}_i i A^{(3)}_i pri l¸byh znaqeniØh v^2 i v^2_3, i ffti (analitiqeskie) funkcii uß vo vsØkom sluqae dolßny byt~ nepreryvnymi. No netrudno videt~, qto vsledstvie usloviæ ortogonal~nosti ( ⃗A^{(2)} · ⃗A^{(3)} ) = 0, ( ⃗A^{(1)} · ⃗A^{(r)} ) = 0, (r = 2, 3), (8.18)

avtomatiqeski vypolnØ¸wihsØ pri l¸byh v^2 ≠ v^2_3, odno lix~ trebovanie nepreryvnosti kaßdogo iz rexeniæ A^{(2)}_i i A^{(3)}_i pri perehode qerez znaqeniØ v^2 = v^2_3 uße obespeqivaet edinstvennost~ prodolßeniØ fftih rexeniæ i, sledovatel~no, faktiqeski privodit k trebuemomu analitiqeskomu ih prodolßeni¸.

Itak, my prihodim k zakl¸qeni¸, qto pri vybore rexeniæ

A^{(r)}_i sistemy uravneniæ (8.12^′), otveqa¸wih razliqnym znaqkam

r iz (8.9), sleduet brat~ za ishodnye takie znaqeniØ parametrov

λ_{ik,pq} i n_k, pri kotoryh spravedlivo (8.17), a zatem prodolßat~

ffti rexeniØ s ßestkim kontrolem ih nepreryvnosti.

Vtoroe iz obewannyh zameqaniæ dolßno sposobstvovat~ luqxemu ponimani¸ smysla i znaqeniØ ponØtiØ o luqevoæ skorosti (7.26), (7.27^′), kotoroe bylo vvedeno v §7 “na abstraktnom primere” ploskih voln.

Esli uqest~ upominavxeesØ uravnenie (8.13) fronta volny, a takße formulu (8.13^′), svØzyva¸wu¸ parametr s iz (8.14) so vremenem, i vospol~zovat~sØ formulami (8.1), iz kotorogo sleduet

p_k = pn_k = n_k v_r , (k = 1, 2, 3),

gde n_k = ∂τ /∂x_k – sostavlØ¸wie orta normali k frontu, a v_r – ee fazovaØ skorost~ rasprostraneniØ, to pervaØ gruppa uravneniæ (8.14) perepixetsØ v vide dx_m dt = 1 v_r 3∑ r,p,q=1 λ_{im,pq}n_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i ≡ ξ^{(r)}_m . (8.19)

102 G. I. PETRAXEN^ Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto toqka pereseqeniØ luqa s frontom (8.13) volny dvißetsØ (vdol~ luqa) ne s fazovoæ, a s luqevoæ skorost~¸. Kak vyØsnØetsØ, vdol~ luqeæ (opredelØemyh v rezul~tate rexeniØ sistemy uravneniæ (8.14)) rasprostranØetsØ i ffnergiØ volny. Pri fftom fflementarnye soobraßeniØ balansa ffnergii privodØt k luqevomu metodu rasqeta intensivnosteæ voln v nulevom priblißenii.

Qto ße kasaetsØ tret~ego zameqaniØ, to ono voshodit k estestvennomu stremleni¸ vozmoßno bolee polnoæ fiziqeskoæ naglØdnosti v predstavlenii rezul~tatov teorii voln osobenno v sluqaØh, kogda poslednie realizu¸tsØ v forme sloßnyh formul~nyh sootnoxeniæ ili matematiqeskih algoritmov. Tak, naprimer, bylo pokazano, qto postroenie volnovyh frontov poleæ voln, vozbußdaemyh razliqnymi istoqnikami, okazyvaetsØ svØzannym s postroeniem sovokupnosti luqeæ, kak rexeniæ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (8.14). TakaØ zadaqa, vypisannaØ dlØ sluqaev anizotropii sredy, podobna postroeni¸ luqeæ i frontov voln v neodnorodnyh izotropnyh uprugih sredah na osnove rexeniØ izvestnoæ sistemy uravneniæ dlØ lu- qeæ dx_m dτ = v^2p_m ≡ vn_m, dp_m dτ = −v_{xm} v , (m = 1, 2, 3), (8.20)

gde v = v(x_1, x_2, x_3) – skorost~ rasprostraneniØ voln v srede, a

⃗p = ⃗n/v – vektor refrakcii s normal~¸ ⃗n k volnovomu fron-

tu. Privedennye sistemy uravneniæ dlØ luqeæ sami po sebe ewe ne privnosØt koliqestvenno-kaqestvennoæ (fiziqeskoæ) naglØdnosti v ponimanii hoda processov rasprostraneniØ voln. Odnako podobnaØ naglØdnost~ srazu ße poØvlØetsØ posle qislennogo rexeniØ sistem uravneniæ i posle postroeniØ (na displee komp~¸tera) sistem luqeæ i frontov, otveqa¸wih razliqnym istoqnikam voln i razliqnym sluqaØm vewestvennyh parametrov sredy. Podobnym ße obrazom obstoit delo vo mnogih (esli ne vo vseh) razdelah teorii voln. Vsledstvie fftogo predstavlØetsØ kraæne celesoobrazno dopolnØt~ matematiqeskoe izloßenie voprosov teorii uprugih volnovyh poleæ special~nym razdelom monografii, soderßawim algoritmy i programmy rasqeta volnovyh poleæ v rØde uzlovyh problem teorii.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 103

GLAVA 3

DopolneniØ k obwim poloßeniØm teorii voln

Preßde vsego zdes~ obsußda¸tsØ puti obobweniØ ponØtiØ o rexenii ⃗u(x_k, t) zadaq dinamiqeskoæ teorii uprugosti na sluqai, kogda svoæstva gladkosti funkciæ ⃗u(x_k, t) okazyva¸tsØ (znaqitel~no) huße, qem predpolagalos~ v glave 2. S rexeniØmi takogo tipa qasto prihoditsØ vstreqat~sØ v priloßeniØh, v qastnosti, pri rassmotrenii volnovyh poleæ, poroßdennyh sosredotoqennymi istoqnikami. Qto ße kasaetsØ vtorogo kruga voprosov, to on svØzan s principom vzaimnosti, vyraßa¸wim svoeobraznoe svoæstvo simmetrii poleæ po otnoxeni¸ k istoqniku i priemniku voln. Princip vzaimnosti nahodit priloßenie v seæsmiqeskoæ praktike, priqem ne vsegda korrektnoe. Pofftomu izloßenie ego suwnosti v toqnoæ forme i obsußdenie ego fiziqeskogo smysla nesomnenno aktual~no i teper~.

§9. Obobwennye rexeniØ uravneniæ teorii uprugosti i predstavleniØ o sosredotoqennyh istoqnikah uprugih vozmuweniæ

1. V glave 2 obsußdalis~ razliqnye voprosy, svØzannye s klassiqeskim predstavleniem o rexeniØh uravneniØ (2.8), priqem pod rexeniØmi podrazumevalis~ nepreryvnye funkcii ⃗u(x_1, x_2,

x_3, t), ime¸wie vne granic razdela sredy (na kotoryh vypolnØ-

¸tsØ te ili inye usloviØ kontakta, obsußdavxiesØ v §3) nepreryvnye qastnye proizvodnye pervogo i vtorogo porØdka vezde, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, koneqnogo qisla harakteristiqeskih poverhnosteæ. V sootvetstvii s takim predstavleniem dlØ vyØsneniØ voprosa o tom, ØvlØetsØ li ⃗u(x_1, x_2, x_3, t) klassiqeskim rexeniem nekotoroæ graniqnoæ zadaqi iz p. 1 §3, neobhodimo bylo proverit~ neposredstvenno, udovletvorØet li ⃗u uravneni¸ (2.8) i vsem dopolnitel~nym usloviØm, a takße obladaet li ono trebuemoæ gladkost~¸ i trebuemym tipom razryvov v proizvodnyh na harakteristikah.

Podobnu¸ proverku ne vsegda legko proizvesti, osobenno v sluqae sloßnyh oblasteæ, a takße vhodnyh dannyh, oblada¸wih ne slixkom vysokoæ gladkost~¸. Bolee togo, vhodnye dannye qasto okazyva¸tsØ nastol~ko “neudaqnymi”, qto im otveqaet “rexenie”, ne ukladyva¸weesØ v ponØtie klassiqeskogo rexeniØ

104 G. I. PETRAXEN^ uravneniØ (2.8), no takoe, qto emu moßno pridat~ Øsnyæ fiziqeskiæ smysl. Nakonec, inogda pri vybrannyh vhodnyh dannyh zadaqi iz p. 1 §3 rexenie ⃗u(M, t) ne udaetsØ postroit~ klassiqeskim putem, t.e. tak, qtoby na kaßdom xagu moßno bylo proverit~ udovletvorenie rexeniem uravneni¸ i vsem dopolnitel~nym usloviØm.

Odnako, esli rassmatrivat~ vhodnye dannye kak rezul~tat predel~nogo perehoda po kakomu-libo parametru n ot drugih, bolee gladkih vhodnyh dannyh, to poØvlØetsØ vozmoßnost~ stroit~ posledovatel~nost~ klassiqeskih rexeniæ ⃗u(M, t), shodØwu- ¸sØ v nekotorom smysle k funkcii ⃗u(M, t). Voznika¸t voprosy: moßno li (i pri kakih usloviØh) taku¸ funkci¸ ⃗u(M, t) sqitat~ rexeniem rassmatrivaemoæ zadaqi, otveqa¸wim predel~- nym znaqeniØm ee vhodnyh dannyh; kakoæ matematiqeskiæ smysl sleduet pridavat~ takogo roda rexeni¸; kakovo praktiqeskoe znaqenie takih rexeniæ; kakov ih fiziqeskiæ smysl i t.d. VyØsnenie podobnyh voprosov, ime¸wih, v qastnosti, suwestvennoe znaqenie v probleme toqeqnyh istoqnikov uprugih kolebaniæ, baziruetsØ na nekotorom rasxirenii ponØtiØ o rexenii uravneniØ (2.8). Qtoby nametit~ formal~nye puti takogo rasxireniØ, polezno predvaritel~no rassmotret~ prosteæxiæ sluqaæ odnorodnoæ uprugoæ (anizotropnoæ) sredy, dlØ kotoroæ uravnenie (2.8) moßet byt~ zapisano v forme ⃗A(⃗u) = 3∑ j,q=1 ⃗i_j A_{jq}u_q − ρ 3∑ q=1 ⃗i_q ∂^2u^q ∂t^2 = − ⃗f , (9.1)

gde simmetriqnye differencial~nye operatory A_{jq} ≡ A_{qj} = 3∑ k,p=1 c_{jk,pq} ∂^2 ∂x_k∂x_p (9.2)

soderßat uprugie parametry c_{jk,pq} sredy, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm simmetrii iz (2.8).

2. Pust~ φ(M, t) – proizvol~naØ finitnaØ funkciØ, nepreryvnaØ s pervymi i vtorymi qastnymi proizvodnymi po x_k i t. (Pofftomu, esli nositelem znaqeniæ φ(M, t) ≠ 0 ØvlØetsØ oblast~

B_0 s gladkoæ glaniceæ Σ^0, to v toqkah M i t, prinadleßawih Σ^0,

vse funkcii φ, φ^′_{xk} , φ^{′′}_{xkxp} , φ^{′′}_t2 ravny toßdestvenno nul¸.) Pust~,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 105 krome togo, ⃗u(M −M_0, t−t_0) takoe integriruemoe vektornoe pole, qto ⃗U (M, t) = ∫∫ ∫ ∫ (B0)

φ(M_0, t_0)⃗u(M − M_0, t − t_0)dB_0 =

= ∞ ∫∫ ∫ ∫ −∞ φ(M_0, t_0)⃗u(M − M_0, t − t_0)dB_0

(9.3)

ØvlØetsØ klassiqeskim rexeniem uravneniØ (9.1) pri plotnosti massovyh sil ⃗F (M, t) = ∫ ∫∫ ∫ (B0)

φ(M_0, t_0) ⃗f (M − M_0, t − t_0)dB_0 =

= ∞ ∫ ∫∫ ∫ −∞ φ(M_0, t_0) ⃗f (M − M_0, t − t_0)dB_0.

(9.4)

(Zametim, qto perehod k integralam iz pravoæ qasti v (9.3) i (9.4) vozmoßen potomu, qto vne B_0 okazyvaetsØ φ ≡ 0.)

SpraxivaetsØ, kakim obwim trebovaniØm dostatoqno podqinit~ pole ⃗u(M, t) v oblasti ego opredeleniØ, qtoby funkciØ ⃗U iz (9.3) okazalas~ klassiqeskim rexeniem uravneniØ (9.1) pri ⃗f = ⃗F ?

PerepisyvaØ (9.3) v vide ⃗U (M, t) = ∞ ∫∫ ∫ ∫ −∞ φ(M − M^′, t − t^′)⃗u(M^′, t^′)dB^′ (9.5) (i analogiqno dlØ ⃗F (M, t)), gde integrirovanie proizvoditsØ faktiqeski po koneqnoæ oblasti ~B_0, (obrazovannoæ mnoßestvom toqek M^′ = M − M_0, t^′ = t − t_0, otveqa¸wih mnoßestvu toqek

M_0, t_0 iz oblasti B_0) zameqaem, qto vsledstvie predpoloßennoæ

gladkosti proizvol~noæ funkcii φ differencirovanie funkcii ⃗U iz (9.5) po M i t proizvoditsØ tol~ko lix~ differencirovaniem φ pod znakami integralov. Vsledstvie fftogo na osnovanii (9.2) i (9.5) poluqaem ⃗A(⃗U ) = ∞ ∫ ∫ ∫ ∫ −∞ [_3∑ j,q=1 ⃗i_j u_qA_{jq}φ − ρ⃗u ∂^2φ ∂t^2 ] dB^′

106 G. I. PETRAXEN^ i ( ⃗i_r · ⃗A(⃗U ) ) = ∞ ∫∫ ∫ ∫ −∞ [_3∑ q=1 u_qA_{rq} φ − ρu_r ∂^2φ ∂t^2 ] dB^′ =

= ∞ ∫∫ ∫ ∫ −∞ ( ⃗u · ⃗A(⃗v_r ) ) dB^′, (9.6)

gde ⃗v_r = ⃗i_r φ(M − M^′, t − t^′). Pri fftom, vsledstvie (9.2) i sootnoxeniæ ∂^2⃗v_r ∂x_k∂x_p = ∂^2⃗v_r ∂x^′_k∂x^′_p i ∂^2⃗v_r ∂t^2 = ∂^2⃗v_r ∂t^{′2} , moßno sqitat~, qto operator ⃗A deæstvuet ne na M i t, a na peremennye M^′ i t^′, po kotorym proizvoditsØ integrirovanie.

Iz izloßennogo, a takße – iz predpoloßeniØ o tom, qto funkcii ⃗U(M, t) i ⃗F (M, t) iz (9.3) i (9.4) predstavlØ¸t klassiqeskie rexeniØ uravneniØ (9.1) pri znaqeniØh M i t iz oblasti opredeleniØ issleduemoæ funkcii ⃗U (M^′, t^′), vyteka¸t sootnoxeniØ ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ ⃗u(M^′, t^′) ⃗A(⃗v_r )dB^′ + ∞ ∫∫ ∫ ∫ −∞ ⃗v_r ⃗f(M^′, t^′)dB^′ =

= ( ⃗i_r [ ⃗A(⃗v) − ⃗F ] ) = 0, (r = 1, 2, 3), (9.7)

vypolnØ¸wiesØ pri l¸bom znaqke r i vektore ⃗v_r iz (9.6), soderßawem (dvaßdy differenciruemu¸) finitnu¸ proizvol~- nu¸ funkci¸ φ(M − M^′, t − t^′). Takie sootnoxeniØ dolßny vypolnØt~sØ pri l¸byh znaqeniØh M i t iz oblasti opredeleniØ funkciæ ⃗U(M, t) i ⃗F (M, T ). Pofftomu pri (vybrannyh) fiksirovannyh znaqeniØh M i t funkcii iz (9.6) ⃗v_r = ⃗i_r φ(M − M^′, t − t^′) ≡ ⃗i_rψ_r (M^′, t^′) mogut rassmatrivat~sØ kak (ne zavisØwie ot M i t) proizvol~- nye finitnye funkcii, a ih summa 3∑ r=1 ⃗i_r ψ_r(M^′, t^′) = ⃗u_0(M^′, t^′)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 107 – kak proizvol~naØ vektornaØ finitnaØ funkciØ, nepreryvnaØ s pervymi i vtorymi qastnymi ee proizvodnymi.

Takim obrazom, iz sootnoxeniæ (9.7) vytekaet uslovie ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ ⃗u ( M^′, t^′ ) ⃗ A ( ⃗u_0 ( M^′, t^′ )) dB^′ =

= − ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ ⃗u_0(M^′, t^′) ⃗f (M^′, t^′)dB^′, (9.7^′)

kotoromu dolßna udovletvorØt~ funkciØ ⃗u(M^′, t) issleduemogo tipa dlØ togo, qtoby “sglaßennaØ” (pri pomowi gladkoæ finitnoæ funkcii φ(M_0, t_0)) funkciØ ⃗U iz (9.3) okazalas~ klassiqeskim rexeniem uravneniØ (9.1) s pravoæ qast~¸ ⃗F (M, t) iz (9.4). Pri fftom ⃗u(M^′, t^′) iz (9.7^′) estestvenno sqitat~ rexeniem (v novom obobwennom smysle) uravneniØ (9.1) pri plotnosti massovyh sil ⃗f(M, t).

K toqnomu opredeleni¸ ponØtiØ “obobwennogo rexeniØ uravneniØ (2.8)” i k ustanovleni¸ nekotoryh ego svoæstv my obratimsØ v p. 4 i 5 nastoØwego paragrafa. Predvaritel~no ße privedem vspomogatel~nye rezul~taty, poleznye dlØ posledu¸wego.

3. Uravnenie dvißeniØ (2.8) proizvol~noæ ideal~no uprugoæ sredy budem zapisyvat~ v vide ⃗Λ(⃗u) ≡^{−→}Div t_{ik} − ρ ∂^2⃗u ∂t^2 = − ⃗f (M, t) (9.8)

i budem rassmatrivat~ ego rexeniØ v nekotoroæ ograniqennoæ (zamknutoæ) oblasti B, kotoraØ moßet soderßat~ i granicy razdela. Pod oblast~¸ B budem ponimat~ gipercilindr V ,

0 ⩽ t ⩽ T , gde V – zamknutaØ trehmernaØ oblast~, zapolnennaØ

uprugoæ sredoæ, ograniqennaØ dostatoqno gladkoæ poverhnost~¸ S. Krome B budem inogda rassmatrivat~ oblast~ B_ε (ØvlØ¸wu- ¸sØ “ε-rasxireniem” oblasti B), realizuemu¸ v vide gipercilindra V_ε, −ε ⩽ t ⩽ T + ε, gde V_ε est~ ob¨edinenie toqek V i vseh sfer |M − M_1| ⩽ ε s centrami v toqkah M_1 ∈ V . Granicy oblasteæ V i V_ε budem oboznaqat~ posredstvom Σ i Σ_ε.

VybiraØ fiksirovannoe ε > 0 i celoe qislo n_0 ⩾ 1, opredelim klass proizvol~nyh funkciæ δ_ε(M − M_0; n_0), nepreryvnyh vmeste

108 G. I. PETRAXEN^ so vsemi qastnymi proizvodnymi porØdkov n ⩽ n_0, udovletvorØ- ¸wih usloviØm

1) δ_ε(M − M_0; n_0) = { ⩾ 0, |M − M_0| ⩽ ε, 0, |M − M_0| > ε 2) ∞ ∫ ∫∫ −∞ δ_ε(M − M_0; n_0) dM_0 = 1.

(9.9)

Soverxenno takße pod δ_ε(t − t_0; m_0) budem ponimat~ proizvol~- nu¸ funkci¸ iz klassa funkciæ, nepreryvnyh vmeste s proizvodnymi porØdkov n ⩽ m_0 i takih, qto

1) δ_ε(t − t_0; m_0) = { ⩾ 0, |t − t_0| ⩽ ε, 0, |t − t_0| > ε 2) ∞∫ −∞ δ_ε(t − t_0; m_0) dt_0 = 1.

(9.10)

Zametim, vo-pervyh, qto iz (9.9) i (9.10) sledu¸t oqevidnye sootnoxeniØ_∞ ∫∫ ∫ −∞ δ_ε(M − M_0; n_0) dM_0 = 1, ∞∫ −∞ δ_ε(t − t_0; m_0) dt_0 = 1,

vo-vtoryh, qto vvedennye klassy funkciæ moßno konstruirovat~ na baze finitnoæ funkcii

φ_ε(r) = c exp [ ε^2 ε^2 − r^2 ] , r ⩽ ε, 0, r > ε, ime¸weæ nepreryvnye proizvodnye vseh porØdkov. Tak, naprimer, esli f(M − M_0) > 0 – proizvol~naØ funkciØ, nepreryvnaØ s proizvodnymi porØdkov n ⩽ n_0, to za δ_ε(M − M_0; n_0) moßno vzØt~ f(M − M_0)φ_ε(|M − M_0|). Pri fftom kofffficient c dolßen opredelØt~sØ dlØ kaßdoæ f tak, qtoby vypolnØlos~ uslovie 2) iz (9.9).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 109 Pust~ ⃗u(M, t) – kakoe-libo vektornoe pole. Pod srednim polem ⃗u (ili sredneæ funkcieæ ot ⃗u) budem ponimat~ vyraßenie, opredelØemoe odnoæ iz sledu¸wih formul: ⃗U_{εε}(M, t) = ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ ⃗u(M_0, t_0)δ_ε(M − M_0; n_0)δ_ε(t − t_0; m_0) dM_0 dt_0,

(9.11) ⃗U_{εx} = ∞ ∫∫ ∫ −∞ ⃗u(M_0, t)δ_ε(M − M_0; n_0) dM_0, (9.12)

⃗U_{εt}(M, t) = ∞∫ −∞ ⃗u(M, t_0)δ_ε(t − t_0; m_0) dt_0. (9.13)

Zametim, qto v sootvetstvii s (9.9) i (9.10) v vypisannyh formulah integrirovanie faktiqeski proizvoditsØ lix~ po εokrestnosti toqki (M, t).

DlØ dal~neæxego polezno sformulirovat~ nekotorye (fflementarnye) svoæstva srednih funkciæ. Pri fftom, esli sqitat~, qto

δ_ε(M − M_0; n_0) i δ_ε(t − t_0; m_0) sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi δ-

funkciØmi Diraka pri n_0 = 0 i m_0 = 0, to dostatoqno rassmotret~ lix~ formulu (9.11), perehodØwu¸ v (9.12) pri m_0 = 0 i v (9.13) – pri n_0 = 0. Iz upomØnutyh svoæstv nam ponadobØtsØ sledu¸wie.

Svoæstvo 1. Esli ⃗u(M, t) – ograniqennaØ integriruemaØ funkciØ

v oblasti B, to v toqkah (M, t) ∈ B funkciØ ⃗U_{εε} iz (9.11) pri n_0 ⩾ 1 i m_0 ⩾ 1 imeet nepreryvnye po x_k i t vse qastnye proizvodnye vida ∂^{p+q} ∂x^α_i ∂x^β_k ∂x^γ_j ∂t^q ⃗U_{εε}(M, t), gde p = α + β + γ ⩽ n_0 i q ⩽ m_0.

(Utverßdenie sleduet iz svoæstv gladkosti funkciæ (9.9) i (9.10) i vozmoßnosti differencirovaniØ funkcii ⃗U_{εε} pod znakom integralov. Poslednee, kstati govorØ, sleduet iz togo fakta, qto pri (M, t) ∈ B integrirovanie v (9.11) proizvoditsØ po koneqnoæ oblasti, soderßaweæsØ v B_ε.)

110 G. I. PETRAXEN^

Zameqanie Utverßdenie sohranØet silu i v sluqae nevypolneniØ odnogo iz neravenstv n_0 ⩾ 1, m_0 ⩾ 1, esli funkci¸ ⃗u sqitat~ nepreryvnoæ. Esli n_0 = 0 (m_0 = 0), to dostatoqno potrebovat~ nepreryvnosti ⃗u(M, t) po peremennym x_k (po peremennoæ t) pri l¸bom t (l¸boæ x_k) iz oblasti B_ε.

Svoæstvo 2. Esli v oblasti Bε funkciØ ⃗u(M, t) nepreryvna i ime-

et integriruemye pervye qastnye proizvodnye po x_k i t, to v toqkah (M, t) ∈ B operaciØ usredneniØ iz (9.11) nad ⃗u kommutiruet s odnokratnym differencirovaniem ⃗u po x_k i t.

(V sluqae m_0 = 0 (n_0 = 0) i differencirovaniØ po t (po x_k) utverßdenie sleduet iz vozmoßnosti differencirovaniØ pod znakom integrala pravoæ qasti vyraßeniæ (9.12) ili (9.13). V ostal~nyh ße sluqaØh utverßdenie dokazyvaetsØ differencirovaniem pod znakom integrala odnoæ iz funkciæ δ_ε s posledu- ¸wim integrirovaniem po qastØm.)

Svoæstvo 3. Esli v oblasti Bε_0 , gde ε0 > 0 fiksirovano, funkciØ

⃗u(M, t) nepreryvna vmeste s qastnymi proizvodnymi porØdkov q ⩽ q_0, to srednie funkcii (9.11)–(9.13) pri 0 < ε < ε_0 i ih qastnye proizvodnye porØdkov q ⩽ q_0 shodØtsØ pri ε → 0 ravnomerno v oblasti B k funkcii ⃗u(M, t) i k sootvetstvu¸wim ee qastnym proizvodnym.

(Utverßdenie legko dokazyvaetsØ primeneniem k ⃗U_{εε} iz (9.11), ravno kak i k ee qastnym proizvodnym, vyqislØemym s uqetom svoæstva 2, pervoæ teoremy o srednem).

Svoæstvo 4. Esli otnositel~no ⃗u(M, t) izvestna lix~ ee inte-

griruemost~ v B_{ε0} , gde ε_0 > 0 fiksirovano, to srednie funkcii (9.11)–(9.13) shodØtsØ pri ε → 0 k funkcii ⃗u(M, t) po kraæneæ mere v srednem po oblasti B v smysle metriki v L^p (p = 1, 2).

(Dokazatel~stvo takogo utverßdeniØ moßno naæti v 5-oi tome “Kursa vysxeæ matematiki” V. I. Smirnova.)

Zametim, qto iz svoæstva 3 dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 111

⃗u(M, t) vyteka¸t sootnoxeniØ

lim_{ε→0} ∞ ∫∫ ∫ −∞ ⃗u(M, t)δ_ε(M − M_0; n_0) dM_0 ≡

≡ ∞ ∫∫ ∫ −∞ ⃗u(M, t)δ(M − M_0; n_0) dM_0 = ⃗u(M, t),

lim_{ε→0} ∞ ∫∫ ∫ −∞ ⃗u(M, t_0)δ_ε(t − t_0; m_0) dt_0 ≡

≡ ∞ ∫∫ ∫ −∞ ⃗u(M, t_0)δ(t − t_0; m_0) dM_0 = ⃗u(M, t),

(9.14)

pozvolØ¸wie sovmestno s (9.9) i (9.10) rassmatrivat~ (obobwennye) δ-funkcii Diraka^1 kak rezul~tat predel~nogo perehoda pri ε → 0 ot funkciæ (9.9) i (9.10).

Nakonec, nam pridetsØ pol~zovat~sØ integral~noæ formuloæ Grina–Vol~terra ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗u^0 ⃗A(⃗u) − ⃗u ⃗A(⃗u^0) ] dB =

= ∫ ∫ ∫ (Σ) [ ⃗u^0 ⃗M_4(⃗u) − ⃗u ⃗M_4(⃗u^0) ] dΣ−

− ∫ ∫ ∫ (Σ1) ⃗u^0 [ ⃗M^+_4 (⃗u) − ⃗M^−_4 (⃗u) ] dΣ_1− (9.15)

− T∫ 0 dt ∫∫ (S0) {[( ⃗u^0 ⃗t_n )_+ − ( ⃗u^0 ⃗t_n )_−] − [( ⃗u ⃗t_n^0 )_+ − ( ⃗u ⃗t_n^0 )_−]} dS_0,

1Kak izvestno, δ-funkci¸ Diraka opredelØ¸t formal~no sootnoxeni-

Ømi vida δ(t − t0) = 0 pri t ≠ t0 i^∞R_{−∞} φ(t0)δ(t − t0) dt0 = φ(t) dlØ l¸boæ

nepreryvnoæ φ(t). UpomØnutyæ predel~nyæ perehod vsegda sleduet vypolnØt~ pod znakami integralov kak v (9.14).

112 G. I. PETRAXEN^ poluqa¸weæsØ iz differencial~noæ formuly (2.21), (v kotoroæ ⃗f i ⃗f^0 zameneny sootvetstvenno na ⃗A(⃗u) i ⃗A(⃗u^0) soglasno vvedennomu v (9.8) oboznaqeni¸ dlØ levoæ qasti uravneniØ dvißeniØ uprugoæ sredy) integrirovaniem po oblasti B v vide gipercilindra iz naqala p. 3 v sledu¸wih predpoloßeniØh. 1) V trehmernoæ oblasti V , zapolnennoæ uprugoæ sredoæ (na kotoroæ postroena qetyrehmernaØ oblast~ B), imeetsØ granica razdela

S_0 pervogo roda, vne kotoroæ vse parametry uprugoæ sredy ne-

preryvny. 2) Poverhnost~ S_0 imeet nepreryvnu¸ (ili kusoqnonepreryvnu¸) normal~ ⃗n. 3) Po obe storony ot granicy razdela pole ⃗u^0 nepreryvno vmeste s pervymi qastnymi proizvodnymi vplot~ do fftoæ granicy, a takße do granicy Σ oblasti B, i imeet ograniqennye vtorye qastnye proizvodnye. 4) Po obe storny ot granicy razdela S_0 pole ⃗u, ime¸wee v B integriruemye vtorye qastnye proizvodnye, nepreryvno i imeet pervye qastnye proizvodnye, nepreryvnye vezde, za iskl¸qeniem poverhnosti

Σ_1, s kusoqno-nepreryvnoæ normal~¸ ⃗ν. Pri priblißenii k Σ_1

s obeih ee storon ⃗M_4(⃗u) imeet opredelennye predel~nye znaqeniØ ⃗M_4^±(⃗u), a pri priblißenii (s obeih storon) k granice razdela S_0 suwestvu¸t predel~nye znaqeniØ ⃗u^± i ⃗t^±_n vektorov ⃗u i ⃗t_n.

Ne ostanavlivaØs~ na fflementarnom vyvode formuly (9.15), lix~ otmetim, vo-pervyh, qto vyraßeniØ ⃗t_n i ⃗M_4(⃗u), ravno kak

⃗t_n^0 i ⃗M_4(⃗u^0), opredelØ¸tsØ formulami (2.5) i (2.23) sootve-

stvenno polØmi ⃗u i ⃗u^0, vo-vtoryh, qto razliqie v usloviØh, kotorym my podqinili polØ ⃗u i ⃗u^0, ob¨ØsnØetsØ lix~ krugom voprosov, k kotorym budet primenØt~sØ formula (9.15) v nasto- Øwem paragrafe. V dal~neæxem granicu S_0, 0 ⩽ t ⩽ T , razdela 1-go roda uprugoæ sredy budem oboznaqat~ posredstvom Σ^0, esli req~ idet o qetyrehmernoæ oblasti B.

4. PonØtie ob obobwennom rexenii neodnorodnogo uravneniØ (9.8) moßet byt~ opredeleno po S. L. Sobolevu sledu¸wim obrazom. Pust~ B – oblast~ peremennyh (x_1, x_2, x_3, t), ograniqennaØ poverhnost~¸ Σ s nepreryvnoæ (ili kusoqno-nepreryvnoæ) normal~¸ ⃗ν, postroennaØ na uqastke uprugoæ sredy s nepreryvnoæ plotnost~¸ ρ i uprugimi parametrami c_{ik,νμ} iz (2.6), t.e. ne ime¸wem granic razdela 1-go roda. Pust~, krome togo,

⃗u^0(M, t) – proizvol~noe finitnoe pole v B, nepreryvnoe s per-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 113 vymi qastnymi proizvodnymi i ime¸wie ograniqennye vtorye proizvodnye, toßdestvenno ravnoe nul¸ v okrestnosti granicy Σ. Mnoßestvo takih funkciæ budem oboznaqat~ posredstvom

K_B . (Zametim, qto pod K_B moßno bylo by podrazumevat~ i mno-

ßestvo nepreryvnyh finitnyh funkciæ, ime¸wih nepreryvnye proizvodnye vseh porØdkov, toßdestvenno ravnyh nul¸ v okrestnosti Σ.)

Rassmotrim snaqala klassiqeskoe rexenie ⃗u(M, t) uravneniØ (9.8) s nepreryvnoæ pravoæ qast~¸, ime¸wee slabye ili sil~- nye razryvy na harakteristikah, raspoloßennyh v oblasti B. Oqevidno, qto dlØ ⃗u(M, t) i proizvol~noæ ⃗u^0(M, t) ∈ K_B iz integral~noæ formula Grina–Vol~terra (9.15) sleduet ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗u^0 ⃗A(⃗u) − ⃗u ⃗A(⃗u^0) ] dB = 0. (9.16)

No tak kak ⃗u(M, t) – rexenie uravneniØ (9.8), to sootnoxenie (9.16) perepisyvaetsØ v vide ∫ ∫∫ ∫ (B) ⃗u ⃗A(⃗u^0)dB = − ∫∫ ∫ ∫ (B) ⃗u^0 ⃗f dB. (9.17)

Ravenstvo (9.17), soderßawee proizvol~nu¸ funkci¸ ⃗u^0 ∈ K_B , dolßno vypolnØt~sØ dlØ l¸bogo klassiqeskogo rexeniØ (9.8) (sm. teoremy 1 i 2 iz p. 5). Takim obrazom, uslovie (9.17) ffkvivalentno uravneni¸ (9.8) v sluqae dostatoqno gladkih ⃗u i ⃗f . Odnako faktiqeski ono okazyvaetsØ suwestvenno bolee xirokim, tak kak sohranØet smysl i dlØ funkciæ ⃗u(M, t), ne ime¸- wih proizvodnyh, lix~ by ⃗u i ⃗f byli by integriruemy. �to obstoØtel~stvo, ravno kak i soobraßeniØ, izloßennye v p. 2, da¸t osnovaniØ dlØ sledu¸wego rasxireniØ ponØtiØ o rexenii uravneniØ (9.8). V sluqae, kogda oblast~ B ne soderßit granic razdela 1-go roda, obobwennym rexeniem uravneniØ (9.8) s integriruemoæ pravoæ qast~¸ ⃗f nazyvaetsØ integriruemaØ funkciØ

⃗u(M, t), udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ (9.17) pri proizvol~-

noæ ⃗u^0 ∈ K_B .

Esli v oblasti B soderßitsØ granica Σ^0 razdela 1-go roda uprugoæ sredy, na kotoroæ pole smeweniæ dolßno udovletvorØt~ tomu ili inomu uslovi¸ kontakta iz p. 4 §3, nazyvaemomu

114 G. I. PETRAXEN^ dalee usloviem C, to nußno govorit~ ob obobwennom rexenii uravneniØ (9.8), udovletvorØ¸wem uslovi¸ C na Σ^0. Pri fftom vmesto K_B v oblasti B sleduet rassmatrivat~ klass K^0_B proizvol~nyh finitnyh vektorov ⃗u^0, toßdestvenno ravnyh nul¸ v okrestnosti Σ, udovletvorØ¸wih na Σ^0 uslovi¸ C, a vne Σ^0 nepreryvnyh vmeste s pervymi qastnymi proizvodnymi i ime¸- wih ograniqennye vtorye qastnye proizvodnye. Takim obrazom, v sluqae integriruemoæ v B funkcii ⃗f pod obobwennym rexeniem uravneniØ (9.8) pri kontaktnom uslovii C ponimaetsØ integriruemaØ v B funkciØ ⃗u(M, t), udovletvorØ¸waØ (9.17) pri proizvol~noæ ⃗u^0 ∈ K^0_B .

5. Sformuliruem i dokaßem nekotorye utverßdeniØ, ustanavliva¸wie vaßnye dlØ dal~neæxego svoæstva obobwennyh rexeniæ (9.8).

Teorema 1. Esli v oblasti B, ne soderßaweæ granic razdela 1-go

roda, obobwennoe rexenie ⃗u(M, t) uravneniØ (9.8) (s nepreryvnoæ pravoæ qast~¸ ⃗f ) nepreryvno s pervymi qastnymi proizvodnymi i imeet integriruemye v B vtorye qastnye proizvodnye, nepreryvnye vezde, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, koneqnogo qisla poverhnosteæ ~Σ, to ono ØvlØetsØ klassiqeskim rexeniem uravneniØ (9.8).

Deæstvitel~no, tak kak ⃗u – obobxennoe rexenie, to ono udovletvorØet (9.17) pri l¸boæ ⃗u^0 ∈ K_B. Tak kak ⃗u nepreryvno s pervymi proizvodnymi i imeet integriruemye vtorye qastnye proizvodnye, to dlØ ⃗u i ⃗u^0 spravedlivo (9.16). Pofftomu ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗A(⃗u) + ⃗f ] ⃗u^0 dB = 0 (9.18)

pri l¸boæ ⃗u^0 ∈ K_B i funkcii ⃗χ(M, t) = ⃗A(⃗u)+ ⃗f , nepreryvnoæ vne koneqnogo qisla poverhnosteæ ~Σ. Pust~ (M_0, t_0) – proizvol~naØ toqka B, leßawaØ vne ~Σ, rasstoØnie kotoroæ do ~Σ ravno ε_0 > 0. VybiraØ, naprimer,

⃗u^0 = ⃗a δ_ε(M − M_0; n_0)δ_ε(t − t_0; m_0),

gde n_0 ⩾ 2, m_0 ⩾ 2, |⃗a| = 1, priqem ⃗a i 0 < ε < ε_0 proizvol~ny, i primenØØ k (9.18) pervu¸ teoremu o srednem, poluqaem ⃗a · ⃗χ(M^′, t^′) = 0,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 115 gde |M^′−M_0| < ε i |t−t^′| < ε. V silu nepreryvnosti ⃗f i proizvola v vybore ⃗a i ε ots¸da sleduet ⃗χ(M_0, t_0) ≡ ⃗A(⃗u) + ⃗f = 0, qto i trebuetsØ.

Zameqanie. Esli edinstvennoe izmenenie v usloviØh teoremy sostoit v tom, qto obobwennoe rexenie ⃗u(M, t) imeet razryvy v pervyh proizvodnyh na gladkoæ poverhnosti (ili poverhnostØh)

Σ_1, priqem s obeih ee storon suwestvu¸t nepreryvnye predel~-

nye znaqeniØ takih proizvodnyh, to ⃗u(M, t) – klassiqeskoe rexenie uravneniØ (9.8) s pravil~nymi sil~nymi razryvami na Σ_1.

Deæstvitel~no, iz (9.17) i (9.15) analogiqno predyduwemu poluqaetsØ ravenstvo ∫∫ ∫ ∫ (B) [ ⃗A(⃗u) + ⃗f ] ⃗u^0 dB = − ∫ ∫∫ (Σ1) ⃗u^0 [ ⃗M^+_4 (⃗u) − ⃗M^−_4 (⃗u) ] dΣ_1,

(9.19) spravedlivoe dlØ l¸boæ ⃗u^0 ∈ K_B. VybiraØ snaqala ⃗u^0 ravnym nul¸ na Σ_1 i zameqaØ, qto pri fftom (9.19) prinimaet vid (9.18) (tak ße, kak i vyxe), ubeßdaemsØ, qto vne poverhnosteæ ~Σ i Σ_1 udovletvorØetsØ uravnenie (9.8). No vsledstvie fftogo (9.19) svoditsØ k ravenstvu ∫ ∫ ∫ (Σ1) ⃗u^0 [ ⃗M^+_4 (⃗u) − ⃗M^−_4 (⃗u) ] dΣ_1 = 0

pri proizvol~noæ ⃗u^0 ∈ K_B. V silu nepreryvnosti [ ⃗M^+_4 (⃗u) −

⃗M^−_4 (⃗u) ] v toqkah Σ_1 (vyteka¸weæ iz usloviæ teoremy) ots¸da

sleduet ⃗M^+_4 = ⃗M^−_4 na Σ_1, qto i oznaqaet vypolnenie dinamiqeskih usloviæ sovmestnosti (5.6). Iz predpoloßeniØ o nepreryvnosti ⃗u i suwestvovaniØ predel~nyh znaqeniæ pervyh qastnyh proizvodnyh ot ⃗u s obeih storon Σ_1 vyteka¸t kinematiqeskie usloviØ sovmestnosti (5.5) na Σ_1. �tim i dokazyvaetsØ utverßdenie.

Teorema 2. Esli v oblasti B, soderßaweæ granicu (ili grani-

cy) Σ^0 razdela pervogo roda, funkciØ ⃗f nepreryvna, a obobwennoe

116 G. I. PETRAXEN^

rexenie ⃗u(M, t) uravneniØ (9.8) pri kontaktnom uslovii C nepreryvno vmeste s pervymi qastnymi proizvodnymi po obe storony ot Σ^0 (vplot~ do toqek Σ^0) i imeet integriruemye vtorye qastnye proizvodnye, nepreryvnye vezde, za iskl¸qeniem koneqnogo qisla poverhnosteæ ~Σ, to ⃗u(M, t) ØvlØetsØ klassiqeskim rexeniem uravneniØ (9.8) pri usloviØh kontakta C.

Deæstvitel~no, esli snaqala vybirat~ ⃗u^0 ∈ K_B ravnymi toßdestvenno nul¸ v ε-okrestnosti poverhnosti Σ^0 (gde ε > 0 skol~ ugodno malo), to vpolne analogiqno predyduwemu netrudno ubedit~sØ, qto vne Σ^0 funkciØ ⃗u(M, t) udovletvorØet uravneni¸ (9.8). Vsledstvie fftogo uslovie (9.17) i formula (9.15) (v kotoroæ lix~ tretiæ integral iz pravoæ qasti otliqen ot nulØ) privodØt k ravenstvu T∫ 0 dt ∫ ∫ (S0) {[( ⃗u^0 ⃗t_n )_+ − ( ⃗u^0 ⃗t_n )_−] − [( ⃗u⃗t_n^0 )_+ − ( ⃗u⃗t_n^0 )_−]} dS_0 =

= − ∫ ∫ ∫∫ (B) ⃗u^0 [ ⃗A(⃗u) + ⃗f ] dB = 0, (9.20)

spravedlivomu pri l¸boæ ⃗u^0 ∈ K^0_B .

Predpoloßim dlØ opredelennosti, qto uslovie C kontakta na

Σ^0 svodØtsØ dlØ polØ ⃗u^0 k ravenstvam ( ⃗u^0 )_+ = ( ⃗u^0 )_− ≡ ⃗u^0, ( ⃗t_n^0 )_+ = ( ⃗t_n^0 )_− ≡ ⃗T_0 (9.21)

v toqkah poverhnosti S_0. (Kontakt ßestkiæ!) Pri fftom sootnoxeniØ (9.20) perepisyvaetsØ v vide T∫ 0 dt ∫∫ (S0) { ⃗u^0 ( ⃗t_n^+ − ⃗t_n^− ) − ⃗T_0(⃗u^+ − ⃗u^− )} dS = 0, (9.22)

gde ⃗u^0 i ⃗T_0 oboznaqa¸t graniqnye znaqeniØ (9.21) vektorov ⃗u^0 i ⃗t_n^0 na S_0, priqem uslovie (9.22) dolßno vypolnØt~sØ pri l¸- boæ ⃗u^0 ∈ K^0_B .

Qtoby poluqit~ iz (9.22) usloviØ ßestkosti kontakta na S_0 dlØ polØ ⃗u, t.e. ravenstva

⃗u^+ = ⃗u^−, ⃗t_n^+ = ⃗t_n^−, (9.23)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 117 dostatoqno vospol~zovat~sØ legko dokazuemym faktom, a imenno: ⃗u^0 moßet byt~ vybrano udovletvorØ¸wim uslovi¸ (⃗u^0)^+ =

(⃗u^0)^− ≡ ⃗u^0 = 0 na S_0 pri proizvol~nyh znaqeniØh vektora naprØ-

ßeniæ ⃗T_0 ≡ (⃗t_n^0)^+ = (⃗t_n^0)^− v toqkah fftoæ poverhnosti. Pri ukazannom vybore polØ ⃗u^0 pervoe slagaemoe pod znakom integrala v (9.22) ravno nul¸ toßdestvenno. Pofftomu v silu proizvola v vybore znaqeniæ ⃗T_0(M, t) v toqkah poverhnosti S_0, a takße nepreryvnosti ⃗u^± i ⃗t_n^± na S_0 (vyteka¸weæ iz usloviæ teoremy) iz (9.22) sleduet pervoe iz ravenstv (9.23). V silu fftogo ravenstva sootnoxenie (9.22) perepisyvaetsØ v vide, ne soderßawem vtorogo slagaemogo pod znakom integrala, priqem ono dolßno vypolnØt~sØ pri l¸bom ⃗u^0 ∈ K^0_B . Ots¸da srazu ße sleduet i vtoroe ravenstvo (9.23).

Teorema 3. Esli pri (M, t) ∈ B funkciØ ⃗u(M, t − t0; M0) est~ ob-

obwennoe rexenie uravneniØ (9.8) pri ⃗f = ⃗f (M, t − t_0; M_0) i pri l¸byh znaqeniØh (M_0, t_0), prinadleßawih oblasti B_0, a φ(M_0, t_0) – integriruemaØ v B_0 funkciØ, to ⃗U(M, t) = ∫ ∫∫ ∫ (B0)

φ(M_0, t_0)⃗u(M, t − t_0; M_0)dB_0 (9.24)

opredelØet v oblasti B obobwennoe rexenie uravneniØ ⃗A(⃗U ) = − ⃗F (M, t), (9.25) gde ⃗F (M, t) = ∫ ∫ ∫∫ (B0)

φ(M_0, t_0) ⃗f (M, t − t_0; M_0)dB_0. (9.26)

Deæstvitel~no, dlØ proizvol~noæ ⃗u^0 ∈ K_B (ili K^0_B ) imeem ⃗U ⃗A(⃗u^0) dB = = ∫ ∫∫ ∫ (B0)

φ(M_0, t_0) [ ∫∫ ∫ ∫ (B0) ⃗u(M, t − t_0; M_0) ⃗A(⃗u^0) dB ] dB_0 =

= − ∫ ∫ ∫ ∫ (B0)

φ(M_0, t_0) [ ∫ ∫ ∫∫ (B0) ⃗u^0(M, t) ⃗f (M, t − t_0; M_0) dB ] dB_0 =

118 G. I. PETRAXEN^ = − ∫ ∫ ∫ ∫ (B0) ⃗u^0 ⃗F dB, qto i dokazyvaet utverßdenie.

Zameqanie. Praktiqeskoe znaqenie teoremy 3 sostoit v tom, qto v neæ rassmatrivaetsØ operaciØ (9.24) usredneniØ po parametram M_0 i t_0 rexeniØ ⃗u(M, t − t_0; M_0) uravneniØ (9.8), ves~- ma qasto vstrekqa¸waØsØ v priloßeniØh. Estestvenno oßidat~, qto takaØ operaciØ privodit k bolee gladkomu rexeni¸ ⃗U (M, t) uravneniØ (9.8) so sglaßennoæ pravoæ qast~¸ ⃗F (M, t). Pri fftom, esli na osnovanii (9.24) udalos~ dokazat~ dostatoqnu¸ gladkost~ funkcii ⃗U (M, t), to v silu teorem 1 i 2 ona ØvlØetsØ klassiqeskim (t.e. “horoxim” s toqki zreniØ praktiki) rexeniem uravneniØ (9.25).

V qastnosti, v sluqae odnorodnoæ sredy ⃗u(M, t − t_0; M_0) ≡

⃗u(M − M_0, t − t_0). Pofftomu formula (9.24) dlØ l¸boæ finitnoæ

funkcii φ(M, t) perepisyvaetsØ v vide ⃗U (M, t) = ∫ ∫ ∫∫ (B0)

φ(M_0, t_0)⃗u(M − M_0, t − t_0) dB_0 =

= ∫ ∫∫ ∫ (B0)

φ(M − M_0, t − t_0)⃗u(M_1, t_1) dB_1, (9.27)

gde B_1 – nastol~ko xirokaØ oblast~, qto pri l¸byh (M, t), prinadleßawih zamknutoæ oblasti B, vblizi granicy B_1 imeet mesto φ(M − M_1, t − t_1) ≡ 0. V fftom sluqae gladkost~ rexeniØ ⃗U fflementarno ustanavlivaetsØ na osnovanii gladkosti funk- cii φ(M, t). Teorema 4. Esli ⃗un(M, t) – posledovatel~nost~ klassiqeskih re-

xeniæ uravneniæ ⃗A(⃗u_n) = − ⃗f_n(M, t) (9.28) i esli v oblasti B suwestvu¸t integriruemye funkcii ⃗u(M, t) i ⃗f (M, t) takie, qto pri p = (1 ili 2) lim_{n→∞} ∫ ∫∫ ∫ (B) | |⃗u_n − ⃗u | |^p dB = 0, (9.29)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 119 lim_{n→∞} ∫ ∫∫ ∫ (B) | | ⃗f_n − ⃗f | |^p dB = 0, (9.29^′)

to ⃗u(M, t) est~ obobwennoe rexenie uravneniØ (9.8) s pravoæ qa- st~¸ ⃗f (M, t). Deæstvitel~no, dlØ funkciæ ⃗u, ⃗f i l¸boæ ⃗u^0 ∈ K_B (ili K^0_B ) imeem ∫ ∫ ∫∫ (B) [ ⃗u ⃗A(⃗u^0) + ⃗u^0 ⃗f ] dB ≡

≡ ∫∫ ∫ ∫ (B) {[ ⃗u_n ⃗A(⃗u^0)+⃗u^0 ⃗f_n ] + ( ⃗u−⃗u_n ) ⃗ A(⃗u^0)+ ( ⃗ f − ⃗f_n ) ⃗u^0 } dB. (9.30) No ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗u_n ⃗A(⃗u^0) + ⃗u^0 ⃗f_n ] dB = 0 (9.31)

v silu (9.28) i (9.16). Vsledstvie ße ograniqennosti ⃗A(⃗u^0) i ⃗u^0 spravedlivy ocenki | | | | ∫ ∫∫ ∫ (B) ( ⃗u − ⃗u_n ) ⃗ A(⃗u^0) dB | | | | ⩽ c^p [ ∫ ∫ ∫∫ (B) | |⃗u − ⃗u_n | |^p dB ]_{1/p} , (9.32) | | | | ∫ ∫ ∫∫ (B) ( ⃗ f − ⃗f_n ) ⃗u^0 dB | | | | ⩽ ~c^p [ ∫ ∫∫ ∫ (B) | | ⃗f − ⃗f_n | |^p dB ]_{1/p} , (9.32^′)

iz kotoryh i (9.29) sleduet stremlenie k nul¸ pravoæ qasti (9.30) pri n → ∞. Tak kak levaØ qast~ (9.30) ne zavisit ot n, to ona ravna nul¸, qto i trebuetsØ.

Zameqanie. Oqevidno, qto utverßdenie teoremy ostaetsØ spravedlivym i pri zamene (9.29^′) bolee slabym usloviem, a imenno: lim_{n→∞} ∫ ∫∫ ∫ (B) ( ⃗ f − ⃗f_n ) ⃗u^0 dB = 0, (9.33)

gde ⃗u^0 ∈ K_B (ili K^0_B ).

Spravedliva i obratnaØ teorema.

120 G. I. PETRAXEN^

Teorema 5. L¸boe obobwennoe rexenie ⃗u(M, t) uravneniØ (9.8) mo-

ßet rassmatrivat~sØ kak predel v smysle (9.29) posledovatel~- nosti klassiqeskih rexeniæ ⃗u_n(M, t) uravneniæ (9.28) s takimi pravymi qastØmi ⃗f_n, qto dlØ ⃗f i ⃗f_n vypolnØetsØ (9.33).

Deæstvitel~no, iz funkcional~nogo analiza izvestno, qto dlØ l¸boæ integriruemoæ ⃗u(M, t) (sledovatel~no, i dlØ l¸bogo obobwennogo rexeniØ uravneniØ (9.8)) moßet byt~ postroena posledovatel~nost~ ⃗u_n(M, t) funkciæ, nepreryvnyh s proizvodnymi do vtorogo porØdka (i daße skol~ ugodno gladkih), takaØ, qto vypolnØetsØ sootnoxenie (9.29).^2 VybiraØ po obobwennomu rexeni¸ ⃗u(M, t) taku¸ posledovatel~nost~ ⃗u_n(M, t), opredelim ⃗f_n = − ⃗A(⃗u_n). DlØ klassiqeskih rexeniæ ⃗u_n i l¸boæ

⃗u^0 ∈ K_B (ili K^0_B ) vypolnØetsØ (9.31). Pol~zuØs~ (9.31) i for-

muloæ (9.17) dlØ obobwennogo rexeniØ, poluqaem lim_{n→∞} ∫∫ ∫ ∫ (B) ⃗u^0 ( ⃗ f − ⃗f_n ) dB = lim_{n→∞} ∫ ∫∫ ∫ (B) ( ⃗u_n − ⃗u ) ⃗ A(⃗u^0) dB = 0

v silu (9.32) i (9.29), qto i trebuetsØ.

6. V zakl¸qenie kratkogo obzora naibolee vaßnyh dlØ priloßeniæ rezul~tatov teorii obobwennyh rexeniæ uravneniØ (9.8) sleduet sdelat~ rØd zameqaniæ, preßde vsego otnosØwihsØ k sluqa¸, v kotorom pole smeweniæ v oblasti B vozbußdaetsØ ne massovymi silami s plotnost~¸ ⃗f (M, t), a vozdeæstviØmi, prikladyvaemymi k granice S oblasti V , zapolnennoæ uprugoæ sredoæ. Radi opredelennosti ostanovimsØ na vozdeæstvii vida ⃗t_n | |_{(S)} = − ⃗T (M, t), (9.34)

gde M ∈ S, priqem budem predpolagat~, qto vnutri V net granic razdela 1-go roda.^3

ZameqaØ, qto pri ukazannom v p. 3 vybore oblasti B integral po Σ v formule (9.15) imeet znaqenie ∫ ∫ ∫ (Σ) [ ⃗u^0 ⃗M_4(⃗u) − ⃗u ⃗M_4(⃗u^0) ] dΣ = ∫ ∫ ∫ (V ) ρ ( ⃗u^0 ∂⃗u ∂t − ⃗u ∂⃗u^0 ∂t )| | t=0 dV −

2Zametim, qto v kaqestve ⃗un moßno vzØt~ sredn¸¸ funkci¸ (9.11) pri

n_0 ¿ 2, m_0 ¿ 2 i ε = εn, gde εn → 0 pri n → ∞.

3Vsledstvie qego v (9.15) otsutstvuet slagaemoe s integralom po S0.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 121 − ∫ ∫∫ (V ) ρ ( ⃗u^0 ∂⃗u ∂t − ⃗u ∂⃗u^0 ∂t )| | |_{t=T} dV + T∫ 0 dt ∫∫ (S) [ ⃗u^0⃗t_n − ⃗u⃗t_n^0 ] dS, opredelim v B klass ~K_b proizvol~nyh finitnyh funkciæ ⃗u^0, nepreryvnyh vmeste s proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdkov (ili daße s proizvodnymi vseh porØdkov), ravnyh toßdestvenno nul¸ v okrestnosti poverhnosteæ t = 0 i t = T i udovletvorØ- ¸wih uslovi¸ ⃗t_n^0 = 0 v toqkah bokovoæ poverhnosti oblasti B, t.e. pri M ∈ S, 0 < t < T . Esli ⃗u(M, t) – klassiqeskoe rexenie odnorodnogo uravneniØ (9.8) v oblasti B, udovletvorØ¸wee graniqnomu uslovi¸ (9.34), to pri proizvol~nom ⃗u^0 ∈ ~K_b formula (9.15) zapixetsØ v vide ∫∫ ∫ ∫ (B) ⃗u ⃗A(⃗u^0) dB = − T∫ 0 dt ∫∫ (S) (⃗u^0 ⃗T ) dS. (9.35)

Takim obrazom, ukazannoe klassiqeskoe rexenie ⃗u udovletvorØet sootnoxeni¸ (9.35) pri l¸boæ ⃗u^0 ∈ K_B . Netrudno videt~, qto, naoborot, esli (9.35) vypolnØetsØ pri l¸boæ ⃗u^0 ∈ ~K_b i pri funkcii ⃗u, nepreryvoæ v B, naprimer, vmeste s proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdkov, to ⃗u – klassiqeskoe rexenie odnorodnogo uravneniØ (9.8), udovletvorØ¸wee graniqnomu uslovi¸ (9.34). Privedennye soobraßeniØ pokazyva¸t, qto sootnoxenie (9.35), podobno sootnoxeni¸ (9.17), moßet byt~ poloßeno v osnovu opredeleniØ ponØtiØ obobwennogo rexeniØ odnorodnogo uravneniØ (9.8) pri graniqnom uslovii (9.34). Vsledstvie oqevidnoæ ideænoæ blizosti sootnoxeniæ (9.17) i (9.35) predstavlØetsØ vozmoßnym ne ostanavlivat~sØ zdes~ na toqnom opredelenii ponØtiØ ob obobwennom rexenii odnorodnogo uravneniØ (9.8) pri graniqnom uslovii (9.34), a takße na ustanovlenii neobhodimyh dlØ priloßeniæ ego svoæstv. Otmetim tol~ko, qto na osnove (9.35) legko mogut byt~ dokazany utverßdeniØ, vpolne analogiqnye utverßdeniØm teorem, privedennyh v p. 5.

OstaetsØ sdelat~ zameqanie, svØzannoe s tem obstoØtel~- stvom, qto pri izloßenii osnovnyh (prosteæxih) rezul~tatov teorii obobwennyh rexeniæ uravneniØ teorii uprugosti my ne rassmatrivali dinamiqeskih zadaq v ih polnoæ postanovke, obsußdavxeæsØ v §3. Ob¨ØsnØetsØ ffto tem, qto neobhodimost~ pe-

122 G. I. PETRAXEN^ rehoda k obobwennym rexeniØm v prikladnyh zadaqah teorii uprugosti obyqno voznikaet v svØzi s rassmotreniem posledovatel~nosteæ ⃗u_n(M, t) klassiqeskih rexeniæ polno postavlennyh (v smysle §3) dinamiqeskih zadaq, sootvetstvu¸wih nekotorym posledovatel~nostØm dostatoqno gladkih vnexnih vozdeæstviæ, naprimer, massovyh ⃗f_n(M, t) ili poverhnostnyh ⃗T_n(M, t) plotnosteæ sil. Pri fiksirovannom znaqke n kaßdaØ iz takih zadaq dlØ uravneniØ (9.8) rexaetsØ pri vseh neobhodimyh dopolnitel~nyh usloviØh iz §3, obespeqiva¸wih edinstvennost~ rexeniØ. Pri izmenenii ße znaqka n (naprimer, pri n → ∞) vnexnie vozdeæstviØ na sredu stremØtsØ k sootvetstvu¸wim predel~nym znaqeniØm, gladkost~ kotoryh okazyvaetsØ uße nedostatoqno vysokoæ dlØ togo, qtoby otveqa¸wee im predel~noe pole uprugih smeweniæ ⃗u(M, t) imelo klassiqeskiæ smysl. I esli vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4 (ili vpolne analogiqnoæ teoremy v sluqae graniqnyh vozdeæstviæ ⃗T_n), to predel~noe pole ⃗u(M, t) okazyvaetsØ obobwennym rexeniem uravneniØ (9.8), otveqa¸wim predel~nym znaqeniØm vnexnih vozdeæstviæ, a takße vsem proqim (ne zavisØwim ot znaqka n) dopolnitel~nym usloviØm dinamiqeskoæ zadaqi, kotorym udovletvorØla funkciØ ⃗u_n(M, t). Iz edinstvennosti rexeniØ klassiqeskih zadaq dlØ ⃗u_n(M, t), a takße iz edinstvennosti predela (9.29^′) sleduet edinstvennost~ obobwennogo rexeniØ ⃗u(M, t) v smysle metriki v L_p.

7. S obobwennymi rexeniØmi v dinamiqeskoæ teorii uprugosti prihoditsØ vstreqat~sØ glavnym obrazom pri rassmotrenii poleæ sosredotoqennyh istoqnikov kolebaniæ.

S fiziqeskoæ toqki zreniØ estestvennym podhodom k probleme istoqnikov kolebaniæ, priloßennyh v toqke (M_0, t_0) uprugoæ sredy, ØvlØetsØ rassmotrenie posledovatel~nosteæ raspredelennyh dostatoqno gladkih plotnosteæ massovyh ili poverhnostnyh sil, oblast~ priloßeniØ kotoryh stØgivaetsØ k toqke

(M_0, t_0) pri izmenenii nekotorogo parametra. Tak, naprimer, v

sluqae vnutrennego istoqnika kolebaniæ tipa mgnovennoæ sily s ediniqnym impul~som, priloßennoæ v moment t = t_0 k toqke

M_0 oblasti V , za upomØnutu¸ posledovatel~nost~ moßno vzØt~

plotnost~

⃗f_n(M − M_0, t − t_0) = ⃗i_k δ_{εn} (M − M_0; n_0)δ_{εn} (t − t_0; m_0) (9.36)

s δ-obraznymi funkciØmi iz (9.9) i (9.10).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 123 V sluqae podobnogo ße istoqnika, priloßennogo v toqke

(M_0, t_0) granicy S uprugoæ sredy, sleduet ishodit~ iz posle-

dovatel~nosti

⃗T_n = ⃗l φ_n(M − M_0)δ_{εn} (t − t_0; m_0), (9.37)

gde ⃗l – ediniqnyæ vektor normali ili kasatel~noæ k poverhnosti S v toqke M (ili v toqke M_0), a zadavaemaØ v toqkah S dostatoqno gladkaØ funkciØ φ_n(M − M_0) podqinena usloviØm

1) φ_n(M − M_0) = { ⩾ 0, |M − M_0| ⩽ ε_n, 0, |M − M_0| > ε_n; 2) ∫ ∫ (S) φ_n(M − M_0) dS = 1.

Ne zaderßivaØs~ na pereqislenii drugih vozmoßnosteæ, zametim, qto l¸bye toqeqnye istoqniki mogut byt~ skonstruirovany iz sistemy istoqnikov vida (9.36) i (9.37) na osnove sootvetstvu¸wih predel~nyh perehodov i qto sozdavaemye imi polØ smeweniæ opredelØ¸tsØ summarnym vektorom priloßennyh v istoqnike sil, a takße vektorami ih momentov pervogo i vysxih porØdkov.

Pri vybore posledovatel~nosteæ raspredelennyh massovyh sil vida (9.36) estestvenno imet~ delo s nastol~ko gladkimi (δ-obraznymi) funkciØmi δ_{εn} (M − M_0; n_0) i δ_{εn} (t − t_0; m_0), qtoby pri vozdeæstvii (9.36) i pri vseh ostal~nyh dopolnitel~- nyh usloviØh rassmatrivaemoæ zadaqi s nulevymi naqal~nymi dannymi i plotnost~¸ massovyh sil ⃗f = ⃗f_n suwestvovalo klassiqeskoe rexenie ⃗u_n(M, t − t_0, M_0), oblada¸wee edinstvennost~¸ v klassiqeskom smysle. Pri fftom postroenie ⃗u_n celesoobrazno provodit~ v dva fftapa, priqem na pervom – sqitat~ sredu, k kotoroæ prikladyvaetsØ vozdeæstvie ⃗f_n, bezgraniqnoæ. Esli klassiqeskie rexeniØ ⃗u_n postroeny, to dlØ poluqeniØ polØ smeweniæ ⃗u, otveqa¸wego toqeqnomu istoqniku, sleduet rassmotret~ predel~nyæ perehod pri n → ∞ (t.e. pri ε → 0). Pri fftom vozdeæstvie (9.36) priobretaet smysl ediniqnoæ sosredotoqennoæ sily, harakterizuemoæ simvolom

⃗f (M − M_0, t − t_0) = ⃗i_kδ(M − M_0)δ(t − t_0), (9.38)

124 G. I. PETRAXEN^ gde δ(M−M_0) i δ(t−t_0) – sootvetstvu¸wie δ-funkcii Diraka, a za pole smeweniæ, otveqa¸wee istoqniku (9.38), nußno vzØt~ predel posledovatel~nosti klassiqeskih rexeniæ ⃗u_n(M, t − t_0; M_0). Odnako moßet okazat~sØ (i inogda okazyvaetsØ v deæstvitel~- nosti), qto posledovatel~nost~ ⃗u_n ne imeet predela v obyqnom smysle, no suwestvuet funkciØ ⃗u(M, t − t_0; M_0) takaØ, qto imeet mesto lim_{n→∞} ∫∫ ∫ ∫ (B) | | |⃗un(M, t − t0, M0) − ⃗u(M, t − t0, M0) | | |^pdB = 0, (9.39)

gde p = 1, 2, a B – qetyrehmernaØ oblast~, v kotoroæ realizuetsØ rexenie zadaqi.

Tak kak pri l¸boæ (daße lix~ nepreryvnoæ) funkcii ⃗u^0 dlØ naxeæ posledovatel~nosti vypolnØetsØ uslovie lim_{n→∞} ∫ ∫∫ ∫ (B) ( ⃗ f_n − ⃗f )⃗u^0 dB = 0

vida (9.33), to v sootvetstvii s utverßdeniem teoremy 4 funkciØ ⃗u(M, t − t_0; M_0) imeet smysl obobwennogo rexeniØ uravneniØ (9.8) pri znaqenii ⃗f iz (9.38), bolee togo, takogo rexeniØ, kotoroe “udovletvorØet” nulevym naqal~nym dannym (3.1) i odnorodnym usloviØm (3.4) na granice S oblasti V , esli klassiqeskoe pole ⃗u_n(M, t − t_0; M_0) istoqnika (9.37) stroilos~ pri uqete ukazannyh usloviæ.

8. Osnovnoe svoæstvo obobwennyh rexeniæ ⃗u(M, t − t0; M0) zadaq dlØ toqeqnyh istoqnikov uravneniØ (9.8), opredelØ¸wee cennost~ takih rexeniæ v problemah praktiki, sostoit v tom, qto oni pozvolØ¸t legko stroit~ klassiqeskie polØ smeweniæ dlØ analogiqnyh ße zadaq v sluqae gladko raspredelennyh vozdeæstviæ. Proill¸striruem ffto na primere polØ ⃗u(M, t − t_0; M_0) istoqnika (9.38).

Pust~ ⃗U (M, t) – klassiqeskoe rexenie uravneniØ (9.8) v oblasti B v sluqae plotnosti massovyh sil ⃗f ≡ ⃗F (M, t) = ⃗i_kφ(M, t), (9.40) zadannyh v nekotoroæ podoblasti B_0, soderßaweæsØ v B, udovletvorØ¸wee nulevym naqal~nym dannym i odnorodnym graniqnym usloviØm, takim ße, qto i usloviØ v zadaqe iz p. 7, v

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 125 kotoroæ opredelØlos~ obobwennoe pole ⃗u(M, t − t_0; M_0), otveqa¸- wee istoqniku (9.38). FunkciØ φ(M, t) iz (9.40) predpolagaetsØ nastol~ko gladkoæ, qto klassiqeskoe rexenie ⃗U(M, t) realizuetsØ i, sledovatel~no, edinstvenno i nepreryvno v B.

Rassmotrim podobnu¸ ße zadaqu v sluqae plotnosti massovyh sil ⃗F_n = ⃗i_k ∫ ∫ ∫∫ (B) φ(M_0, t_0)δ_{εn} (M − M_0; n_0)δ_{εn} (t − t_0; m_0) dB_0,

gladkost~ kotoroæ ne niße gladkosti funkcii ⃗F iz (9.40). Netrudno videt~, qto takaØ zadaqa imeet klassiqeskoe rexenie (edinstvennoe i nepreryvnoe), predstavlØ¸weesØ formuloæ ⃗U_n(M, t) = ∫ ∫ ∫∫ (B) φ(M_0, t_0)⃗u_n(M, t − t_0, M_0) dB_0, (9.41)

gde ⃗u_n ØvlØetsØ fflementom rassmotrennoæ v p. 7 posledovatel~- nosti klassiqeskih rexeniæ, shodØweæsØ v smysle (9.39) k obobwennomu rexeni¸ ⃗u zadaqi ob istoqnike (9.38).

Pri n → ∞ (kogda ε → 0) plotnost~ ⃗F_n massovyh sil ravnomerno stremitsØ k gladkoæ plotnosti (9.40), a pole ⃗U_n(M, t) stremitsØ k interesu¸wemu nas klassiqeskomu pol¸ ⃗U (M, t). Pofftomu ⃗U (M, t) = lim_{n→∞} ∫ ∫ ∫∫ (B) φ(M_0, t_0)⃗u_n(M, t − t_0, M_0) dB_0 =

= ∫ ∫ ∫∫ (B) φ(M_0, t_0)⃗u(M, t − t_0, M_0) dB_0, (9.42)

t.e. klassiqeskoe rexenie zadaqi ob istoqnike (9.40) vyraßaetsØ qerez obobwennoe rexenie podobnoæ zadaqi dlØ istoqnika (9.38) formuloæ, analogiqnoæ formule φ(M, t) = ∫∫ ∫ ∫ (B) φ(M_0, t_0)δ(M − M_0)δ(t − t_0) dB_0,

svØzyva¸weæ plotnosti massovyh sil istoqnikov (9.40) i (9.38).

126 G. I. PETRAXEN^

Tak kak ⃗U (M, t) – klassiqeskoe rexenie uravneniØ (9.8), to integral iz pravoæ qasti (9.42) okazyvaetsØ gladkoæ funkcieæ pri dostatoqno gladkoæ φ(M, t). Odnako v sluqae neodnorodnyh sred gladkost~ integrala po prostranstvennym peremennym x_k ne moßet byt~ ustanovlena tol~ko na osnovanii (9.42), esli o funkcii ⃗u(M, t − t_0, M_0) niqego ne izvestno, krome ee integriruemosti (sm. zameqanie k teoreme 3 iz p. 5). Qto kasaetsØ gladkosti ⃗U(M, t) po peremennoæ t, to ona ne niße gladkosti po t funkcii φ(M, t). V qastnosti, ⃗U (M, t) i ⃗U_t(M, t) nepreryvny po t, esli φ i φ_t zavisØt ot t nepreryvno. V takom sluqae pole ⃗U (M, t) iz (9.42) ne moßet imet~ razryvov nepreryvnosti v pervyh proizvodnyh na dvißuwihsØ poverhnostØh, t.e. na harakteristikah uravneniØ (9.8) ili, qto to ße, uravneniØ (2.8).

9. Vaßnym dlØ dal~neæxego okaßetsØ qastnyæ sluqaæ

⃗f = ⃗i_kφ(t)δ_ε(M − M_0; n_0) (9.43)

vozdeæstviØ vida (9.40), prikladyvaemogo k srede s nepreryvnoæ plotnost~¸ ρ(x_1, x_2, x_3) i s nepreryvnymi uprugimi parmetrami

c_{ik,μν}(x_1, x_2, x_3), ime¸wimi nepreryvnye qastnye proizvodnye po

vsem peremennym x_k vezde, krome, byt~ moßet, koneqnogo qisla poverhnosteæ. Pri fftom pod δ_ε(M − M_0; n_0) v (9.43) podrazumevaetsØ funkciØ vida (9.9) (obrawa¸waØsØ v funkci¸ Diraka

δ(M − M_0) pri ε → 0), a φ(t) – oboznaqaet dostatoqno gladku¸

funkci¸ v (vybrannom) intervale

0 ⩽ t ⩽ T, (9.44)

podqinennu¸ uslovi¸ φ(t) ≡ 0 pri t ⩽ 0.

Pust~ gladkost~ funkcii φ(t) nastol~ko vysoka, qto rexenie ⃗u(M, t, M_0; φ, ε) (9.45) uravneniØ (9.8) (ili, qto to ße, uravneniØ (2.8)) pri plotnosti massovyh sil (9.43), podqinennoe nulevym naqal~nym dannym

⃗u ≡ 0 pri t < 0 (9.45^′)

i sootvetstvennym odnorodnym graniqnym usloviØm, imeet klassiqeskiæ smysl (i, sledovatel~no, edinstvenno i nepreryvno). Pri fftom netrudno ubedit~sØ, qto v l¸bom promeßutke

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 127 (9.44) takoe rexenie dopuskaet predstavlenie v vide predela

⃗u(M, t, M_0; φ, ε_1) = lim_{ε→0} T∫ 0 φ(τ )⃗u^0(M, t − τ, M_0, ε_1, ε) dτ, (9.46) gde funkciØ

⃗u^0(M, t − τ, M_0, ε_1, ε) (9.46^′)

ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (9.8) pri plotnosti massovyh sil

⃗f_0 = ⃗i_kδ_ε(t − τ − ε; m_0)δ_{ε1} (M − M_0; n_0), (9.47)

podqinennoe nulevym naqal~nym dannym

⃗u_0 ≡ 0 pri t < τ (9.48)

i takim ße odnorodnym graniqnym usloviØm, qto i funkciØ ⃗u iz (9.45).

Zdes~ ostaetsØ lix~ otmetit~, qto pravil~nost~ sootnoxeniØ (9.46) vytekaet iz upominavxeæsØ edinstvennosti uravneniØ (9.8) pri (upominavxihsØ) dopolnitel~nyh usloviØh, a takße iz fakta, qto funkciØ

Φ_ε(t) = T∫ 0 φ(τ )δ_ε(t − τ − ε; m_0)dτ = t−ε∫ t−ε−T φ(t − u − ε)δ_ε(u; m_0) du nepreryvna v promeßutke (9.44) i opredelØetsØ sootnoxeniØmi

Φ_ε(t) = 0, t < 0, φ[εθ(t)], 0 < t < 2ε, φ[t − ε(1 + θ(t)], t > 2ε, gde funkciØ θ(t) udovletvorØet ocenke |θ(t)| < 1. Pofftomu pri

ε → 0 okazyvaetsØ lim_{ε→0} Φ_ε(t) = φ(t)

v smysle ravnomernoæ shodimosti v l¸bom koneqnom promeßutke (9.44).

128 G. I. PETRAXEN^

§10. Princip vzaimnosti v teorii uprugosti i v seæsmiqeskoæ praktike

Princip vzaimnosti svoditsØ k nekotoromu toqnomu utverßdeni¸, pozvolØ¸wemu po svoæstvu polØ ⃗u_1(M_2, M_1; f_1) v toqke

M_2, vozbußdennogo nekotorym istoqnikom f_1, sosredotoqennym

v toqke M_1, sudit~ o svoæstve polØ ⃗u_2(M_1, M_2; f_2) v toqke M_1 toæ ße sredy, vozbußdennogo sootvetstvennym istoqnikom f_2, sosredotoqennym v toqke M_2. V seæsmike principom vzaimnosti qasto pol~zu¸tsØ, ne vdavaØs~ v detali ego utverßdeniæ i usloviæ ego primenimosti. Pofftomu procent nepravil~nogo primeneniØ fftogo principa v seæsmiqeskoæ praktike ves~ma vysok.

1. Princip vzaimnosti v teorii uprugosti formuliruetsØ dlØ proizvol~noæ neodnorodnoæ anizotropnoæ sredy, zapolnØ¸weæ (koneqnu¸ ili beskoneqnu¸) trehmernu¸ oblast~ V , ograniqennu¸ poverhnost~¸ S s kusoqno-nepreryvnoæ vnexneæ normal~¸ ⃗n, i ime¸weæ vnutri V koneqnoe qislo granic S_0 razdela 1-go roda. Na granicah S_0 razdela sred zada¸tsØ te ili inye usloviØ kontakta iz p. 3 §3, a vnexnØØ poverhnost~ S ostaetsØ svobodnoæ ot naprØßeniæ ili smeweniæ vezde, krome, byt~ moßet, odnoæ toqki, k kotoroæ prikladyvaetsØ vozdeæstvie. Vyvod principa baziruetsØ na integral~noæ formule Grina–Vol~terra dlØ qetyrehmernoæ oblasti B, ograniqennoæ poverhnost¸ Σ s vnexneæ normal~¸ ⃗ν, postroennoæ na V v vide gipercilindra s obrazu¸wimi, parallel~nymi osi vremeni, i s osnovaniØmi t = −δ < 0, t = T > 0, gde δ > 0 – maloe qislo.

UpomØnutaØ formula primenØetsØ k polØm smeweniæ ⃗u i

⃗u^0 (realizu¸wimsØ v vybrannoæ uprugoæ srede), nepreryvnym

vs¸du v B, udovletvorØ¸wim na granicah razdela S_0 odnim i tem ße (vybrannym dlØ uprugoæ sredy) usloviØm kontakta, ime- ¸wim (byt~ moßet) razryvy nepreryvnosti v pervyh proizvodnyh sootvetstvenno na poverhnostØh Σ_1 i Σ^0_1, na kotoryh vypolnØ¸tsØ kinematiqeskie i dinamiqeskie usloviØ sovmestnosti, i, nakonec, udovletvorØ¸wim vne vseh upominavxihsØ poverhnosteæ uravneniØm dvißeniØ (2.8) sootvetstvenno s plotnostØmi massovyh sil ⃗f i ⃗f^0.

Na osnovanii formuly (9.15) (v kotoroæ integraly po S_0 obrawa¸tsØ v nul~ v sluqae ⃗u i ⃗u^0, udovletvorØ¸wih odinakovym usloviØm kontakta na kaßdoæ iz granic S_0) oqevidno, qto

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 129 dlØ rassmatrivaemyh poleæ formula Grina–Vol~terra moßet byt~ zapisana v vide ravenstva ∫∫ ∫ ∫ (B) [ ⃗f ⃗u^0 − ⃗f^0⃗u ] dB = ∫∫ ∫ (Σ) [ ⃗u ⃗M_4^0 − ⃗u^0 ⃗M_4 ] dΣ, (10.1)

v kotorom

⃗M_4 =^3 ∑ k=1 ⃗t_k cos νx_k − ρ ∂⃗u ∂t cos νt,

⃗M_4^0 = 3∑ k=1 ⃗t_k^0 cos νx_k − ρ ∂⃗u^0 ∂t cos νt, (10.2)

priqem ⃗t_k i ⃗t_k^0 oboznaqa¸t vektory naprØßeniæ (2.4), vyqislennye po polØm ⃗u i ⃗u^0.

2. Budem snaqala rassmatrivat~ volnovye polØ ⃗u v uprugoæ srede, zapolnØ¸weæ oblast~ V iz p. 1 pri uslovii, qto na ee vnexneæ granice S (koneqnoæ ili beskoneqnoæ) zadaetsØ reßim, opredelØemyæ ravenstvom ⃗t_n | | |_{S1} = 0; ⃗u | | |_{S2} = 0, (10.3)

gde S_1 i S_2 – nepereseka¸wiesØ qasti poverhnosti S takie, qto

S_1 + S_2 = S.

Pust~

⃗u_1 (M, t, M_1; φ, ε_1), i ⃗u_2 (M, t, M_2; φ, ε_2)

(10.4)

polØ, vozbußdaemye v srede nezavisimo drug ot druga sootvetstvenno plotnostØmi massovyh sil

⃗f_1 = ⃗l_1 φ(t) δ_{ε1} (M − M_1; n_0),

⃗f_2 = ⃗l_2 φ(t) δ_{ε2} (M − M_2; n_0), (10.5)

prikladyvaemyh v okrestnostØh toqek M_1 i M_2 oblasti V (otstoØwih ot ee granicy S sootvetstvenno na rasstoØniØh, prevoshodØwih ε_1 > 0 i ε_2 > 0) pri uslovii, qto pri t < 0 sreda

130 G. I. PETRAXEN^ nahodilas~ v pokoe. Zdes~ ⃗l_1 i ⃗l_2 – proizvol~nye orty, a φ(t) predpolagaetsØ nastol~ko gladkoæ v promeßutke

0 ⩽ t ⩽ T (10.6)

funkcieæ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ φ(t) ≡ 0 pri t < 0, qto rexeniØ ⃗u_k iz (10.4) ime¸t klassiqeskiæ smysl i potomu nepreryvny. (Qtoby podqerknut~ zavisimost~ poleæ iz (10.4) ot funkcii φ(t), znaqok φ vveden v simvol funkciæ ⃗u_k v kaqestve argumenta.)

PolØ ⃗u_1 i ⃗u_2 iz (10.4) udovletvorØ¸t uravneni¸ (2.8) pri plotnostØh massovyh sil ⃗f = ⃗f_1 i ⃗f = ⃗f_2 iz (10.5), a takße – udovletvorØ¸t sootvetstvennym (odinakovym) usloviØm kontakta na vnutrennih granicah razdela sredy v oblasti V , nulevym naqal~nym dannym

⃗u_1(M, t, M_1; φ, ε_1) ≡ 0,

(t ⩽ 0)

⃗u_2(M, t, M_2; φ, ε_2) ≡ 0,

(10.7)

vo vseh toqkah oblasti V i graniqnym usloviØm (10.3).

Pri fftom predel~nye znaqeniØ takih poleæ ⃗u_k(M, t, M_k; φ) = lim_{εk→0} ⃗u_k(M, t, M_k; φ, ε_k) (10.8) ØvlØ¸tsØ (po opredeleni¸) rexeniØmi uravneniØ (2.8), udovletvorØ¸wimi nulevym naqal~nym dannym pri t ⩽ 0 i graniqnym usloviØm (10.3), otveqa¸wim sosredotoqennym vozdeæstviØm s plotnostØmi massovyh sil

⃗f_k = ⃗l_k φ (t) δ (M − M_k), (10.9)

gde δ(M − M_k) – prostranstvennaØ δ-funkciØ Diraka.

Princip vzaimnosti zdes~ svoditsØ k formulirovke svØzi meßdu znaqeniØmi

⃗u_1(M_2, t, M_1; φ) i ⃗u_2(M_1, t, M_2; φ)

funkciæ ⃗u_k iz (10.8).

3. Opredelim vspomogatel~noe rexenie

⃗u_0(M, t − τ, M_2; ε_2, ε) (10.10)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 131 uravneniØ (2.8), otveqa¸wee plotnosti massovyh sil

⃗f_0 = ⃗l_2 δ_ε(t − τ − ε; m_0)δ_{ε2} (M − M_2; n_0), (10.11)

podqinennoe graniqnym usloviØm (10.3), a takße – nulevym naqal~nym dannym pri t < τ . Togda, v sootvetstvii s p. 9 §9, interesu¸wee nas pole, naprimer, ⃗u_2(M, t, M_2; φ, ε_2) iz (10.10) moßet byt~ vyraßeno qerez pole iz (10.10) v vide

⃗u_2(M, t, M_2; φ, ε_2) = lim_{ε→0} T∫ 0 φ(τ ) ⃗u_0 (M, t − τ, M_2; ε_2, ε)dτ. (10.12)

UqityvaØ naliqie takogo sootnoxeniØ, vyberem proizvol~- noe znaqenie t_0 iz promeßutka (10.6) i opredelim po pol¸ ⃗u_0 iz (10.10) vspomogatel~noe vol~terrovskoe pole

⃗u^0(M, t) = ⃗u_0(M, t_0 − t, M_2; ε_2, ε) (10.13)

(v kotorom v vyraßenii ⃗u_0 iz (10.10) argument t − τ zamenen na

τ − t, a zatem poloßeno τ = t_0).

Vol~terrovskoe pole ⃗u^0(M, t), oqevidno, udovletvorØet uravneni¸ (2.8) pri plotnosti massovyh sil

⃗f^0 = ⃗l_1 δ_ε (t_0 − t − ε; m_0)δ_{ε2} (M − M_2; n_0), (10.14)

udovletvorØet graniqnym usloviØm (10.3) i nulevym usloviØm pri t > t_0.

DlØ ustanovleniØ sootnoxeniæ vzaimnosti ostaetsØ primenit~ formulu Grina–Vol~terra iz (10.1) i (10.2) k vspomogatel~nym funkciØm ⃗u^0 i ⃗f^0 iz (10.13) i (10.14), a takße – k funkciØm ⃗u (M, t) ≡ ⃗u_1(M, t, M_1; φ, ε_1), i ⃗f (M, t) ≡ ⃗f_1 = ⃗l_1 φ(t) δ_{ε1} (M − M_1; n_0)

(10.15)

iz (10.7) i (10.9).

Oblast~¸ B v formule (10.1) slußit gipercilindr V , −δ ⩽

t ⩽ T + δ (gde δ > 0 proizvol~no malo), ograniqennyæ poverh-

nost~¸ Σ. PoslednØØ ße sostoit iz osnovaniæ: V , t = −δ i V ,

132 G. I. PETRAXEN^ t = T + δ, na kotoryh v (10.2) okazyvaetsØ

cos νx_k = 0, cos νt = −1 i cos νt = 1, ⃗M_4 = ±ρ ∂⃗u ∂t , ⃗M_4^0 = ±ρ ∂⃗u^0 ∂t , (10.16)

a takße – iz bokovoæ poverhnosti S, −δ ⩽ t ⩽ T + δ, v toqkah kotoroæ spravedlivo

cos νt = 0, cos νx_k = cos nx_k,

⃗M_4 =^3 ∑ k=1 ⃗t_k cos nx_k = ⃗t_n, ⃗M_4^0 = ⃗t_n^0. (10.17)

Pofftomu vyraßenie [ ⃗u · ⃗M_4^0 − ⃗u^0 · ⃗M_4 ] iz (10.1) obrawaetsØ v nul~ v kaßdoæ toqke poverhnosti Σ. (V silu usloviæ (10.3) na bokovoæ poverhnosti i v silu sootnoxe- niæ ⃗u (M, t) ≡ 0 pri t ⩽ 0, ⃗u^0(M, t) ≡ 0 pri t ⩾ T

(10.18)

na osnovaniØh gipercilindra).

Takim obrazom, v pravoæ qasti ravenstva (10.1) stoit nul~ i ostaetsØ lix~ vyqislit~ integraly iz ego levoæ qasti. 4. PolagaØ_{0 < t}

0 < T, (10.19)

vospol~zuemsØ (10.13), (10.15) i vypixem vyraßenie

⃗f · ⃗u^0 = ⃗l_1 φ(t) ⃗u^0 (M, t_0 − t, M_2, ε_2, ε)δ_{ε1} (M − M_1; n_0), (10.20)

kotoroe sleduet prointegrirovat~ po oblasti

B = (V ; −δ < t < T + δ). (10.21)

Odnako vsledstvie usloviØ, qto φ(t) ≡ 0 pri t > t_0 (i, tem bolee, pri t > T ), integrirovanie po promeßutku (−δ < t <

T + δ) faktiqeski svoditsØ k promeßutku (0, T ). A ffto privodit,

v qastnosti, k integralu T∫ 0 φ(t) ⃗u^0 (M, t_0 − t, M_2; ε_2, ε) dt,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 133 sovpada¸wemu s integralom iz (10.12). Pofftomu, pri uqete (10.12), rezul~tat integrirovaniØ vyraßeniØ iz (10.20) po qetyrehmernoæ oblasti (B) iz (10.21) v predele pri ε → 0 daet

J_1(M_1, t_0, M_2, φ) ≡ ≡ ∫∫ ∫ (V )

⃗l_1 ⃗u_2 (M, t_0, M_2; φ, ε_2) δ_{ε1} (M − M_1; n_0) dM, (10.22)

gde integrirovanie soverxaetsØ faktiqeski lix~ po sfere | |M − M_1 | | < ε_1. (10.23)

Podobnym ße obrazom, na osnovanii (10.14) i (10.15) poluqaetsØ ravenstvo

⃗f^0 · ⃗u = ⃗l_2 ⃗u_1 (M, t, M_1; φ, ε_1) δ_ε (t_0 − t; m_0) δ_{ε2} (M − M_2; n_0),

integrirovanie kotorogo po qetyrehmernoæ oblasti (B) iz (10.21) takße svoditsØ k integrirovani¸ po promeßutku (0, T ), a zatem – po ob¨emu V . Pri fftom, v rezul~tate integrirovaniØ po (0, T ) i perehoda k predelu pri ε → 0, poluqaetsØ oqevidnoe vyraßenie

J_2(M_2, t_0, M_1, φ) ≡ ≡ ∫∫ ∫ (V )

⃗l_2 ⃗u_1 (M, t_0, M_1; φ, ε_1) δ_{ε2} (M − M_2; n_0) dM, (10.24)

integrirovanie v kotorom takße proizvoditsØ lix~ po sfere | |M − M_2 | | < ε_2. (10.25)

Qto ße kasaetsØ formuly Grina–Vol~terra iz (10.1) i (10.2), to v rezul~tate ukazannogo – ona privoditsØ k ravenstvu

J_1(M_1, t_0, M_2; φ) = J_2(M_2, t_0, M_1; φ), (10.26)

soderßawemu usrednennye po oblastØm (10.23) i (10.25) nabl¸- deniØ poleæ ⃗u_2 (M, t_0, M_2; φ, ε_2) i ⃗u_1 (M, t_0, M_1; φ, ε_1) iz (10.4), vozbußdaemyh plotnostØmi sil iz (10.5), raspredelennyh sootvetstvenno po oblastØm (10.25) i (10.23). Pri fftom polØ ⃗u_1 i ⃗u_2 iz (10.4) predpolagalis~ nepreryvnymi pri ε_1 > 0 i ε_2 > 0

134 G. I. PETRAXEN^ (t.e. pri vozdeæstviØh (10.5), ewe raspredelennyh po oblastØm (10.23) i (10.25)).

Esli ße v srede realizu¸tsØ bolee gladkie polØ ⃗u_1 i ⃗u_2 iz (10.4), osta¸wiesØ nepreryvnymi i pri ε_1 ⩾ 0 i ε_2 ⩾ 0 (t.e. i pri strogo sosredotoqennyh vozdeæstviØh iz (10.5), opredelØemyh funkciØmi δ(M − M_k) Diraka), to iz (10.26) (v predele pri ε_1 → 0 i ε_2 → 0) poluqaetsØ bolee prostoe ravenstvo

⃗l_1 · ⃗u_2(M_1, t, M_2; φ) = ⃗l_2 · ⃗u_1(M_2, t, M_1; φ), (10.27)

kotorym, obyqno, i vyraßaetsØ soderßanie principa vzaimnosti ideal~no-uprugih sred v sluqae vnutrennih prostranstvenno-sosredotoqennyh vozdeæstviæ tipa napravlennyh sil.

Ne zaderßivaØs~ zdes~ na fiziqeskom tolkovanii (bolee glubokogo, no bolee sloßnogo) sootnoxeniØ vzaimnosti v forme (10.26), ograniqimsØ kratkim rassmotreniem sootnoxeniØ (10.27), otveqa¸wego sluqa¸ uprugih sred, v kotoryh sosredotoqennye vozdeæstviØ iz (10.9) vozbußda¸t nepreryvnye volnovye polØ ⃗u_k.

V takih sluqaØh okazyvaetsØ, qto esli v odnoæ i toæ ße nahodivxeæsØ v pokoe pri t < 0 uprugoæ srede, na granice kotoroæ podderßivaetsØ odin i tot ße odnorodnyæ reßim (10.3), vozbußda¸tsØ (nezavisimym drug ot druga obrazom) pod deæstviem istoqnikov ⃗f_1 i ⃗f_2 iz (10.9) sootvetstvenno polØ smeweniæ

⃗u_1(M, t, M_1; φ) i ⃗u_2(M, t, M_2; φ), to proekciØ znaqeniØ polØ ⃗u_1 v

toqke M_2 na napravlenie ⃗l_2 (t.e. na napravlenie sily ⃗f_2, vozbußda¸weæ pole ⃗u_2) ravna proekcii znaqeniØ polØ ⃗u_2 v toqke M_1 na napravlenie ⃗l_1 (t.e. na napravlenie sily ⃗f_1, vozbußda¸weæ pole ⃗u_1). �tot princip pozvolØet, v qastnosti, nahodit~ znaqenie sostavlØ¸weæ (⃗l_1 ⃗u_2) polØ ⃗u_2 v toqke M_1 po izvestnomu pol¸

⃗u_1, ne pribegaØ k vtoriqnomu rassmotreni¸ sootvetstvu¸weæ

graniqnoæ zadaqi dlØ uravneniØ (2.8).

5. Netrudno videt~, qto princip vzaimnosti v forme (10.26) i (10.27) spravedliv i dlØ bezgraniqnyh oblasteæ, a takße v teh sluqaØh, kogda toqka M_1 ili M_2 (ili ße M_1 i M_2) nahoditsØ na granice S oblasti V , toqnee, na toæ qasti S_1 poverhnosti S, na kotoroæ zadavalos~ uslovie ⃗t_n = 0.

Esli oblast~ V bezgraniqna ili qastiqno ograniqena, to vse predyduwie rassußdeniØ faktiqeski moßno sohranit~ neizmen-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 135 nymi. Pri fftom tol~ko sleduet uqest~ dva obstoØtel~stva: vopervyh, qto formulu (10.26) dostatoqno dokazat~ lix~ dlØ koneqnyh promeßutkov vremeni (10.6), i, vo-vtoryh, qto polØ, vozbußdaemye v pokoØweæsØ srede toqeqnymi istoqnikami, vkl¸- qaemymi v moment vremeni t = 0, ime¸t perednie fronty. Pofftomu, interesuØs~ promeßutkom (10.6), vsegda moßno vybrat~ prostranstvennu¸ oblast~ V_T takim obrazom, qtoby v okrestnosti vseh ee uqastkov granicy S_T , na kotoryh ne zadany usloviØ vida (10.3), okazalos~ ⃗u_k(M, t, M_k; φ) ≡ 0. No v takom sluqae dlØ gipercilindra B_T , postroennogo na oblasti V_T , okaßutsØ spravedlivymi i vse predyduwie rezul~taty.

Qto kasaetsØ raspoloßeniØ toqek M_1 i M_2 na poerhnosti S, to k nemu moßno bylo by priæti ot sluqaØ vnutrennih toqek

M_1 i M_2 predel~nym perehodom. Odnako predstavlØetsØ celeso-

obraznym ukazat~ nezavisimyæ ot predyduwego sposob vyvoda, pri kotorom my budem sqitat~ dlØ opredelennosti, qto toqka

M_1 raspoloßena vnutri, a toqka M_2 = N_0 ∈ S_1, gde S_1 – qast~

poverhnosti S, opredelennaØ v svØzi s formuloæ (10.3).

6. Pust~

⃗u_1(M, t, M_1; φ, ε_1) (10.28)

preßnee pole smeweniæ iz (10.4), udovletvorØ¸wee graniqnym usloviØm (10.3) i nulevym naqal~nym dannym pri t < 0, vozbußdennoe v srede vkl¸qeniem pri t = 0 massovyh sil, opredelØemyh plotnost~¸

⃗f_1 = ⃗l_1 φ(t) δ_{ε1} (M − M_1; n_0) (10.29)

iz (10.5). Pri fftom funkciØ φ(t), udovletvorØ¸waØ uslovi¸

φ(t) ≡ 0 pri t < 0, predpolagaetsØ nastol~ko gladkoæ, qto re-

xenie ⃗u_1 iz (10.28) i (10.29) imeet klassiqeskiæ smysl.

Pod polem smeweniæ

⃗u_2(M, t, N_0; φ, ε_2) (10.30)

budem ponimat~ rexenie odnorodnogo uravneniØ (2.8) v oblasti V , ograniqennoæ dostatoqno gladkoæ poverhnost~¸

S = S_1 + S_2

136 G. I. PETRAXEN^

iz graniqnogo usloviØ (10.3), podqinennoe nulevym naqal~nym

dannym pri t < 0, i vozbußdaemoe graniqnym vozdeæstviem ⃗u_2 | | | |_{S1} = 0, ⃗t^n | | | |_{S2} =

⃗l_2 φ(t) δ_{ε2} (N − N_0; n_0), (10.31)

v kotorom N i N_0 – toqki poverhnosti S_2, a δ_{ε2} (N − N_0; n_0) – obo-

znaqaet δ-obraznu¸ poverhnostnu¸ funkci¸ tipa (9.37) (obra-

wa¸wu¸sØ v funkci¸ Diraka δ(N − N_0) pri ε_2 → 0). Qto ße

kasaetsØ funkcii φ(t), to ona imeet takoe ße znaqenie, qto i

φ(t) iz (10.23).

Kak i obyqno, pri ustanovlenii sootnoxeniæ vzaimnosti vvo-

ditsØ v rassmotrenie vspomogatel~noe pole smeweniæ ⃗u(M, t − τ, N_0, ε_2, ε), (10.32) udovletvorØ¸wee odnorodnomu uravneni¸ (2.8), vozbußdaemoe

graniqnym vozdeæstviem ⃗u | | | S1 = 0, ⃗t_n | | | S2 = ⃗l_2 δ_ε (t − τ − ε; m_0) δ_{ε2} (N − N_0; n_0), (10.33)

vkl¸qaemym pri t = τ (i, sledovatel~no, udovletvorØ¸wee nu-

levym naqal~nym dannym pri t < τ ). Tak ße, kak i v sluqae

(10.12), uqityvaetsØ, qto na osnove takogo polØ nepreryvnoe po-

le ⃗u_2 iz (10.30), (10.31) dopuskaet predstavlenie v forme pre-

dela

⃗u_2(M, t, N_0; φ, ε_2) = lim_{ε→0} T∫ 0 φ(τ ) ⃗u (M, t − τ, N_0; ε_2, ε)dτ. (10.34) tipa (10.12). Nakonec, po pol¸ ⃗u iz (10.32) i (10.33) opredelØ-

etsØ vspomogatel~noe vol~terrovskoe pole

⃗u^0 (M, t) = ⃗u(M, t_0 − t, N_0; ε_2, ε), (10.35)

udovletvorØ¸wee odnorodnomu uravneni¸ (2.8), obrawa¸weesØ

v toßdestvennyæ nul~ pri t > t_0 i udovletvorØ¸wee graniqnym

usloviØm ⃗u^0 | | | |_{S1} = 0, ⃗t^n | | | |_{S2} =

⃗l_2 δ_ε (t_0 − t − ε; m_0) δ_{ε2} (N − N_0; n_0). (10.36)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 137

7. Princip vzaimnosti v sluqae rassmatrivaemyh vozdeæstviæ iz (10.29) i (10.31) poluqaetsØ iz formuly Grina–Vol~terra (10.1), (10.2), esli v neæ poloßit~ ⃗u (M, t) = ⃗u_1 (M, t, M_1; φ, ε_1), ⃗f (M, t) = ⃗l_1 φ(t) δ_{ε1} (M − M_1; n_0), (10.37)

a za ⃗u^0 (M, t) vzØt~ vol~terrovskoe rexenie iz (10.35), otveqa- ¸wee plotnosti massovyh sil ⃗f^0 = 0 i graniqnym usloviØm (10.36). Pri fftom nußno uqityvat~, qto pole ⃗u iz (10.37) udovletvorØet uslovi¸ ⃗u ≡ 0 pri t < 0, a pole ⃗u^0 ≡ 0 pri t > t_0, gde

t_0 – l¸boe znaqenie iz promeßutka (10.19).

V kaqestve oblasti B, po-preßnemu, vybiraetsØ gipercilindr (10.21), priqem v levoæ qasti iz (10.1) otliqnym ot nulØ okazyvaetsØ lix~ slagaemoe ∫ ∫ ∫∫ (B) ⃗f · ⃗u^0 dB = T∫ 0 dt ∫∫ ∫∫ (V )

φ(t)δ_{ε1} (M − M_1; n_0)×

×⃗l_1 ⃗u^0 (M, t_0 − t, N_0; ε_2, ε) dM, (10.38)

v kotorom celesoobrazno soverxit~ predel~nyæ perehod pri

ε → 0 i vospo~zovat~sØ ravenstvom (10.34). V rezul~tate, vmesto

(10.38) budem imet~

J_1(M_1, t_0, N_0; φ) = = ∫ ∫ ∫ (V )

⃗l_1 · ⃗u_2 (M, t_0, N_0; φ, ε_2) δ_{ε1} (M − M_1; n_0) dM, (10.39)

gde ⃗u_2 – oboznaqaet pole iz (10.34).

Qto ße kasaetsØ pravoæ qasti sootnoxeniØ (10.1), to po takim ße soobraßeniØm, kak i v p. 3, integrirovanie po osnovaniØm gipercilindra B daet nul~. Na bokovoæ ego poverhnosti

(S, 0 < t < T ) integrirovani¸ podleßit, oqevidno, lix~ odno

slagaemoe [

⃗u · ⃗M_4^0 − ⃗u^0 ⃗M_4 ] . Vsledstvie fftogo vsØ pravaØ qast~ sootnoxeniØ (10.1) svoditsØ

138 G. I. PETRAXEN^ k vyraßeni¸ ∫∫ (S) dN T∫ 0 ⃗l_2 · ⃗u_1 (N, t, M_1; φ, ε)×

×δ_ε (t − t_0 − ε; m_0) δ_{ε1} (N − N_0; n_0) dt. (10.40)

Integrirovanie po t i predel~nyæ perehod zdes~ legko vypolnØ- ¸tsØ, qto privodit k sledu¸wemu okonqatel~nomu predstavle- ni¸ J_2(N_0, t_0, M_1; φ) = = ∫ ∫ (S) ⃗l_2 · ⃗u_1 (N, t_0, M_1; φ, ε_1) δ_{ε2} (N − N_0; n_0) dN. (10.41)

Takim obrazom, primenenie formuly Grina–Vol~terra privodit k sootnoxeni¸

J_1(M_1, t_0, N_0; φ) = J_2(N_0, t_0, M_1; φ), (10.42)

v toqnosti takogo tipa, kak i sootnoxenie (10.26).

Esli ße v srede realizu¸tsØ bolee gladkie polØ iz (10.28) i (10.30), osta¸wiesØ nepreryvnymi pri ε_1 ⩾ 0 i ε_2 ⩾ 0, kogda vozdeæstviØ iz (10.29) i (10.31) stanovØtsØ strogo sosredotoqennymi, to v ravenstve (10.42) moßno soverxit~ perehod k predelam

ε_1 → 0, ε_2 → 0, qto privodit k bolee prostomu sootnoxeni¸

⃗l_1 · ⃗u_2(M_1, t, N_0; φ) = ⃗l_2 · ⃗u_1(N_0, t, M_1; φ). (10.42′)

Na fiziqeskom tolkovanii rezul~tata zdes~ moßno ne zaderßivat~sØ.

8. V svØzi s izloßennym umestno otmetit~, qto esli formulu iz (2.21) primenit~ k polØm ⃗u = ⃗u_1 (M, t, M_1; φ), ⃗u^0 = ⃗u_2 (M, t, M_2; φ)

(10.43)

iz (10.8) (udovletvorØ¸wim uravneni¸ (2.8) pri plotnostØh massovyh sil ⃗f_k iz (10.9), graniqnym usloviØm (10.3), a takße

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 139 naqal~nym dannym vida (10.7)) i prointegrirovat~ fftu formulu po oblasti V , to poluqitsØ sootnoxenie ∫ ∫ ∫ (V ) [ ⃗ü_2 ⃗u_1 − ⃗ü_1 ⃗u_2 ] ρ dM = − ∫ ∫ (S) [ ⃗t_n^{(2)} ⃗u_1 − ⃗t_n^{(1)} ⃗u_2 ] dS+

+ ∫ ∫ ∫ (V ) [ ⃗f_1 ⃗u_2 (M, t, M_2; φ) − ⃗f_2 ⃗u_1 (M, t, M_1; φ) ] dM. (10.44)

Poverhnostnyæ integral iz pravoæ qasti raven nul¸ v silu (10.3). Ob¨emnyæ ße integral vyqislØetsØ na osnovanii predstavleniæ (10.9) i izvestnogo svoæstva δ-funkcii Diraka. Pri fftom on privodit k vyraßeni¸ Φ ≡ φ(t) [ ⃗l_1 ⃗u_2 (M_1, t, M_2; φ) − ⃗l_2 ⃗u_1 (M_2, t, M_1; φ) ] . (10.45)

Vsledstvie fftogo iz (10.44) vytekaet interesnoe ravenstvo ∫ ∫∫ (V ) [ ρ ⃗ü_2 ⃗u_1 − ρ ⃗ü_1 ⃗u_2 ] dM = Φ, (10.46)

v kotorom ⃗u_k = ⃗u_k(M, t, M_k; φ), (k = 1, 2). ObrawaØs~ k formulam (10.45), (10.46) nußno otmetit~, qto iz spravedlivosti principa vzaimnosti v forme (10.27) v neæ okazyvaetsØ Φ = 0. No togda iz (10.46) vytekaet sootnoxenie ∫∫ ∫ (V )

ρ ⃗ü_2 ⃗u_1 dM = ∫ ∫∫ (V )

ρ ⃗ü_1 ⃗u_2 dM, (10.46^′)

oznaqa¸wee, qto raboty sil inercii pervogo (vtorogo) polØ na peremeweniØh vtorogo (pervogo) polØ ravny. Takoæ rezul~tat, po-vidimomu, nel~zØ bylo predvidet~ zaranee.

Naoborot, esli by bylo izvestno ravenstvo (10.46^′), to princip vzaimnosti (10.27) vytekal by iz (10.45) i (10.46). Imenno tak obstoit delo v statiqeskih zadaqah teorii uprugosti, v kotoryh vektory smeweniæ ne zavisØt ot vremeni t (vsledstvie qego ⃗ü_1 = ⃗ü_2 = 0), a takße v stacionarnyh zadaqah, kogda rexeniØ ⃗u_1 i ⃗u_2 uravneniØ (2.8) pri plotnostØh massovyh sil

⃗f_1 = ⃗l_1 e^{iωt}δ (M − M_1), ⃗f_2 = ⃗l_2 e^{iωt}δ (M − M_1)

140 G. I. PETRAXEN^ predstavlØ¸tsØ v vide

⃗u_k = e^{iωt} ⃗u^0_k (M, M_k; ω), (k = 1, 2) (10.47)

i podqinØ¸tsØ graniqnym usloviØm (10.3) (a v sluqae beskoneqnyh oblasteæ V dopolnitel~no podqinØ¸tsØ nekotorym uslovi- Øm na beskoneqnosti, nazyvaemymi usloviØmi izluqeniØ).

Kstati, iz principa vzaimnosti dlØ stacionarnyh zadaq, t.e. dlØ funkciæ vida (10.47), moßno bylo by vyvesti princip vzaimnosti i v obwem sluqae. DlØ fftogo sledovalo by opredelit~ razloßenie_∞ ∫ −∞ c(ω) e^{iωt} dω = { φ(t), t > 0, 0, t < 0 dlØ vybrannoæ (proizvol~noæ) funkcii φ(t) i sostavit~ podobnu¸ ße superpozici¸ ⃗u_k (M, t, M_k; φ) = ∞∫ −∞ c(ω) ⃗u^0_k (M, M_k; ω) e^{iωt} dω (10.48)

rexeniæ (10.47) uravneniØ (2.8), podqinennyh sootvetstvu¸- wim dopolnitel~nym usloviØm. V silu lineænosti operacii integrirovaniØ dlØ funkciæ ⃗u_1 (M, t, M_1; φ) i ⃗u_2 (M, t, M_2; φ) iz (10.48) sootnoxenie (10.27) takße budet imet~ mesto. Qto kasaetsØ plotnosteæ massovyh sil, kotorym otveqa¸t polØ (10.48), to formal~no Øsno, qto oni dolßny opredelØt~sØ vyraßeniØmi (10.10).

Vse izloßennoe po povodu rexeniæ stacionarnyh zadaq dolßno rassmatrivat~sØ lix~ kak rassußdeniØ, ne podkreplennye kakimi-libo dokazatel~stvami. Poslednie, kstati govorØ, okazyva¸tsØ znaqitel~no bolee trudnymi, qem prØmoæ vyvod principov vzaimnosti, kotorym posvØweny razdely p. 1–7.

9. Qtoby zaverxit~ obsußdenie principa vzaimnosti v teorii uprugosti, polezno zaderßat~sØ na inßenernoæ manere ego ustanovleniØ, a takße – na obsußdenii prikladnogo ego znaqeniØ v seæsmiqeskoæ praktike.

UtverßdeniØ principa vzaimnosti kasa¸tsØ sluqaev volnovyh poleæ, vozbußdaemyh prostranstvenno-sosredotoqennymi istoqnikami, prilagaemymi v dvuh razliqnyh toqkah M_1 i M_2

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 141 uprugoæ sredy, naprimer, blokovogo stroeniØ. Vsledstvie sosredotoqennosti istoqnikov pri ustanovlenii principa vzaimnosti prihoditsØ imet~ delo s polØmi smeweniæ, soderßawimi razliqnye singulØrnosti, vyvodØwie ih iz klassa funkciæ, integriruemyh po Rimanu, kak ffto predpolagaetsØ praktiqeski vo vseh inßenernyh issledovaniØh. Qtoby preodolet~ voznika¸wie zdes~ zatrudneniØ, ne vyhodØ za ramki obyqnogo integrirovaniØ po Rimanu, prixlos~ sosredotoqennye istoqniki rassmatrivat~ kak predely sootvetstvu¸wih gladkoraspredelennyh sil, vozbußda¸wih dostatoqno gladkie polØ smeweniæ ⃗u_1 (M, t, M_1; ε_1) i ⃗u_2 (M, t, M_2; ε_2). Imenno fftim i ob¨ØsnØetsØ obilie predel~nyh perehodov (pri ε → 0) v predyduwem pri realizacii dokazatel~stv v ramkah vybrannoæ shemy rassußdeniæ.

DlØ praktiki predstavlØetsØ poleznym vosproizvesti zdes~ seri¸ dokazatel~stv na qisto inßenernom urovne, gde δ- funkcii Diraka tolku¸tsØ kak “obyqnye” funkcii (daße “nepreryvnye”), no oblada¸wie sledu¸wimi specifiqeskimi svoæstvami

δ (M − M_0) = 0, M ≠ M_0; ∫^∞∫ −∞ ∫ δ (M − M_0) dM_0 = 1 i ∫^∞∫ −∞ ∫ f(M_0) δ (M − M_0) dM_0 = f(M )

(10.49)

dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii f(M_0).

(a) Istoqniki tipa vkl¸qennoæ sily. Pust~ v toqkah M_1 i M_2 vkl¸qa¸tsØ istoqniki

⃗f_1 = ⃗l_1 φ(t)δ (M − M_1),

⃗f_2 = ⃗l_2 φ(t)δ (M − M_2), (10.50)

gde ⃗l_ν – proizvol~nye orty, a φ(t) – nepreryvnaØ funkciØ, vozbußda¸wie sootvetstvenno polØ smeweniæ ⃗u_1 (M, t, M_1; φ), (0 < t < T ) ⃗u_2 (M, t, M_2; φ), (10.51)

142 G. I. PETRAXEN^ udovletvorØ¸wie uravneniØm (2.8), graniqnym usloviØm (10.3) i nulevym naqal~nym dannym (pri t ⩽ 0) ⃗u_ν ( M, t, M_ν ; φ ) | | |_t6_0 ≡ 0. (10.52)

V silu lineænosti svoæstv funkcii δ(t−τ ), pole ⃗u_2 (M, t, M_2; φ) iz (10.51) moßno predstavit~ v vide

⃗u_2 (M, t, M_2; φ) = T∫ 0 φ(τ ) ⃗u_0 (M, t − τ, M_2) dτ, (10.53)

gde ⃗u_0 (M, t−τ, M_2) udovletvorØet uravneni¸ (2.8) pri plotnosti massovyh sil vida

⃗f_0 = ⃗l_2 δ (t − τ ) δ (M − M_2), (10.54)

udovletvorØet graniqnym usloviØm (10.3) i naqal~nym dannym

⃗u_0(M, t − τ, M_2) ≡ 0 pri t < τ. (10.54^′)

DlØ poluqeniØ principa vzaimnosti (kak vsegda) vvoditsØ v rassmotrenie vol~terrovskoe pole

⃗u^0 (M, t) = ⃗u_0(M, t_0 − t, M_2), (10.55)

otliqa¸weesØ ot polØ (10.54^′) perestanovkoæ mestami peremennyh t i τ s posledu¸weæ zamenoæ oboznaqeniØ τ na t_0 iz intervala 0 < t_0 < T. Pole (10.55) otveqaet, oqevidno, plotnosti massovyh sil

⃗f^0 = ⃗l_2 δ (t_0 − t) δ (M − M_2) (10.56)

v uravnenii (2.8), udovletvorØet preßnim graniqnym usloviØm, a takße – sootnoxeni¸

⃗u_0 (M, t_0 − t, M_2) ≡ 0 pri t_0 < t. (10.57)

Pri podstanovke v formulu Grina–Vol~terra (10.1) i (10.2) znaqeniæ ⃗u^0 i ⃗f^0 iz (10.55) i (10.56), a takße – funkciæ ⃗u = ⃗u_1 i

⃗f = ⃗f_1 iz (10.51) i (10.50), poverhnostnyæ integral obrawaetsØ

v nul~ kak i ran~xe (v silu graniqnyh usloviæ i naqal~nyh

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 143 dannyh pri t = 0 i pri t > t_0), a ob¨emnye integraly da¸t ravenstvo ∫ ∫∫ ∫ (B) [ ⃗u_1 ⃗f^0 − ⃗u_0 ⃗f_1 ] dB = 0. (10.58) No ∫ ∫ ∫∫ (B) ⃗u_1 ⃗f^0 dB = ∫ ∫∫ ∫ (B) ⃗l_2 ⃗u_1 (M, t, M_1; φ) δ (t_0 − t) δ (M − M_2) dB =

= ⃗l_2 ⃗u_1 (M_2, t_0, M_1; φ), (10.59) ∫∫ ∫ ∫ (B) ⃗u_0 ⃗f_1 dB = ∫ ∫∫ ∫ (B) ⃗l_1 ⃗u_0 (M, t_0 − t, M_2) φ(t) δ (M − M_1) dB =

= T∫ 0 ⃗l_1 ⃗u_0 (M_1, t_0 − t, M_2) φ(t) dt = ⃗l_1 ⃗u_2 (M_1, t_0, M_2; φ) (10.59′)

v silu (10.53). Podstanovka takih vyraßeniæ v (10.58) kak raz i privodit k sootnoxeni¸ (10.27), vyraßa¸wemu princip vzaimnosti dlØ istoqnikov vida (10.10).

(b) Istoqniki tipa centr davleniØ.

Centr davleniØ – sosredotoqennyæ istoqnik s central~noæ simmetrieæ otnositel~no ego toqki priloßeniØ M_0. On moßet byt~ oharakterizovan funkcieæ plotnosti vida ⃗f (r, M_0, ε) = p⃗r_1, gde ⃗r =^{−→}M_0 −M = r ⃗r_1, r – rasstoØnie meßdu toqkoæ M polØ i centrom M_0 istoqnika, a ⃗r_1 – ort vektora^{−→}M_0M . Esli δ(r, M_0) – central~no-simmetriqnaØ δ-funkciØ polØ, a δ(r, M_0, ε) – ee dopredel~nyæ analog, to plotnost~ sil, otveqa¸wih centru davleniæ, moßet byt~ zadana sootnoxeniØmi

⃗f_ε = c grad δ (r, M_0; ε), ili ⃗f = c grad δ (r, M_0) ≡ | ⃗f |⃗r_1. (10.60)

Deæstvitel~no, takie plotnosti sil orientirovany vdol~ orta

⃗r_1 i sosredotoqeny v okrestnosti r < ε toqki M_0. V silu ih

144 G. I. PETRAXEN^ central~noæ simmetrii spravedlivo ∫ ∫ ∫ (V )

⃗f_ε dV = 0 i ∫ ∫ ∫ (V ) ⃗f dV = 0. Odnako dlØ 1-go momenta takih plotnosteæ sil poluqaetsØ sootnoxenie ∫ ∫∫

(V ) ⃗r ⃗f_ε dV = c ∫ ∫∫ (V ) div ( ⃗r δ ( r, M_0; ε )) dV −

−c ∫ ∫∫ (V ) δ (r, M_0; ε) div ⃗r dV = −3c ∫∫ ∫ (V ) δ (r, M_0; ε) dV = 1, v kotorom integral ot div daet nul~ v silu teoremy Gaussa i ravenstva δ (r, M_0; ε) ≡ 0 pri r > ε. Privedennyh sootnoxeniæ dostatoqno, qtoby opravdat~ fiziqeskiæ smysl plotnosteæ sil iz (10.60), gde polagaetsØ c = −1/3.

Pereædem k principu vzaimnosti, poluqaemomu formal~nym putem. Pri fftom δ-funkci¸ δ(r, M_0) budem oboznaqat~ preßnim simvolom δ(M − M_0).

Pust~ v proizvol~noæ uprugoæ srede iz p.1 v toqkah M_1 i M_2 priloßeny vozdeæstviØ (tipa centrov davleniØ)

⃗f_1 = φ(t) grad δ(M − M_1) −→ ⃗u_1(M, t, M_1; φ),

⃗f_2 = φ(t) grad δ(M − M_2) −→ ⃗u_2(M, t, M_2; φ), (10.61)

poroßda¸wie polØ, vypisannye sprava. �ti polØ udovletvorØ- ¸t uravneniØm dvißeniØ (2.8), vsem graniqnym usloviØm (takim ße, kak i v p. 1) i nulevym naqal~nym dannym

⃗u_ν(M, t, M_ν ; φ) ≡ 0 pri t ⩽ 0. (10.62)

Vmesto ⃗u_2(M, t, M_2; φ) iz (10.61) v silu lineænosti zadaqi moßno pisat~

⃗u_2(M, t, M_2; φ) = T∫ 0 φ(τ ) ⃗u_0 (M, t − τ, M_2) dτ, (10.63)

gde ⃗u_0 (M, t − τ, M_2) – rexenie uravneniØ (2.8), otveqa¸wee plotnosti massovyh sil

⃗f_0 = δ(t − τ ) grad δ (M − M_2),

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 145 udovletvorØ¸wee preßnim graniqnym usloviØm i naqal~nym dannym

⃗u_0 (M, t − τ, M_2) = 0 pri t < τ. (10.64)

Po takomu pol¸ opredelØetsØ vol~terrovskoe pole smeweniæ

⃗u^0(M, t) = ⃗u_0 (M, t_0 − t, M_2). (10.65)

Pri fftom uqityvaetsØ, qto v silu (10.64), vol~terrovskoe pole udovletvorØet uslovi¸

⃗u_0 (M, t_0 − t, M_2) ≡ 0, esli t_0 < t,

priqem ono otveqaet v (2.8) plotnosti massovyh sil vida

⃗f^0 = δ(t_0 − t) grad δ(M − M_2). (10.66)

PodstavlØØ vol~terrovskoe pole ⃗u^0 i pole ⃗u_1 = ⃗u_1(M, t, M_2; φ) iz (10.61) v formulu (10.1) i uqityvaØ, qto poverhnostnye integraly obrawa¸tsØ v nul~ v silu graniqnyh usloviæ i nulevyh naqal~nyh dannyh (pri t ⩽ 0 i pri t ⩾ t_0), poluqaem sootnoxenie

div ⃗u_1(M_2, t_0, M_1; φ) = div ⃗u_2(M_1, t_0, M_2; φ), (10.67)

pri vyvode kotorogo byli ispol~zovny formuly (10.63) i (10.66).

10. Obrawaet na sebØ vnimanie, qto fiziqeskaØ suwnost~ principa vzaimnosti (10.67), otveqa¸wego sluqaØm vozdeæstviØ tipa centrov davleniæ, kaqestvenno otliqaetsØ ot suwnosti principa vzaimnosti (10.27) v sluqae vozdeæstviæ tipa sosredotoqennyh napravleniæ sil. �to vystupaet ewe bolee razitel~no v sluqae vozdeæstviØ

⃗f_1 = ⃗l_1 φ(t) δ (M − M_0)

tipa napravlennoæ sily i vozdeæstviØ

⃗f_2 = − 1 3 φ(t) grad δ (M − M_2)

tipa centra davleniØ. V takom sluqae princip vzaimnosti privodit k ravenstvu

⃗l_1 · ⃗u_2(M_1, t_0, M_2; φ) = div ⃗u_1 (M_2, t_0, M_1; φ), (10.68)

kotoroe ne soderßit v razliqnyh ego qastØh fiziqeski-vzaim-nyh (odnotipnyh) veliqin, podobnyh proekciØm smeweniæ na napravleniØ prikladyvaemyh sil.

146 G. I. PETRAXEN^

Estestvenno, qto ravenstvo (10.68) trebuet svoego (osobogo) fiziqeskogo tolkovaniØ, ne ime¸wego niqego obwego s ustanovivximsØ povsemestno v seæsmiqeskoæ praktike ego tolkovaniem na osnove ravenstva (10.27). V deæstvitel~nosti ße formula (10.27) primenima tol~ko v sluqae vozdeæstviæ, strogo ukladyva¸wihsØ v ramki modeli sosredotoqennyh napravlennyh sil. Vozdeæstvie tipa centra davleniæ iz takoæ modeli vypadaet, ravno kak vypadaet i vozdeæstvie, poroßdaemoe vzryvom v neglubokoæ skvaßine, privodØwim k nekotoroæ superpozicii napravlennoæ sily i centra davleniæ.

Pofftomu preßde, qem primenØt~ na praktike formulu (10.27), neobhodimo proverØt~, vse li usloviØ, obespeqiva¸wie ee spravedlivost~, vypolnØ¸tsØ v konkretnyh usloviØh proizvodimogo ffksperimenta. Pri fftom preßde vsego sleduet ubedit~sØ v sosredotoqennosti vozdeæstviæ ⃗f_1 i ⃗f_2 v toqkah M_1 i M_2, ponimaemoæ fiziqeski. Ona trebuet vypolneniØ dvuh (oqevidnyh) neravenstv

|M_1 − M_2| ≫ r_0, r_0 < 1 2 v_sΔt_0,

gde r_0 – radius ffffektivnoæ sfery (ili polusfery s centrom v toqke M_ν ), k kotoroæ prikladyvaetsØ real~noe vozdeæstvie, a

Δt_0 – minimal~nyæ promeßutok vremeni, razliqaemyæ v uslovi-

Øh ffksperimenta. No pomimo fftogo vozdeæstviØ ⃗f_ν , prilagaemye v okrestnostØh toqek M = M_ν , (ν = 1, 2), dolßny imet~ harakter “napravlennyh sil bez pervyh ih momentov”. �to oznaqaet, qto esli vozdeæstviØ zada¸tsØ svoimi plotnostØmi sil ⃗f_ν (⃗r ), prikladyvaemymi v srede k toqkam M ∈ Ω_ν, (gde ⃗r =^{−→}M −M_0,

| ⃗r | < r_0), to dlØ summarnyh vektorov sil dolßny vypolnØt~sØ

usloviØ ∫ Ω_ν ⃗f_ν (⃗r )(d ⃗r ) = ⃗f_ν , | ⃗f_1 | = | ⃗f_2 | ≠ 0, a vse pervye momenty plotnosteæ sil ∫ Ω_ν

(x_k − ~x_k) f_ν (⃗r )(d ⃗r ) = 0, (i, k = 1, 2, 3),

(gde ~x_k – koordinaty toqek M_ν ) dolßny praktiqeski ravnØt~sØ nul¸.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 147

GLAVA 4 Nekotorye voprosy matematiqeskogo apparata teorii rasprostraneniØ volnovyh poleæ

§11. SvedeniØ iz variacionnogo isqisleniØ i teorii polØ ffkstremaleæ. UravneniØ ffkstremaleæ v forme �ælera. Kanoniqeskie peremennye i sistema uravneniæ Gamil~tona.

Pole ffkstremaleæ i uravnenie Gamil~tona–˚kobi

Rassmotrenie mnogih voprosov teorii rasprostraneniØ voln estestvennym obrazom svoditsØ k zadaqam variacionnogo isqisleniØ dlØ funkcionalov vida I = ex^0∫ x0 L(x, x_k, ẋ_k)dx, (11.1) v kotoryh oboznaqeno L(x, x_k, ẋ_k) ≡ L(x, x_1, . . . , x_n, ẋ_1, . . . , ẋ_n),

x_k = x_k(x), (k = 1, 2, . . . , n) i ẋ_k = dx_k/dx. V teorii rasprostrane-

niØ voln okazyvaetsØ n = 2, esli odna iz koordinat x, y, z toqki v prostranstve vzØta za peremennu¸ integrirovaniØ x v (11.1), a dve drugie otoßdestvleny s x_1(x), x_2(x), i n = 3, esli pod peremennoæ x v (11.1) podrazumevaetsØ nekotoryæ parametr, naprimer, vremØ t, a za prostranstvennye koordinaty vzØty funkcii

x_k(x), (k = 1, 2, 3). Pri fftom v poslednem sluqae funkciØ L ne

zavisit ot x Øvno. Qto ße kasaetsØ smysla funkcionala (11.1), to v zadaqah na rasprostranenie voln v izotropnyh sredah on sovpadaet s funkcionalom Ferma.

V upomØnutyh zadaqah, kak izvestno, vaßnu¸ rol~ igra¸t ponØtiØ luqeæ i frontov voln, a takße osnovannye na takih ponØtiØh razliqnye teoretiqeskie postroeniØ i ffkstremal~nye metody. Vse oni estestvennym obrazom uvØzyva¸tsØ s ponØtiem ffkstremaleæ funkcionalov vida (11.1), a takße s nekotorymi sledstviØmi iz teorii polØ takih ffkstremaleæ. Pofftomu sootvetstvu¸wie rezul~taty variacionnogo isqisleniØ okazyva¸tsØ ves~ma poleznymi v teorii voln.

I. ObwaØ forma variacii funkcionala. UravneniØ dlØ ffkstremaleæ v forme �ælera

1. Ustanovim obwiæ vid variacii funkcionala (11.1), v koto-

148 G. I. PETRAXEN^ rom funkciØ L(x, x_k, ẋ_k) ≡ L(x, x_1, . . . , x_n, ẋ_1, . . . , ẋ_n), nazyvaemaØ funkcieæ Lagranßa, nepreryvna vmeste s pervymi i vtorymi qastnymi proizvodnymi po vsem svoim argumentam, a pod x_k(x),

(k = 1, 2, . . . , n) podrazumeva¸tsØ nekotorye funkcii ot peremen-

noæ x, izmenØ¸weæsØ v promeßutke x^0 ⩽ x ⩽ ~x^0, a pod ẋ_k = dx_k/dx podrazumeva¸tsØ ih pervye proizvodnye.

Esli zadat~ na promeßutke (x^0, ~x^0) differenciruemye funk- cii x_k(x), (k = 1, 2, . . . , n), (11.2)

to integral (11.1) moßet byt~ vyqislen, priqem on opredelØet nekotoroe qislo. Takim obrazom, funkcional ustanavlivaet sootvetstvie meßdu mnoßestvom funkciæ (11.2) i mnoßestvom qisel – znaqeniæ funkcionala I.

V prostranstve (n+1) izmereniØ s peremennymi (x,x_1,x_2,. . . ,x_n) (ili v prostranstve n izmereniæ s peremennymi (x_1, x_2, . . . , x_n), esli x rassmatrivaetsØ kak parametr, naprimer, vremØ) funkcii (11.2) opredelØ¸t nekotoru¸ krivu¸. Pofftomu moßno govorit~, qto znaqenie funkcionala I opredelØetsØ vyborom krivoæ iz nekotorogo rassmatrivaemogo semeæstva. Pri fftom funkcii (11.2), opredelØ¸wie takie krivye, predpolaga¸tsØ obyqno nepreryvnymi v promeßutke (x^0, ~x^0) vmeste s ih pervymi i vtorymi proizvodnymi po x.

Pust~ zadano nekotoroe semeæstvo funkciæ (11.2). Emu otveqaet mnoßestvo M znaqeniæ funkcionala I iz (11.1). Moßet okazat~sØ, qto sredi fflementov mnoßestva M imeetsØ naibol~xiæ ili naimen~xiæ, t.e. ffkstremal~nyæ fflement I_0. KrivaØ (11.2), opredelennaØ na promeßutke (x^0, ~x^0) i prinadleßawaØ zadannomu semeæstvu, dostavlØ¸waØ funkcionalu I ffkstremal~noe znaqenie, nazyvaetsØ ffkstremal~¸ funkcionala (11.1). Osnovnoæ zadaqeæ variacionnogo isqisleniØ kak raz i ØvlØetsØ nahoßdenie ffkstremaleæ funkcionala (11.1) pri teh ili inyh dopolnitel~- nyh usloviØh.

Pri rexenii takoæ zadaqi obyqno predpolaga¸t, qto v rassmatrivaemoæ oblasti prostranstva ffkstremal~ suwestvuet i realizuetsØ v vide nekotoroæ gladkoæ krivoæ tipa (11.2). DlØ nahoßdeniØ takoæ krivoæ vvodØt v rassmotrenie “mnoßestvo proizvol~nyh krivyh, blizkih k ffkstremali”, nazyvaemoe mnoßestvom dopustimyh krivyh ili dopustimyh funkciæ. V obwem sluqae moßno sqitat~, qto ffto mnoßestvo sovpadaet s semeæ-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 149 stvom proizvol~nyh funkciæ (ili s semeæstvom proizvol~nyh krivyh) vida

x_k = x_k(x, α_r) ≡ x_k(x, α_1, α_2, . . . , α_n), (k = 1, . . . , n), (11.3)

zadannyh na promeßutke x^0 ⩽ x ⩽ ~x^0, zavisØwih ot n proizvol~- nyh parametrov (α_1, α_2, . . . , α_n) ≡ (α_r), izmenØ¸wihsØ v malom promeßutke −α_0 ⩽ α_r ⩽ α_0, i udovletvorØ¸wih dvum usloviØm: a) pri znaqeniØh α_r = 0, (r = 1, 2, . . . , n) krivaØ (11.2) sovpadaet s ffkstremal~¸ funkcionala I (suwestvovanie kotoroæ predpolagaetsØ) i b) funkcii x_k(x, α_r) iz (11.3) nepreryvny vmeste so vsemi pervymi i vtorymi ih qastnymi proizvodnymi po peremennym x, α_1, α_2, . . . , α_n. Zametim, qto uslovie gladkosti b), naloßennoe na funkcii iz (11.3), moßet byt~ oslableno. 2. Ishodnym dlØ variacionnogo isqisleniØ ØvlØetsØ ponØtie o variacii funkciæ. Pust~ req~ idet o kakoæ-libo funkcii

φ(x, . . . ). DlØ ustanovleniØ ponØtiØ variacii δφ fftoæ funkcii

vvodØt v rassmotrenie to ili inoe (v zavisimosti ot rexaemoæ zadaqi) semeæstvo ~φ(x, . . .) funkciæ, blizkih k funkcii φ(x, . . . ), i opredelØ¸t variaci¸ v sootvetstvii s formuloæ δφ = ~φ(x, . . .) − φ(x, . . . ), (11.4) gde ~φ(x, . . . ) – proizvol~naØ funkciØ iz semeæstva ~φ, a φ(x, . . . ) – funkciØ, variaciØ kotoroæ opredelØetsØ. Pri fftom blizost~ funkciæ φ i ~φ v sluqae funkcionalov vida (11.1) ponimaetsØ v smysle neravenstva | ~φ(x, . . . ) − φ(x, . . . )| < ε, (x^0 ⩽ x ⩽ ~x^0), (11.5) gde ε > 0 maloe qislo. Pod semeæstvom ße ~φ funkciæ, blizkih k φ(x, . . . ), ponima¸t beskoneqnoe mnoßestvo proizvol~nyh funkciæ nekotorogo klassa, soderßawee funkcii ~φ, udovletvorØ¸wie neravenstvam (11.5) pri skol~ ugodno malyh znaqeniØh ε > 0. Vsledstvie oqevidnyh sootnoxeniæ |x_k(x, α_r) − x_k(x, 0)| ≈ | | | | | n∑ r=1 ∂x_k ∂α_r α_r | | | | | , (k = 1, . . . , n), (11.6)

poluqa¸wihsØ dlØ funkciæ (11.3), naprimer, primeneniem formuly Teælora, a takße vsledstvie predpoloßennoæ nepreryvnosti na promeßutkah x^0 ⩽ x ⩽ ~x^0, −α_0 ⩽ α_r ⩽ α_0 (a znaqit i

150 G. I. PETRAXEN^ ograniqennosti ih modulØ) vseh proizvodnyh ∂x_k/∂α_r ot funkciæ x_k = x_k(x, α_r) iz (11.3) Øsno, qto semeæstvo dopustimyh krivyh ili funkciæ iz (11.3) okazyvaetsØ v to ße vremØ semeæstvom proizvol~nyh funkciæ, blizkih k ffkstremali x_k = x_k(x, 0),

(k = 1, 2, . . . , n). Pofftomu variaci¸ funkciæ x_k = x_k(x, 0), pred-

stavlØ¸wih ffkstremal~ funkcionala (11.1), moßno opredelØt~ na osnove semeæstva dopustimyh funkciæ (11.3).

V sootvetstvii s izloßennym pod variaciØmi funkciæ x_k(x) i ẋ_k(x) iz (11.1) ponima¸t sledu¸wie vyraßeniØ: δx_k = n∑ r=1 ( ∂x_k ∂α_r ) 0 α_r, (11.7)

δẋ_k = ∂x_k(x, α_r) ∂x − ∂x_k(x, 0) ∂x = d dx δx_k, (k = 1, . . . , n). (11.8) Veliqiny α_r (r = 1, . . . , n) sqita¸tsØ zdes~ beskoneqno malymi (qto i pozvolØet prenebregat~ v pravyh qastØh (11.7), (11.8) popravoqnymi qlenami), a pod (∂x_k/∂α_r)_0 podrazumeva¸tsØ predel~nye znaqeniØ pri α_1 = α_2 = . . . α_n = 0 ot proizvodnyh po α_r funkciæ x_k = x_k(x, α_1, . . . , α_n) iz (11.3). Pri fftom v soglasii s opredeleniem semeæstva (11.3) vse parametry sleduet sqitat~ nezavisimymi drug ot druga, a vse funkcii x_k(x, α_r), sledovatel~no i vse vyraßeniØ ψ_{kr} = ( ∂x_k ∂α_r ) 0 , (11.9)

moßno sqitat~ funkciØmi ot x v promeßutke (x^0, ~x^0), nezavisimymi drug ot druga i vybiraemymi po proizvolu pri l¸byh znaqeniØh indeksov k i r. OstaetsØ lix~ otmetit~, qto esli peremennaØ x ∈ (x^0, ~x^0) priblißaetsØ k tomu ili inomu koncu promeßutka, to variacii δx_k iz (11.7) stremØtsØ k predel~nym znaqeniØm v sootvetstvii s ravenstvami

(δx_k)^0 = lim_{x→x0+0} δx_k, (δ~x_k)^0 = lim_{x→} ex^0−0 δx_k. (11.10)

3. V nekotoryh zadaqah variacionnogo isqisleniØ dlØ funkcionala (11.1) krome ffkstremal~noæ krivoæ x_k = x_k(x, 0), (k =

1, 2, . . . , n) prihoditsØ iskat~ i znaqeniØ predelov integrirova-

niØ x^0 i ~x^0, pri kotoryh I dostigaet ffkstremuma. Takoæ poisk osuwestvlØetsØ takße na osnove variacii funkciæ, vhodØwih v

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 151 vyraßenie funkcionala, no teper~ var~iru¸tsØ i predely integrirovaniØ x^0 i ~x^0 iz (11.1).

SqitaØ, qto istinnye predely integrirovaniØ v (11.1), otveqa¸wie ffkstremumu I, ravny x^0(0) i ~x^0(0), vvodØt v rassmotrenie semeæstva {x^0(α)} i {~x^0(α)} proizvol~nyh nepreryvno differenciruemyh funkciæ ot parametra α, izmenØ¸wihsØ v malom promeßutke (−α_0, α_0), i takih, qto pri α = 0 ffti funkcii prinima¸t upominavxiesØ znaqeniØ x^0(0) i ~x^0(0). Variacii koncov promeßutka opredelØ¸tsØ formulami

δx^0 = x^0(α) − x^0(0) = ( dx^0 dα ) 0 α, δ~x^0 = ~x^0(α) − ~x^0(0) = ( d~x^0 dα ) 0 α, (11.11)

V kotoryh (dx^0/dα)_0 i (d~x^0/dα)_0 oboznaqa¸t znaqeniØ proizvodnyh funkciæ x^0(α) i ~x^0(α) naxih semeæstv v toqke α = 0. Pri fftom parametr α v (11.11) sqitaetsØ proizvol~nym, ne zavisØwim ot parametrov α_1, α_2, . . . , α_n iz (11.7) i beskoneqno malym. 4. Rassmotrennoe v p. 3 var~irovanie predelov integrirovaniØ v (11.1) vliØet i na poloßeniØ koncov dopustimyh krivyh iz (11.2), kotorye okazyva¸tsØ funkciØmi x_k = x_k[x^0(α), α_1, . . . , α_n] i ~x_k = x_k[~x^0(α), α_1, . . . , α_n] ot n + 1 nezavisimogo parametra

α, α_1, α_1, . . . , α_n. Vsledstvie takoæ zavisimosti ot var~iruemyh

parametrov (istinnye) izmeneniØ poloßeniæ koncov krivyh (11.3) uße ne harakterizu¸tsØ variaciØmi (11.10), a dolßny opredelØt~sØ tak nazyvaemymi polnymi variaciØmi koncov dopustimyh krivyh. V sootvetstvii s privedennym vyxe opredeleniem dlØ polnyh variaciæ koncov krivyh iz (11.3) poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ:

δx^0_k = [ ∂x_k(x, α_r) ∂x | | |_{x=x0(α)} dx^0 dα ] 0 α + n∑ r=1 [ ∂x_k(x, α_r) ∂α_r ] 0 α_r ≡ ≡ (ẋ_k)^0δx^0 + (δx_k)^0,

δ~x^0_k = [ ∂x_k(x, α_r) ∂x | | |_{x=} ex^0(α) d~x^0 dα ] 0 α + n∑ r=1 [ ∂x_k(x, α_r) ∂α_r ] 0 α_r ≡ ≡ (~ẋ_k)^0δ~x^0 + (δ~x_k)^0. (11.12)

152 G. I. PETRAXEN^ Nul~ sprava i snizu u kvadratnyh skobok zdes~ oznaqaet, qto posle vyqisleniØ vyraßeniØ, stoØwego v skobkah, v nem polagaetsØ α = α_1 = α_2 = . . . = α_n = 0. VyraßeniØ (ẋ_k)^0 i (~ẋ_k)^0 oboznaqa¸t predel~nye znaqeniØ proizvodnyh ∂x_k(x, α_r)/∂x, v kotoryh poloßeno α_1 = α_2 = . . . = α_n = 0 sootvetstvenno pri x → x^0 + 0 i

x → ~x^0 − 0. Qto ße kasaetsØ veliqin δx^0, δ~x^0, (δx_k)^0 i (δ~x_k)^0, to

oni ime¸t znaqeniØ iz (11.11) i (11.10).

5. Esli vmesto x^0, ~x^0 i xk(x) v (11.1) podstavit~ sootvetstvenno funkcii x^0(α), ~x^0(α) i x_k(x, α_r) iz (11.11) i (11.3), to funkcional I okaßetsØ funkcieæ I(α, α_1, α_2, . . . , α_n) = ex^0(α)∫

x0(α) L[x, x_k(x, α_r), ẋ_k(x, α_r)]dx (11.13) ot parametrov α, α_1, α_2, . . . , α_n. Vse ffti parametry, izmenØ¸wiesØ v malyh promeßutkah (−α_0, α_0), poparno nezavisimy, proizvol~ny i vybrany tak, qto funkciØ I(α, α_1, . . . , α_n) dostigaet ffkstremuma pri α = α_1 = α_2 = . . . α_n = 0. V sluqae ße α ≠ 0,

α_r ≠ 0 vyraßeniØ I(α, α_1, . . . , α_n) predstavlØ¸t soboæ mnoße-

stvo veliqin, blizkih k I(0, 0, . . . , 0). Pofftomu v soglasii s obwim opredeleniem pod variacieæ δI (kak govorØt, pod polnoæ variacieæ funkcionala) sleduet ponimat~ vyraßenie δI = I(α, α_1, α_2, . . . , α_n) − I(0, . . . , 0) = = ( ∂I ∂α ) 0 α + n∑ r=1 ( ∂I ∂α_r ) 0 α_r, (11.14)

proizvodnye iz pravoæ qasti kotorogo, legko vyqislØemye na osnovanii (11.13), vypisyva¸tsØ pri znaqeniØh α = α_1 = α_2 =

. . . = α_n = 0. V Øvnom vide formula (11.14) perepisyvaetsØ,

oqevidno, sledu¸wim obrazom: δI = Lδx | | | | x=ex^0 x=x0 + ex^0∫ x0 n∑ r=1 [ ∂L ∂x_r ∂x_r + ∂L ∂ẋ_r δẋ_r ] dx = [ Lδ~x^0 + n∑ r=1 ∂L ∂ẋ_r (δ~x_r )^0 ] −

− [ Lδx^0 + n∑ r=1 ∂L ∂ẋ_r (δx_r)^0 ] + ex^0∫ x0 n∑ r=1 [ ∂L ∂x_r − d dx ∂L ∂ẋ_r ] δx_r dx. (11.15)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 153 Zametim, vo-pervyh, qto zdes~ bylo uqteno sootnoxenie δẋ_k =

dδx_k/dx iz (11.11), pozvolivxee vypolnit~ integrirovanie po

qastØm. Vo-vtoryh ße, qto pervoe slagaemoe, zakl¸qennoe v kvadratnye skobki, otnositsØ k verhnemu predelu integrirovaniØ x = ~x^0(0) = ~x^0, a vtoroe slagaemoe – k nißnemu predelu

x = x^0(0) = x^0.

Esli vospol~zovat~sØ vyraßeniØmi (11.12) dlØ polnyh variaciæ δx^0_k i δ~x^0_k koncov dopustimyh krivyh iz (11.3), to vmesto (11.15) okonqatel~no budem imet~: δI = {[ L − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ẋ_k ] x=ex^0 δ~x^0 + n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k | | | x=ex^0 δ~x^0_k } −

− {[ L − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ẋ_k ] x=x0 δx^0 + n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k | | | |_{x=x0} δx^0k } +

+ ex^0∫ x0 n∑ k=1 [ ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k ] δx_kdx. (11.16) Zametim, qto vezde zdes~ pod L ponimaetsØ vyraßenie L(x, x_k, ẋ_k) iz (11.1), soderßawee funkcii x_k = x_k(x, 0), (k = 1, 2, . . . , n), otveqa¸wie ffkstremali, ot kotoryh v (11.6) isqislØlis~ variacii

δx_k. Qto ße kasaetsØ variaciæ δx^0, δ~x^0 i δx^0_k, δ~x^0_k, to oni ime¸t

smysl i znaqeniØ sootvetstvenno iz (11.11) i (11.12).

6. Tak kak, po predpoloßeni¸, funkciØ I(α, α1, . . . , αn) iz (11.13) dostigaet ffkstremuma pri α = α_1 = α_2 = . . . = α_n = 0, to na iskomoæ ffkstremali variaciØ δI iz (11.16) dolßna obrawat~sØ v nul~.

Pust~ v variacionnoæ zadaqe dlØ funkcionala (11.1) snaqala sqitaetsØ, qto koncy dopustimyh krivyh (11.3) zakrepleny, t.e. prohodØt qerez nekotorye fiksirovannye toqki

(x^0, x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n) i (~x^0, ~x_1, ~x_2, . . . , ~x_n). V fftom sluqae δx^0, δ~x^0, δx^0_k

i δ~x^0_k iz (11.16) ravny nul¸ i potomu uslovie ffkstremuma funkcionala zapisyvaetsØ v vide δI = ex^0∫ x0 n∑ k=1 [ ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k ] δx_k dx = 0. (11.17)

154 G. I. PETRAXEN^ No v silu (11.7) imeet mesto n∑ k=1 [ ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k ] δx_k = n∑ r=1 α_r n∑ k=1 [ ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k ] ψ_{kr}(x), gde α_r – proizvol~no vybiraemye nezavisimye drug ot druga qisla, a ψ_{kr}(x), opredelØemye po formulam (11.9), – proizvol~nye i ne zavisØwie drug ot druga nepreryvnye funkcii.

FiksiruØ posledovatel~no vse znaqeniØ k = k_0, r = r_0, proizvedem vybor proizvol~nyh veliqin tak, qtoby okazyvalos~

α_r = { 0, r ≠ r_0 ≠ 0, r = r_0 } , ψ_{kr0} = { 0, k ≠ k_0 ψ(x), k = k_0 } . Togda ravenstvo (11.17), oqevidno, svedetsØ k n nezavisimym ravenstvam

ex^0∫ x0 [ ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k ] ψ(x)dx = 0, (k = 1, . . . , n), (11.18) soderßawim pod znakom integrala proizvol~nu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ ψ(x). No v silu predpoloßeniæ o svoæstvah gladkosti funkcii L(x, x_k, ẋ_k) i funkciæ x_k(x, 0) iz (11.3) (sformulirovannyh v naqale p. 1 i srazu ße za formuloæ (11.3)) vyraßeniØ, stoØwie pod znakom integrala iz (11.17) v kvadratnyh skobkah, nepreryvny pri x^0 ⩽ x ⩽ ~x^0. Pofftomu integraly (11.18) mogut ravnØt~sØ nul¸ pri proizvol~noæ nepreryvnoæ ψ(x) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ ravenstva ∂L ∂x_k − d dx ∂L ∂ẋ_k = 0, (k = 1, 2, . . . , n), (11.19)

nazyvaemye uravneniØmi �ælera dlØ ffkstremal~noæ krivoæ.

Itak, funkcii (11.2), opredelØ¸wie ffkstremal~ funkcionala (11.1), dolßny udovletvorØt~ sisteme n obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka (11.19). Pri rassmatrivaemyh usloviØh zakrepleniØ koncov ffkstremal~ dolßna udovletvorØt~, krome togo, 2n koncevym usloviØm vida

x_k(x^0) = x^0_k, x_k(~x^0) = ~x_k, (k = 1, 2, . . . , n). (11.20)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 155 Obwiæ integral x_k = x_k(x, c_1, c_2, . . . , c_{2n}), (k = 1, 2, . . . , n) sistemy uravneniæ (11.19) soderßit, kak izvestno, 2n proizvol~nyh postoØnnyh c_1, c_2, . . . , c_{2n}, kotorye vsegda mogut byt~ vybrany tak, qtoby udovletvorØlis~ naqal~nye dannye Koxi vida x_k | |_{x=x0} = a_k, dx^k dx | | | |_{x=x0} = b^k, (k = 1, 2, . . . , n), (11.21)

zadavaemye v odnoæ toqke x = x_0 peremennoæ x. Otnositel~no ße vozmoßnosti vybora postoØnnyh c_1, c_2, . . . , c_{2n} v obwem integrale tak, qtoby vypolnØlis~ graniqnye usloviØ (11.20), zaranee nel~zØ skazat~ qto-libo opredelennoe. V fftom sostoit, kak izvestno, odno iz zatrudneniæ praktiqeskoæ realizacii metodov variacionnogo isqisleniØ. Odnako v interesu¸wih nas zadaqah na rasprostranenie voln prihoditsØ imet~ delo s rexeniØmi uravneniæ (11.19) tol~ko lix~ pri dopolnitel~nyh usloviØh tipa (11.21).

7. Pust~ teper~, naprimer, nißniæ konec dopustimyh krivyh (11.3) zakreplen, a verhniæ moßet svobodno peremewat~sØ vdol~ zadannoæ poverhnosti

θ(x, x_1, . . . , x_n) = 0. (11.22)

PredpolagaØ, qto suwestvuet krivaØ (11.3), udovletvorØ¸waØ ukazannym usloviØm zakrepleniØ i dostavlØ¸waØ funkcionalu (11.1) ffkstremal~noe znaqenie, postavim cel~¸ ee naæti.

Kak izvestno, esli kakoe-libo ffkstremal~noe svoæstvo dostigaetsØ na ob¨ekte A_0 iz xirokogo beskoneqnogo mnoßestva G konkuriru¸wih ob¨ektov, to ono dostigaetsØ na A_0 i pri dopuwenii k konkurencii lix~ ob¨ektov iz podmnoßestva ~G, ØvlØ- ¸wegosØ qast~¸ G, esli tol~ko v ~G soderßatsØ kak A_0, tak i ob¨ekty, skol~ ugodno blizkie k A_0.

Na osnovanii takogo obwego utverßdeniØ oqevidno, qto ffkstremal~ postavlennoæ zadaqi dolßna byt~ v to ße vremØ i ffkstremal~¸ zadaqi, v kotoroæ verhniæ konec dopustimyh krivyh zakreplen (imenno v toæ toqke, v kotoroæ nahoditsØ konec iskomoæ ffkstremali). No raz tak, to iskomaØ ffkstremal~ dolßna udovletvorØt~ uravneniØm �ælera (11.19). Takim obrazom, dal~neæxiæ poisk ffkstremal~noæ krivoæ sleduet osuwestvlØt~ sredi mnoßestva krivyh, udovletvorØ¸wih sisteme uravneniæ

156 G. I. PETRAXEN^ (11.19). No pri fftom vyraßenie (11.16) dlØ polnoæ variacii uprowaetsØ, i uslovie ffkstremuma prinimaet vid δI = [ L − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ẋ_k ] δ~x^0 + n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k δ~x^0_k = 0. (11.23)

Zdes~ k = 1, 2, . . . , n, a znaqeniØ L, ∂L/∂ẋ_k i ẋ_k vyqislØ¸tsØ dlØ koncevoæ toqki ffkstremali x_k = x_k(x, 0) iz (11.3). Veliqiny ße

δx ≡ δ~x^0 i δx_k ≡ δ~x^0_k, (k = 1, 2, . . . , n) oboznaqa¸t proizvol~nye

izmeneniØ koordinat toqki (x, x_1, x_2, . . . , x_n), raspoloßennoæ na poverhnosti (11.22), t.e. takie izmeneniØ koordinat, qto spravedlivo sootnoxenie ∂θ ∂x δ~x^0 + n∑ k=1 ∂θ ∂x_k δ~x^0_k = 0. (11.24)

Zametim, qto uslovie (11.24) nazyvaetsØ usloviem transversal~nosti pereseqeniØ poverhnosti (11.22) s iskomoæ ffkstremal~¸, t.e. s krivoæ vida (11.2), opredelØemoæ funkciØmi

x_k = x_k(x), ØvlØ¸wimisØ sootvetstvu¸wim integralom siste-

my uravneniæ (11.19). Oqevidno, qto ffto uslovie faktiqeski svoditsØ k proporcional~nosti kofffficientov form (11.23) i (11.24), t.e. k ravenstvam vida 1 θ_x ( L − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ẋ_k ) = 1 θ_{x1} ∂L ∂ẋ_1 = . . . = 1 θ_{xn} ∂L ∂ẋ_n , (11.25) v kotoryh veliqiny θ_x = ∂θ/∂x, θ_{x1} = ∂θ/∂x_1, . . . , θ_{xn} = ∂θ/∂x_n proporcional~ny napravlØ¸wim kosinusam normali k poverhnosti (11.22).

II. Kanoniqeskie peremennye i sistema uravneniæ Gamil~tona 8. UravneniØ �ælera (11.19), kotorym dolßna udovletvorØt~ l¸baØ ffkstremal~ funkcionala (11.1) (nazyvaemye v mehanike material~nyh toqek uravneniØmi Lagranßa), predstavlØ¸t soboæ sistemu n differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka dlØ n funkciæ x_k = x_k(x), (k = 1, 2, . . . , n). Qasto udobnee imet~ delo s ffkvivalentnoæ sistemoæ 2n differencial~nyh uravneniæ, no ne vtorogo, a pervogo porØdka, perehod k kotoroæ osuwestvlØetsØ prisoedineniem k preßnim iskomym funkciØm nekotoryh

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 157 novyh neizvestnyh funkciæ y_k = y_k(x), (k = 1, 2, . . . , n) (naprimer, trivial~nym obrazom, polagaØ y_k = ẋ_k).

Vo mnogih sluqaØh pri perehode k uravneniØm pervogo porØdka sistemu uravneniæ (11.19) udaetsØ privesti k kanoniqeskomu vidu sistemy uravneniæ Gamil~tona, oblada¸weæ suwestvennymi preimuwestvami pri rassmotrenii rØda principial~nyh voprosov teorii.

PonimaØ pod L v (11.19) funkci¸ L(x, x_k, ẋ_k) ≡ L(x, x_1, x_2, . . . , x_n, ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) iz p. 1, poloßim

p_k = ∂L ∂ẋ_k ≡ L_{ẋk} (x, x_1, x_2, . . . , x_n, ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n), (k = 1, 2, . . . , n) (11.26) i dopustim, qto ravenstva (11.26), rassmatrivaemye kak sistema n funkcional~nyh uravneniæ dlØ n veliqin ẋ_k, mogut byt~ razrexeny otnositel~no vseh ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_k. Neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie razreximosti sistemy (11.26) svoditsØ, kak izvestno, k otliqi¸ ot nulØ funkcional~nogo opredelitelØ |L_{ẋkẋr} | ≡ ∂(L_{ẋ1} , L_{ẋ2} , . . . , L_{ẋn} ) ∂(ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) ≡ ∂(p_1, . . . , p_n) ∂ẋ_1, . . . , ẋ_n) ≠ 0, (11.27)

qto zdes~ i predpolagaetsØ.

Pri uslovii (11.27) iz sootnoxeniæ (11.26) odnoznaqno opredelØ¸tsØ n funkciæ ẋ_k = ẋ_k(x, x_r, p_r) ≡ ẋ_k(x, x_1, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n), (k = 1, . . . , n). (11.28) V fftom sluqae (i, strogo govorØ, tol~ko v fftom) vozmoßen perehod ot uravneniæ (11.19) k kanoniqeskoæ sisteme uravneniæ Gamil~tona. Pri fftom “peremennye” x_k i p_k, (k = 1, 2, . . . , n), ØvlØ¸wiesØ na samom dele funkciØmi ot x, nazyva¸tsØ kanoniqeskimi peremennymi (x_k – obobwennymi koordinatami, a p_k – obobwennymi impul~sami, po terminologii mehaniki).

Opredelim funkci¸ H(x, x_k, p_k) = n∑ k=1 p_kẋ_k(x, x_k, p_k) − L[x, x_k, ẋ_k(x, x_k, p_k)] (11.29)

158 G. I. PETRAXEN^ ot peremennyh x, x_1, x_2, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n, nazyvaemu¸ funkcieæ Gamil~tona. Po pravilam differencirovaniØ sloßnyh funkciæ, pri r = 1, 2, . . . , n nahodim: ∂H ∂p_r = ẋ_r + n∑ k=1 p_k ∂ẋ_k ∂p_r − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ∂ẋ_k ∂p_r = ẋ_r(x, x_k, p_k), (11.30) ∂H ∂x_r = n∑ k=1 p_k ∂ẋ_k ∂x_r − n∑ k=1 ∂L ∂ẋ_k ∂ẋ_k ∂x_r − ∂L ∂x_r = − ∂L ∂x_r . (11.31)

Zdes~ my vospol~zovalis~ sledu¸wim: opredeleniem (11.26) dlØ veliqin p_k; predpoloßeniem o razreximosti sootnoxeniæ (11.26) otnositel~no veliqin ẋ_k, privodØwim k funkciØm

ẋ_k(x, x_r, p_r) iz (11.28); i opredeleniem (11.29) funkcii H. Urav-

neniØ (11.19) poka ne ispol~zovalis~.

Pust~ teper~ x_k = x_k(x), (k = 1, 2, . . . , n) – kakoæ-libo integral sistemy uravneniæ (11.19). Pri podstanovke v pravye qasti (11.26) vmesto x_k i ẋ_k znaqeniæ funkciæ x_k = x_k(x) i ẋ_k =^{dxk}_{dx} opredelØ¸tsØ n funkciæ p_k = p_k(x). V rezul~tate ße (odnoznaqnoæ!) razreximosti otnositel~no veliqin ẋ_k sistemy uravneniæ (11.26) (v pravye qasti kotoroæ, kak ukazyvalos~, podstavleny znaqeniØ x_k = x_k(x) i ẋ_k =^{dxk}_{dx} ) poluqa¸tsØ funkcii ẋ_k(x, x_r, p_r) iz (11.28), udovletvorØ¸wie, oqevidno, ravenstvam

ẋ_k[x, x_r(x), p_r(x)] = dx_k(x) dx ≡ ẋ_k(x), (11.32)

gde x_k = x_k(x) – rassmatrivaemyæ integral sistemy uravneniæ (11.19), a p_k(x) – opredelØemye po nemu pri pomowi (11.26) funkcii. Na osnovanii takih ravenstv Øsno, qto v rezul~tate podstanovki znaqeniæ upomØnutyh funkciæ x_k = x_k(x) i p_k = p_k(x) v sootnoxeniØ (11.30) poslednie prinima¸t vid ∂H ∂p_r = dx_r dx , (r = 1, 2, . . . , n). (11.33)

Qto ße kasaetsØ funkciæ p_k = p_k(x), opredelennyh qerez posredstvo integrala x_k = x_k(x), pri pomowi ravenstv (11.26), to v silu (11.19) i (11.31) dlØ nih poluqaetsØ dp_k dx = ∂ ∂x ∂L ∂ẋ_k = ∂L ∂x_k = − ∂H ∂x_k , (k = 1, 2, . . . , n). (11.34)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 159 Itak, my vidim, qto l¸boæ integral x_k = x_k(x) sistemy uravneniæ �ælera (11.19) posle prisoedineniØ k nemu n funkciæ

p_k = p_k(x) (poluqa¸wihsØ v rezul~tate podstanovki v pravye

qasti (11.26) znaqeniæ x_k = x_k(x) i ẋ_k =^{dxk(x)}_{dx} ) udovletvorØet sisteme differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka dx_k dx = ∂H ∂p_k , dp_k dx = − ∂H ∂x_k , (k = 1, 2, . . . , n), (11.35)

nazyvaemoæ sistemoæ uravneniæ Gamil~tona.

Spravedlivo i obratnoe utverßdenie, a imenno: esli x_k =

x_k(x), p_k = p_k(x), (k = 1, 2, . . . , n) – l¸boæ integral sistemy

uravneniæ (11.35), to funkcii x_k = x_k(x) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (11.19), a podstanovka znaqeniæ x_k = x_k(x), ẋ_k = ẋ_k(x) i p_k = p_k(x) v sootnoxeniØ (11.26) privodit k toßdestvam.

Deæstvitel~no, po integralam x_k = x_k(x), p_k = p_k(x) sistemy uravneniæ (11.35) moßno opredelit~ funkcii ẋ_k =

ẋ_k(x), x_r(x), p_r(x) iz (11.28) kak rezul~tat rexeniØ (otnositel~no ẋ_k) sistemy uravneniæ (11.26), v kotoru¸ podstavlØ¸tsØ vmesto x_k i p_k upomØnutye znaqeniØ x_k(x) i p_k(x). �ti funkcii dolß-

ny udovletvorØt~ sootnoxeniØm (11.30) i (11.31), sopostavlenie kotoryh s pervoæ gruppoæ uravneniæ (11.35) privodit k ravenstvam

ẋ_k(x, x_r(x), p_r(x)) = dx_k(x) dx ≡ ẋ_k(x), (11.36)

oznaqa¸wim, qto podstanovka v (11.26) znaqeniæ x_k = x_k(x),

ẋ_k = ẋ_k(x) i p_k = p_k(x) deæstvitel~no privodit k toßdestvam.

No tak kak podstanovka znaqeniæ x_k = x_k(x) i ẋ_k = ẋ_k(x) v levu¸ qast~ (11.26) daet znaqeniØ funkciæ p_k = p_k(x), udovletvorØ- ¸wie vtoroæ gruppe uravneniæ iz (11.35), to v silu (11.35) i (11.31), oqevidno, imeem: d dx ∂L(x, x_r, ẋ_r) ∂ẋ_k = dp_k(x) dx = − ∂H(x, x_r, p_r) ∂x_k = ∂L(x, x_r, ẋ_r) ∂x_k . (11.37)

No ffto kak raz i oznaqaet, qto funkcii x_k = x_k(x) (iz integrala

x_k = x_k(x), p_k = p_k(x) sistemy uravneniæ (11.35)) udovletvorØ¸t

sisteme uravneniæ (11.19), qto i trebovalos~.

9. UravneniØ Gamil~tona (11.35) predstavlØ¸t soboæ sistemu 2n obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka dlØ 2n funkciæ x_k(x) i p_k(x). Osnovnoæ dlØ takih sistem

160 G. I. PETRAXEN^ ØvlØetsØ zadaqa Koxi, v kotoroæ trebuetsØ postroit~ rexenie

x_k = x_k(x), p_k = p_k(x), (k = 1, 2, . . . , n) sistemy (11.35), udovle-

tvorØ¸wee naqal~nym dannym x_k | |_{x=x0} = x^0_k, p_k | |_{x=x0} = p^0_k, (k = 1, 2, . . . , n), (11.38)

gde (pri fiksirovannom znaqenii x_0) pravye qasti mogut zadavat~sØ po proizvolu.

V sluqae dostatoqnoæ gladkosti funkciæ iz pravyh qasteæ uravneniæ (11.35) (naprimer, takoæ, qto ffti funkcii nepreryvny v rassmatrivaemoæ oblasti peremennyh x, x_1, . . . , x_n, p_1, . . . , p_n i ime¸t ograniqennye qastnye proizvodnye po vsem x_k i p_k) zadaqa Koxi imeet rexenie i pritom edinstvennoe. �to rexenie

x_k = x_k(x, x^0_k, p^0_k), p_k = p_k(x, x^0_k, p^0_k) (11.39)

nepreryvno zavisit ot 2n parametrov x^0_k i p^0_k. V sluqae ße bolee vysokoæ gladkosti pravyh qasteæ uravneniæ (11.35) gladkost~ funkciæ (11.39) takße vozrastaet i oni uße ime¸t qastnye proizvodnye po x^0_k i p^0_k.

Kak izvestno, obwim integralom sistemy uravneniæ (11.35) nazyva¸tsØ 2n funkciæ

x_k = x_k(x, c_1, . . . , c_{2n}), p_k = p_k(x, c_1, c_2, . . . , c_{2n}), (11.40)

zavisØwih ot 2n proizvol~nyh postoØnnyh, i pritom tak, qto putem ih iskl¸qeniØ funkcii (11.40) mogut byt~ podqineny usloviØm (11.38) s proizvol~nymi znaqeniØmi x^0_k i p^0_k. Iz ukazannogo fakta suwestvovaniØ rexeniØ zadaqi Koxi vytekaet, oqevidno, i suwestvovanie obwego integrala sistemy (11.35).

III. Pole ffkstremaleæ i uravnenie Gamil~tona–˚kobi

10. V sluqaØh suwestvovaniØ kanoniqeskih peremennyh iz p. 8, pozvolØ¸wih pereæti ot uravneniæ �ælera (11.19) dlØ ffkstremaleæ k kanoniqeskim uravneniØm Gamil~tona (11.35), imeetsØ dal~neæxaØ vozmoßnost~ perehoda ot sistemy obyknovennyh uravneniæ (11.35) k uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh dlØ nekotoroæ funkcii Θ(x, x_1, . . . , x_n). Takoe uravnenie, nazyvaemoe uravneniem Gamil~tona–˚kobi, okazyvaetsØ v izvestnom smysle ffkvivalentnym sisteme obyknovennyh uravneniæ Gamil~tona. �to obstoØtel~stvo, kak izvestno, leßit v osnove analogii

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 161 meßdu matematiqeskim opisaniem Øvleniæ mehaniki sistem material~nyh toqek i geometriqeskoæ optiki, sygravxeæ vaßnu¸ rol~ v razvitii fiziki XX v. V teorii ße rasprostraneniØ voln upomØnutaØ ffkvivalentnost~ ØvlØetsØ sledstviem vozmoßnosti opisaniØ dvißeniØ poverhnosteæ razryva polØ kak s toqki zreniØ mnoßestva luqeæ (t.e. ffkstremaleæ funkcionala Ferma, udovletvorØ¸wih uravneniØm Gamil~tona), tak i s toqki zreniØ rasprostranØ¸wihsØ frontov, opisyvaemyh uravneniem Gamil~tona–˚kobi.

Vyvod uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, ravno kak i dokazatel~- stvo ego ffkvivalentnosti sisteme uravneniæ Gamil~tona, my privedem zdes~ lix~ dlØ sluqaØ trehmernogo prostranstva, ime- ¸wego neposredstvennoe otnoxenie k osnovnomu dlØ nas voprosu o rasprostranenii frontov voln (nesmotrØ na to, qto podobnye ße rezul~taty ime¸t mesto i v sluqae prostranstva l¸bogo qisla izmereniæ). Pri fftom budem uqityvat~ fakt (raz¨ØsnØemyæ dalee), qto v sluqae funkcionalov Ferma kanoniqeskie peremennye iz p. 8 suwestvu¸t tol~ko, esli za peremennu¸ integrirovaniØ v (11.1) beretsØ odna iz prostranstvennyh koordinat, naprimer, x. Vsledstvie fftogo budem rassmatrivat~ funkcional (11.1) v predpoloßenii, qto x = x, x_1 = y, x_2 = z, sootvetstvenno qemu v primenØemyh dalee formulah (11.26)–(11.35) budem polagat~ n = 2. Nakonec, budem uqityvat~ fakt, qto v sluqae suwestvovaniØ kanoniqeskih peremennyh narØdu s usloviem (11.27) vypolnØetsØ takße i neravenstvo ∂(H_{p1} , H_{p2}, . . . , H_{pn} ) ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) ≡ ∂(ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) ≠ 0, (11.41)

kotorym udobno budet vospol~zovat~sØ uße v naqale p. 11.

11. GovorØt, qto semeæstvo ffkstremaleæ (t.e. semeæstvo rexeniæ sistemy uravneniæ (11.19) ili (11.35) pri n = 2), zavisØwih ot dvuh parametrov α_1 i α_2, obrazuet pole v trehmernoæ oblasti B, esli qerez kaßdu¸ toqku M = (x, x_1, x_2) oblasti B prohodit odna i tol~ko odna ffkstremal~ semeæstva.

Razliqa¸t dva sluqaØ poleæ: 1) central~noe pole ffkstremaleæ, otveqa¸wee pol¸ luqeæ, vyhodØwih iz toqeqnogo istoqnika voln, i 2) obwee pole ffkstremaleæ, sootvetstvu¸wee luqam, vyhodØwim iz toqek fronta volny, zadannogo v moment vremeni t = t_0, k toqkam volnovogo fronta v moment t > t_0. My zdes~

162 G. I. PETRAXEN^ rassmotrim radi opredelennosti sluqaæ central~nogo polØ ffkstremaleæ.

FiksiruØ toqku M = (x^0, x^0_1, x^0_2) – centr polØ, postroim rexenie sistemy uravneniæ (11.35) pri n = 2, podqinennoe dannym Koxi x_k | x=x0 = x 0 k, p_k | x=x0 = αk, (k = 1, 2), (11.42)

gde α_1 i α_2 – nezavisimye parametry, izmenØ¸wiesØ v nekotoryh zadannyh promeßutkah.

Esli funkciØ H(x, x_1, x_2, p_1, p_2) iz pravyh qasteæ uravneniæ (11.35) nepreryvna vmeste so vsemi ee qastnymi proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdka v nekotoroæ okrestnosti toqki x =

x^0_k, x_k = x^0_k pri l¸byh rassmatrivaemyh znaqeniØh p_k = α_k, to

sistema (11.35) imeet edinstvennoe rexenie

x_k = x_k(x, α_1, α_2), p_k = p_k(x, α_1, α_2), (k = 1, 2), (11.43)

udovletvorØ¸wee usloviØm (11.42) i nepreryvnoe so vsemi ego qastnymi proizvodnymi (po x, α_1 i α_2) pervogo porØdka. Pri fftom v sluqae dostatoqno malyh znaqeniæ |x−x_0| > 0 okazyvaetsØ (v silu pervoæ gruppy uravneniØ (11.35))

x_k = x^0_k + H^0_{pk} · (x − x_k) + O[(x − x_0)^2], ∂x_k ∂α_r = (x − x_0) [ ∂H^0_{pk} ∂α_r + O(x − x_0) ] ≈ (x − x_0) ∂H^0_{pk} ∂α_r , gde oboznaqeno H^0_{pk} = H_{pk} (x^0, x^0_1, x^0_2, α_1, α_2) i (k = 1, 2). No togda

(k = 1, 2) dlØ funkcional~nyh opredeliteleæ vypolnØetsØ soot-

noxenie

∂(x_1, x_2) ∂(α_1, α_2)

≈ (x − x_0)^2

∂(H^0_{p1}, H^0_{p2})

∂(α_1, α_2)

≠ 0, (11.44)

spravedlivoe uß vo vsØkom sluqae pri dostatoqno malyh |x −

x_0| > 0 v silu (11.41).

Vsledstvie sootnoxeniØ (11.44) iz pervyh dvuh funkciæ

x_1 = x_1(x, α_1, α_2), x_2 = x_2(x, α_1, α_2) (11.45)

(vzØtyh iz (11.43)) moßno vyrazit~ znaqeniØ parametrov

α_1 = α_1(x, x_1, x_2), α_2 = α_2(x, x_1, x_2), (11.46)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 163 priqem svØz~ meßdu α_1, α_2 i toqkoæ M = (x, x_1, x_2) iz nekotoroæ okrestnosti toqki M_0 = M_0(x^0, x^0_1, x^0_2) okazyvaetsØ odnoznaqnoæ. Pri takih usloviØh qerez kaßdu¸ toqku M upomØnutoæ okrestnosti prohodit odna, i tol~ko odna, ffkstremal~ iz (11.43) i, sledovatel~no, ffkstremali iz (11.43) ili (11.45) obrazu¸t pole. PodstavlØØ znaqenie α_k iz (11.46) vo vtoru¸ gruppu funkciæ

p_k = p_k(x, α_1, α_2) iz (11.43), poluqaem dlØ kaßdoæ toqki M ∈ B

znaqeniØ funkciæ

p_1 = p_1(x, x_1, x_2), p_2 = p_2(x, x_1, x_2), (11.47)

nazyvaemyh funkciØmi naklona polØ ffkstremaleæ (11.45). Putem differencirovaniØ po x vdol~ ffkstremaleæ (11.45) sloßnyh funkciæ

p_k(x, α_1, α_2) = p_k[x, x_1(x, α_1, α_2), x_2(x, α_1, α_2)],

poluqa¸wihsØ iz funkciæ (11.47) podstanovkoæ v nih znaqeniæ

x_1 i x_2 iz (11.45), nahodim dp_k dx = ∂p_k ∂x + 2∑ r=1 ∂p_k ∂x_r dx_r dx , qto na osnovanii (11.35) perepisyvaetsØ v vide dp_k dx + 2∑ r=1 ∂p_k ∂x_r ∂H ∂p_k = − ∂H ∂x_k , (k = 1, 2). (11.48)

Itak, my vidim, qto postroennye funkcii naklona polØ iz (11.47) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (11.48) v qastnyh proizvodnyh.

Legko dokazyvaetsØ i obratnoe utverßdenie, a imenno, qto l¸bomu rexeni¸ (11.47) sistemy uravneniæ (11.48) sootvetstvuet nekotoroe pole ffkstremaleæ. Deæstvitel~no, pust~ funkcii (11.47) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (11.48). PodstavlØØ ih znaqeniØ v pravu¸ qast~ pervoæ gruppy uravneniæ (11.35) (pri n = 2), poluqim sistemu obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ dx_k dx = ∂H ∂p_k ≡ F_k(x, x_1, x_2), (k = 1, 2)

164 G. I. PETRAXEN^ pervogo porØdka otnositel~no dvuh funkciæ x_k(x). Ee obwiæ integral x_k = x_k(x, a_1, a_2) zavisit ot dvuh parametrov, kotorye (v sootvetsvii s opredeleniem ponØtiØ “obwiæ integral”) vsegda moßno vybrat~ tak, qtoby pri x = x^0 okazalos~

x_1(x_0, a_1, a_2) = x^0_1, x_2(x_0, a_1, a_2) = x^0_2

pri l¸byh znaqeniØh x^0_k. Ots¸da sleduet, qto v rassmatrivaemoæ toqke (x^0, x^0_1, x^0_2), ravno kak i v nekotoroæ ee okrestnosti, dolßno byt~

∂(x_1, x_2) ∂(a_1, a_2) ≠ 0. No pri fftom oqevidno, qto funkcii x_k = x_k(x, a_1, a_2), (k = 1, 2) obrazu¸t pole. Qtoby poluqit~ polnoe pole ffkstremaleæ kak rexeniæ sistemy uravneniæ (11.35) pri n = 2, opredelim pri pomowi ishodnyh funkciæ iz (11.47) funkcii ot x

p_k = p_k(x, a_1, a_2) = p_k[x, x_1(x, a_1, a_2), x_2(x, a_1, a_2)],

udovletvorØ¸wie (kak legko proverØetsØ na osnovanii (11.48)) vtoroæ gruppe uravneniæ (11.35) pri n = 2. A ffto kak raz i oznaqaet, qto postroennye funkcii x_k = x_k(x, a_1, a_2) i p_k = p_k(x, a_1, a_2) obrazu¸t pole ffkstremaleæ.

12. Qtoby prodvinut~sØ dalee, sleduet vspomnit~ rezul~taty p. 7, kasa¸wiesØ usloviØ transversal~nosti pereseqeniØ ffkstremaleæ s nekotoroæ poverhnost~¸

Θ(x, x_1, x_2) = 0. (11.49)

Esli uqest~ opredelenie funkcii Gamil~tona formuloæ (11.29), to uslovie transversal~nosti (11.23) zapixetsØ v rassmatrivaemom sluqae (n = 2) v vide

−H(x, x_1, x_2, p_1, p_2)δx + p_1δx_1 + p_2δx_2 = 0, (11.50)

gde δx, δx_1 i δx_2 – proizvol~nye variacii koordinat toqki

(x, x_1, x_2), raspoloßennoæ na poverhnosti (11.49), svØzannye drug

s drugom ravenstvom

Θ_xδx + Θ_{x1} δx_1 + Θ_{x2} δx_2 = 0, ( Θ_x ≡ ∂Θ ∂x , Θ_{xk} ≡ ∂Θ ∂x_k ) . (11.51)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 165 No znaqeniØ Θ_x, Θ_{x1} i Θ_{x2} , kak izvestno, proporcional~ny napravlØ¸wim kosinusam n_x, n_{x1} i n_{x2} orta normali ⃗n k poverhnosti (11.49). Pofftomu sootnoxenie vida (11.25), vyteka¸wee iz (11.50) i (11.51), moßno zapisat~ tak − H(x, x_k, p_k) n_x = p_1 n_{x1} = p_2 n_{x2} = h ili p_1 = n_{x1} h, p_2 = n_{x2} h, H(x, x_k, p_k) + n_xh = 0, (11.52)

gde h – nekotoraØ funkciØ toqki (x, x_1, x_2) poverhnosti (11.49). Oqevidno, qto ffta funkciØ moßet byt~ opredelena (v principe) iz uravneniØ

H(x, x_1, x_2, n_{x1}h, n_{x2} h) + n_xh = 0, (11.53)

poluqa¸wegosØ iz (11.52). Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto uslovie transversal~nosti opredelØet v toqkah poverhnosti (11.49) znaqeniØ funkciæ naklona p_k = p_k(x, x_1, x_2), (k = 1, 2), podstanovka kotoryh v pravye qasti pervoæ gruppy uravneniæ (11.35) (t.e. v uravneniØ dx_k/dx = H_{pk} ) privodit k znaqeniØm

ẋ_k(x, x_1, x_2), opredelØ¸wim napravleniØ podhoda (ili othoda)

ffkstremaleæ k toqke (x, x_1, x_2) poverhnosti (11.49). 13. Esli l – l¸baØ gladkaØ krivaØ v prostranstve (x, x1, x2), opredelØemaØ uravneniØmi x_k = x_k(x), (k = 1, 2), to veliqina I = ∫ (l) L(x, x_k(x), ẋ_k(x))dx (11.54) nazyvaetsØ kvazidlinoæ krivoæ l, ili ee I-dlinoæ.

Rassmotrim central~noe pole ffkstremaleæ iz p. 11 s centrom v toqke M_0 = (x^0, x^0_1, x^0_2). Vdol~ kaßdoæ ffkstremali (11.45), vyhodØweæ iz toqki M_0 (po napravleni¸, opredelØemomu parametrami α_1 i α_2) i iduweæ k toqke M = (x, x_1, x_2), moßno vyqislit~ integral I = I(M ) iz (11.54). Esli toqka M prinadleßit oblasti B, v kotoroæ ffkstremali obrazu¸t pole, to vyraßenie I(M ) opredelit nekotoru¸ funkci¸ Θ(x, x_1, x_2), nazyvaemu¸ osnovnoæ funkcieæ central~nogo polØ ffkstremaleæ. Poverhnost~ ße

Θ(x, x_1, x_2) = ρ = const nazyvaetsØ kvazisferoæ, tak kak ona po-

luqaetsØ kak geometriqeskoe mesto toqek M , dlØ kotoryh I – rasstoØnie ot toqki M_0 ravno ρ = const.

166 G. I. PETRAXEN^

Pri perehode ot toqki M = (x, x_1, x_2) polØ k blizkoæ toqke

M^′ = (x + δx, x_1 + δx_1, x_2 + δx_2) var~iruetsØ liniØ, vdol~ koto-

roæ vyqislØetsØ integral (11.54), kotoryæ teper~ estestvennee zapisyvat~ v vide

I ≡ Θ(x, x_1, x_2) = M∫ M0 L[x, x_1(x, α_1, α_2), x_2(x, α_1, α_2)]dx. (11.55)

Pofftomu variaci¸ integrala I iz (11.55) sleduet vyqislØt~ po formule (11.16) (pri n = 2) dlØ polnoæ variacii funkcionala vida (11.1). Pri fftom integral~nyæ qlen v pravoæ qasti (11.16) nußno poloßit~ ravnym nul¸, tak kak integrirovanie po x v (11.55) soverxaetsØ vdol~ ffkstremali. Takße nul¸ sleduet poloßit~ i vneintegral~nyæ qlen pravoæ qasti (11.16), otveqa¸wiæ zakreplennoæ toqke M_0.

Takim obrazom, na osnovanii (11.55) i pervogo qlena iz pravoæ qasti (11.16) (perepisannogo v kanoniqeskih peremennyh iz p. 8) poluqaetsØ ravenstvo

δΘ = ∂Θ ∂x δx + ∂Θ ∂x_1 δx_1 + ∂Θ ∂x_2 δx_2 = −Hδx + p_1δx_1 + p_2δx_2, (11.56)

v kotorom H = H(x, x_1, x_2, p_1, p_2) oboznaqaet funkci¸ Gamil~tona iz (11.29), a p_k – funkcii naklona polØ ffkstremaleæ.

Esli toqka M nahoditsØ na kvazisfere Θ(x, x_1, x_2) = const, to

δΘ = 0 i, sledovatel~no,

−Hδx + p_1δx_1 + p_2δx_2 = 0. (11.57)

�to oznaqaet, qto ffkstremali pereseka¸tsØ s kvazisferami polØ transversal~no.

Esli ße toqka M vybiraetsØ proizvol~no (t.e. δx, δx_1 i δx_2 v (11.56) proizvol~ny), to iz (11.56) sledu¸t ravenstva ∂Θ ∂x = −H(x, x_k, p_k), ∂Θ ∂x_1 = p_1, ∂Θ ∂x_2 = p_2, (11.58)

svØzyva¸wie qastnye proizvodnye osnovnoæ funkcii polØ

Θ(x, x_1, x_2) s funkcieæ Gamil~tona (11.29) i s funkciØmi p_k(x,x_1, x_2) naklona polØ iz (11.47).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 167 Podstanovka znaqeniæ p_k = ∂Θ/∂x_k iz vtorogo i tret~ego ravenstv (11.58) v pervoe ravenstvo privodit dlØ osnovnoæ funkcii Θ(x, x_1, x_2) k uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh ∂Θ ∂x + H ( x, x_1, x_2, ∂Θ ∂x_1 , ∂Θ ∂x_2 ) = 0, (11.59)

nazyvaemomu uravneniem Gamil~tona–˚kobi.

14. Itak, otpravlØØs~ ot variacionnyh zadaq dlØ funkcionala vida (11.1), my prixli k ponØti¸ ob ego ffkstremalØh kak integralah sistemy uravneniæ �ælera (11.19). �ta sistema obrazovana n obyknovennymi differencial~nymi uravneni- Ømi vtorogo porØdka otnositel~no n funkciæ x_k = x_k(x, . . . ),

(k = 1, 2, . . . , n), opredelØ¸wih ffkstremali.

Esli opredelit~ veliqiny p_k sootnoxeniØmi (11.26) i rassmatrivat~ ffti sootnoxeniØ kak uravneniØ dlØ veliqin ẋ_1, ẋ_2,

. . . , ẋ_n, to pri vypolnenii usloviØ (11.27) sistema uravneniæ

�ælera privoditsØ k ffkvivalentnoæ sisteme 2n obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka (11.35), nazyvaemoæ sistemoæ uravneniæ Gamil~tona.

Dalee my obratilis~ k rassmotreni¸ fflementov teorii polØ ffkstremaleæ v qastnom sluqae trehmernogo prostranstva (s koordinatami x = x, x_1 = y, x_2 = z) i ustanovili, qto pri dostatoqnoæ gladkosti pravyh qasteæ uravneniæ (11.35) v sluqae n = 2 l¸bomu rexeni¸ vida (11.43) sistemy (11.35), zavisØwemu ot dvuh parametrov i obrazu¸wemu pole ffkstremaleæ (central~noe ili obwee), otveqaet osnovnaØ funkciØ Θ(x, x_1, x_2) polØ, udovletvorØ¸waØ uravneni¸ (11.59) v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka, vid kotorogo odnoznaqno opredelØetsØ vidom funkcii Gamil~tona iz (11.29). I naoborot, l¸bomu dostatoqno gladkomu rexeni¸ Θ(x, x_1, x_2) uravneniØ (11.59) otveqaet nekotoroe pole ffkstremaleæ, t.e. rexenie sistemy uravneniæ Gamil~tona (11.35) pri n = 2. Deæstvitel~no, po funkcii Θ(x, x_1, x_2) opredelØ¸tsØ funkcii naklona polØ p_k = p_k(x, x_1, x_2) = ∂Θ/∂x_k, udovletvorØ¸wie uravneniØm (11.48) (kotorye poluqa¸tsØ neposredstvenno iz (11.59) differencirovaniem po x_1 i x_2). Ots¸da ße, kak i v p. 11, legko dokazyvaetsØ vyskazannoe utverßdenie.

V zakl¸qenie ostaetsØ lix~ otmetit~, qto perehod ot sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ Gamil~tona

168 G. I. PETRAXEN^ (11.35) k uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi ∂Θ ∂x + H(x, x_1, x_2, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n) = 0, (11.60)

gde p_k = ∂Θ/∂x_k, (k = 1, 2, . . . , n) osuwestvim ne tol~ko v sluqae

n = 2, no i pri l¸bom znaqenii celogo qisla n ⩾ 1 iz (11.35).

Pri fftom meßdu uravneniØmi (11.35) i (11.60) sohranØetsØ ffkvivalentnost~ takogo ße tipa, kak i v sluqae n = 2, rassmotrennom v p. 11–13.

§12. SvedeniØ iz teorii differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka

Vo mnogih priloßeniØh vstreqa¸tsØ zadaqi dlØ uravneniæ v qastnyh proizvodnyh tipa Gamil~tona–˚kobi ∂θ ∂t + H(x_k, p_k) = 0 (12.1)

otnositel~no funkcii θ = θ(t, x_1, x_2, . . . , x_n) ot (n + 1)-æ peremennoæ (gde t oboznaqaet obyqno vremØ, a x_1, x_2, . . . , x_n – koordinaty toqki v prostranstve, vosprinimaemom naglØdno pri n ⩽ 3), v kotoryh p_k = ∂θ/∂x_k, (k = 1, 2, . . . , n), a pod

H(x_1, x_2, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n) ≡ H(x_k, p_k) podrazumevaetsØ dosta-

toqno gladkaØ funkciØ ot vypisannyh argumentov, ne zavisØwaØ Øvnym obrazom ot θ. Kak sleduet iz p. 13 i 14 predyduwego paragrafa (gde vmesto t primenØlos~ oboznaqenie x, a funkciØ Gamil~tona H zavisela Øvno ne tol~ko ot x_k i p_k, no i ot x), k takim uravneniØm privodØtsØ zadaqi dlØ poleæ ffkstremaleæ funkcionalov vida (11.1) v sluqae suwestvovaniØ kanoniqeskih peremennyh. K takim ße uravneniØm pri znaqeniØh n ⩽ 3 svodØtsØ i zadaqi na rasprostranenie volnovyh frontov, rassmatrivaemyh kak poverhnosti slabyh ili sil~nyh razryvov polØ smeweniæ ⃗u, predstavlØ¸wie dlØ nas osnovnoæ interes. Pri fftom v poslednem sluqae funkcii H(x_k, p_k) ≡ H(x_1, x_2, x_3, p_1, p_2, p_3) iz (12.1) v rassmatrivaemyh dalee zadaqah vsegda oblada¸t ewe vaßnym dopolnitel~nym svoæstvom, a imenno: oni okazyva¸tsØ poloßitel~no opredelennymi odnorodnymi pervoæ stepeni funkciØmi ot argumentov p_1, p_2, p_3. S fragmentami teorii takih uravneniæ nam i predstoit seæqas poznakomit~sØ.

Kak izvestno, teoriØ uravneniæ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka organiqeski svØzana s teorieæ sistem obyknovennyh

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 169 differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka dlØ “harakteristiqeskih polos” fftogo uravneniØ. SvØz~ okazyvaetsØ nastol~ko glubokoæ, qto moßno govorit~ ob ffkvivalentnosti osnovnyh zadaq, postavlennyh dlØ uravneniæ vida (12.1) i upomØnutyh sistem obyknovennyh uravneniæ. Pofftomu estestvenno preßde vsego obsudit~ voprosy, kasa¸wiesØ takoæ ffkvivalentnosti. Pri fftom nam pridetsØ ograniqit~sØ izloßeniem lix~ shem rassußdeniæ i ne ostanavlivat~sØ na polnyh dokazatel~stvah vyskazyvaemyh utverßdeniæ, ravno kak i na toqnoæ formulirovke vseh (neobhodimyh) usloviæ, kasa¸wihsØ gladkosti funkciæ, vhodØwih v uravneniØ, pri kotoryh tot ili inoæ formuliruemyæ rezul~tat strogo opravdan. Pri izvestnom staranii takie usloviØ (v dostatoqnoæ ih forme) mogli by byt~ poluqeny bez osobogo truda. Odnako ih poluqenie trebovalo by mesta i otvleklo by nas ot ponimaniØ osnovnyh ideæ teorii.

1. Pri obsußdenii obwih voprosov, svØzannyh s sistemami differencial~nyh uravneniæ dlØ harakteristiqeskih polos, otveqa¸wih uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka, celesoobrazno vmesto (12.1) rassmatrivat~ uravnenie bolee obwego vida

~H(x_1, x_2, . . . , x_n, u, p_1, p_2, . . . , p_n) = 0, (12.2)

gde p_k = ∂u/∂x_k, (k = 1, 2, . . . , n), a n ⩾ 2 – proizvol~noe celoe qislo. Pri fftom v oblasti izmeneniØ argumentov (x_k, u, p_k) ≡

(x_1, x_2, . . . , x_n, u, p_1, p_2, . . . , p_n), gde realizuetsØ iskomoe rexenie

rassmatrivaemyh dalee zadaq, funkci¸ ~H(x_k, u, p_k) iz (12.2) my budem sqitat~ nepreryvnoæ so vsemi ee qastnymi proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdka.

Ne zaderßivaØs~ na vyvode sistemy uravneniæ dlØ harakteristiqeskih polos uravneniØ (12.2), kotoryæ proizvoditsØ obyqno na urovne intuitivno oqevidnyh soobraßeniæ, my vypixem fftu sistemu, a zatem obsudim suwestvu¸wie svØzi meßdu ne¸ i uravneniem (12.2).

2. HarakteristiqeskaØ sistema uravneniæ, otveqa¸waØ differencial~nomu uravneni¸ (12.2), zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: dx_k ds = ~H_{pk} ≡ ~H_{pk} (x_r, u, p_r), (k = 1, 2, . . . , n), (12.3)

170 G. I. PETRAXEN^ dp_k ds = −( ~H_{xk} + ~H_up_k), du ds = n∑ r=1 ~H_{pr} p_r. (12.4)

Zdes~ primeneny obyqnye oboznaqeniØ ~H_{pk} = ∂ ~H ∂p_k , ~H_{xk} = ∂ ~H ∂x_k , ~H_u = ∂ ~H ∂u , (k = 1, 2, . . . , n) dlØ qastnyh proizvodnyh funkcii ~H(x_1, x_2, . . . , x_n, u, p_1, p_2, . . . ,

p_n) po sootvetstvu¸wim ee argumentam, a pod s podrazumeva-

etsØ nekotoryh parametr, (fiziqeskiæ) smysl kotorogo zaranee ne fiksiruetsØ. SootnoxeniØ (12.3), (12.4) predstavlØ¸t soboæ sistemu 2n + 1 obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka otnositel~no takogo ße qisla iskomyh funkciæ ot s. Pri fftom v sootvetstvii s predpoloßennoæ gladkost~¸ funkcii ~H iz (12.2) pravye qasti sistemy (12.3), (12.4) nepreryvny i ime¸t nepreryvnye pervye qastnye proizvodnye po vsem peremennym x_1, x_2, . . . , x_n, u, p_1, p_2, . . . , p_n.

Qto ße kasaetsØ vzaimootnoxeniØ sistemy (12.3), (12.4) s uravneniem (12.2), to ono faktiqeski vytekaet iz formuliruemyh niße treh utverßdeniæ.

Utverßdenie 1. Sistema uravneniæ (12.3), (12.4) imeet rexenie

x_k = x_k(s, x^0_r , u^0, p^0_r), (k = 1, 2, . . . , n), (12.5)

p_k = p_k(s, x^0_r, u^0, p^0_r), u = u(s, x^0_r, u^0, p^0_r), (12.6)

udovletvorØ¸wee naqal~nym dannym Koxi x_k | |_{s=0} = x^0_k, p_k | |_{s=0} = p^0_k, u | |_{s=0} = u^0, (k = 1, 2, . . . , n) (12.7)

pri proizvol~nyh znaqeniØh parametrov x^0_k, u^0 i p^0_k. Takoe rexenie edinstvenno i ono imeet nepreryvnye proizvodnye po vsem parametram iz pravyh qasteæ (12.7).

Utverßdenie 2. Sistema uravneniæ (12.3), (12.4)imeet pervyæ

integral ~H(x_k, u, p_k) = const. (�to oznaqaet, qto pri podstanovke v vyraßenie ~H(x_k, u, p_k) ≡ ~H(x_1, . . . , x_n, u, p_1, . . . , p_n) vmesto argumentov x_k, u, p_k funkciæ x_k(s), u(s), p_k(s), otveqa¸wih proizvol~- nomu rexeni¸ sistemy (12.3), (12.4), poluqaetsØ funkciØ ot s, dlØ kotoroæ d/ds ~H[x_k(s), u(s), p_k(s)] ≡ 0). Pofftomu esli naqal~- nye dannye (12.7) udovletvorØ¸t uslovi¸ ~H(x^0_k, u^0, p^0_k) = 0, (12.8)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 171

to pri l¸bom znaqenii s > 0 rexenie (12.5), (12.6) harakteristiqeskoæ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4), podqinennoe naqal~nym dannym (12.7), udovletvorØet sootnoxeni¸ ~H[x_k(s, . . . ), u(s, . . . ), p_k(s, . . . )] = 0. (12.9) Rexenie (12.5), (12.6) sistemy differencial~nyh uravneniæ (12.3), (12.4), udovletvorØ¸wee uslovi¸ (12.9), nazyvaetsØ harakteristiqeskoæ polosoæ, otveqa¸weæ uravneni¸ (12.2). Iz utverßdeniØ 2 sleduet, qto dlØ togo, qtoby rexenie (12.5), (12.6) okazalos~ harakteristiqeskoæ polosoæ, dostatoqno lix~ podqinit~ uslovi¸ (12.8) znaqeniØ iz pravyh qasteæ naqal~nyh dannyh (12.7).

Pust~ u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) ≡ u(x_k) – proizvol~noe rexenie (integral) uravneniØ (12.2), nepreryvnoe vmeste s pervymi i vtorymi qastnymi proizvodnymi po vsem x_k, i pust~

u^0 = u(x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n), p^0_k = p^0_k(x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n), (k = 1, 2, . . . , n)

(12.10) – sootvetstvenno znaqeniØ funkcii u = u(x_k) i ee qastnyh proizvodnyh p_k = ∂u/∂x_k v toqke (x^0_k) = (x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n). Tak kak, po uslovi¸, funkciØ u = u(x_k) udovletvorØet uravneni¸ (12.2), to Øsno, qto veliqiny u^0 i p^0_k iz (12.10) sovmestno so znaqeniØmi koordinat x^0_k rassmatrivaemoæ toqki udovletvorØ¸t uslovi¸ (12.8).

Esli podstavit~ znaqenie funkcii u = u(x_k) i znaqeniØ ee qastnyh proizvodnyh p_k =^{∂u}_{∂xk} v pravye qasti ~H_{pk} (x_k, u, p_r) uravneniæ (12.3), to poluqitsØ sistema n (obyknovennyh) uravneniæ vida dx_k ds = f_k(x_1, x_2, . . . , x_n), (k = 1, 2, . . . , n) (12.11)

pravye qasti f_k(x_1, . . .) ≡ ~H_{pk} [x_r, u(x_r), p_r(x_r)] kotoroæ zavisØt tol~ko ot peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n. TakaØ sistema, oqevidno, moßet rassmatrivat~sØ nezavisimo ot uravneniæ iz (12.4). I vot okazyvaetsØ spravedlivym sledu¸wee utverßdenie.

172 G. I. PETRAXEN^

Utverßdenie 3. Pust~

x_k = x_k(s, x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n) ≡ x_k(s, x^0_r), (k = 1, 2, . . . , n) (12.12) – rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ (12.11), udovletvorØ¸wee naqal~nym dannym x_k | |_{s=0} = x^0_k, (k = 1, 2, . . . , n), (12.13)

gde x^0_k – koordinaty toqki, v kotoroæ opredelØlis~ (po integralu u = u(x_k) ≡ u(x_1, x_2, . . . , x_n) uravneniØ (12.2)) qisla iz (12.10), i pust~ po rexeniØm (12.12), a takße po ukazannoæ funkcii u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) opredeleny funkcii ot s

u = u[x_1(s, x^0_1, . . .), x_2(s, x^0_1, . . .), . . . ] = u(s, x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n), (12.14)

p_k = ∂u[x_1, x_2, . . . , x_n] ∂x_k | | | |_{xr =xr (s,x0r)} = p^k(s, x^01, x^02, . . . , x^0n), (k = 1, 2, . . . , n), (12.15)

udovletvorØ¸wie, oqevidno, uslovi¸ (12.9). Togda, putem vyqisleniØ proizvodnyh ot funkciæ (12.15), naprimer dp_k ds = n∑ r=1 ∂p_k ∂x_r dx_r ds = n∑ r=1 ∂^2u ∂x_r∂x_k ~H_{pr} , s uqetom vyraßeniæ ~H_{xk} + ~H_up_k +^n ∑ r=1 ∂ ~H ∂p_r ∂p_r ∂x_k = ~H_{xk} + ~H_up_k + n∑ r=1 ∂^2u ∂x_r∂x_k ~H_{pr} = 0 dlØ proizvodnyh po x_k ot uravneniØ (12.2), legko dokazyvaetsØ, qto funkcii iz (12.12) i (12.15) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (12.3), (12.4). A tak kak oni udovletvorØ¸t, krome togo, i uslovi¸ (12.9), to, sledovatel~no, oni opredelØ¸t harakteristiqesku¸ polosu uravneniØ (12.2).

Zametim, qto funkcii x_k = x_k(s, x^0_r) iz (12.12) i funkciØ

u = u(s, x^0_r) iz (12.14) opredelØ¸t v prostranstve (n + 1) pe-

remennyh x_1, x_2, . . . , x_n, u lini¸ (kak govorØt, harakteristiqesku¸ krivu¸) na integral~noæ poverhnosti u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) uravneniØ (12.2). Ostal~nye ße funkcii p_k = p_k(s, x^0_r) iz (12.15) opredelØ¸t vdol~ fftoæ linii napravlenie normali k upomØnutoæ integral~noæ poverhnosti.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 173

3. Sleduet podqerknut~, qto harakteristiqesku¸ polosu (12.12), (12.14), (12.15) my poluqili pri pomowi postroeniØ, osnovannogo na ispol~zovanii integral~noæ poverhnosti u =

u(x_1, x_2, . . . , x_n) uravneniØ (12.2). Pri fftom estestvenno okazy-

vaetsØ, qto funkcii x_k = x_k(s, x^0_r), (k = 1, 2, . . . , n) i u = u(s, x^0_r ),

p_k = p_k(s, x^0_r) iz (12.12) i (12.14), otveqa¸wie takoæ polose, udo-

vletvorØ¸t naqal~nym dannym (12.7), v pravye qasti kotoryh vhodØt qisla u^0 i p^0_k iz (12.10).

No rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ (12.3), (12.4) odnoznaqno opredelØetsØ po naqal~nym dannym (12.7). Pofftomu v toqnosti taku¸ ße harakteristiqesku¸ polosu (12.12), (12.14), (12.15) my poluqili by i bez ispol~zovaniØ integrala

u = u(x_k) uravneniØ (12.2), a lix~ na osnove postroeniØ rexe-

niØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4), podqinennogo naqal~nym dannym (12.7), (12.10). Zametim, qto takie dannye opredelØ¸t toqku (x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n, u^0) na integral~noæ poverhnosti, a takße znaqeniØ veliqin p^0_k, proporcional~nyh napravlØ¸wim kosinusam normali k poverhnosti u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) v fftoæ toqke. Pofftomu moßno sqitat~, qto naqal~nye dannye (12.7), (12.10) opredelØ¸t fflement integral~noæ poverhnosti uravneniØ (12.2) ili ße fflement ego harakteristiqeskoæ polosy.

Itak, my vidim, qto: 1) esli harakteristiqeskaØ polosa uravneniØ (12.2) imeet nekotoryæ fflement, obwiæ s integral~noæ poverhnost~¸ uravneniØ (12.2), to ona celikom leßit na fftoæ (integral~noæ) poverhnosti i 2) esli dve integral~nye poverhnosti uravneniØ (12.2) kasa¸tsØ drug druga v nekotoroæ toqke

M_0 ≡ (x^0_1, x^0_2, . . . , x^0_n) (t.e. ime¸t v toqke M_0 obwie znaqeniØ veli-

qin iz (12.10)), to oni kasa¸tsØ drug druga vdol~ vseæ harakteristiqeskoæ polosy, ime¸weæ naqal~nyæ fflement (12.7), (12.10) v toqke M_0 kasaniØ upomØnutyh poverhnosteæ. Iz privedennyh soobraßeniæ vytekaet, qto l¸boe rexenie uravneniØ (12.2), tolkuemoe (dlØ obraznosti) kak poverhnost~ u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) v prostranstve n + 1 peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n, u moßet byt~ pokryto harakteristiqeskimi polosami. Pofftomu harakteristiqeskie polosy estestvenno rassmatrivat~ kak osnovnye bloki, iz kotoryh stroØtsØ l¸bye rexeniØ uravneniØ (12.2). Pri fftom teoriØ uravneniØ (12.2) v qastnyh proizvodnyh svoditsØ k teorii sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ iz (12.3), (12.4).

174 G. I. PETRAXEN^

4. Osnovnoæ korrektno postavlennoæ zadaqeæ dlØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4) ØvlØetsØ zadaqa Koxi, v kotoroæ rexenie sistemy (12.3), (12.4) opredelØetsØ po naqal~nym dannym. Povidimomu, tol~ko taku¸ zadaqu i moßno rassqityvat~ s uspehom poloßit~ v osnovu teorii uravneniæ vida (12.2).

Esli naqal~nye dannye zada¸tsØ formulami (12.7) (s proizvol~nymi znaqeniØmi x^0_k i p^0_k iz pravyh qasteæ), to rexenie sistemy (12.3), (12.4) (pravye qasti kotoroæ oblada¸t gladkost~¸, ukazannoæ v naqale p. 2) predstavlØetsØ funkciØmi vida (12.5), (12.6), nepreryvnymi i ime¸wimi qastnye proizvodnye ne tol~ko po s, no i po vsem parametram x^0_k i p^0_k iz (12.7). Pri fftom upomØnutye rexeniØ sistemy (12.3), (12.4) my opredelØli do sih por po naqal~nym dannym, otnosØwimsØ lix~ k nekotoroæ fiksirovannoæ toqke (x^0_k) prostranstva n peremennyh

x_1, x_2, . . . , x_n.

Predpoloßim teper~, qto naqal~nye usloviØ (12.7) zada¸tsØ ne v odnoæ lix~ toqke (x^0_k), a vo vseh toqkah nekotoroæ poverhnosti ψ(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0 (v upomØnutom prostranstve n peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n), zadavaemyh, naprimer, v vide n funkciæ

x^0_k = x^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n) (12.16)

ot n − 1 nezavisimyh parametrov t_1, t_2, . . . , t_{n−1}, izmenØ¸wihsØ v nekotoroæ oblasti B_{n−1}. Pri fftom nedosta¸wie znaqeniØ u^0 i

p^0_k iz (12.7) v toqkah (12.16) upominavxeæsØ poverhnosti takße

dolßny zadavat~sØ nekotorymi funkciØmi

u^0 = u^0(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}),

p^0_k = p^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n)

(12.17)

ot teh ße parametrov t_r.

V rezul~tate rexeniØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4) pri naqal~nyh dannyh (12.7), (12.16), (12.17) poluqaetsØ sistema funkciæ x_k = x_k(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), p_k = p_k(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), u = u(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n) (12.18)

ot peremennoæ s i n − 1 parametrov t_r .

Esli by iz sootnoxeniæ

x_k = x_k(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n), (12.19)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 175 rassmatrivaemyh kak n uravneniæ otnositel~no n parametrov

s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}, moßno bylo (odno-odnoznaqno) vyrazit~ ffti pa-

rametry v vide dostatoqno gladkih funkciæ s = s(x_1, x_2, . . . , x_n), t_r = t_r(x_1, x_2, . . . , x_n), (r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.20) to podstanovka znaqeniæ s i t_r iz (12.20) v vyraßenie u =

u(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) iz (12.18) privela by k funkcii

u = u(x_1, x_2, . . . , x_n), (12.21)

priqem imelis~ by osnovaniØ oßidat~, qto ffta funkciØ udovletvorØet uravneni¸ (12.2).

Odnako v sootvetstvii s rezul~tatami p. 2 Øsno, qto takoe oßidanie moßet okazat~sØ opravdannym tol~ko v sluqae, esli funkcii iz (12.16) i (12.17) (podstavlØemye v pravye qasti naqal~nyh dannyh (12.7)) udovletvorØ¸t nekotorym neobhodimym (i, kak okazyvaetsØ, dostatoqnym) usloviØm soglasovannosti. Takie usloviØ, oqevidno, svodØtsØ preßde vsego k trebovani¸, qtoby znaqeniØ x^0_k, u^0, p^0_k iz (12.16) i (12.17) udovletvorØli sootnoxeni¸ (12.8), t.e. qtoby v rezul~tate podstanovki v (12.8) vmesto x^0_k, u^0, p^0_k funkciæ iz (12.16) i (12.17) poluqalos~ toßdestvo

~H[x^0_k(t_1, . . . , t_{n−1}), u^0(t_1, . . . , t_{n−1}), p^0_k(t_1, . . . , t_{n−1})] ≡ 0

otnositel~no vseh parametrov t_r . Ved~ tol~ko takoe sootnoxenie pozvolØet sqitat~ znaqeniØ x^0_k, u^0, p^0_k iz (12.16) i (12.17) fflementami integral~noæ poverhnosti (12.21) uravneniØ (12.2), ravno kak i fflementami harakteristiqeskih polos (12.18). No krome ukazannogo funkcii iz (12.16) i (12.17) dolßny soglasovyvat~sØ drug s drugom v otnoxenii differencirovaniØ vdol~ kasatel~- nyh napravleniæ v poverhnosti ψ = 0, ili, qto to ße, v otnoxenii differencirovaniØ po parametram t_r, (r = 1, 2, . . . , n − 1). Deæstvitel~no, esli integral~naØ poverhnost~ (12.21) uravneniØ (12.2) suwestvuet, to narØdu s (12.18) i (12.21) dolßny imet~ mesto ravenstva u(s, t_1, . . . , t_{n−1}) = = u[x_1(s, t_1, . . . , t_{n−1}), . . . , x_n(s, t_1, . . . , t_{n−1})], (12.22)

176 G. I. PETRAXEN^ p_k(s, t_1, . . . , t_{n−1}) = ∂u[x_1, . . . , x_n] ∂x_k | | | |_{xr =xr (s,t1,... ,tn−1)}, (k = 1, 2, . . . , n). (12.23)

Vsledstvie fftogo differencirovanie po t_r pervogo ravenstva dolßno privodit~ k sootnoxeniØm ∂u ∂t_r = n∑ k=1 ∂u ∂x_k ∂x_k ∂t_r ≡ n∑ k=1 p_k ∂x_k ∂t_r , (r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.24)

v kotoryh pod x_k, u, p_k podrazumeva¸tsØ sootvetstvu¸wie funkcii iz (12.18). No, kak uße upominalos~, funkcii (12.18), ravno kak i vse ih qastnye proizvodnye pervogo porØdka, nepreryvny, v qastnosti po s. Pofftomu pri s → 0 iz sootnoxeniæ (12.24) poluqa¸tsØ ravenstva ∂u^0 ∂t_r = n∑ k=1 p^0_k ∂x^0_k ∂t_r , (r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.25)

kotorye kak raz i sleduet rassmatrivat~ kak neobhodimye usloviØ vnutrenneæ soglasovannosti funkciæ iz (12.16) i (12.17), zadavaemyh v toqkah poverhnosti ψ = 0.

I vot okazyvaetsØ, qto pereqislennye usloviØ soglasovannosti ne tol~ko neobhodimy, no i dostatoqny dlØ suwestvovaniØ integrala (12.21) uravneniØ (12.2), tak kak spravedlivo sledu- ¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 4. Esli pri vybrannyh funkciØh iz (12.16) i (12.17),

ispol~zuemyh v kaqestve pravyh qasteæ v naqal~nyh dannyh (12.7), sootnoxeniØ (12.8) i (12.24) vypolnØ¸tsØ toßdestvenno otnositel~no vseh parametrov t_1, t_2, . . . , t_{n−1}, esli funkcii iz (12.16) i (12.17) dostatoqno gladkie (naprimer, nepreryvny so vsemi qastnymi proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdka) i, nakonec, esli sistema ravenstv (12.19), rassmatrivaemaØ kak sistema funkcional~nyh uravneniæ otnositel~no parametrov s, t_1, . . . , t_{n−1}, odnoznaqno razrexima i privodit dlØ s i t_r k vyraßeniØm vida (12.20), to podstanovka znaqeniæ (12.20) v vyraßenie u = u(s, t_1, . . . , t_{n−1}) iz (12.18) opredelØet funkci¸ u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) iz (12.21), udovletvorØ¸wu¸ kak uravneni¸ (12.2), tak i dopolnitel~nym usloviØm u | |_{xk=x0k(t1,... ,tn−1)} = u^0(t_1, . . . , t_{n−1}), (12.26)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 177 ( ∂u ∂x_k ≡ p_k ) | | |_{xk=xk (t1,... ,tn−1)} = p^0k(t^1, . . . , t^{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n), (12.27) zadannym v toqkah (12.16) poverhnosti ψ(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0, opredelennoæ v prostranstve n peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n.

Sleduet otmetit~, qto v ukazannom prostranstve dopolnitel~nye usloviØ (12.26), (12.27) faktiqeski svodØtsØ k zadani¸ v toqkah poverhnosti ψ = 0 znaqeniæ tol~ko odnoæ iskomoæ funkcii u = u(x_1, x_2, . . . , x_n). Deæstvitel~no, podobnoe zadanie u nas osuwestvlØlos~ v parametriqeskoæ forme (12.26), (12.27), gde znaqenie funkcii u^0(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) moßno bylo vybirat~ praktiqeski po proizvolu. Qto ße kasaetsØ funkciæ p^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) iz (12.27), to posle vybora znaqeniæ u^0(t_1, . . . , t_{n−1}) iz (12.26) ih net nußdy (da i nel~zØ) kak-to zadavat~, tak kak oni opredelØ- ¸tsØ i, voobwe govorØ, odnoznaqno iz sistemy funkcional~nyh uravneniæ

~H(x^0_1, . . . , x^0_n, u^0, p^0_1, . . . , p^0_n) = 0, (12.28) ∂u^0 ∂t_r = n∑ k=1 p^0_k ∂x^0_k ∂t_r , (r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.29)

vyteka¸weæ iz (12.8) i (12.25), pri pomowi kotoryh proizvodilos~ soglasovanie funkciæ iz (12.16) i (12.17).

Takim obrazom, v obsußdaemoæ postanovke zadaqa dlØ uravneniØ (12.2) moßet byt~ sformulirovana sledu¸wim obrazom. V prostranstve peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n zadana dostatoqno gladkaØ poverhnost~ ψ(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0, raspoloßennaØ v nekotoroæ oblasti B. TrebuetsØ postroit~ v fftoæ oblasti rexenie

u = u(x_1, x_2, . . . , x_n) uravneniØ (12.2) pri dopolnitel~nom uslo-

vii, qto v toqkah poverhnosti ψ = 0 ffto rexenie sovpadaet s zadannoæ dostatoqno gladkoæ funkcieæ ~u^0(x_1, x_2, . . . , x_n).

Esli poverhnost~ ψ = 0 zadavat~ v vide (12.16), a znaqenie iskomoæ funkcii v ee toqkah zadavat~ (pervym) ravenstvom u^0 =

u^0(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) iz (12.17), priqem funkcii x^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) i u^0(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) vybirat~ nepreryvnymi so vsemi ih pervymi

i vtorymi qastnymi proizvodnymi, to pri ukazannoæ v p. 1 gladkosti funkcii ~H iz (12.2) sformulirovannaØ zadaqa imeet, voobwe govorØ, rexenie i pritom edinstvennoe. Zametim, qto dlØ spravedlivosti takogo utverßdeniØ moßno zametno oslabit~ predpoloßeniØ o svoæstvah gladkosti funkciæ x^0_k, u^0 i ~H.

178 G. I. PETRAXEN^

Odnako, na fftom net neobhodimosti zdes~ zaderßivat~sØ. Edinstvennost~ rexeniØ vytekaet iz edinstvennosti rexeniØ zadaqi Koxi dlØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4) pri uqete rezul~- tatov p. 2, ustanavliva¸wih vzaimootnoxenie meßdu sistemoæ (12.3), (12.4) i uravneniem (12.2).

5. V izloßennom processe postroeniØ rexeniØ (12.21) uravneniØ (12.2) na osnove rexeniØ (12.18) zadaqi Koxi dlØ sistemy (12.3), (12.4) v sluqae soglasovannyh nadleßawim obrazom naqal~nyh dannyh (12.7), (12.16) i (12.17) ves~ma vaßnu¸ rol~ igralo dopuwenie, qto sistema funkcional~nyh uravneniæ (12.19) moßet byt~ odnoznaqno razrexena otnositel~no parametrov s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}. Poslednee ße, kak izvestno, imeet mesto, esli otliqen ot nulØ funkcional~nyæ opredelitel~

Δ = ∂(x_1, x_2, . . . , x_n) ∂(s, t_1, . . . , t_{n−1}) ≡

| | | | | | | | | | | dx_1 ds , dx_2 ds , . . . , dx_n ds ∂x_1 ∂t_1 , ∂x_2 ∂t_1 , . . . , ∂x_n ∂t_1 . . . . ... . . ∂x_1 ∂t_{n−1} , ∂x_2 ∂t_{n−1} , . . . , ∂x_n ∂t_{n−1}

| | | | | | | | | | | ≡

≡

| | | | | | | | | | |

~H_{p1} , ~H_{p2} , . . . , ~H_{pn} ∂x_1 ∂t_1 , ∂x_2 ∂t_1 , . . . , ∂x_n ∂t_1 . . . . ... . . ∂x_1 ∂t_{n−1} , ∂x_2 ∂t_{n−1} , . . . , ∂x_n ∂t_{n−1}

| | | | | | | | | | | ≠ 0, (12.30)

pri poluqenii vyraßeniØ iz pravoæ qasti (12.30) kotorogo my vospol~zovalis~ uravneniØmi (12.3).

V ramkah predpoloßeniæ o svoæstvah gladkosti funkciæ

x^0_k(t_1, . . . , t_{n−1}) i u^0(t_1, . . . , t_{n−1}) iz (12.16) i (12.17), sformuli-

rovannyh v samom konce p. 4, Øsno, qto pri podstanovke v vyraßenie Δ iz (12.30) znaqeniæ funkciæ x_k, u, p_k iz (12.18) poluqaetsØ funkciØ Δ(s, t_1, . . . , t_{n−1}) nepreryvnaØ po vsem parametram

s, t_1, . . . , t_{n−1}. Pofftomu neravenstvo (12.30) vypolnØetsØ v nekoto-

rom promeßutke 0 < s < s_0, esli okazyvaetsØ Δ ≡ Δ | |_{s=0} ≠ 0. Ta-

kim obrazom, vopros o razreximosti sistemy uravneniæ (12.19) otnositel~no s i t_r svoditsØ k nahoßdeni¸ veliqiny Δ_0 opredelitelØ iz (12.30) pri podstanovke v ego vyraßenie vmesto x_k,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 179 u i p_k “naqal~nyh” funkciæ (12.16) i (12.17). Esli ffti funkcii takovy, qto Δ_0 ≠ 0, to rexenie zadaqi iz konca p. 4 suwestvuet i edinstvenno. Esli ße okazyvaetsØ Δ = 0, to rexenie zadaqi ili ne suwestvuet, ili ße ne obladaet edinstvennost~¸. Takoæ sluqaæ zadaniØ funkciæ (12.16) i (12.17), nazyvaemyæ osobym, my ne budem zdes~ obsußdat~.

6. V p. 3 my ispol~zovali sistemu obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (12.3), (12.4) s cel~¸ postroeniØ rexeniæ uravneniØ (12.2) v qastnyh proizvodnyh. No, kak okazyvaetsØ, rodstvo meßdu uravneniØmi (12.2) i (12.3), (12.4) nastol~ko gluboko, qto vo mnogih sluqaØh ono pozvolØet takße stroit~ rexeniØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4), esli izvesten nekotoryæ klass rexeniæ uravneniØ (12.2) v qastnyh proizvodnyh. Pri fftom, pravda, neobhodimo, qtoby iskomaØ funkciØ u ne vhodila v levu¸ qast~ ravenstva (12.2).

Qto ße kasaetsØ upomØnutogo klassa rexeniæ, to pod nim podrazumevaetsØ tak nazyvaemyæ polnyæ integral uravneniØ (12.2), opredelØemyæ sledu¸wim obrazom. Polnym integralom uravneniØ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka vida (12.2) nazyvaetsØ takoe rexenie

u = u(x_1, x_2, . . . , x_n, a_1, a_2, . . . , a_n), (12.31)

soderßawee n nezavisimyh proizvol~nyh postoØnnyh a_k, qto iskl¸qenie postoØnnyh a_k iz (12.31), a takße iz n uravneniæ p_k ≡ ∂u ∂x_k ≡ u_k(x_1, x_2, . . . , x_n, a_1, a_2, . . . , a_n), (k = 1, 2, . . . , n) privodit k svØzi meßdu x_k i p_k, v toqnosti sovpada¸weæ s uravneniem (12.2).

I vot okazyvaetsØ, qto znanie polnogo integrala (12.31) uravneniØ (12.2) (ne soderßawego funkcii u Øvno) pozvolØet legko stroit~ rexenie zadaqi Koxi dlØ sistemy uravneniæ (12.3), (12.4) pri proizvol~nyh pravyh qastØh v naqal~nyh dannyh (12.7). �tot rezul~tat, sostavlØ¸wiæ soderßanie metoda ˚kobi, zdes~ nam ne ponadobitsØ.

7. V zadaqah na rasprostranenie volnovyh frontov osnovnoæ interes predstavlØ¸t uravneniØ v qastnyh proizvodnyh pervo-

180 G. I. PETRAXEN^ go porØdka vida (12.1), t.e. ∂Θ ∂t + H(x_1, x_2, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n) = 0,

gde p_k = ∂Θ/∂x_k, (k = 1, 2, . . . , n), ne soderßawee Øvno iskomoæ funkcii Θ i takie, qto H(x_1, . . . , x_n, p_1, . . . , p_n) ≡ H(x_k, p_k) okazyva¸tsØ poloßitel~no opredelennymi odnorodnymi pervoæ stepeni funkciØmi ot peremennyh p_1, p_2, . . . , p_n i, sledovatel~no, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm H(x_1, . . . , x_n, λp_1, λp_2, . . . , λp_n) = λH(x_1, . . . , p_1, p_2, . . . , p_n), H(x_k, p_k) = n∑ r=1 p_rH_{pr} (x_k, p_k), (12.32) H(x_1, . . . , x_n, ~p_1, . . . , ~p_n) > 0, gde λ – proizvol~nyæ parametr, a ~p_k – l¸bye vewestvennye qisla. Pri fftom rasprostranenie volnovyh frontov v obsußdaemyh zadaqah vsegda opredelØetsØ sootnoxeniØmi vida

Θ(t, x_1, x_2, . . . , x_n) = const, (12.33)

sootvetstvu¸wimi dvißeni¸ vo vremini t poverhnosti, rassmatrivaemoæ v prostranstve peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n.

Takim obrazom, nam neobhodimo obsudit~ vopros o postroenii rexeniæ uravneniæ vida (12.1), podqinennyh sootnoxeni¸ (12.33), a takße nekotorym dopolnitel~nym usloviØm, vyteka¸- wim iz fiziqeskoæ suwnosti interesu¸wih nas zadaq. Pri fftom pod parametrom t my vezde dalee budem podrazumevat~ vremØ.

Preßde qem sformulirovat~ sootvetstvu¸wie zadaqi, zametim, qto iz uravneniØ (12.1) i usloviØ H(x_k, p_k) > 0 sleduet neravenstvo ∂Θ/∂t ≠ 0, pokazyva¸wee, qto sootnoxenie (12.33) vsegda moßet byt~ razrexeno otnositel~no t i perepisano, naprimer, v vide

Θ ≡ τ (x_1, x_2, . . . , x_n) − t = 0. (12.34)

�to obstoØtel~stvo svodit problemu k otyskani¸ funkcii

τ (x_1, x_2, . . . , x_n), dlØ kotoroæ iz (12.1) poluqaetsØ uravnenie

H(x_1, x_2, . . . , x_n, p_1, p_2, . . . , p_n) = 1, (12.35)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 181 gde oboznaqeno

p_k = ∂τ ∂x_k , (k = 1, 2, . . . , n). (12.36)

PolagaØ v (12.34) t = 0, poluqaem

τ (x_1, x_2, . . . , x_n) = 0, (12.37)

qto opredelØet v prostranstve peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n nekotoru¸ poverhnost~, otveqa¸wu¸ poloßeni¸ volnovogo fronta v naqal~nyæ moment vremeni.

Itak, odnoæ iz osnovnyh zadaq na rasprostranenie volnovyh frontov (12.34) ØvlØetsØ otyskanie rexeniØ τ (x_1, x_2, . . . , x_n) uravneniØ (12.35) pri uslovii, qto uravnenie (12.37) opredelØet zadannu¸ poverhnost~.

8. PredpolagaØ, qto zadanie ishodnogo poloßeniØ poverhnosti volnovogo fronta proizvoditsØ v parametriqeskoæ forme (12.16), rassmotrim rexenie postavlennoæ zadaqi metodom harakteristik iz p. 4.

HarakteristiqeskaØ sistema (12.3), (12.4) obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ, otveqa¸wih uravneni¸ (12.35), imeet vid dx_k ds = H_{pk} (x_r , p_r), dp_k ds = −H_{xk} (x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n), (12.38) dτ ds = n∑ k=1 p_kH_{pk} (x_r, p_r). (12.39)

Naqal~nye dannye dlØ rexeniØ takoæ sistemy s cel~¸ nahoßdeniØ harakteristiqeskih polos uravneniØ (12.35) svodØtsØ teper~ preßde vsego k sootnoxeniØm (12.16), t.e. k funkcional~- nym zavisimostØm ot nezavisimyh parametrov t_r vseh koordinat

x^0_k = x^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n) (12.40)

toqek poverhnosti, na kotoroæ v sootvetstvii s (12.37) zadaetsØ znaqenie τ = τ^0 = 0 iskomoæ funkcii. Pri fftom ukazannu¸ poverhnost~ sleduet sqitat~ dostatoqno gladkoæ i “nevyroßdennoæ”, t.e. ØvlØ¸weæsØ mnogoobraziem n − 1 izmereniØ v prostranstve n izmereniæ.

182 G. I. PETRAXEN^

Zametim, qto poslednee uslovie ravnosil~no trebovani¸ lineænoæ nezavisimosti vseh n − 1 koordinatnyh vektorov ⃗ρ_r = n∑ k=1 ∂x^0_k ∂t_r ⃗i_k, (r = 1, 2, . . . , n − 1), otveqa¸wih fflementam poverhnosti, t.e. trebovani¸, qtoby vektornoe uravnenie ∑_{n−1} r=1 c_r ⃗ρ_r = 0, ili ffkvivalentnaØ emu sistema

skalØrnyh uravneniæ n−1∑ r=1 c_r ∂x^0_k ∂t_r = 0, (k = 1, 2, . . . , n) imeli lix~ trivial~noe rexenie c_r = 0. Poslednee ße realizuetsØ togda i tol~ko togda, kogda otliqen ot nulØ po kraæneæ mere odin iz glavnyh minorov (porØdka n − 1) prØmougol~noæ matricy ‖∂x^0_k/∂t_r‖, ime¸weæ n stolbcov (k = 1, 2, . . . , n) i n − 1 stroku (r = 1, 2, . . . , n−1). Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto takim otliqnym ot nulØ okazyvaetsØ minor | | | ∂x^0_k ∂t_r | | | ≠ 0, (k, r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.41) ravnyæ opredelitel¸ kvadratnoæ matricy ‖∂x^0_k/∂t_r ‖, (k, r = 1, 2, . . . , n − 1). Qto ße kasaetsØ vtoroæ gruppy naqal~nyh dannyh dlØ sistemy uravneniæ (12.38), to ona svoditsØ k usloviØm soglasovaniØ

H(x^0_1, . . . , x^0_n, p^0_1, p^0_2, . . . , p^0_n) = 1, (12.42) n∑ k=1 p^0_k ∂x^0_k ∂t_r = 0, (r = 1, 2, . . . , n − 1), (12.43)

vyteka¸wim iz (12.28), (12.29) v sootvetstvii s predpoloßeniem, qto τ^0 = 0 v toqkah (12.40) ukazannoæ poverhnosti.

I vot ves~ma suwestvennym dlØ vsego posledu¸wego okazyvaetsØ to obstoØtel~stvo, qto takie usloviØ vsegda odnoznaqno razreximy otnositel~no veliqin p^0_k i opredelØ¸t funkcii

τ^0 = 0, p^0_k = p^0_k(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n) (12.44)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 183 vida (12.17), podstanovka kotoryh (sovmestno s funkciØmi iz (12.40)) vmesto argumentov p_k i x_k v vyraßeniØ H_{pr} (x_k, p_k) privodit k otliqnomu ot nulØ opredelitel¸

Δ_0 ≡

| | | | | | | | | | |

H_{p1}, H_{p2} , . . . , H_{pn} ∂x^0_1 ∂t_1 , ∂x^0_2 ∂t_1 , . . . , ∂x^0_n ∂t_1 . . . . ... . . ∂x^0_1 ∂t_{n−1} , ∂x^0_2 ∂t_{n−1} , . . . , ∂x^0_n ∂t_{n−1}

| | | | | | | | | | | ≠ 0 (12.45)

tipa opredelitelØ iz (12.30).

Deæstvitel~no, vsledstvie (12.41) iz sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ (12.43), t.e. iz sistemy n−1∑ k=1 ∂x^0_k ∂t_r p^0_k = −p^0_n ∂x^0_n ∂t_r , (r = 1, 2, . . . , n − 1), odnoznaqno poluqa¸tsØ vyraßeniØ

p^0_k = π_k(t_1, . . . , t_{n−1})p^0_n, (k = 1, 2, . . . , n − 1),

soderßawie lix~ neizvestnyæ mnoßitel~ p^0_n. Podstanovka ße takih vyraßeniæ v uravnenie (12.42) pri uqete pervogo iz sootnoxeniæ (12.32) daet ravenstvo

p^0_n · H(x^0_1, . . . , x^0_n, π^0_1, π^0_2, . . . , π^0_{n−1}, 1) = 1,

v kotorom H(x^0_1, . . . , x^0_n, π^0_1, . . . , π^0_{n−1}, 1) > 0 v silu tret~ego sootnoxeniØ iz (12.32). Iz takogo ravenstva veliqina p^0_n =

p^0_n(t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) opredelØetsØ odnoznaqno, qto i dokazyvaet

pervu¸ qast~ vyskazannogo utverßdeniØ. DlØ dokazatel~stva ße vtoroæ qasti utverßdeniØ sleduet vospol~zovat~sØ vtorym sootnoxeniem iz (12.32) i perepisat~ uravneniØ (12.42), (12.43) v vide n∑ k=1 H_{pk} p^0_k = 1, n∑ k=1 ∂x^0_k ∂t_r p^0_k = 0, (r = 1, 2, . . . , n − 1). (12.46)

Opredelitel~ takoæ algebraiqeskoæ sistemy sovpadaet s vyraßeniem Δ_0 iz (12.45), priqem ffta sistema neodnorodna i, po dokazannomu vyxe, imeet odnoznaqnoe rexenie (12.44). No ffto vozmoßno tol~ko v tom sluqae, kogda Δ_0 ≠ 0.

184 G. I. PETRAXEN^

9. PrisoedinØØ k sisteme differencial~nyh uravneniæ (12.38), (12.39) naqal~nye dannye vida (12.7), t.e. x_k | |_{s=0} = x^0_k, p_k | |_{s=0} = p^0_k, τ | |_{s=0} = τ^0 ≡ 0, (12.47)

pod pravymi qastØmi kotoryh podrazumeva¸tsØ funkcii iz (12.40) i (12.44), my poluqaem vozmoßnost~ postroeniØ odnoznaqnogo rexeniØ upomØnutoæ sistemy. Pri fftom vsledstvie togo obstoØtel~stva, qto pravye qasti uravneniæ (12.38), (12.39) ne soderßat τ , uravneniØ (12.38), t.e. uravneniØ dlØ x_k i p_k, sleduet rassmatrivat~ nezavisimo ot uravneniØ (12.39) dlØ funkcii τ .

V rezul~tate rexeniØ uravneniæ (12.38) pri naqal~nyh dannyh dlØ x_k i p_k iz (12.47), (12.40) i (12.44) odnoznaqno opredelØ¸tsØ funkcii

x_k = x_k(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (k = 1, 2, . . . , n), (12.48)

p_k = p_k(s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}). (12.49)

Pri fftom vsledstvie neravenstva (12.45) i soobraßeniæ, izloßennyh v p. 5, moßno utverßdat~, qto n funkcional~nyh sootnoxeniæ (12.48) (rassmatrivaemyh kak uravneniØ otnositel~no parametrov (s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1})) odnoznaqno razreximy i privodØt k vyraßeniØm parametrov s, t_1, . . . , t_{n−1} v vide funkciæ

s = s(x_1, x_2, . . . , x_n), t_r = t_r(x_1, x_2, . . . , x_n), (r = 1, 2, . . . , n − 1)

(12.50) ot koordinat x_k. Pri fftom otobraßenie toqek (x_1, x_2, . . . , x_n) ⇆

(s, t_1, . . . , t_{n−1}), osuwestvlØemoe funkciØmi (12.48) i (12.50), oka-

zyvaetsØ odno-odnoznaqnym i takim, qto proizvol~no vybiraemym toqkam (x_1, x_2, . . . , x_n) okrestnosti poverhnosti (12.40), raspoloßennym vne fftoæ poverhnosti, sootvetstvu¸t znaqeniØ s > 0. Qto kasaetsØ uravneniØ (12.39), pravaØ qast~ kotorogo vsegda poloßitel~na vsledstvie vtorogo i tret~ego sootnoxeniæ iz (12.32), to posle podstanovki znaqeniæ funkciæ x_k i p_k iz (12.48) i (12.49) ono stanovitsØ obyknovennym differencial~nym uravneniem dlØ funkcii τ (s), soderßawim parametry t_1, t_2, . . . , t_{n−1}. Integrirovanie takogo uravneniØ pri naqal~nom uslovii dlØ τ iz (12.47) privodit k funkcii

τ = ~τ (s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}), (12.51)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 185 udovletvorØ¸weæ pri s > 0 neravenstvu

~τ (s, t_1, t_2, . . . , t_{n−1}) > 0. (12.52)

Podstanovka ße v pravu¸ qast~ vyraßeniØ (12.51) znaqeniæ s i

t_r iz (12.50) kak raz i daet (kak ffto utverßdalos~ v p. 4) rexenie

τ = ~τ [s(x_1, . . . , x_n), t_1(x_1, . . . , x_n), . . . ] = τ (x_1, x_2, . . . , x_n) (12.53)

zadaqi dlØ uravneniØ (12.35), postavlennoæ v konce p. 7. Ne zaderßivaØs~ na dokazatel~stve fakta udovletvoreniØ funkcieæ

τ (x_1, x_2, . . . , x_n) iz (12.53) uravneni¸ (12.35), my lix~ dokaßem,

qto ffta funkciØ deæstvitel~no udovletvorØet dopolnitel~nomu uslovi¸ zadaqi iz p. 7.

V sootvetstvii s koncom p. 7, a takße s sootnoxeniØmi (12.40) nam nadleßit pokazat~, qto uravnenie

τ (x_1, x_2, . . . , x_n) = 0 (12.54)

s funkcieæ τ iz (12.53) opredelØet imenno tu poverhnost~, toqki kotoroæ zadavalis~ v parametriqeskoæ forme (12.40).

Iz postroeniØ (12.51), (12.53) funkcii τ sleduet, qto uravnenie (12.54) imeet smysl pri l¸byh znaqeniØh toqek (x_k), raspoloßennyh kak na poverhnosti (12.40), tak i v takoæ ee okrestnosti, gde ewe sohranØetsØ odnoznaqnost~ otobraßeniØ (12.48), (12.50). No v ukazannoæ oblasti znaqeniæ (x_k) toqkam, ne raspoloßennym na poverhnosti (12.40), sootvetstvu¸t znaqeniØ s > 0, pri kotoryh spravedlivo (12.52) i, sledovatel~- no, τ (x_1, x_2, . . . , x_n) > 0. Takim obrazom, uravnenie (12.54) moßet opredelØt~ lix~ toqki poverhnosti (12.40). Tot ße fakt, qto v l¸boæ toqke iz (12.40) uravnenie (12.54) deæstvitel~no udovletvorØetsØ, vytekaet iz (12.53) (gde s(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0 pri

(x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ (12.40)), a takße iz naqal~nogo usloviØ τ = 0

pri s = 0 iz (12.47) dlØ funkcii τ iz (12.52).

10. Obsudim teper~ sluqaæ “toqeqnogo istoqnika”, v kotorom rexenie uravneniØ (12.35) iwetsØ pri tom dopolnitel~nom uslovii, qto uravnenie (12.37) opredelØet lix~ odnu fiksirovannu¸ toqku (~x_k). Takoæ sluqaæ estestvenno rassmatrivat~ kak predel~nyæ pri ε → 0 pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto znaqenie τ = τ^0 = 0 zadaetsØ na gipersfere radiusa ε > 0 s centrom v toqke (~x_k). V sootvetstvie s fftim vmesto (12.40) teper~

186 G. I. PETRAXEN^ nußno vzØt~ vyraßeniØ

x^0_k = ~x_k + εt_k, (k = 1, 2, . . . , n − 1), (12.55)

x^0_n = ~x_n + ε [ 1 − n−1∑ k=1 t^2_k ]_{1/2} , (12.56)

gde t_k – proizvol~nye ne zavisimye drug ot druga qisla, udovletvorØ¸wie neravenstvu n−1∑ k=1 t^2_k ⩽ 1. (12.57)

Uqet usloviæ soglasovaniØ (12.42), (12.43) privodit, kak netrudno ubedit~sØ, naprimer, k sootnoxeniØm

p^0_k = hα_k, (k = 1, 2, . . . , n), (12.58)

v kotoryh predpolagaetsØ, qto

α_k = t_k, (k = 1, 2, . . . , n − 1); α_n = [ 1 − n−1∑ k=1 α^2_k ]_{1/2} , (12.59)

hH(x^0_1, . . . , x^0_n, α_1, α_2, . . . , α_n) = 1, (12.60)

sohranØ¸wim smysl i pri ε = 0. (Pri ε = 0 lix~ neobhodimo v formule (12.60) zamenit~ x^0_k na ~x_k iz (12.55)). Takim obrazom, usloviØ soglasovaniØ (12.42), (12.43), dopuska¸wie perezapis~ v forme (12.46), odnoznaqno privodØt k opredelennym znaqeniØm (12.58), (12.59), (12.60) dlØ p^0_k, spravedlivym pri l¸byh znaqeniØh ε ⩾ 0. Vsledstvie fftogo moßno utverßdat~, qto opredelitel~ (12.45) otliqen ot nulØ pri ε ⩾ 0 i, sledovatel~no, vse postroeniØ iz p. 9 bukval~no realizu¸tsØ i v obsußdaemom sluqae. Pri fftom vsledstvie nepreryvnoæ zavisimosti rexeniæ zadaqi Koxi dlØ sistemy uravneniæ (12.38) ot parametrov, nepreryvno vhodØwih v naqal~nye dannye (12.47), (12.55), (12.58), net neobhodimosti stroit~ rexenie sistemy (12.38) pri ukazannyh naqal~nyh usloviØh, otveqa¸wih sluqa¸ ε > 0, s tem, qtoby potom perehodit~ k predelu ε → 0. Dostatoqno srazu ße poloßit~ ε = 0 i rexat~ sistemu (12.38) pri naqal~nyh usloviØh x_k | |_{s=0} = ~x_k = const, p_k | |_{s=0} = hα_k, τ | |_{s=0} = τ^0 = 0, (12.61)

v kotoryh α_k i h ime¸t znaqeniØ iz (12.59), (12.60) pri uslovii, qto koordinaty x^0_k zameneny tam na koordinaty ~x_k iz (12.61).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 187

11. V zakl¸qenie polezno sdelat~ nebol~xoe zameqanie po povodu uravneniØ vida (12.2)

~H(x_1, . . . , x_n, p_1, . . . , p_n) = 0, (12.62)

gde p_k = ∂u/∂x_k, (k = 1, 2, . . . , n), ne soderßawego Øvno iskomoæ funkcii u.

Pravye qasti harakteristiqeskoæ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (12.3), (12.4) ne soderßat v fftom sluqae peremennoæ u, qto pozvolØet osnovnu¸ gruppu 2n uravneniæ dx_k ds = ~H_{pk} (x_r, p_r), dp_k ds = − ~H_{xk} (x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n) (12.63)

rassmatrivat~ nezavisimo ot poslednego uravneniØ iz (12.4).

Po vnexnemu vidu uravneniØ (12.63) v toqnosti sovpada¸t s upavneniØmi Gamil~tona (11.35), esli tol~ko otoßdestvit~ nax teperexniæ parametr s s peremennoæ x iz (11.35). Pofftomu voznikaet estestvennaØ mysl~ o vozmoßnosti perehoda ot uravneniæ (12.63) k sootvetstvu¸wim uravneniØm �ælera, otveqa¸wim variacionnoæ zadaqe dlØ funkcionala vida (11.1).

ObrawaØ hod rassußdeniæ iz p. 8 §11, ispol~zuem pervye n uravneniæ dx_k ds ≡ ẋ_k = ~H_{pk} (x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n) (12.64)

iz (12.63) i budem ih rassmatrivat~ kak funkcional~nye uravneniØ dlØ n veliqin p_k. Esli otliqen ot nulØ funkcional~nyæ opredelitel~ ∂( ~H_{p1} , ~H_{p2}, . . . , ~H_{pn} ) ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) = ∂(ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) ≠ 0, (12.65)

to sistema (12.64) odnoznaqno privodit k funkciØm

p_k = p_k(x_r, ẋ_r), (k = 1, 2, . . . , n), (12.66)

pri pomowi kotoryh opredelØetsØ funkciØ Lagranßa

L(x_k, ẋ_k) = n∑ r=1 p_rẋ_r − ~H(x_k, p_k), (12.67)

188 G. I. PETRAXEN^ gde sqitaetsØ p_r = p_r(x_k, ẋ_k).

Po pravilam differencirovaniØ sloßnyh funkciæ na osnovanii (12.67), (12.66) i (12.63) legko nahodim ∂L ∂x_k = n∑ r=1 ẋ_r ∂p_r ∂x_k − ∂ ~H ∂x_k − n∑ r=1 ∂ ~H ∂p_r ∂p_r ∂x_k = − ∂ ~H ∂x_k ≡ − ~H_{xk} , ∂L ∂ẋ_k = p_k + n∑ r=1 ẋ_r ∂p_r ∂ẋ_k − n∑ r=1 ∂ ~H ∂p_r ∂p_r ∂ẋ_k = p_k. Pofftomu v silu (12.63) imeem dp_k ds + ~H_{xk} ≡ d ds ∂L ∂ẋ_k − ∂L ∂x_k = 0, (k = 1, 2, . . . , n), (12.68)

qto kak raz i predstavlØet soboæ sistemu differencial~- nyh uravneniæ vtorogo porØdka �ælera, toßdestvennu¸ sisteme uravneniæ (11.19). Samo soboæ razumeetsØ, qto sisteme uravneniæ (12.68) sootvetstvuet variacionnaØ zadaqa dlØ funkcionala tipa (11.1) s funkcieæ Lagranßa iz (12.67).

§13. DopolneniØ i primery (sluqai odnorodnyh pervoæ stepeni funkciæ Lagranßa L(xk, ẋk) ili Gamil~tona H(xk, pk)) 1. Odin iz rezul~tatov §11 sostoØl v sledu¸wem: otpravlØØs~ ot variacionnyh zadaq dlØ funkcionala (11.1), my prixli k uravneni¸ �ælera (11.19) dlØ ego ffkstremaleæ. VvodØ novye funkcii p_k po formulam

p_k = ∂L(x, x_r, ẋ_r) ∂ẋ_k , (k = 1, 2, . . . , n) (13.1)

i rassmatrivaØ sootnoxeniØ (13.1) kak sistemu funkcional~nyh uravneniæ otnositel~no ẋ_k, my predpolagali, qto takaØ sistema odnoznaqno razrexima i qto ona privodit k vyraßeniØm ẋ_k = ẋ_k(x, x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n). Togda moßno bylo vvesti v rassmotrenie funkci¸ Gamil~tona H(x, x_r, p_r) = n∑ k=1 p_kẋ_k − L(x, x_r, ẋ_r), (13.2)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 189 gde polagaetsØ ẋ_k = ẋ_k(x, x_r, p_r) i pereæti ot sistemy n differencial~nyh uravneniæ (11.19) vtorogo porØdka k sisteme 2n differencial~nyh uravneniæ Gamil~tona (11.35) pervogo porØdka. Nakonec, ot sistemy (11.35) moßno bylo pereæti k uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi (11.60) v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka, ffkvivalentnomu v izvestnom smysle uravneniØm Gamil~tona. Takim obrazom v §11 obsußdalsØ, v qastnosti, perehod ot variacionnoæ zadaqi dlØ funkcionala (11.1) k ffkvivalentnomu fftoæ zadaqe uravneni¸ (11.60) v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka. Pri fftom promeßutoqnymi fftapami takogo perehoda okazyvalis~ uravneniØ �ælera (11.19) i uravneniØ Gamil~tona (11.35).

2. Qto ße kasaetsØ §12, to osnovnoæ obsußdavxiæsØ tam vopros svodilsØ k rexeni¸ metodom harakteristik nekotoryh estestvennyh zadaq dlØ uravneniØ (12.2) v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka. Obwie ße rezul~taty, sformulirovannye po otnoxeni¸ k uravneni¸ (12.2), primenØlis~ k postroeni¸ rexeniæ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi (12.1).

V sluqae funkciæ H(x_k, p_k) iz (12.1), ne soderßawih Øvno iskomoæ funkcii Θ i ØvlØ¸wihsØ odnorodnymi pervoæ stepeni funkciØmi ot peremennyh p_1, p_2, . . . , p_n, rexeniØ zadaq moßno bylo iskat~ v forme (12.34) qto svodilo obsußdavxiesØ voprosy k zadaqe iz p. 7 §12 dlØ uravneniØ (12.35), t.e. uravneniØ H(x_1, . . . , x_n, p_1, . . . , p_n) = 1, ( p_k = ∂τ ∂x_k ) , (13.3)

ne soderßawego Øvno iskomoæ funkcii. Pri fftom osnovnaØ gruppa uravneniæ iz harakteristiqeskoæ sistemy (12.38), (12.39) imela vid dx_k ds = H_{pk} (x_r, p_r), dp_k ds = −H_{xk} (x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n) (13.4)

sistemy uravneniæ Gamil~tona. Primenitel~no k takomu sluqa¸ v p. 11 §12 ukazyvalos~, qto esli pri pomowi pervyh n uravneniæ

ẋ_k = H_{mk} (x_r, p_r), (k = 1, 2, . . . , n) (13.5)

iz (12.63), rassmatrivaemyh kak funkcional~nye uravneniØ otnositel~no veliqin p_k, udaetsØ odnoznaqno vyrazit~ vse p_k v

190 G. I. PETRAXEN^ vide funkciæ p_k = p_k(x_r, ẋ_r), (k = 1, 2, . . . , n), to moßno opredelit~ funkci¸ Lagranßa

L(x_r, ẋ_r) = n∑ k=1 p_kẋ_k − H(x_r, p_r), (13.6)

gde polagaetsØ p_k = p_k(x_r, ẋ_r), i soverxit~ perehod ot sistemy uravneniæ Gamil~tona (13.4) k sisteme uravneniæ �ælera vida (12.68), otveqa¸weæ variacionnoæ zadaqe dlØ funkcionala (11.1) s funkcieæ Lagranßa iz (13.6). Podobnyæ rezul~tat moßno sqitat~ obratnym rezul~tatu iz §11, izloßennomu v p. 1. Pravda, dlØ bukval~nogo sopostavleniØ takih rezul~tatov nußno iskl¸qit~ v p. 1 parametr x = s iz qisla argumentov, ot kotoryh funkciØ Lagranßa iz (13.1) zavisit Øvno. �to privodit k neobhodimosti vyqerknut~ parametr x iz formul (13.1) i (13.2), qto i predpolagaetsØ v posledu¸wem.

3. V obsußdaemyh perehodah ot variacionnoæ zadaqi k uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka ili, v obratnom porØdke, – ot uravneniØ k variacionnoæ zadaqe rexa¸wee znaqenie imela vozmoßnost~ zameny sistemy uravneniæ �ælera (Gamil~tona) ffkvivalentnoæ sistemoæ uravneniæ Gamil~tona (�ælera), svØzannaØ s suwestvovaniem kanoniqeskih peremennyh, t.e. s odnoznaqnoæ razreximost~¸ sistemy uravneniæ (13.1). Neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie takoæ razreximosti imeet vid neravenstva (11.27), levaØ qast~ kotorogo (iz-za predpoloßennyh svoæstv gladkosti funkcii L(x_k, ẋ_k)) ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ svoih argumentov. No tak kak funkcional~nye opredeliteli ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) ∂(ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) , ∂(ẋ_1, ẋ_2, . . . , ẋ_n) ∂(p_1, p_2, . . . , p_n) (13.7)

iz (11.27) i (12.65) ime¸t vzaimno obratnye znaqeniØ, to ffto ße uslovie okazyvaetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ odnoznaqnoæ razreximosti otnositel~no vseh p_k sistemy funkcional~- nyh uravneniæ (13.5), obespeqiva¸weæ vozmoßnost~ (obratnogo) perehoda ot uravneniæ Gamil~tona k uravneniØm �ælera.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 191 Itak, prØmoæ i obratnyæ obsußdaemye perehody vozmoßny ili nevozmoßny odnovremenno. Pri fftom vozmoßnost~ ih svØzana s suwestvovaniem kanoniqeskih peremennyh, t.e. s odnoznaqnoæ razreximost~¸ otnositel~no ẋ_k (otnositel~no p_k), (k =

1, 2, . . . , n) sistem funkcional~nyh uravneniæ (13.1) (uravneniæ

(13.5)). Sleduet otmetit~, qto podobnaØ (odnoznaqnaØ) razreximost~ moßet imet~ mesto i togda, kogda odin iz opredeliteleæ (13.7) obrawaetsØ v nul~ v nekotoryh diskretnyh toqkah peremennyh ẋ_k ili p_k. Imenno tak obstoit delo v zadaqah, v kotoryh funkciØ Lagranßa L(x_k, ẋ_k) ili funkciØ Gamil~tona H(x_k, p_k) okazyva¸tsØ regulØrnoæ funkcieæ ot svoih argumentov.

4. V priloßeniØh ves~ma qasto vstreqa¸tsØ zadaqi so znakopostoØnnymi funkciØmi Lagranßa L(x_k, ẋ_k) ili Gamil~tona

H(x_k, p_k), i pritom takimi, qto L(x_k, ẋ_k) (qto H(x_k, p_k)) ØvlØ-

etsØ odnorodnoæ pervoæ stepeni funkcieæ ot peremennyh ẋ_k (ot peremennyh p_k) pri k = 1, 2, . . . , n. Napomnim, qto funkciØ

f(y_1, y_2, . . . , y_n) nazyvaetsØ odnorodnoæ stepeni p ⩾ 0 funkcieæ,

esli pri l¸bom znaqenii parametra λ vypolnØetsØ ravenstvo

f(λy_1 , λy_2, . . . , λy_n) = λ^pf(y_1, y_2, . . . , y_n). (13.8)

Differencirovanie takogo ravenstva po λ s posledu¸wim priravnivaniem λ = 1 privodit k formule �ælera p · f(y_1, y_2, . . . , y_n) = n∑ k=1 y_kf_{yk} (y_1, y_2, . . . , y_n), (13.9)

gde f_{yk} = ∂f/∂y_k , kotoroæ udobno pol~zovat~sØ vo mnogih priloßeniØh.

Tak vot, esli, naprimer, funkciØ Lagranßa L(x_k, ẋ_k) okazyvaetsØ odnorodnoæ pervoæ stepeni funkcieæ ot ẋ_k, to vypolnØetsØ ravenstvo

L(x_k, ẋ_k) = n∑ r=1 ẋ_rL_{ẋr} (x_k, ẋ_k) (13.10)

tipa (13.9), differencirovanie kotorogo po ẋ_k privodit k oqevidnym sootnoxeniØm n∑ r=1 L_{ẋrẋk}ẋ_r ≡ 0, (k = 1, 2, . . . , n). (13.11)

192 G. I. PETRAXEN^ Takie sootnoxeniØ moßno tolkovat~ kak odnorodnu¸ sistemu algebraiqeskih uravneniæ, ime¸wu¸ netrivial~noe rexenie

ẋ_r ≠ 0 pri l¸byh znaqeniØh argumentov x_k i ẋ_k. No ffto voz-

moßno tol~ko, esli (toßdestvenno) raven nul¸ opredelitel~

|L_{ẋrẋk} | ≡ 0 (13.12)

sistemy (13.11), sovpada¸wiæ s opredelitelem (11.27). Takim obrazom, v sluqae odnorodnyh pervoæ stepeni otnositel~no ẋ_k i

p_k funkciæ L(x_k, ẋ_k) i H(x_k, p_k) ne suwestvuet kanoniqeskih pere-

mennyh i, sledovatel~no, na takie sluqai ne rasprostranØ¸tsØ neposredstvenno rezul~taty p. 1–3. Odnako k podobnym rezul~- tatam vsegda moßno priæti putem zameny funkcii L ili funkcii H na ffkvivalentnu¸ eæ v izvestnom smysle novu¸ funkci¸. Pri fftom takaØ zamena v sluqae odnorodnyh L(x_k, ẋ_k) i H(x_k, p_k) vsegda zißdetsØ na vozmoßnosti vybora parametrov dlØ opredeleniØ ffkstremaleæ (t.e. rexeniæ, naprimer, uravneniæ �ælera) tak, qto vo vseh toqkah vybrannoæ ffkstremali okazyvaetsØ

L(x_k, ẋ_k) = const.

5. OboznaqaØ peremennu¸ integrirovaniØ posredstvom s, rassmotrim funkcional I = s1∫ s0 L(x_k, ẋ_k)ds (13.13)

tipa (11.1), v kotorom L(x_k, ẋ_k) ≡ L(x_1, . . . , x_n, ẋ_1, . . . , ẋ_n) ne zavisit ot s i ØvlØetsØ odnorodnoæ stepeni p ⩾ 1 funkcieæ ot peremennyh ẋ_k. V sootvetstvii s fftim L(x_k, ẋ_k) udovletvorØet sootnoxeniØm odnorodnosti

L(x_k, λẋ_k) = λ^pL(x_k, ẋ_k), (13.14) p · L(x_k, ẋ_k) = n∑ r=1 L_{ẋr} (x_k, ẋ_k)ẋ_r (13.15)

vida (13.8) i (13.9), v kotoryh, ravno kak i v (13.13), teper~ polagaetsØ ẋ_k = dx_k/ds. Krome pereqislennogo my budem predpolagat~, qto L imeet nepreryvnye qastnye proizvodnye pervogo i vtorogo porØdka po vsem argumentam i udovletvorØet, naprimer, neravenstvu L(x_k, ẋ_k) > 0 v rassmatrivaemoæ oblasti izmeneniØ ee argumentov.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 193 Na osnovanii rexeniØ sistemy uravneniæ �ælera ∂L ∂x_k − d ds ∂L ∂ẋ_k = 0, (k = 1, 2, . . . , n) (13.16)

moßno opredelit~ l¸bu¸ ffkstremal~

x_k = x_k(s), (k = 1, 2, . . . , n) (13.17)

funkcionala (13.13). I vot okazyvaetsØ, qto parametr s v (13.13) vsegda moßno vybrat~ tak, qto vdol~ ffkstremali (13.17) vypolnØetsØ ravenstvo

L(x_k, ẋ_k) = const . (13.18)

Dokazatel~stvo utverßdeniØ provedem snaqala v sluqae p = 1, a zatem pri p ⩾ 2.

PolagaØ p = 1, dopustim, qto na vybrannoæ ffkstremali (13.17) okazalos~ L[x_k(s), ẋ_k(s)] = f(s) ≠ const, gde f(s) > 0. Togda v funkcionale (13.13) moßno proizvesti zamenu peremennoæ integrirovaniØ s = s(τ ), qto daet I = s1∫ s0 L(x_k, ẋ_k)ds = τ1∫ τ0 L(x_k, ẋ_k) ds dτ dτ = τ1∫ τ0 L ( x_k, dx_k dτ ) dτ, esli vospol~zovat~sØ formuloæ (13.14) i uqest~ ravenstvo

dx_k/dτ = ẋ_kds/dτ . Takim obrazom, funkcional I sohranil svoæ

vid pri zamene peremennoæ s = s(τ ) integrirovaniØ, t.e. okazalsØ invariantnym otnositel~no takoæ zameny. Takim ße svoæstvom obladaet i sistema uravneniæ �ælera (13.16).

No pri ukazannoæ zamene peremennoæ integrirovaniØ (t.e. pri zamene v (13.16) parametra s na τ ) v toqkah ffkstremali (13.17) okazyvaetsØ L [ x_k, dx_k dτ ] = L(x_k, ẋ_k) | |_{s=s(τ)} ds dτ = f[s(τ )] ds dτ , (13.19)

tak kak v sootvetstvii s ishodnym dopuweniem L(x_k, ẋ_k) = f(s), gde f(s) > 0. Pofftomu esli peremennu¸ τ vybrat~ iz usloviØ dτ ds = f(s), to levaØ qast~ (13.19) budet postoØnnoæ vdol~ ffkstre-

mali, qto i trebovalos~.

Zametim, vo-pervyh, qto dlØ privedennogo dokazatel~stva suwestvenno, qtoby funkciØ s = s(τ ) imela obratnu¸ funkci¸

194 G. I. PETRAXEN^

τ = τ (s) i qtoby sootvetstvie s ↔ τ bylo odno-odnoznaqnym. �to

obespeqivaetsØ znakopostoØnnost~¸ f(s). Vo-vtoryh ße, podqerknem, qto vozmoßnost~ vybora parametra s v (13.16) tak, qtoby vdol~ ffkstremali (13.17) vypolnØlos~ uslovie (13.18), ØvlØetsØ sledstviem v sluqae p = 1 suwestvovaniØ meßdu uravneniØmi (13.16) lineænoæ zavisimosti vida n∑ k=1 ẋ_k [ L_{xk} − d ds L_{ẋk} ] = n∑ k=1 [ẋ_kL_{xk} + ẍ_kL_{xk} ]−

− d ds n∑ k=1 ẋ_kL_{ẋk} = dL ds − d ds n∑ k=1 ẋ_kL_{ẋk} = 0,

vyteka¸weæ iz formuly (13.15) pri p = 1. Vsledstvie fftogo obstoØtel~stva odna iz funkciæ x_k(s) integrala sistemy uravneniæ (13.16) okazyvaetsØ proizvol~noæ.

Qto ße kasaetsØ sluqaØ p ⩾ 2, to v nem ravenstvo (13.18) vypolnØetsØ vdol~ l¸boæ ffkstremali pri proizvol~nom vybore parametra s v (13.16). Deæstvitel~no, vdol~ l¸boæ ffkstremali imeem d ds L(x_k, ẋ_k) = n∑ k=1 [L_{xk}ẋ_k + L_{ẋk}ẍ_k].

S drugoæ storony differencirovanie ravenstva (13.15) pri uqete (13.16) daet p dL ds = n∑ k=1 [ L_{ẋk}ẍ_k + ẋ_k dL_{ẋk} ds ] = n∑ k=1 [L_{ẋk}ẍ_k + ẋ_kL_{xk} ],

gde p ⩾ 2. Sopostavlenie takogo ravenstva s predyduwim privodit k sootnoxeni¸ dL/ds = 0, oznaqa¸wemu, qto v sluqae

p ⩾ 2 sistema uravneniæ (13.16) imeet pervyæ integral (13.18).

V fftom fakte i sostoit suwestvennoe otliqie sluqaev p ⩾ 2 ot sluqaØ p = 1.

6. Kak sledstvie iz vozmoßnosti vybora parametra s v (13.13) i (13.16) tak, qtoby na l¸boæ (fiksirovannoæ) ffkstremali vypolnØlos~ ravenstvo (13.18), vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie. Pust~ L(xk, ẋk) > 0 ne zavisit ot s i ØvlØ-

etsØ odnorodnoæ pervoæ stepeni funkcieæ ot peremennyh ẋ_k,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 195 (k = 1, 2, . . . , n). Togda parametr s pri opredelenii ffkstremaleæ (t.e. rexeniæ sistemy (13.16) uravneniæ �ælera) vsegda moßet byt~ vybran tak, qto rassmatrivaemaØ ffkstremal~ funkcionala (13.13) okazyvaetsØ v to ße vremØ ffkstremal~¸ funkcionala

I_p = ε1∫ ε0 L^p(x_k, ẋ_k)ds, (p ⩾ 2), (13.20)

i naoborot.

Deæstvitel~no, polagaØ ~L(x_k, ẋ_k) = L^p(x_k, ẋ_k), dlØ opredeleniØ ffkstremaleæ funkcionala (13.13) poluqaem sistemu uravneniæ (13.16), ili, qto to ße, sistemu 1 p ~L^{1/p−1} ∂ ~L ∂x_k − d ds [ 1 p ~L^{1/p−1} ∂ ~L ∂ẋ_k ] = 0, (k = 1, 2, . . . , n), (13.21)

a dlØ ffkstremaleæ funkcionala (13.20) poluqaem sistemu uravneniæ ∂ ~L ∂x_k − d ds ∂ ~L ∂ẋ_k = 0, (k = 1, 2, . . . , n), (13.22)

ili, qto to ße, sistemu pL^{p−1} ∂L ∂x_k − d ds [ pL^{p−1} ∂L ∂ẋ_k ] = 0, (k = 1, 2, . . . , n). (13.23)

Budem rassmatrivat~ snaqala ffkstremali funkcionala (13.13), t.e. funkcii x_k(s) iz (13.17), udovletvorØ¸wie sisteme uravneniæ (13.16) ili (13.23). Esli parametr s na vybrannoæ ffkstremali takov, qto vdol~ ffkstremali okazyvaetsØ L =

const > 0, to vdol~ nee takße ~L = const > 0. No togda slagaemye

levoæ qasti (13.21) moßno sokratit~ na p^{−1} ~L^{1/p−1} = const > 0, qto privodit k sisteme uravneniæ (13.22). Itak, vybrannaØ (po proizvolu) ffkstremal~ funkcionala (13.13) okazalas~ takße i ffkstremal~¸ funkcionala (13.20), qto i trebovalos~. Obratnoe utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno.

196 G. I. PETRAXEN^

7. VozvrawaØs~ k sluqa¸ iz p. 4 funkciæ Lagranßa L(xk, ẋk), odnorodnyh pervoæ stepeni otnositel~no vseh peremennyh ẋ_k, vidim, qto pri sootvetstvu¸wem vybore parametra s l¸- bu¸ ffkstremal~ funkcionala (13.13) (ili sistemy uravneniæ (13.16)) moßno iskat~ kak integral sistemy uravneniæ �ælera (13.22), v kotoroæ poloßeno ~L = L^p(x_k, ẋ_k) pri nekotorom celom znaqenii p ⩾ 2. FunkciØ ~L okazyvaetsØ uße odnorodnoæ otnositel~no ẋ_k funkcieæ stepeni p ⩾ 2, vsledstvie qego sistema (13.22) imeet pervyæ integral ~L = const. Pofftomu na l¸- boæ ffkstremali sistemy uravneniæ (13.22) vypolnØetsØ sootnoxenie (13.18), obespeqiva¸wee ffkvivalentnost~ sistemy uravneniæ (13.22) sisteme uravneniæ �ælera (13.16) dlØ ishodnoæ funkcii L.

No v sootvetstvii s ravenstvom (13.15) dlØ ~L = L^p spravedlivo p~L = n∑ k=1 ẋ_k ~L_{ẋk} , (p ⩾ 2), otkuda sleduet

(p − 1) ∂ ~L ∂ẋ_r = n∑ k=1 ~L_{ẋkẋr} ẋ_k, (r = 1, 2, . . . , n). Takie sootnoxeniØ vozmoßny tol~ko, esli (voobwe govorØ)

|~L_{ẋkẋr} | ≠ 0. Pofftomu perehod k kanoniqeskim peremennym v slu-

qae funkcii Lagranßa ~L vozmoßen na osnove standartnyh rassußdeniæ.

8. Rassmotrim fukcional Ferma I = ∫ dσ v , (13.24)

ffkstremali kotorogo pri v = v_p i v = v_s opredelØ¸t luqi prodol~nyh i popereqnyh voln, rasprostranØ¸wihsØ v izotropnyh seæsmiqeskih sredah. Predpoloßim snaqala, qto za nezavisimu¸ peremennu¸ vybrana koordinata x ≡ x_1, vsledstvie qego dlØ fflementa dugi krivoæ poluqaetsØ vyraßenie dσ = √ 1 + ẋ^2 + ẋ^2_3 dx, gde ẋ_r = dx_r/dx, (r = 2, 3). Pri fftom funk-

cional (13.24) privoditsØ k vidu (11.1) s funkcieæ Lagranßa L = 1 v(x, x_2, x_3) √ 1 + ẋ^2 + ẋ^2_3, (x ≡ x_1). (13.25)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 197 Obobwennye impul~sy dolßny opredelØt~sØ iz uravneniæ

p_r = L_{ẋr} ≡ ẋ_r v √ 1 + ẋ^2 + ẋ^2_3

, (r = 2, 3), (13.26)

iz kotoryh sleduet sootnoxenie √ v^{−2} − p^2 − p^2_3 = [ v √ 1 + ẋ^2 + ẋ^2_3 ]_{−1} , legko privodØwee k ravenstvam

ẋ_r = p_r √ v^{−2} − p^2 − p^2_3

, (r = 2, 3).

Takim obrazom, pri neparametriqeskom opisanii ffkstremaleæ-luqeæ (kogda za nezavisimu¸ peremennu¸ beretsØ odna iz prostranstvennyh koordinat, naprimer, x_1 ≡ x) kanoniqeskie peremennye udaetsØ vvesti standartnym putem. Pri fftom dlØ funkcii Gamil~tona poluqaetsØ vyraßenie

H(x_r, p_r) = 3∑ k=2 p_kẋ_k − L(x_k, ẋ_k) = − √ v^{−2} − p^2 − p^2_3,

a sistema uravneniæ Gamil~tona dx_r dx = H_{pr} , dp_r dx = −H_{xr} , (r = 2, 3)

zapisyvaetsØ v vide dx √ v^{−2} − p^2 − p^2_3 = dx_r p_r = −dp_r v^{−3}v_{xr} . (13.27)

Esli vvesti v rassmotrenie novu¸ funkci¸

p_1 = √ v^{−2} − p^2 − p^2_3 (13.28)

i vmesto x pisat~ x_1, to sistemu uravneniæ (13.28) moßno privesti k forme dx_k 2v^2p_k = −dp_i 2v^{−1}v_{xi} = ds, (i, k = 1, 2, 3), (13.29)

gde pod s podrazumevaetsØ nekotoryæ parametr. Netrudno videt~, qto taku¸ sistemu uravneniæ moßno rassmatrivat~ kak

198 G. I. PETRAXEN^ sistemu uravneniæ Gamil~tona, otveqa¸wu¸ funkcii Gamil~- tona ~H = v^2 3∑ r=1 p^2_k = 1, (13.30)

sohranØ¸weæ postoØnnoe znaqenie vdol~ luqeæ.

9. Esli ffkstremali funkcionala Ferma opredelØt~ v parametriqeskoæ forme x_k = x_k(s), (k = 1, 2, 3), to dlØ fflementa dugi poluqaetsØ vyraßenie dσ = √ ẋ^2_1 + ẋ^2 + ẋ^2_3. Pofftomu (13.24) pri-

nimaet vid funkcionala (11.1) s funkcieæ Lagranßa L = 1 v(x_1, x_2, x_3) √ ẋ^2_1 + ẋ^2 + ẋ^2_3, (13.31)

kotoraØ okazyvaetsØ odnorodnoæ pervoæ stepeni funkcieæ ot ẋ_k. Kanoniqeskie peremennye v sluqae takoæ funkcii L, kak izvestno, ne suwestvu¸t.

Odnako, esli (v sootvetstvii s p. 6) parametr s vybrat~ tak, qtoby na ffkstremalØh okazyvalos~ L = const, to opredelenie ffkstremaleæ moßno proizvodit~ na baze funkcionala (11.1) s funkcieæ Lagranßa, naprimer, v vide ~L = 1 4 L^2 = 1 4v^2 3∑ k=1 ẋ^2_k = 1. (13.32)

DlØ obobwennyh impul~sov poluqa¸tsØ uravneniØ p_k = ~L_{ẋk} ≡ ẋ_k 2v^2

, (k = 1, 2, 3),

iz kotoryh sleduet ẋ_k = 2v^2p_k i ~H = 3∑ k=1 p_kẋ_k = ~L = v^2 3∑ k=1 p^2_k = 1. (13.33)

UravneniØ Gamil~tona prinima¸t vid dx_k ds = 2v^2p_k, dp_k ds = −2 v_{xk} v , (k = 1, 2, 3), (13.34)

qto v toqnosti sovpadaet s (13.29).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 199

10. Uravnenie Gamil~tona–˚kobi vida (11.60) dlØ volnovyh frontov akustiqeskih poleæ, otveqa¸wih funkcii Gamil~tona (13.33), moßet byt~ zapisano v forme ∂ψ ∂t + v^2 3∑ k=1 ( ∂ψ ∂x_k )_2 = 0 ili v forme ∂ψ ∂t + v 3 ∑ k=1 ( ∂ψ ∂x_k )_2

= 0,

esli predpolagaetsØ, qto uravneniØ frontov da¸tsØ formulami

ψ ≡ τ (x_1, x_2, x_3) − t = 0, (13.35)

gde t igraet rol~ vremeni. Pri fftom dlØ funkcii τ poluqaetsØ uravnenie v qastnyh proizvodnyh ~H ≡ v^2 3∑ k=1 p^2_k ≡ v^2 3∑ k=1 ( ∂τ ∂x_k )_2

= 1, (13.36)

nazyvaemoe uravneniem ffækonala. HarakteristiqeskaØ sistema (12.3)–(12.4) dlØ takogo uravneniØ svoditsØ k sisteme (13.34), a takße k obosoblennomu uravneni¸ dτ ds = 3∑ k=1 p_k ~H_{mk} = 2, (13.37)

ustanavliva¸wemu fiziqeskiæ smysl parametra s iz (13.34).

V sootvetstvii s p. 7–10 §12 dlØ nahoßdeniØ fronta (13.35) volny neobhodimo sistemu uravneniæ (13.34), (13.37) dopolnit~ naqal~nymi usloviØmi, opredelØ¸wimi poloßenie fronta v moment, naqinaØ s kotorogo stroitsØ rexenie zadaqi. Naprimer, v sluqae toqeqnogo istoqnika voln (sm. p. 10 §12) takie dannye moßno zadavat~ v vide τ | |_{s=0} = 0, x_k | |_{s=0} = x^0_k, p_k = n^{0k} v_0

, (k = 1, 2, 3), (13.38)

gde v = v(x^0_1, x^0_2, x^0_3), a n_k – proizvol~nye qisla (sostavlØ¸wie orta ⃗n_0), svØzannye usloviem 3∑ k=1 (n^0_k)^2 = 1.

200 G. I. PETRAXEN^

Rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ (13.34), (13.37) pri sootvetstvu¸wih naqal~nyh usloviØh, naprimer, (13.38) opredelØet dve gruppy funkciæ:

x_k = x_k(s, n^0_1, n^0_2), (k = 1, 2, 3), (13.39)

τ = τ (s, n^0_1, n^0_2) ≡ 2s, p_k = p_k(s, n^0_1, n^0_2). (13.40)

Pri fftom (kak ukazano v p. 4 i 9 §12) dlØ nahoßdeniØ iskomoæ funkcii τ = τ (x_1, x_2, x_3) iz (13.35) neobhodimo razrexit~ sistemu funkcional~nyh uravneniæ (13.39) otnositel~no s, n^0_1, n^0_2 i podstavit~ poluqennye vyraßeniØ v pravu¸ qast~ pervoæ funkcii iz (13.40). �to privodit k funkcii τ = τ (x_1, x_2, x_3), udovletvorØ¸weæ uravneni¸ (13.36) i takoæ, qto vyraßeniØ

p_k = ∂τ ∂x_k = n_k v , (13.41)

gde n_k – sostavlØ¸wie orta normali ⃗n k frontu (13.35) v l¸boæ toqke luqa, sovpada¸t s funkciØmi p_k = p_k(s, n^0_1, n^0_2) iz (13.40) (sm. p. 4 §12). Ots¸da, ravno kak i iz pervoæ gruppy uravneniæ (13.34), vytekaet fakt ortogonal~nosti pereseqeniØ luqeæ s volnovymi frontami. Takoe svoæstvo, harakternoe dlØ izotropnyh uprugih sred, uße ne imeet mesta v sluqae anizotropii.

Zametim, qto v trivial~nom sluqae odnorodnoæ (izotropnoæ) sredy, kogda v = const (i, sledovatel~no, v_{xk} ≡ ∂v/∂x_k v (13.34)) iz (13.34) i (13.38) dlØ luqeæ poluqa¸tsØ uravneniØ prØmyh

x_k − x^0_k = 2vsn^0_k .

Iskl¸qenie ße (pri pomowi (13.38) i (13.40)) parametrov s i

n^0_k daet τ = 1 v 3 ∑ k=1 (x_k − x^0_k)^2,

qto sootvetstvuet sferiqeskim frontam voln, ispuwennyh toqeqnym istoqnikom.

11. V §8 bylo pokazano, qto funkcii ψ, opredelØ¸wie po (7.1) uravneniØ frontov voln, rasprostranØ¸wihsØ v anizotropnyh uprugih sredah, udovletvorØ¸t tomu ili inomu uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka iz (8.9) v zavisimosti

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 201 ot tipa r rassmatrivaemoæ volny. Esli vvesti novu¸ funkci¸

τ = τ (x_1, x_2, x_3) i opredelØt~ poverhnost~ fronta uravneniem

(8.13) ili (13.35), to uravnenie (v qastnyh proizvodnyh) dlØ τ zapixetsØ v vide H ≡ 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i = 1, (13.42)

gde p_k = ∂τ /∂x_k, a pod A^{(r)}_i podrazumevaetsØ podqinennoe uslovi¸ normirovki (8.10) rexenie sistemy (algebraiqeskih) uravneniæ (8.12), v kotoryh poloßeno p_0 = 1.

HarakteristiqeskaØ sistema obyknovennyh differencial~- nyh uravneniæ, otveqa¸waØ uravneni¸ (13.42), imeet, oqevidno, vid dx_m ds = H_{pm} , dp_m ds = −H_{xm} , dτ ds = 3∑ m=1 p_mH_{pm} = 2. Esli vospol~zovat~sØ rezul~tatami p. 6 §8, gde proizvodilos~ vyqislenie qastnyh proizvodnyh po x_m i p_m ot funkcii H vida (13.42), i pereæti ot parametra s k parametru τ = 2s (na osnovanii poslednego iz vypisannyh uravneniæ), to takaØ sistema svedetsØ k dvum gruppam (svØzannyh drug s drugom) uravneniæ dx_m dτ = ξ_m ≡ 3∑ i,p,q=1 λ_{im,pq} p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (m = 1, 2, 3), dp_m dτ = η_m ≡ − 1 2 3∑ i,k,p,q=1 ∂λ_{ik,pq} ∂x_m p_kp_pA^{(r)}_q A^r_i ,

(13.43)

kotorye polezno sopostavlØt~ s uravneniØmi dx_m dτ = v^2p_m, dp_m dτ = − v_{xm} v , (m = 1, 2, 3) (13.44)

dlØ luqeæ v sluqae neodnorodnyh izotropnyh sred. (TakaØ sistema poluqaetsØ iz (13.34) pri uqete formuly (13.41) i pri zamene parametra s na τ ).

OstanovimsØ na prosteæxem sluqae toqeqnogo istoqnika voln v odnorodnoæ anizotropnoæ srede, v kotoroæ λ_{ik,pq} = const, vsledstvie qego sistema (13.43) prinimaet kraæne prostoæ vid dx_k dτ = ξ_k, dp_k dτ = 0, (k = 1, 2, 3). (13.45)

202 G. I. PETRAXEN^

12. DlØ nahoßdeniØ funkcii τ (x1, x2, x3), vhodØweæ v uravnenie (13.35) fronta volny, sistemu uravneniæ (13.43) neobhodimo dopolnØt~ naqal~nymi usloviØmi. V sluqae toqeqnogo istoqnika takie usloviØ sleduet zapisyvat~ v vide (13.38), t.e. τ | |_{τ=0} = 0, x_k | |_{τ=0} = x^0_k, p_k | |_{τ=0} = n^k v_r , (k = 1, 2, 3), (13.46)

gde pod n_k i v_r ≡ v_r (⃗n) ≡ v_r(n_1, n_2) podrazumeva¸tsØ sootvetstvenno sostavlØ¸wie proizvol~no zadavaemogo v toqke (x^0_k) orta ⃗n normaleæ i znaqenie fazovoæ skorosti volny rassmatrivaemogo tipa r, otveqa¸wie toqke (x^0_k) i znaqeni¸ ⃗n. Odnako v sluqae odnorodnoæ sredy, kotoru¸ my uslovilis~ seæqas rassmatrivat~, fazovye skorosti v_r ne zavisit ot rassmatrivaemyh toqek sredy. Pofftomu v (13.46) my otbrosili nulik sverhu u veliqin n_k i v_r . Rexenie zadaqi o fronte volny tipa r, vozbußdennoæ toqeqnym istoqnikom, proizvoditsØ v sledu¸wem porØdke.

a. Snaqala opredelØ¸tsØ naqal~nye znaqeniØ v_r = v_r(⃗n) i A^{(r)}_i =

A^{(r)}_i (⃗n) fazovoæ skorosti i sostavlØ¸wih vektora polØrizacii

volny tipa r (odnoznaqno) otveqa¸wie zadavaemym v toqke (x^0_k) znaqeniØm normaleæ ⃗n. �to proizvoditsØ na osnove rexeniØ algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ (8.12^′). Zametim, qto tak kak vid ukazannyh uravneniæ ne izmenØetsØ pri zamene ⃗n na (−⃗n), to ih rexeniØ udovletvorØ¸t usloviØm (central~noæ) simmetrii

v_r(⃗n) = v_r(−⃗n), A^{(r)}_i (⃗n) = A^{(r)}_i (−⃗n). (13.47)

b. Po naædennym znaqeniØm veliqin (13.47) opredelØ¸tsØ naqal~nye znaqeniØ (v toqke (x^0_k)) pravyh qasteæ uravneniæ (13.43). V rassmatrivaemom sluqae odnorodnoæ sredy okazyvaetsØ η_m = 0, a poluqa¸wiesØ znaqeniØ dlØ p_m(⃗n) = ⃗n/v_r(⃗n) i

ξ_m(⃗n) ≡ ξ^{(r)}_m (⃗n) iz (13.43) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm simme-

trii p_m(⃗n) = −p_m(−⃗n), ξ_m(⃗n) = −ξ_m(−⃗n). (13.48) c. Zatem perehodØt k integrirovani¸ sistemy uravneniæ (13.43) pri naqal~nyh dannyh (13.38). Pri fftom v sluqae odnorodnoæ sredy vmesto (13.43) rassmatriva¸t uravneniØ (13.45). Iz

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 203 (13.45) preßde vsego vyteka¸t ravenstva p_k = p^0_k = const, vypolnØ¸wiesØ vo vseh toqkah vdol~ luqa, iz kotoryh sleduet, qto vdol~ luqa osta¸tsØ postoØnnymi znaqeniØ orta normali ⃗n i fazovoæ skorosti v_i, zadannye v naqal~noæ toqke (x^0_k) luqa. No iz fftogo vytekaet takße postoØnstvo vdol~ luqa sostavlØ¸wih

A^{(r)}_i (⃗n) i ξ_k(⃗n) ≡ ξ^{(r)}_k (⃗n) vektora polØrizacii i luqevoæ skorosti.

Itak, vdol~ kaßdogo luqa (opredelØemogo naqal~nym znaqeniem orta ⃗n) postoØnny sledu¸wie veliqiny

n_k, v_r(⃗n), A^{(r)}_i (⃗n), ξ^{(r)}_k (⃗n), (k = 1, 2, 3). (13.49)

�ti veliqiny moßno sqitat~ zavisØwimi lix~ ot dvuh sostavlØ¸wih n_1 i n_2 orta ⃗n (udovletvorØ¸wego normirovke |⃗n| = 1).

Vsledstvie ξ^{(r)}_k = const iz pervoæ gruppy uravneniæ (13.45) dlØ luqeæ poluqa¸tsØ uravneniØ prØmyh

x_k − x^0_k = ξ^{(r)}_k (n_1, n_2)τ, (k = 1, 2, 3, ). (13.50)

d. DlØ nahoßdeniØ funkcii τ (x_1, x_2, x_3) (iz uravneniØ (13.35) fronta volny) sledovalo by razrexit~ sistemu funkcional~- nyh uravneniæ (13.50) otnositel~no τ , n_1 i n_2. Rexenie takoæ zadaqi v analitiqeskoæ forme edva li vozmoßno (i ono edva li okazalos~ by poleznym na praktike). Pofftomu poverhnost~ fronta τ (x_1, x_2, x_3) = t = const sleduet stroit~ kak geometriqeskoe mesto toqek (x_k) iz (13.50) pri τ = t = const i pri znaqeniØh

n_3 = √ 1 − n^2_1 − n^2, n^2_1 + n^2 ⩽ 1, (13.51)

gde n_1 i n_2 vybira¸tsØ po proizvolu. V qastnosti, taku¸ poverhnost~ (fronta) v sluqae t = 1 my budem nazyvat~ poverhnost~¸ luqevyh skorosteæ. Vsledstvie sootnoxeniæ (13.47) i (13.48) oqevidno, qto toqki takih poverhnosteæ (frontov) oblada¸t svoæstvom simmetrii otnositel~no “central~noæ toqki”

O^′ ≡ (x^0_1, x^0_2, x^0_3).

Qto ße kasaetsØ (vnexneæ) normali ⃗n_N v l¸boæ fiksirovannoæ toqke N ≡ (x_1, x_2, x_3) poverhnosti fronta, to, kak pokazano niße, ona sovpadaet s (postoØnnym) znaqeniem orta normaleæ ⃗n v toqkah luqa (13.50), soedinØ¸wego toqki O^′ i N . A tak kak luq (t.e. vektor ⃗ξ^{(r)}(⃗n)) odnoznaqno opredelØetsØ po znaqeni¸ vektora normaleæ ⃗n, faktiqeski zadavaemogo po (13.46) v toqke

204 G. I. PETRAXEN^

O^′, to iz vyskazannogo utverßdeniØ sleduet odno-odnoznaqnost~

sootvetstviØ meßdu zadavaemymi v toqke O^′ ortami ⃗n i toqkami

N (⃗n) poverhnosti fronta.

OstaetsØ lix~ privesti dokazatel~stvo utverßdeniØ o vnexneæ normali ⃗n_N v toqke N poverhnosti fronta volny, kotoroe baziruetsØ na sootnoxenii (⃗p · d⃗ξ^{(r)}) = 0, ⃗p ≡ ⃗n v_r (⃗n) , (13.52)

spravedlivom v sluqae l¸byh odnorodnyh anizotropnyh sred, vyteka¸wem iz toßdestva (13.42), zapisyvaemogo v vide (⃗p · ⃗ξ^{(r)}) ≡ 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i = 1. (13.53)

Deæstvitel~no, differencirovanie takogo toßdestva daet ravenstva, vo-pervyh,

(⃗p · ⃗dξ^{(r)}) + (⃗ξ^{(r)} · d⃗p) = 0 (13.54)

i, vo-vtoryh, 2 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i dp_k + 2 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i = 2(⃗ξ^{(r)} · d⃗p) = 0, (13.55)

tak kak vtoroe slagaemoe iz levoæ qasti ravno nul¸ v silu ravenstva (8.12) i usloviØ normirovki (8.11). Ots¸da kak raz i vytekaet (13.52).

DlØ dokazatel~stva ße vyskazannogo utverßdeniØ ostaetsØ lix~ predpoloßit~, qto priraweniØ (differencialy) d⃗ξ^{(r)} i d⃗p v predyduwih formulah poØvlØlis~ kak rezul~tat izmeneniØ orta normaleæ ⃗n, vsledstvie qego vektor d⃗ξ^{(r)} (vektor d⃗p) okazyvaetsØ raspoloßennym v kasatel~noæ ploskosti k poverhnosti S, kotoraØ ØvlØetsØ geometriqeskim mestom (pri izmenenii ⃗n) koncov vektorov ⃗ξ^{(r)}(⃗n) (koncov vektorov ⃗p(⃗n)), postroennyh iz obwego naqala. Takim obrazom, d⃗ξ^{(r)} v (13.52) ØvlØetsØ proizvol~nym beskoneqno malym vektorom, leßawim v kasatel~noæ k frontu ploskosti, postroennoæ v nekotoroæ ego toqke N (⃗n). No

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 205 tak kak v toqke N (⃗n) fronta okazyvaetsØ ⃗n_N ≡ ⃗n i ⃗p = ⃗n/v_r (⃗n), to iz (13.52) sleduet (⃗n · d⃗ξ^{(r)}) = 0, qto sovmestno s poloßitel~- nost~¸ levoæ qasti (13.53) i dokazyvaet utverßdenie.

Zametim kstati, qto esli by pri proizvol~nom izmenenii orta normaleæ ⃗n byla postroena poverhnost~ S kak geometriqeskoe mesto koncov vektorov (refrakcii) ⃗p = ⃗p(⃗n) iz (13.52), ime¸- wih obwee naqalo v toqke O^1, to v silu (13.55) moßno bylo by utverßdat~, qto (pri proizvol~no vybrannom znaqenii ⃗n) v toqke N (⃗n) poverhnosti S vnexnØØ normal~ ⃗m(⃗n) k fftoæ poverhnosti sovpadaet po napravleni¸ s vektorom ⃗ξ^{(r)}(⃗n) luqevoæ skorosti, vyqislennym dlØ vybrannogo znaqeniØ ⃗n. Deæstvitel~no, iz ravenstva (13.55) i ravenstva ( ⃗m · d⃗p) = 0, spravedlivyh pri proizvol~nyh d⃗p, leßawih v kasatel~noæ k S ploskosti, sleduet parallel~nost~ ili antiparallel~nost~ ⃗ξ^{(r)} i ⃗m. No esli uqest~ neravenstvo (⃗p · ⃗m) > 0, spravedlivoe vo vseh toqkah N poverhnosti S po postroeni¸, a takße ravenstvo (13.53), to prihodim k vyskazannomu utverßdeni¸.

13. V zakl¸qenie polezno privesti nekotorye rezul~taty, svØzannye s poverhnost~¸ luqevyh skorosteæ, vvedennoæ v p. 12. Sovmestim toqku O^′ = (x^0_1, x^0_2, x^0_3) iz (13.38) s naqalom koordinat, t.e. faktiqeski poloßim x^0_k = 0, i budem zadavat~ v fftoæ toqke znaqeniØ normali ⃗n tak, qtoby oni raspolagalis~ v ploskosti

x_3 = 0, kotoru¸ budem nazyvat~ ploskost~¸ padeniØ. Togda so-

stavlØ¸wie normali moßno opredelØt~ formulami

n_1 = sin θ, n_2 = cos θ, n_3 = 0 (13.56)

qerez ugol padeniØ θ meßdu ortami ⃗n i ⃗i_2, otsqityvaemyæ ot osi Ox_2. Sootvetstvenno takim znaqeniØm n_k funkciØmi ot θ okazyva¸tsØ takße znaqeniØ fazovoæ skorosti v_r = v_r (θ), sostavlØ¸wie

–^{(r)}_1 =^{sin θ}_{vr(θ)} , –^{(r)}_2 =^{cos θ}_{vr(θ)} , –^{(r)}_3 = 0 (13.57)

vektora ⃗p ≡ ⃗–^{(r)} (kotoryæ nazyvaetsØ vektorom refrakcii) i, nakonec, sostavlØ¸wie

ξ^{(r)}_k (θ) = 3∑ i,p,q=1 λ_{ik,pq}–^{(r)}_p (θ)A^{(r)}_q (θ)A^{(r)}_2 (θ) (13.58)

1TakaØ poverhnost~ nazyvaetsØ poverhnost~¸ vektora refrakcii volny tipa r.

206 G. I. PETRAXEN^ vektora ⃗ξ^{(r)} luqevoæ skorosti. Pri fftom, kak pravilo, vse tri sostavlØ¸wie vektora luqevoæ skorosti iz (13.58) otliqny ot toßdestvennogo nulØ.

Takim obrazom, esli pri izmenenii ugla θ konec vektora refrakcii ⃗–^{(r)} (s sostavlØ¸wimi iz (13.57)) opisyvaet plosku¸ krivu¸ (krivu¸ refrakcii), raspoloßennu¸ v ploskosti padeniØ, to konec vektora luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(r)} (s naqalom v toqke

O^′) opisyvaet, voobwe govorØ. prostranstvennu¸ krivu¸ l_r . Ta-

kaØ krivaØ raspolagaetsØ na poverhnosti S luqevyh skorosteæ i obladaet tem vaßnym svoæstvom, qto v kaßdoæ ee toqke N (θ), otveqa¸weæ znaqeni¸ θ, normal~ ⃗n(θ) k poverhnosti S imeet sostavlØ¸wie iz (13.56) i, sledovatel~no, raspolagaetsØ v ploskosti padeniØ x_3 = 0 (toqnee, v ploskosti, parallel~noæ ploskosti padeniØ). Pri fftom (vsledstvie odno-odnoznaqnosti sootvetstviØ meßdu toqkami N (⃗n) ∈ S i znaqeniØmi ⃗n) moßno utverßdat~, qto v toqkah N ∈ S, ne leßawih na krivoæ l_r, normal~ k poverhnosti S uße ne raspolagaetsØ v ploskosti padeniØ. Esli sproektirovat~ taku¸ krivu¸ na ploskost~ padeniØ x_3 = 0, to poluqitsØ ploskaØ krivaØ λ_r, opredelØemaØ (v parametriqeskoæ forme) uravneniØmi

x_1 = ξ^{(r)}_1 (θ), x_2 = ξ^{(r)}_2 (θ), x_3 = 0 (13.59)

i ime¸waØ v kaßdoæ svoeæ toqke N (θ) normal~ ⃗n(θ), sostavlØ- ¸wie kotoroæ opredelØ¸tsØ formulami (13.56). Taku¸ krivu¸ my nazovem vspomogatel~noæ krivoæ luqevyh skorosteæ. E¸ udobno budet vospol~zovat~sØ dlØ ill¸stracii protekaniØ processov otraßeniØ-prelomleniØ voln na ploskoæ granice razdela dvuh odnorodnyh anizotropnyh sred.

GLAVA 5

Istoqniki volnovyh poleæ v sluqae izotropnoæ odnorodnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ sredy

V nastoØweæ glave rassmatriva¸tsØ prosteæxie zadaqi dinamiqeskoæ teorii uprugosti, svØzannye s vozbußdeniem i rasprostraneniem voln v bezgraniqnoæ odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ srede. PokazyvaetsØ, qto v sluqae takoæ sredy pole smeweniæ celesoobrazno predstavlØt~ qerez prodol~nyæ i popereqnyæ

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 207 potencialy, udovletvorØ¸wie razdel~nym volnovym uravneni- Øm. Obsußda¸tsØ voprosy, kasa¸wiesØ poleæ smeweniæ, vozbußdaemyh prosteæximi toqeqnymi istoqnikami tipa centra davleniØ i centrov vraweniØ, realizu¸wihsØ v vide prodol~nyh i popereqnyh rashodØwihsØ sferiqeskih voln. Putem obraweniØ (znaka) vremeni iz fftih poleæ konstruiru¸tsØ fundamental~nye rexeniØ Vol~terra dlØ uravneniØ teorii uprugosti v sluqae odnorodnoæ izotropnoæ sredy, predstavlØ¸wie soboæ nekotorye shodØwiesØ sferiqeskie volny. Nakonec, na osnove fundamental~nyh rexeniæ Vol~terra i integral~noæ formuly Grina–Vol~terra rassmatrivaetsØ obwaØ zadaqa Koxi dlØ polØ smeweniæ v odnorodnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ srede i daetsØ ee rexenie v vide formuly Stoksa. V zakl¸qenie obsußda¸tsØ nekotorye fiziqeskie sledstviØ iz upomØnutoæ formuly.

V praktiqeskom otnoxenii rezul~taty glavy polezny, vopervyh, kak podgotovitel~nyæ fftap k rassmotreni¸ processov rasprostraneniØ voln v sloisto-odnorodnyh izotropnyh sredah i, vo-vtoryh, s toqki zreniØ formulirovki nekotoryh svoæstv “perviqnyh” poleæ, vozbußdaemyh toqeqnymi istoqnikami.

§14. Prodol~nyæ i popereqnyæ potencialy

Uravnenie dvißeniØ odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ sredy, harakterizuemoæ plotnost~¸ ρ = const i parametrami Lame λ =

const i μ = const imeet vid (2.10), t.e. −→ Div t_{ik} − ρ ∂^2⃗u ∂t^2 ≡ ≡ (λ + μ)grad div ⃗u + μΔ⃗u − ρ ∂^2⃗u ∂t^2 = − ⃗f (M, t), (14.1) gde ⃗f – vektor plotnosti massovyh sil.

Niße dokazyvaetsØ suwestvovanie funkciæ φ i ⃗ψ, a takße Φ i ⃗Ψ, takih, qto

⃗u = grad φ + rot ⃗ψ, (14.2)

⃗f = grad Φ + rot ⃗Ψ, (14.3)

a uravnenie (14.1) okazyvaetsØ ffkvivalentnym sledu¸wim dvum “razdel~nym” volnovym uravneniØm (λ + 2μ)Δφ − ρ ∂^2φ ∂t^2 = −Φ, (14.4)

208 G. I. PETRAXEN^ μΔ ⃗ψ − ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 = −⃗Ψ. (14.5)

Funkcii φ i ⃗ψ nazyva¸tsØ sootvetstvenno prodol~nymi i popereqnymi potencialami polØ uprugih smeweniæ. Zametim, qto v sluqae neodnorodnyh izotropnyh uprugih sred perehod k potencialam takße vozmoßen, no ne racionalen, tak kak dlØ potencialov poluqaetsØ sistema “nerazdelØ¸wihsØ” uravneniæ, i pritom ne menee sloßnaØ, qem ishodnoe uravnenie (2.8) dlØ vektora uprugih smeweniæ.

1. Tak kak l¸boe rexenie uravneniØ (14.1) moßet rassmatrivat~sØ kak predel posledovatel~nosti skol~ ugodno gladkih rexeniæ togo ße uravneniØ s gladkimi plotnostØmi massovyh sil^1, dokazatel~stvo ffkvivalentnosti uravneniØ (14.1) uravneniØm (14.4) i (14.5) dostatoqno provesti v predpoloßenii, qto pole ⃗u imeet, naprimer, qastnye proizvodnye do tret~ego porØdka vkl¸qitel~no. Iz takogo predpoloßeniØ my i budem ishodit~.

Kak izvestno, l¸boe differenciruemoe vektornoe pole moßno predstavlØt~ summoæ potencial~nogo i solenoidal~nogo vektora. Dopustim, qto takoe razbienie vypolneno dlØ vektorov ⃗u i ⃗f iz (14.1), t.e.

⃗u = ⃗u_1 + ⃗u_2, ⃗f = ⃗f_1 + ⃗f_2, (14.6) gde rot ⃗u_1 = 0, div ⃗u_2 = 0, (14.7)

rot ⃗f_1 = 0, div ⃗f_2 = 0. (14.8)

Razbienie (14.6) neodnoznaqno, tak kak slagaemye ⃗u_1 i ⃗u_2 (ravno kak ⃗f_1 i ⃗f_2) moßno zamenit~ na ⃗u_1 + ⃗u_0 i ⃗u_2 − ⃗u_0 bez izmeneniØ sootnoxeniæ (14.6)–(14.8), esli

rot ⃗u_0 = 0, div ⃗u_0 = 0,

t.e.

⃗u_0 = grad χ_0, (14.9)

1Sm. §9, p. 5, teorema 5.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 209 gde Δχ_0 = 0. Zametim, qto vektory tipa ⃗u_0 nazyva¸tsØ laplasovymi. Itak, razbienie (14.6) vektornyh poleæ na solenoidal~- nu¸ i potencial~nu¸ qasti proizvoditsØ s toqnost~¸ do additivnogo laplasovogo vektora.

Pri razbienii (14.6) vektorov ⃗u i ⃗f na slagaemye uravnenie (14.1) perepisyvaetsØ v vide

(λ + 2μ)grad div ⃗u_1 − ρ

∂^2⃗u_1 ∂t^2 + ⃗f_1 =

= μ rot rot ⃗u_2 + ρ ∂⃗u_2 ∂t_2 − ⃗f_2 ≡ ⃗V (M, t). (14.10)

gde ⃗V – laplasov vektor, tak kak v silu (14.7) i (14.8) primenenie operacii rot k levoæ i operacii div k sredneæ qastØm ravenstva (14.10) daet nul~. Esli by pri vybrannyh znaqeniØh

⃗u_1 i ⃗u_2 v ravenstve (14.10) okazalos~ ⃗V ≢ 0, to moßno bylo by

pereæti k novym ⃗u_1^′ i ⃗u_2^′ po formulam

⃗u_1^′ = ⃗u_1 + ⃗u_0 i ⃗u_2^′ = ⃗u_2 − ⃗u_0,

gde v kaqestve laplasova vektora ⃗u_0 vzØto

⃗u_0 = 1 ρ t∫ 0 (t − τ )⃗V (M, τ )dτ. (14.11) Pri fftom dlØ ⃗u_1^′ i ⃗u_2^′ poluqilos~ by sootnoxenie (14.10), v kotorom ⃗V ≡ 0. Pofftomu moßno s samogo naqala sqitat~ ⃗V ≡ 0, qto pozvolØet perepisat~ (14.10) v vide

(λ + 2μ)grad div ⃗u_1 − ρ

∂^2⃗u_1 ∂t^2 + ⃗f_1 = 0,

μ rot rot ⃗u_2 + ρ

∂^2⃗u_2 ∂t^2 − ⃗f_2 = 0. (14.12) Iz usloviØ (14.7) sleduet suwestvovanie funkciæ φ(M, t) i

⃗ψ(M, t) (skalØrnogo i vektornogo potencialov), takih, qto

⃗u_1 = grad φ, ⃗u_2 = rot ⃗ψ. (14.13)

Pri fftom odna iz komponent ⃗ψ okazyvaetsØ proizvol~noæ, tak kak veliqina ⃗u_2 ne izmenØetsØ pri zamene ⃗ψ na ⃗ψ + grad χ_0. �tim moßno vospol~zovat~sØ, v qastnosti, dlØ togo, qtoby okazalos~

div ⃗ψ = 0. (14.14)

210 G. I. PETRAXEN^

Soverxenno takße iz (14.8) sleduet suwestvovanie funkciæ Φ i ⃗Ψ, takih, qto

⃗f_1 = grad Φ, ⃗f_2 = rot ⃗Ψ, (14.15)

priqem

div ⃗Ψ = 0. (14.16)

Na osnovanii (14.13) i (14.15) formuly (14.12) perepisyva- ¸tsØ v vide

grad { (λ + 2μ)Δφ − ρ ∂^2φ ∂t^2 + Φ } = 0,

rot { μ rot rot ⃗ψ + ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 − ⃗Ψ } = 0,

otkuda pri uqete (14.14) i formuly Δ ⃗ψ = grad div ⃗ψ − rot rot ⃗ψ sleduet (λ + 2μ)Δφ − ρ ∂^2φ ∂t^2 + Φ = c(t), −μΔ ⃗ψ + ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 − Ψ = grad h(M, t),

(14.17)

gde Δh = 0 v silu (14.14) i (14.16).

Esli by v (14.17) okazalos~ c(t) ≢ 0, vmesto φ v (14.13) moßno bylo by vzØt~ ~φ = φ + t∫ 0 (t − τ )c(τ )dτ. V rezul~tate dlØ ~φ poluqilos~ by pervoe uravnenie iz (14.17) pri c(t) ≡ 0. Pofftomu v (14.17) moßno polagat~ c(t) ≡ 0. Soverxenno takße, esli by v (14.17) okazalos~ h ≢ 0, to ot vektora ⃗ψ iz (14.13) moßno bylo by pereæti k vektoru ⃗ψ^′ = ⃗ψ − 1 ρ t∫ 0 (t − τ )grad h(M, τ )dτ, ne izmenØØ znaqeniØ ⃗u_2 i sootnoxeniØ (14.13). V rezul~tate poluqilos~ by vtoroe uravnenie (14.17) s h ≡ 0.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 211 Itak, ishodØ iz predpoloßeniØ, qto vektor ⃗f plotnosti massovyh sil imeet qastnye proizvodnye po prostranstvennym peremennym x_1, x_2, x_3 i predstavlØetsØ formuloæ (14.3), gde ⃗Ψ podqineno uslovi¸ (14.16), dokazano, qto l¸boe rexenie ⃗u uravneniØ (14.1), ime¸wee qastnye proizvodnye po prostranstvennym peremennym do tret~ego porØdka vkl¸qitel~no predstavlØetsØ v vide (14.2) qerez potencialy φ i ⃗ψ, udovletvorØ¸wie uravneniØm (14.4) i (14.5). Pri fftom v processe dokazatel~stva predpolagalos~, qto ⃗ψ iz (14.2) podqineno uslovi¸ (14.14). Odnako netrudno videt~, qto poslednee uslovie nesuwestvenno, tak kak esli naædeno ⃗ψ, udovletvorØ¸wee (14.14) i uravneni¸ (14.5), takoe, qto vypolnØetsØ (14.2), to pri zamene ⃗ψ na

⃗ψ_1 = ⃗ψ + grad χ, (14.18)

gde χ – l¸boe rexenie uravneniØ μΔχ − ρ ∂^2χ ∂t^2 = 0, (14.19)

formuly (14.2) i (14.5) osta¸tsØ neizmennymi. Pri fftom dlØ novogo ⃗ψ_1 uße imeet mesto

div ⃗ψ_1 = Δχ = ρ μ χ̈ ≢ 0. Suwestvennym ße okazyvaetsØ to obstoØtel~stvo, qto pri vybore znaqeniØ ⃗ψ v (14.2), udovletvorØ¸wego uravneni¸ (14.5), vsegda ostaetsØ proizvol, opredelØemyæ sootnoxeniØmi (14.18) i (14.19).

2. V p. 1 byl rassmotren perehod ot uravneniØ Lame (14.1) k volnovym uravneniØm (14.4) i (14.5) dlØ potencialov. Ewe bolee prostym okazyvaetsØ obratnyæ perehod, pokazyva¸wiæ, qto esli φ i ⃗ψ – l¸bye rexeniØ uravneniæ (14.4) i (14.5), ime¸wie proizvodnye do tret~ego porØdka, to vektor ⃗u iz (14.2) udovletvorØet uravneni¸ (14.1) pri znaqeniØh ⃗f iz (14.3). DlØ realizacii takogo perehoda dostatoqno podstavit~ v (14.1) znaqeniØ ⃗u i ⃗f iz (14.2) i (14.3), qto daet

(λ + 2μ)grad div ⃗u + μΔ⃗u − ρ ∂^2⃗u ∂t^2 + ⃗f =

212 G. I. PETRAXEN^

= grad { (λ + 2μ)Δφ − ρ ∂^2φ ∂t^2 + Φ } +

+ rot { −μ rot rot ⃗ψ − ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 + ⃗Ψ } = grad { (λ + 2μ)Δφ − ρ ∂^2φ ∂t^2 + Φ } +

+ rot { μ(− rot rot ⃗ψ + grad div ⃗ψ) − ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 + ⃗Ψ } = 0 v silu (14.4) i (14.5). Zametim, qto dobavka μgrad div ⃗ψ pod znakom operatora rot zakonna, tak kak rot grad l¸boæ funkcii toßdestvenen nul¸. V rezul~tate ße takoæ dobavki pod znakom operacii rot poØvlØetsØ vyraßenie

μ[grad div ⃗ψ − rot rot ⃗ψ] − ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 + ⃗Ψ = μΔ ⃗ψ − ρ ∂^2 ⃗ψ ∂t^2 + ⃗Ψ, ravnoe nul¸ na osnovanii (14.5).

3. Rez¸miruem poluqennye rezul~taty. Dokazano, qto l¸boe rexenie ⃗u uravneniØ (14.1), differenciruemoe po prostranstvennym peremennym do tret~ego porØdka vkl¸qitel~no (i, sledovatel~no, soderßawee funkci¸ ⃗f , ime¸wu¸ pervye qastnye proizvodnye po prostranstvennym peremennym), moßet byt~ predstavleno v vide (14.2) s funkciØmi φ i ⃗ψ, udovletvorØ¸- wimi uravneniØm (14.4) i (14.5). I naoborot, esli ⃗u imeet vid (14.2), gde φ i ⃗ψ – l¸bye rexeniØ uravneniæ (14.4) i (14.5), ime- ¸wie prostranstvennye proizvodnye do tret~ego porØdka vkl¸- qitel~no, to ⃗u udovletvorØet uravneni¸ (14.1) pri ⃗f iz (14.3). V fftom smysle kak raz i moßno govorit~ ob ffkvivalentnosti uravneniØ (14.1) uravneniØm (14.4) i (14.5) s klassiqeskoæ toqki zreniØ.

Odnako faktiqeski ukazannaØ ffkvivalentnost~ imeet mesto pri l¸boæ gladkosti rassmatrivaemyh rexeniæ, v tom qisle i dlØ l¸byh obobwennyh rexeniæ uravneniØ (14.1) i uravneniæ (14.4) i (14.5). Ona vytekaet iz poluqennyh v p. 1 i 2 rezul~tatov, a takße iz togo fakta, qto l¸boe rexenie rassmatrivaemyh uravneniæ moßet byt~ predstavleno v vide predela posledovatel~nosti klassiqeskih rexeniæ

⃗u_n = grad φ_n + rot ⃗ψ_n

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 213 naxih uravneniæ, otveqa¸wih posledovatel~nostØm ⃗f_n, ⃗Φ_n i ⃗Ψ_n skol~ ugodno gladkih “massovyh funkciæ”. Pri fftom dlØ poslednih funkciæ dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo

⃗f_n = grad Φ_n + rot ⃗Ψ_n.

Qto kasaetsØ gladkosti polØ ⃗u_n, to ona okazyvaetsØ skol~ ugodno vysokoæ pri podhodØwem vybore funkciæ ⃗f_n i, sledovatel~no, moßet udovletvorØt~ trebovaniØm iz p. 1. Iz ffkvivalentnosti obsußdaemyh uravneniæ dlØ ⃗u_n i φ_n, ⃗ψ_n pri l¸byh znaqeniØh n sleduet ih ffkvivalentnost~ i dlØ predel~nyh funkciæ ⃗u i

φ, ⃗ψ, nezavisimo ot togo, ime¸t li poslednie klassiqeskiæ ili

obobwennyæ smysl.

§15. Pole istoqnika tipa centra davleniæ

1. V nastoØwem paragrafe naqinaetsØ rassmotrenie konkretnyh fiziqeskih zadaq na rasprostranenie voln, vsledstvie qego predstavlØetsØ poleznym sdelat~ kratkoe zameqanie obwego haraktera, ime¸wee otnoxenie ko vsemu posledu¸wemu.

Pri matematiqeskom izuqenii zadaq fiziki ili tehniki vsegda celesoobrazno srazu ße posle postanovki zadaqi osuwestvlØt~ perehod k bezrazmernym peremennym. �to dostigaetsØ putem vvedeniØ nekotoryh harakternyh dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi masxtabov l_0 i τ_0 dlØ rasstoØniæ i vremeni i perehodom k novym peremennym x^′_k i t^′, a takße k novym funkciØm, opisyva- ¸wim teqenie izuqaemogo processa. V matematiqeskoæ teorii uprugosti perehod k bezrazmernym peremennym soverxaetsØ na osnove formul

x^′_k = x_k l_0

, (k = 1, 2, 3), t^′ = t τ_0 , ⃗u^′ = ⃗u l_0 (15.1)

s odnovremennym vvedeniem novyh veliqin dlØ opisaniØ naprØßeniæ, massovyh sil, moduleæ uprugosti, massovoæ plotnosti i t.p. Esli vmesto preßnih λ, μ, ⃗f i ρ rassmatrivat~ veliqiny so xtrihami

λ^′ = λl^2_0, μ^′ = μl^2_0, ⃗f^′ = ⃗f l^3_0, ρ^′ = ρ l^4_0 τ^2_0

, (15.2)

to pri ispol~zovanii peremennyh x^′_k, t^′ i funkcii ⃗u^′ iz (15.1) vse sootnoxeniØ matematiqeskogo formalizma teorii uprugosti

214 G. I. PETRAXEN^ ostanutsØ neizmennymi, a uravnenie Lame zapixetsØ v preßnem vide

(λ^′ + μ^′)grad div ⃗u^′ + μ^′Δ⃗u^′ − ρ^′ ∂^2⃗u^′ ∂t^{′2} = − ⃗f^′. (15.3)

V takom uravnenii razmernymi okazyva¸tsØ lix~ veliqiny

λ^′, μ^′, ⃗f^′ i ρ^′, ime¸wie razmernost~ “sila”. Differencial~nye

ße operatory (po x^′_k i t^′), ravno kak i vektor smeweniæ ⃗u^′, bezrazmerny. Pofftomu esli razdelit~ vse qleny uravneniØ (15.3) na kaku¸-libo postoØnnu¸ veliqinu – s razmernost~¸ “sila”, to poluqitsØ bezrazmernoe uravnenie v toqnom smysle fftogo ponØtiØ. UpomØnutoe delenie my budem predpolagat~ vypolnennym i budem upotreblØt~ dlØ bezrazmernyh peremennyh i vseh proqih veliqin, vhodØwih v formalizm teorii, preßnie oboznaqeniØ, bez xtrihov sverhu.

2. Pri rassmotrenii poleæ prosteæxih toqeqnyh istoqnikov kolebaniæ budem pol~zovat~sØ kak dekartovoæ, x = x_1, y = x_2,

z = x_3, tak i sferiqeskoæ r, θ, φ, sistemami koordinat; naqa-

lo posledneæ raspoloßeno v nekotoroæ fiksirovannoæ toqke

M_0(x_0, y_0, z_0) sredy, a radius-vektor ⃗M_0M opredelØet poloße-

nie peremennoæ toqki M = (x, y, z) polØ otnositel~no toqki M_0. Pri fftom r = |M − M_0| = √ (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 + (z − z_0)^2. (15.4)

Esli ⃗u = ⃗u(r, θ, φ) – pole smeweniæ v uprugoæ srede, to vektor naprØßeniØ ⃗t_n na plowadke s normal~¸ ⃗n opredelØetsØ obweæ formuloæ (2.5). Nam ponadobitsØ vyraßenie dlØ ⃗t_n na plowadkah s normal~¸ ⃗n = ⃗r_1, gde ⃗r_1 – ort radius-vektora v sferiqeskoæ sisteme koordinat. Pol~zuØs~ formulami

x − x_0 = r sin θ cos φ, y − y_0 = r sin θ sin φ, z − z_0 = r cos θ

perehoda ot sferiqeskih k dekartovym koordinatam, a takße vyraßeniØmi (2.7) dlØ sostavlØ¸wih t_{ik} tenzora naprØßeniæ, netrudno poluqit~ neobhodimoe vyraßenie

⃗t_r = λ⃗r_1 div ⃗u + 2μ { ∂⃗u ∂r + 1 2 [⃗r_1 × rot ⃗u] } . (15.5)

Pri fftom napomnim, qto esli

⃗u = u_1⃗r_1 + u_θ⃗θ_1 + u_φ ⃗φ_1,

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 215 gde ⃗u_1, ⃗θ_1, ⃗φ_1 – orty sferiqeskoæ koordinatnoæ sistemy, to

div ⃗u = 1 r^2 ∂ ∂r (r^2u_r) + 1 r sin θ ∂ ∂θ (sin θu_θ) + 1 r sin θ ∂u_φ ∂φ , rot ⃗u = 1 r sin θ [ ∂(sin θu_φ) ∂θ − ∂u_θ ∂φ ] ⃗r+ + 1 r [ 1 sin θ ∂u_r ∂φ − ∂(ru_φ) ∂r ] ⃗θ_1 + 1 r [ ∂(ru_θ) ∂r − ∂u_r ∂θ ] ⃗φ_1. (15.6)

3. Pust~ v uprugoæ srede, harakterizuemoæ postoØnnymi λ, μ, ρ, nahodØweæsØ v pokoe pri t < t_0, obrazovana polost~ r ⩽ δ, k poverhnosti kotoroæ v moment t = t_0 prikladyvaetsØ ravnomernoe (gidrostatiqeskoe) davlenie

p = p_0q(t − t_0), (15.7)

gde q(τ ) ≡ 0 pri τ < 0. TrebuetsØ opredelit~ pole ⃗u uprugih smeweniæ pri t > t_0 v oblasti r > δ.

Iz postanovki zadaqi Øsno, qto pole ⃗u sferiqeski-simmet-riqno, t.e.

⃗u = u(r, t − t_0)⃗r_1 = grad φ(r, t − t_0) ≡ ∂φ ∂r ⃗r_1. (15.8)

Opredelenie ße potenciala φ, oqevidno, svoditsØ k sledu¸weæ matematiqeskoæ zadaqe: naæti φ = φ(r, t − t_0) v oblasti r > δ,

t > t_0 iz rexeniØ uravneniØ Δφ − 1 v^2_p

∂^2φ ∂t^2 = 0, ( v_p = √ λ + 2μ ρ ) (15.9)

pri nulevyh naqal~nyh dannyh φ | |_{t=t0} = φ̇ | |_{t=t0} = 0 (15.10)

i graniqnom uslovii ⃗t_r | |_{r=δ} ≡ { (λ + 2μ)

∂^2φ ∂r^2 + 2λ r ∂φ ∂r } r=δ ⃗r_1 = −p_0q(t − t_0)⃗r_1, (15.11)

znaqenie dlØ ⃗t_r v kotorom poluqeno iz (15.5) pri ispol~zovanii (15.8) i (15.6).

216 G. I. PETRAXEN^

V sluqae φ = φ(r, t − t_0) uravnenie (15.9) perepisyvaetsØ v vide

∂^2φ ∂r^2 + 2 r ∂φ ∂r − 1 v^2_p

∂^2φ ∂t^2 = 0 i imeet klassiqeskoe rexenie φ = 1 r Φ ( t − t_0 − r − δ v_p ) , (15.12)

soderßawee proizvol~nu¸ dvaßdy differenciruemu¸ funkci¸ Φ. Esli pri τ < 0 okazyvaetsØ Φ(τ ) ≡ 0, to nulevye naqal~- nye dannye iz (15.10) vypolneny. OstaetsØ uqest~ graniqnoe uslovie iz (15.11), kotoroe, kak netrudno videt~, privoditsØ k obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸

Φ^{′′}(t) + 4μ ρδv_p Φ^′(t) + 4μ ρδ^2 Φ(t) = − p_0δ ρ q(t). (15.13)

V predpoloßenii predstavleniØ funkcii q(t) iz (15.7) v forme integrala Mellina q(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ Q(s)e^{st}ds, (σ > 0), (15.14) v kotorom Q(s) = ∞∫ 0 q(t)e^{−st}dt, (s = σ + i∞), rexenie uravneniØ (15.13), podqinennoe uslovi¸

Φ(0) = Φ^′(0) = 0,

udobno iskat~ v forme analogiqnogo ße integrala

Φ(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ X(s)e^{st}ds. (15.15) Podstanovka (15.15) v (15.13) privodit dlØ funkcii X(s) k algebraiqeskomu uravneni¸, iz kotorogo sleduet X(s) = −p_0δ ρ Q(s) (s + α − iβ)(s + α + iβ) , (15.16)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 217 gde α = 2μ ρv_pδ , β = α √ λ + μ μ . Podstanovka znaqeniØ X(s) pod znak integrala (15.15) privodit (pri uqete teoremy o svertke) k predstavleni¸ funkcii Φ(t) v sledu¸wem okonqatel~nom vide

Φ(t) = − p_0 δ t∫ 0 q(t − τ )e^{−ατ} sin βτ β dτ. (15.17)

Takim obrazom, pri fiksirovannom radiuse δ > 0 polosti

r ⩽ δ, k granice kotoroæ prikladyvaetsØ davlenie iz (15.7),

potencial φ(r, t) polØ vne polosti (r ⩾ δ) opredelØetsØ formuloæ (15.12) pri dostatoqno sloßnoæ funkcii Φ(t) iz (15.17).

DlØ perehoda ße k pol¸, otveqa¸wemu sosredotoqennomu istoqniku tipa centra davleniØ, nußno rassmotret~ process δ → 0, p_0 → ∞, naprimer, takoæ, qto ostaetsØ normirovannoæ na edinicu veliqina

p_0δ^3 4μ = 1, (δ → 0, p_0 → ∞). (15.18)

Pri fftom okazyvaetsØ

p_0δ ρ = λ + 2μ μ α^2, β = α √ λ + μ μ , α → ∞, i vypolnØetsØ sledu¸wee (legko dokazuemoe) predel~noe sootnoxenie

lim_{α→∞} α^2 t∫ 0 q(t − τ )e^{−ατ} sin βτ β dτ = lim_{α→∞} q(t)α^2 ∞∫ 0 e^{−ατ} sin βτ β dτ =

= q(t) lim_{α→∞} α^2 α^2 + β^2 = μ λ + 2μ q(t), (soderßawee v pravoæ qasti izvestnyæ tabliqnyæ integral) spravedlivoe pri l¸boæ nepreryvnoæ funkcii q(t).

218 G. I. PETRAXEN^

{PoØsnenie. V silu nepreryvnosti q(t) pri l¸bom malom ε > 0

suwestvuet takoe Δ > 0, qto pri 0 < τ < Δ okazyvaetsØ |q(t − τ ) − q(t)| < ε. Pri ukazannom vybore ε i Δ, pri t > Δ spravedlivo ravenstvo

α^2 t∫ 0 q(t − τ )e^{−ατ} sin βτ β dτ = q(t)α^2 Δ∫ 0 e^{−ατ} sin βτ β dτ +

+α^2 Δ∫ 0 [q(t − τ ) − q(t)]e^{−ατ} sin βτ β dτ + α^2 t∫ Δ q(t − τ )e^{−ατ} sin βτ β dτ. (I) Vtoroe i tret~e slagaemye pravoæ qasti zdes~ oceniva¸tsØ po modul¸ sootvetstvenno vyraßeniØmi ε α^2 β Δ∫ 0 e^{−ατ} dτ < 2ε α β = 2 √ μ λ + μ ε i 2M √ μ λ + μ e^{−αΔ}, gde |q(t)| < M . Pervoe ße slagaemoe predstavlØetsØ raznost~¸ integralov q(t)α^2 ∞∫ 0 e^{−ατ} sin βτ β dτ − q(t)α^2 ∞∫ Δ e^{−ατ} sin βτ β dτ, (II) v kotoroæ vtoroæ qlen (vyqitaemoe) ocenivaetsØ veliqinoæ M √ μ λ + μ e^{−αΔ}. Dal~neæxie rassußdeniØ standartny. Pri vybore skol~ ugodno malogo ε > 0 fiksiruetsØ veliqina Δ. Zatem k beskoneqnosti ustremlØetsØ α → ∞ i zameqaetsØ, qto (na osnovanii privedennyh ocenok) vtoroe i tret~e slagaemye iz (I), ravno kak i vtoroe slagaemoe iz (II), stremitsØ k nul¸.}

Takim obrazom, iz (15.17) i (15.18) v ukazannom predele (pri

δ → 0 i p_0 → ∞) poluqaetsØ ravenstvo

Φ(t) = −q(t), (15.19)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 219 priqem izuqaemye (dalee) polØ φ(r, t − t_0) i ⃗u(r, t − t_0) uße moßno rassmatrivat~ pri l¸byh znaqeniØh r > 0 i t > t_0.

Na osnovanii izloßennogo Øsno, qto potencial φ i otveqa¸- wee emu pole smeweniæ ⃗u rassmatrivaemoæ zadaqi mogut byt~ predstavleny formulami φ(r, t − t_0) = − 1 r q ( t − t_0 − r v_p ) ε ( t − t_0 − r v_p ) , ⃗u(r, t − t_0) = [ q^′(t − t_0 − r/v_p) v_pr + q(t − t_0 − r/v_p) r^2 ] ε ( t − t_0 − r v_p ) ⃗r_1, (15.20) v kotoryh

v_p = √ λ + 2μ ρ (15.21)

– skorost~ rasprostraneniØ prodol~nyh voln, a ε(τ ) – funkciØ Hevisaæda (9.6), vvedennaØ dlØ togo, qtoby bolee otqetlivo uqest~ fakt vkl¸qeniØ vozdeæstviØ (15.7) v moment vremeni

t = t_0. Ee moßno bylo by ne vypisyvat~ (zameniv ediniceæ),

esli pomnit~, qto v (15.7) predpolagalos~ q(τ ) ≡ 0 pri t < 0.

Pole smeweniæ (15.20) s potencialom φ nazyvaetsØ polem, otveqa¸wim toqeqnomu istoqniku tipa centra davleniæ, s momentom m, opredelØemym formuloæ (15.40).

ZnaqeniØ φ i ⃗u otliqny ot toßdestvennogo nulØ i da¸tsØ vyraßeniØmi iz (15.20) pri ε = 1, esli t − t_0 − r/v_p > 0. Esli ße

t − t_0 − r/v_p ⩽ 0, to φ ≡ 0 i ⃗u ≡ 0. Takim obrazom, pole (15.20)

imeet peredniæ front

r = v_p(t − t_0), (15.22)

rasprostranØ¸wiæsØ so skorost~¸ (15.21) i udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ (5.6^′) dlØ harakteristik prodol~nogo tipa. �to soglasuetsØ s predpoloßeniem o tom, qto pri t < t_0 sreda nahodilas~ v pokoe, a vozdeæstvie (15.7) bylo vkl¸qeno v toqke

M = M_0 (dlØ kotoroæ r = 0) lix~ v moment t = t_0. Esli pri τ > 0

funkciØ q(τ ) i ee proizvodnye vseh porØdkov ne ime¸t razryvov, to front (15.22) edinstvenen.

Netrudno videt~, qto pri funkciØh q(τ ), nepreryvnyh vmeste s pervoæ proizvodnoæ i ime¸wih razryvy vo vtoroæ proizvodnoæ, pole smeweniæ ⃗u iz (15.20) prinadleßit k klassu rexe-

220 G. I. PETRAXEN^ niæ uravneniØ (15.3) s pravil~nymi sil~nymi razryvami. PrØmaØ proverka takogo utverßdeniØ legko proizvoditsØ na osnove (7.2)^2 i (7.3) i formul (15.11) i (15.20).

Odnako prowe ubedit~sØ: 1) qto (15.22) ØvlØetsØ harakteristikoæ prodol~nogo tipa, 2) qto na (15.22) vypolnØ¸tsØ kinematiqeskie usloviØ sovmestnosti i 3) qto pri perehode qerez (15.22) ispytyva¸t razryv lix~ proizvodnye po normali (t.e. po τ ) i vremeni t ot normal~noæ sostavlØ¸weæ polØ. Vypolnimost~ takih usloviæ oqevidna.

OstaetsØ lix~ otmetit~, qto v sluqae proizvol~noæ funkcii

q(τ ) pole ⃗u(r, t − t_0) moßno rassmatrivat~ kak obobwennoe rexe-

nie obsußdaemoæ zadaqi.

4. Pokaßem teper~, qto funkci¸ φ(τ ) iz (15.20) moßno tolkovat~ kak rexenie neodnorodnogo volnovogo uravneniØ Δφ − 1 v^2_p φ̈ = 4πq(t − t_0)ε(t − t_0)δ(M − M_0), (15.23)

v kotorom δ(M − M_0) – trehmernaØ δ-funkciØ Diraka, a ε(τ ) – funkciØ Hevisaæda, podqinennoe pri r = |M − M_0| > 0 nulevym naqal~nym dannym φ | t=t0 = φ̇ | t=t0 = 0. (15.24)

Pri fftom, kak i v l¸byh drugih zadaqah matematiqeskoæ fiziki, formulirovka kotoryh soderßit δ-funkci¸ Diraka, pod rexeniem uravneniØ (15.23) budem ponimat~ rezul~tat predel~- nogo perehoda pri ε → 0 ot rexeniØ φ_ε(r, t−t_0) takogo ße uravneniØ, v pravoæ qasti kotorogo δ(M − M_0) zamenena na dostatoqno gladku¸ funkci¸ δ_ε(M −M_0; n_0) iz (9.9), oblada¸wu¸, oqevidno, svoæstvami: 1) δ_ε(M −M_0; n_0) → 0 ravnomerno v l¸boæ zamknutoæ oblasti V_0, ne soderßaweæ toqki M_0, i

2) lim_{ε→0} ∞∫ ∫∫ −∞ ψ(M )δ_ε(M − M_0; n_0)dM = ψ(M_0) (15.25)

dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii ψ(M ).

2Ili (5.6).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 221 Budem ishodit~ iz izvestnogo klassiqeskogo rezul~tata, utverßda¸wego, qto rexenie uravneniØ Δφ_ε − 1 v^2_p φ̈_ε = 4πF_ε(x, y, z, t − t_0)ε(t − t_0), (15.26)

podqinennoe nulevym naqal~nym dannym pri t = t_0, daetsØ formuloæ^3 φ_ε(x, y, z, t − t_0) = − ∫ ∫ ∫ r^′ <v_p(t−t0) F_ε(ξ, η, ζ, t − t_0 − r^′/v_p) r^′ dV^′, (15.27) gde r^′ = √ (x − ξ)^2 + (y − η)^2 + (z − ζ)^2. (15.28)

Pri fftom rexenie (15.27) imeet klassiqeskiæ smysl, esli, naprimer, proizvodnye ot F_ε po x, y, z i t nepreryvny. Poloßim

F_ε(x, y, z, t − t_0) = δ_ε(M − M_0; n_0)q(t − t_0), (15.29)

gde δ_ε(M − M_0; n_0) pri n_0 ⩾ 1 – funkciØ iz (9.9), udovletvorØ¸- waØ sootnoxeni¸ (15.25), a funkciØ q(τ ) nepreryvna s pervoæ i vtoroæ proizvodnymi. Esli sqitat~, qto q(τ ) ≡ 0 pri τ < 0, to pri uslovii (15.29) formulu (15.27) moßno perepisat~ v vide φ_ε(x, y, z, t − t_0) = − ∞∫∫ ∫ −∞ δ_ε(M − M_0; n_0) q(t − t_0 − r^′/v_p) r^′ dM^′, (15.30) gde M (ξ, η, ζ) – peremennaØ toqka integrirovaniØ. Rexenie (15.30) imeet klassiqeskiæ smysl, a dlØ l¸boæ toqki M ≠ M_0 pri ε → 0, oqevidno, okazyvaetsØ

lim_{ε→0} φ_ε(x, y, z, t − t_0) = φ(r, t − t_0), (15.31)

gde φ(r, t − t_0) oboznaqaet funkci¸ iz (15.20). Netrudno proverit~, vo-pervyh, qto predel (15.31) ne zavisit ot qastnogo vida funkcii δ_ε(M − M_0; n_0), udovletvorØ¸weæ sootnoxeni¸ (15.25), i, vo-vtoryh, qto v oblasti r ≡ |M − M_0| ⩾ δ > 0 stremlenie

φ_ε → φ, ravno kak i ih pervyh qastnyh proizvodnyh, okazyvaet-

sØ ravnomernym. Itak, vyskazannoe v naqale p. 4 utverßdenie dokazano.

3Sm., naprimer, t. 2 “Kurs vysxeæ matematiki” V. I. Smirnova.

222 G. I. PETRAXEN^

V zakl¸qenie p. 4 zametim, qto ishodØ iz vyraßeniØ (15.29), soderßawego funkci¸ q(t − t_0) s ukazannoæ vyxe gladkost~¸, my rassmotreli predel~nyæ perehod pri ε → 0 v formule (15.27) i prixli k rexeni¸ φ iz (15.20) uravneniØ (15.23), podqinennomu nulevym naqal~nym dannym i ime¸wemu klassiqeskiæ smysl v oblasti r > 0. PolagaØ teper~ q(τ ) = δ_ε(τ ; m_0), gde δ_ε(τ ; m_0) – funkciØ iz (9.10) pri m_0 ⩾ 2, i rassmatrivaØ predel~nyæ perehod pri ε → 0, ubeßdaemsØ, qto podqinennoe nulevym naqal~nym dannym pri t = τ rexenie uravneniØ Δφ − 1 v^2_p φ̈ = 4πδ(t − τ )δ(M − M_0) v oblasti r > 0 opredelØetsØ formuloæ φ(r, t − τ ) = − 1 r δ ( t − τ − r v_p ) . (15.32)

Takoe rexenie imeet Øvno vyraßennyæ obobwennyæ smysl. Odnako v sootvetstvii s izloßennym v p. 8 §9 ono pozvolØet poluqat~ klassiqeskie rexeniØ putem umnoßeniØ (15.32) na dostatoqno gladku¸ funkci¸ plotnosti s posledu¸wim integrirovaniem po M_0 i τ . Deæstvitel~no, pust~ F_ε(x, y, z; τ −t_0) ≡ F_ε(M, τ −

t_0) nepreryvna i udovletvorØet uslovi¸ F_ε(M, τ − t_0) ≡ 0, esli τ < t_0. Togda v sootvetstvii s formuloæ ∞ ∫ ∫∫ ∫ −∞ F_ε(M_0; τ − t_0)δ(t − τ )δ(M − M_0)dM_0dτ = F_ε(M ; t − t_0)ε(t − t_0),

gde mnoßitel~ ε(t − t_0) moßno bylo by zamenit~ ediniceæ, funk- ciØ φ_ε(x, y, z; t − t_0) = − ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ F_ε(M_0; τ − t_0)φ(r, t − τ )dM_0dτ =

= − ∞ ∫ ∫∫ ∫ −∞ F_ε(M_0; τ − t_0) δ(t − τ − r/v_p) r dM_0dτ =

= − ∞ ∫ ∫ ∫∫ −∞ 1 r F_ε(M_0; t − t_0 − r/v_p)dM_0 =

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 223 = ∫ ∫∫ r<v_p (t−t0) 1 r F_ε(M_0; t − t_0 − r/v_p)dM_0,

sovpada¸waØ s (15.27), okazyvaetsØ rexeniem uravneniØ (15.26), udovletvorØ¸wim nulevym naqal~nym usloviØm pri t = t_0. Takoe rexenie imeet klassiqeskiæ smysl, esli F_ε – dostatoqno gladkaØ funkciØ.

5. Soverxenno tak ße, kak i v p. 4, moßno utverßdat~, qto pole

⃗u(r, t−t_0) iz (15.20) ØvlØetsØ rexeniem neodnorodnogo uravneniØ

Lame_{−→}

Div t_{ik} − ρ⃗ü ≡ (λ + 2μ)grad div ⃗u − rot rot ⃗u − ρ⃗ü =

= − ⃗f (M, t) ≡ 4π(λ + 2μ)q(t − t_0)ε(t − t_0)grad δ(M − M_0), (15.33)

podqinennym v oblasti r = |M − M_0| > 0 nulevym naqal~nym usloviØm ⃗u | |_{t=t0} = ⃗u̇ | |_{t=t0} = 0. (15.34)

V pravu¸ qast~ (15.33) vhodit obobwennaØ funkciØ grad δ(M −

M_0), vsledstvie qego rexenie uravneniØ (15.33) sleduet poni-

mat~ kak predel ot posledovatel~nosti ⃗u_ε(r, t − t_0) klassiqeskih rexeniæ takogo ße uravneniØ (15.33) pri uslovii, qto v nem δ(M − M_0) zamenena na dostatoqno gladku¸ funkci¸

δ_ε(M − M_0; n_0) iz (9.9) i qto ffti rexeniØ podqineny naqal~nym

usloviØm (15.34).

Oqevidno, qto vektornye funkcii ⃗u_ε predstavlØ¸tsØ v vide

⃗u_ε(M, M_0, t − t_0) = grad φ_ε(x, y, z, t − t_0), (15.35)

gde znaqenie φ_ε daetsØ formuloæ (15.30). DlØ iskomogo ße rexeniØ zadaqi (15.33), (15.34) budem imet~

⃗u(r, t − t_0) = lim_{ε→0} ⃗u_ε(M, M_0, t − t_0). (15.36)

V predpoloßenii nepreryvnosti funkcii q(τ ) i ee pervoæ proizvodnoæ na osnovanii formul (15.35) i (15.30) soverxenno fflementarno (putem vvedeniØ operacii grad pod znak integrala v (15.30)) dokazyvaetsØ, vo-pervyh, qto pri r = |M − M_0| > 0 predel (15.36) suwestvuet i sovpadaet s vyraßeniem (15.20), i, vo-vtoryh, qto fftot predel ne zavisit ot qastnogo vybora vida funkciæ δ_ε(M − M_0; n_0) iz (9.9), oblada¸wih svoæstvom (15.25). Itak, utverßdenie dokazano.

224 G. I. PETRAXEN^

6. V posledu¸wem nam ponadobitsØ sootnoxenie^4 ∞∫∫ ∫ −∞ ⃗v(M )grad δ(M − M_0)dM = div ⃗v | |_{M=M0} , (15.37)

spravedlivoe dlØ proizvol~nogo differenciruemogo polØ ⃗v(M ), u kotorogo div ⃗v okazyvaetsØ nepreryvnoæ funkcieæ.

DlØ vyvoda formuly (15.37) vyberem funkci¸ δ_ε(M − M_0; n_0) iz (9.9) pri n_0 ⩾ 1 (t.e. δ_ε predpolagaetsØ nepreryvnoæ s pervymi qastnymi proizvodnymi vo vsem bezgraniqnom prostranstve) i vospol~zuemsØ oqevidnym toßdestvom

div[⃗v(M )δ_ε(ΔM ; n_0)] = ⃗v(M )grad δ_ε(ΔM ; n_0) + div ⃗v(M )δ_ε(ΔM ; n_0),

gde ΔM = M − M_0.

IntegriruØ ffto toßdestvo po trehmernomu prostranstvu peremennoæ M i uqityvaØ, qto soglasno (9.9), funkciØ δ_ε(M −

M_0; n_0) otliqna ot toßdestvennogo nulØ lix~ pri |M − M_0| < ε

(priqem, esli |M − M_0| = ε, to δ_ε(M − M_0; n_0) = 0 vsledstvie nepreryvnosti), poluqaem ∞∫ ∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) · grad δ_ε(M − M_0; n_0)dM +

+ ∫ ∫∫ |M−M0|<ε div ⃗v(M ) · δ_ε(M − M_0; n_0)dM = 0.

Pofftomu_∞ ∫ ∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) · grad δ(M − M_0)dM ≡

≡ lim_{ε→0} ∞∫∫ ∫ −∞ ⃗v(M )grad δ_ε(M − M_0; n_0)dM =

= lim_{ε→0} − ∫∫ ∫ |M−M0|<ε div ⃗v(M )δ_ε(M − M_0; n_0)dM

= − div ⃗v | |_{M=M0}

4Sootnoxenie (15.37) spravedlivo, esli integrirovanie vypolnØetsØ po l¸boæ oblasti V , soderßaweæ toqku M0 strogo vnutri sebØ. �to Øsno iz vyvoda formuly.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 225 v silu predpolagaemoæ nepreryvnosti div ⃗v(M ) i svoæstva (15.22) funkcii δ_ε(M − M_0; n_0).

7. V zakl¸qenie polezno ostanovit~sØ na naglØdnom mehaniqeskom tolkovanii vozdeæstviæ, opredelØemyh vektorami plotnosti massovyh sil, soderßawimi obobwennu¸ funkci¸ grad δ(M −

M_0). Pri vyØsnenii fftogo voprosa estestvenno vospol~zovat~sØ

otmeqennym v p. 5 proizvolom v vybore vida gladkih funkciæ

δ_ε(M −M_0; n_0) iz (9.9), kotorymi zamenØetsØ funkciØ δ(M −M_0) v

pravoæ qasti uravneniØ (15.33) pri postroenii posledovatel~- nosti klassiqeskih rexeniæ ⃗u_ε(M, M_0t − t_0). V naxem sluqae celesoobrazno sqitat~, qto vybiraemye funkcii δ_ε oblada¸t sferiqeskoæ simmetrieæ, vsledstvie qego

δ_ε(M −M_0; n_0) ≡ δ_ε(r) i grad δ_ε(M −M_0; n_0) = ∂δ_ε(r) ∂r ⃗r_1, (15.38)

gde ⃗r_1 – ort radiusa-vektora^{−→}M_0M . DlØ “momenta sil”, raspredelennyh s nepreryvnoæ plotnost~¸ (15.38), imeem ∞∫ ∫ ∫ −∞ ⃗rgrad δ_ε(r)dV = ∫∫ ∫ r6ε div(⃗rδ_ε)dV −

− ∫ ∫∫ r6ε δ_ε(r) div ⃗rdV = −3 ∫ ∫∫ r6ε δ_ε(r)dV = −3. (15.39)

DlØ momenta ße sil, raspredelennyh s plotnost~¸ ⃗f , vhodØweæ v pravu¸ qast~ uravneniØ (15.33), poluqaetsØ vyraßenie

m = 12π(λ + 2μ)q(t − t_0). (15.40)

Takim obrazom, toqeqnyæ istoqnik kolebaniæ, pri kotorom opredelØetsØ pole ⃗u(r, t − t_0) iz zadaqi (15.33), (15.34), moßno nazyvat~ centrom davleniæ s momentom m iz (15.40).

Sleduet otmetit~, qto v zadaqe (15.33), (15.34) pole ⃗u, ime- ¸wee vid (15.20), opredelØetsØ v rezul~tate priloßeniØ massovyh sil s plotnost~¸ iz pravoæ qasti (15.33). Pri fftom, estestvenno, predpolagaetsØ, qto sploxnost~ uprugoæ sredy ne naruxaetsØ ni v odnoæ toqke prostranstva. Pri poluqenii togo ße samogo polØ smeweniæ (15.20) iz zadaqi dlØ vnexnosti polosti

226 G. I. PETRAXEN^

r ⩽ δ (posle predel~nogo perehoda (15.18)) v toqke r = 0 splox-

nost~ uprugoæ sredy okazyvaetsØ naruxennoæ^5. �to, v qastnosti ØvlØetsØ priqinoæ togo, qto moment sil (15.7), prikladyvaemyh k granice plosti, posle predel~nogo perehoda (15.16) okazyvaetsØ ravnym 16πμq(t − t_0) i ne sovpadaet s (15.40).

Pomimo fftogo polezno upomØnut~ i o terminah “blißnØØ” i “dal~nØØ” zony istoqnika, proishoßdenie kotoryh voshodit k polØm stacionarnyh sosredotoqennyh volnovyh istoqnikov, u kotoryh q(t) = A exp iωt.

Esli vospol~zovat~sØ formuloæ λ = 2π ω v (15.41)

svØzyva¸weæ qastotu ω kolebaniæ volny s ee dlinoæ (volny) λ, to predstavlenie polØ smeweniæ ⃗u(r, t−t_0) iz (15.20) moßet byt~ perepisano v vide ⃗u = [ 2π rλ_p i + 1 r^2 ] A exp iω(t − t_0 − r/v_p)⃗r_1. (15.42)

Pri fftom vyØsnØetsØ, qto v oblasti vypolneniØ neravenstva

r ≪ λ_p (15.43)

(blißnØØ zona), preoblada¸wimi okazyva¸tsØ vtorye slagaemye kvadratnyh skobok iz (15.20) i (15.42), priqem pole imeet porØdok O(r^{−2}). Esli ße okazyvaetsØ

r ≫ λ (15.44)

(dal~nØØ zona), to “glavnym” okazyvaetsØ pervoe slagaemoe upomØnutyh formul, i struktura polØ opredelØetsØ vyraßeniØmi vida ⃗u ∼ c r q^′[t − t_0r/v]⃗r_1. §16. PolØ istoqnikov tipa centrov vraweniØ.

Fundamental~nye rexeniØ Vol~terra i ih primenenie

V nastoØwem paragrafe snaqala stroØtsØ fflementarnye popereqnye volnovye polØ, vozbußdaemye toqeqnymi istoqnikami

5I pritom imenno v toæ toqke M0, v kotoroæ k srede prikladyvaetsØ mownoe sosredotoqennoe vozdeæstvie.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 227 vrawatel~nogo tipa, naqina¸wimi deæstvovat~ v toqke M_0 pri

t = t_0. �ti polØ takße ime¸t harakter rashodØwihsØ voln, no

rasprostranØ¸wihsØ so skorost~¸ v_s iz (16.3) i zapolnØ¸wih oblast~ sfery r ⩽ v_s(t − t_0). Zatem konkretiziruetsØ vid funkcii q(t), opredelØ¸weæ zavisimost~ intensivnosti istoqnikov ot vremeni, i vvodØtsØ v rassmotrenie tak nazyvaemye fundamental~nye (singulØrnye) rexeniØ Vol~terra uravneniØ (14.1), kotorye opisyva¸t nekotorye shodØwiesØ k toqke M_0 volnovye polØ.

1. RassmatrivaØ bezgraniqnoe prostranstvo toqek M = (x, y, z), postroim pri t > t_0 i r ≡ |M − M_0| > 0 rexenie uravneniØ Δψ − 1 v^2_s ψ̈ = 4πq(t − t_0)ε(t − t_0)δ(M − M_0), (16.1)

podqinennoe nulevym naqal~nym dannym ψ | |_{t=t0} = ψ̇ | |_{t=t0} = 0. (16.2)

Zdes~ ε(t − t_0) i δ(M − M_0) funkcii Hevisaæda i Diraka, r =

|M − M_0| opredelØetsØ formuloæ (15.4), a

u_s = √ μ ρ = const (16.3)

oboznaqaet skorost~ rasprostraneniØ popereqnyh voln v odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ srede.

PostavlennaØ zadaqa ffkvivalentna zadaqe iz p. 4 §15, vsledstvie qego moßno utverßdat~, qto ee rexenie predstavlØetsØ formuloæ ψ(r, t − t_0) = 1 r q ( t − t_0 − r v_s ) ε ( t − t_0 − r v_s ) , (16.4)

analogiqnoæ formule (15.20) dlØ φ.

PodrazumevaØ pod ⃗i_1, ⃗i_2, ⃗i_3 orty ⃗i, ⃗j, ⃗k dekartovoæ sistemy koordinat, opredelim tri vektora smeweniæ

⃗u_k(r, t − t_0) = rot(ψ⃗i_k ) = ∂ψ ∂r [⃗r_1 ×⃗i_i] (16.5)

sootvetstvenno znaqeniØm k = 1, 2 i 3, gde ⃗r_1 oboznaqaet ort radius-vektora ⃗r =^{−→}M_0M toqki M otnositel~no toqki M_0, v kotoroæ raspoloßen istoqnik.

228 G. I. PETRAXEN^

Soverxenno tak ße, kak i v p. 5 §15, ne predstavlØet truda ubedit~sØ, qto vektory (16.5) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi neodnorodnogo uravneniØ Lame −→ Div t_{ik} − ρ ∂^2⃗u_k ∂t^2 ≡ (λ + 2μ)grad div ⃗u_k − μ rot rot ⃗u_k − ρ⃗ü_k = − ⃗f_k ≡

≡ 4πμq(t − t_0)ε(t − t_0) rot[⃗i_kδ(M − M_0)], (16.6)

podqinennymi nulevym dannym ⃗u_k | |_{t=t0} = ⃗u̇_k | |_{t=t0} = 0 (16.7)

pri r > 0. Pri fftom, kak i v §15, rexenie zadaqi (16.6), (16.7) sleduet rassmatrivat~ v smysle predela ot posledovatel~nosti rexeniæ takoæ ße zadaqi, v kotoroæ δ(M − M_0) zamenena na gladku¸ funkci¸ δ_ε(M − M_0; n_0) iz (9.9). Kak i v p. 5 §15, legko dokazyvaetsØ, qto ukazannyæ predel ne zavisit ot qastnogo vida vybiraemyh funkciæ δ_ε(M − M_0; n_0), udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ (15.25). ˚vnoe ße vyraßenie ⃗u_k iz (16.5) imeet vid ⃗u_k(r, t − t_0) = [ q^′(τ ) v_sr + q(τ ) r^2 ] ε(τ )[⃗r_1 ×⃗i_k], (16.8)

gde radi kratkosti oboznaqeno

τ = t − t_0 − r v_s . (16.9)

Perednim frontom volnovogo polØ (16.8) okazyvaetsØ rasxirØ¸waØsØ so vremenem trehmernaØ sfera

τ = 0 ili r = v_s(t − t_0), (16.10)

vperedi kotoroæ, t.e. pri r > v_s(t − t_0), carit pokoæ. Esli q(τ ) i ee proizvodnye ime¸t razryvy lix~ pri τ = 0, to front (16.10) edinstvenen.

Netrudno videt~, qto v sluqae funkciæ q(τ ), nepreryvnyh s pervoæ proizvodnoæ i ime¸wih razryvy vo vtoroæ proizvodnoæ, polØ (16.8), kak i (15.20), udovletvorØ¸t usloviØm sovmestnosti i otnosØtsØ k klassu rexeniæ uravneniØ Lame s pravil~nymi sil~nymi razryvami.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 229

2. DlØ ustanovleniØ fiziqeskogo smysla poleæ (16.8) vypixem plotnost~

⃗f_k = −4πμq(t − t_0)ε(t − t_0) rot[⃗i_kδ(M − M_0)] (16.11)

massovyh sil, vhodØwu¸ v uravnenie (16.6), i vospol~zuemsØ tem obstoØtel~stvom, qto (16.11) sleduet rassmatrivat~ kak rezul~tat predel~nogo perehoda ot gladkoæ plotnosti massovyh sil vida

−4πμq(t − t_0)ε(t − t_0) rot[⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0)], (16.12)

gde δ_ε(M − M_0; n_0) – funkciØ iz (9.9). Pri fftom iz-za upominavxegosØ v p. 1 proizvola v vybore qastnogo vida funkciæ

δ_ε(M − M_0; n_0) my vprave seæqas sqitat~, qto δ_ε obladaet sfe-

riqeskoæ simmetrieæ, t.e. δ_ε(M − M_0; n_0) = δ_ε(r), gde r imeet znaqenie iz (15.4).

Rassmotrim plotnost~ (16.12), naprimer pri indekse k = 3, kogda ⃗i_3 = ⃗k oboznaqaet ort osi Oz naxeæ dekartovoæ sistemy koordinat.

Vsledstvie ravenstva

rot[⃗kδ_ε(r)] = [grad δ_ε(r) × ⃗k] = − ∂δ_ε(r) ∂r sin θ ⃗φ_1,

(v kotorom θ – polØrnyæ ugol, ⃗φ_1 – ort peremennoæ φ sferiqeskoæ sistemy koordinat iz p. 2 §15) Øsno, qto (16.12) (pri

k = 3) okazyvaetsØ plotnost~¸ sil, priloßennyh po kasatel~-

nym k okrußnostØm (s centrami v toqkah na osi Oz), raspoloßennym v ploskosti z = const seqeniØ sfery r ⩽ ε.

Summarnyæ moment vraweniØ fftih sil opredelØetsØ vektorom ⃗m_3 = −4πμq(t−t_0)ε(t−t_0) ∞∫ ∫∫ −∞ [⃗r ×[grad δ_ε(r)×⃗k]]dV = m⃗k, (16.13) napravlennym po osi Oz. Esli vospol~zovat~sØ formuloæ

[⃗r × [grad δ_ε × ⃗k]] = (⃗r⃗k)grad δ_ε − ⃗k(⃗rgrad δ_ε) =

= zgrad δ_ε(r) − ⃗k(⃗rgrad δ_ε(r))

i proizvesti vykladki, analogiqnye vykladkam v formule (15.39), to dlØ m iz (16.13) poluqitsØ sledu¸wee vyraßenie:

m = 8πμq(t − t_0)ε(t − t_0). (16.14)

230 G. I. PETRAXEN^

Takim obrazom, vozdeæstvie s plotnost~¸ massovoæ sily (16.11) moßno nazvat~ toqeqnym vrawatel~nym vozdeæstviem s momentom vraweniØ ⃗m_k = m⃗i_k, gde k = 1, 2, 3, a m opredelØetsØ formuloæ (16.14).

3. V posledu¸wem nam ponadobitsØ formula ∞∫∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) rot[⃗i_kδ(M − M_0)]dM = (⃗i_k rot ⃗v) | |_{M=M0} (16.15)

pri k = 1, 2, 3, spravedlivaØ v sluqae proizvol~nogo differenciruemogo vektornogo polØ ⃗v, u kotorogo rot ⃗v okazyvaetsØ nepreryvnoæ funkcieæ^6.

DlØ vyvoda (16.15) nußno vybrat~ funkci¸ δ_ε(M − M_0; n_0) iz (9.9) pri n_0 ⩾ 1 v forme (15.38) i vospol~zovat~sØ izvestnym ravenstvom div[ ⃗A × ⃗B] = ⃗B rot ⃗A − ⃗A rot ⃗B, v kotorom sleduet poloßit~ ⃗A = ⃗v(M ) i ⃗B = ⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0). Vsledstvie togo obstoØtel~stva, qto δ_ε(M − M_0; n_0) ≡ 0 pri r ≡

|M − M_0| ⩾ ε, oqevidno ∞∫∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) rot[⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0)]dM =

= ∫∫ ∫ r6ε ⃗v(M ) rot[⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0)]dM = ∫∫ ∫ r6ε (⃗i_k rot ⃗v)δ_ε(M − M_0; n_0)]dM − ∫∫ r=ε [⃗v ×⃗i_k]δ_ε(M − M_0; n_0)dS = ∫ ∫ ∫ r6ε (⃗i_k rot ⃗v)δ_ε(M − M_0; n_0)]dM.

6Formula spravedliva pri integrirovanii po l¸boæ oblasti V , soderßaweæ toqku M0 vnutri sebØ. �to Øsno iz vyvoda.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 231 Ots¸da, pri uqete (15.25) i predpoloßennoæ nepreryvnosti

rot ⃗v, v predele pri ε → 0 poluqaetsØ formula ∞∫∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) rot[⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0)]dM ≡

≡ lim_{ε→0} ∞∫ ∫ ∫ −∞ ⃗v(M ) rot[⃗i_kδ_ε(M − M_0; n_0)]dM = (⃗i_k rot ⃗v) | |_{M=M0} , sovpada¸waØ s (16.15).

4. Rez¸miruem rezul~taty, poluqennye pri rassmotrenii dvuh prosteæxih tipov istoqnikov kolebaniæ, priqem budem dalee sqitat~, qto zavisimost~ intensivnosti istoqnikov ot vremeni harakterizuetsØ funkcieæ

q(τ ) = τ^2.

PolØ toqeqnyh istoqnikov my opredelØli kak rexeniØ neodnorodnogo uravneniØ Lame −→ Div t_{ik} − ρ⃗ü = − ⃗f (r, t − t_0) (16.16)

v bezgraniqnoæ srede pri t > t_0, podqinennye pri r ≡ |M − M_0| > 0 nulevym naqal~nym dannym ⃗u | |_{t=t0} = ⃗u̇ | |_{t=t0} = 0. (16.17)

Pri fftom primenØlis~ oboznaqeniØ −→ M_0M = r⃗r_1, |M − M_0| = r = √ (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 + (z − z_0)^2,

gde M = (x, y, z) i M_0 = (x_0, y_0, z_0) – sootvetstvenno peremennaØ toqka polØ i toqka raspoloßeniØ istoqnika. Veliqina ⃗r_1 opredelØla ediniqnyæ vektor napravleniØ iz toqki M_0 v toqku M .

Bylo pokazano sledu¸wee.

a. V sluqae istoqnika tipa centra davleniØ pole smeweniæ ⃗u =

⃗u_p(r, t−t_0) opredelØetsØ iz zadaqi (16.16), (16.17) pri plotnosti

massovyh sil

⃗f = ⃗f_p ≡ −4π(λ + 2μ)(t − t_0)^2ε(t − t_0)grad δ(M − M_0), (16.18)

232 G. I. PETRAXEN^ gde ε(τ ) – funkciØ Hevisaæda, a δ(M − M_0) – trehmernaØ funkciØ Diraka. Vozbußdaemoe istoqnikom (16.18) pole smeweniæ daetsØ formuloæ ⃗u_p(r, t − t_0) = [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_p ] ε ( t − t_0 − r v_p ) ⃗r_1 (16.19)

i opisyvaet rashodØwu¸sØ sferiqesku¸ volnu so sferiqeskim frontom r = v_p(t − t_0), vperedi kotorogo carit pokoæ, t.e.

⃗u_p(r, t − t_0) ≡ 0, esli r > v_p(t − t_0). (16.20)

Vektornoe pole (16.19) udovletvorØet kinematiqeskim i dinamiqeskim usloviØm sovmestnosti (sm. §5).

b. V sluqae istoqnikov tipa centrov vraweniØ rassmatriva¸tsØ tri razliqnyh vektora plotnosti massovyh sil, a imenno:

⃗f = ⃗f_k ≡ −4πμ(t − t_0)^2ε(t − t_0) rot[⃗i_kδ(M − M_0)] (16.21)

pri k = 1, 2, 3. Vozbußdaemoe kaßdym iz takih istoqnikov volnovoe pole harakterizuetsØ vektorom smeweniæ ⃗u_k(r, t − t_0) = [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_s ] ε ( t − t_0 − r v_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k], (16.22)

opisyva¸wim rashodØwu¸sØ popereqnu¸ volnu so sferiqeskim frontom r = v_s(t − t_0), vperedi kotorogo carit pokoæ, t.e.

⃗u_k(r, t − t_0) ≡ 0, esli r > v_s(t − t_0). (16.23)

Vektornye polØ (16.22) takße udovletvorØ¸t kinematiqeskim i dinamiqeskim usloviØm sovmestnosti.

5. PolØ smeweniæ (16.19) i (16.22) ØvlØ¸tsØ ishodnymi dlØ opredeleniØ tak nazyvaemyh fundamental~nyh rexeniæ Vol~- terra v teorii uprugosti. Iz vida uravneniæ Lame (16.16) ili (14.1) sleduet, qto esli naædeno kakoe-libo rexenie ⃗u(M, t − t_0) fftogo uravneniØ, otveqa¸wee plotnosti massovyh sil ⃗f(M, t −

t_0), to pole smeweniæ ⃗u(M, t_0 −t) budet udovletvorØt~ uravneni¸

(16.16) pri ⃗f (M, t_0 − t). (�to svoæstvo est~ sledstvie simmetrii uravneniØ otnositel~no znaka vremeni!) Ukazannoe obstoØtel~- stvo pozvolØet poluqat~ iz rexeniæ zadaqi (16.16), (16.17), vypisannyh v p. 4, novye rexeniØ uravneniæ Lame, ime¸wie harakter shodØwihsØ k toqke M_0 (t.e. k toqke r = 0) voln. Napomnim, qto takoe svoæstvo uravneniæ dvißeniØ uße uqityvalos~

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 233 v §10 pri rassmotrenii principa vzaimnosti, priqem tam sreda predpolagalas~ neodnorodnoæ i anizotropnoæ.

Fundamental~noe rexenie prodol~nogo tipa poluqaetsØ iz (16.19) zamenoæ t − t_0 na t_0 − t. Pri fftom polagaetsØ t_0 > 0, a rexenie rassmatrivaetsØ pri znaqeniØh vremeni t ⩾ 0.

Vektor smeweniæ takogo rexeniØ opredelØetsØ formuloæ

⃗u^0_p(M, M_0, t − t_0) = ⃗u_p(r, t_0 − t) ≡ [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_p ] ε ( t_0 − t − r v_p ) ⃗r_1, (16.24) pravaØ qast~ kotoroæ otliqna ot nulØ lix~ pri t_0 − t − r v_p > 0, t.e. r < v_p(t_0 − t).

Pole smeweniæ ⃗u^0_p okazyvaetsØ polem shodØweæsØ volny, zadnim frontom kotoroæ ØvlØetsØ qetyrehmernyæ konus ili trehmernaØ sfera

r = v_p(t_0 − t), (16.25)

sßima¸waØsØ pri vozrastanii t v promeßutke 0 ⩽ t ⩽ t_0 i stØgiva¸waØsØ v toqku M_0 pri t = t_0. Pozadi fronta (16.25) carit pokoæ, t.e.

⃗u^0_p(M, M_0, t − t_0) ≡ 0, esli r > v_p(t_0 − t). (16.26)

Pole ⃗u^0_p imeet pravil~nye sil~nye razryvy (t.e. udovletvorØet usloviØm sovmestnosti) i udovletvorØet uravneni¸ (16.16) pri plotnosti massovoæ sily

⃗f = ⃗f^0_p ≡ −4π(λ + 2μ)(t − t_0)^2ε(t_0 − t)grad δ(M − M_0), (16.27)

prilagaemoæ faktiqeski k toqke M_0 i otliqnoæ ot nulØ lix~ pri t < t_0. �ta plotnost~ sily gasit (poglowaet) ffnergi¸ prihodØwih k toqke M_0 “fflementov” volny (16.24).

PoØvlenie volnovogo polØ (16.24) pri znaqeniØh t > 0 moßno sqitat~ sledstviem nenulevyh naqal~nyh usloviæ ⃗u^0_p | |_{t=0} = [ t^2_0 r^2 − 1 v^2_p ] ε ( t_0 − r v_p ) ⃗r_1; ⃗u̇^0_p | |_{t=0} = − 2t^0 r^2 ε ( t_0 − r v_p ) ⃗r_1,

234 G. I. PETRAXEN^ zadannyh pri t = 0. Vozbußdaemye takimi usloviØmi volny prihodØt v toqku M_0 v teqenie vremeni 0 ⩽ t ⩽ t_0 i vse vremØ poglowa¸tsØ^7 (gasØtsØ) istoqnikom (16.27). V moment t = t_0 poglowa¸waØ sila (16.27) vykl¸qaetsØ i v srede ustanavlivaetsØ pokoæ.

Fundamental~nye rexeniØ popereqnogo tipa poluqa¸tsØ iz (16.22) zamenoæ t−t_0 na t_0−t i rassmatriva¸tsØ pri znaqeniØh vremeni t ⩾ 0. PolØ smeweniæ takih rexeniæ, ime¸wie vid

⃗u^0_k(M, M_0, t − t_0) = ⃗u_k(r, t_0 − t) ≡ [ t^2_0 r^2 − 1 v^2_s ] ε ( t_0 − r v_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k], (16.28) otliqny ot nulØ tol~ko pri t_0 − t − r v_s > 0, t.e. pri r < v_s(t_0 − t),

i predstavlØ¸t soboæ shodØwiesØ popereqnye volny. Zadnim frontom voln (16.28) ØvlØetsØ qetyrehmernyæ konus ili trehmernaØ sfera

r = v_s(t_0 − t), (16.29)

sßima¸waØsØ k toqke M_0 pri vozrastanii vremeni t v promeßutke 0 ⩽ t ⩽ t_0. Pozadi fronta (16.29) carit pokoæ, t.e.

⃗u^0_k(M, M_0, t − t_0) ≡ 0, esli r > v_s(t_0 − t).

PolØ (16.28) ime¸t pravil~nye sil~nye razryvy na fronte (16.29) i udovletvorØ¸t uravneni¸ (16.16) pri uslovii, qto plotnost~ massovyh sil ⃗f imeet znaqenie

⃗f = ⃗f^0_k ≡ −4πμ(t − t_0)^2ε(t_0 − t) rot[⃗i_kδ(M − M_0)]. (16.30)

PoØvlenie poleæ (16.28) moßno sqitat~ sledstviem nenulevyh naqal~nyh usloviæ ⃗u^0_k | |_{t=0} = ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_s ) ε ( t_0 − r v_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k];

⃗u̇^0_k | |_{t=0} = − 2t^0 r^2 ( t_0 − r v_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k], (16.31)

7Imenno iz-za fftogo pogloweniØ i ne voznikaet otraßennoæ (sferiqeski-rashodØweæsØ) volny ot toqki M0, v kotoroæ fukusiru¸tsØ sferiqeskishodØwiesØ volny (16.24).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 235 zadannyh pri t = 0. Vozbußdaemye takimi usloviØmi volny podhodØt k toqke M_0 v teqenie vremeni 0 ⩽ t ⩽ t_0 i poglowa¸tsØ “istoqnikom” (16.30). V moment vremeni t = t_0 istoqnik vykl¸- qaetsØ i v srede ustanavlivaetsØ pokoæ.

V svØzi s izloßennym polezno na konkretnom primere polØ ⃗u = ⃗u [ r, t − r v ] ε ( t − r v ) , (t > 0) (16.32)

(rassmatrivaemogo tipa rashodØweæsØ volny) obratit~ vnimanie na rol~ v opredelenii rexeniØ odnorodnogo uravneniØ (16.16) (v kotorom ⃗f = 0) naqal~nyh dannyh vida ⃗u | t=t0 = ⃗u0(r)ε ( t_0 − r v ) ; ⃗u̇ | t=t0 = ⃗v0(r)ε ( t_0 − r v ) . (16.33)

Esli pravye qasti takih usloviæ opredeleny po znaqeniØm polØ iz (16.32), to Øsno, qto rexenie odnorodnyh uravneniæ (16.16), podqinennoe usloviØm (16.33), prinimaet vid (16.32) pri

t = t_0 + t^′, (t^′ > 0)

(priqem takoe rexenie edinstvenno).

Naqal~nym ße usloviØm (16.33), v kotoryh izmenen na obratnyæ znak pri ⃗v_0(r), otveqaet (edinstvennoe) rexenie odnorodnyh uravneniæ (16.16) vida ⃗u = ⃗u [ r, t_0 − t^′ − r v ] ε ( t_0 − t^′ − r v ) , predstavlØ¸wee soboæ uße shodØwu¸sØ volnu k toqke r = 0.

V ramkah takih soobraßeniæ kak raz i postroeny vvedennye vyxe fundamental~nye rexeniØ vol~terrovskogo tipa. 6. Pri pomowi vvedennyh fundamental~nyh rexeniæ Vol~terra udaetsØ postroit~ rexenie zadaqi Koxi dlØ odnorodnoæ i izotropnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ sredy v forme, dopuska¸weæ naglØdnoe fiziqeskoe tolkovanie. Qto kasaetsØ postanovki takoæ zadaqi, to ona svoditsØ k nahoßdeni¸ (v bezgraniqnoæ srede v momenty vremeni t > 0) rexeniØ ⃗u(M, t) uravneniØ (14.1) s zadannoæ plotnost~¸ massovyh sil ⃗f (M, t), podqinennogo naqal~nym usloviØm ⃗u | |_{t=0} = ⃗u_0(M ), ⃗u̇ | |_{t=0} = ⃗v_0(M ) (16.34)

obwego vida.

236 G. I. PETRAXEN^

Polnoe rexenie zadaqi Koxi daetsØ v sledu¸wem paragrafe. Seæqas ße dlØ ill¸stracii primeneniØ fundamental~nyh rexeniæ Vol~terra rassmotrim qastnye (vspomogatel~nye) zadaqi, v kotoryh trebuetsØ opredelit~ po uravneni¸ (14.1) i naqal~- nym usloviØm (16.34) ne samo pole ⃗u v proizvol~no vybiraemoæ toqke M_0(x_0, y_0, z_0) sredy v moment vremeni t − t_0 > 0, a lix~ znaqeniØ div ⃗u i rot ⃗u ot fftogo polØ. Rexenie takih zadaq legko poluqaetsØ v rezul~tate primeneniØ integral~noæ formuly Grina–Vol~terra (10.1) i (10.2) k pol¸ ⃗u(M, t), udovletvorØ¸- wemu usloviØm zadaqi Koxi, a takße k pol¸ ⃗u^0, sovpada¸wemu s prodol~nymi ili popereqnymi fundamental~nymi rexeniØmi Vol~terra. Takie polØ otnosØtsØ k klassu rexeniæ uravneniØ (14.1) (ili, qto to ße, uravneniØ (16.16)) s pravil~nymi sil~nymi razryvami i, sledovatel~no, udovletvorØ¸t uslovi- Øm, pri kotoryh formula (10.1) spravedliva. DlØ togo, qtoby i pole ⃗u(M, t) udovletvorØlo takim usloviØm, sleduet snaqala predpolagat~, qto vhodnye dannye ⃗f (M, t), ⃗u_0(M ) i ⃗v_0(M ) zadaqi Koxi zada¸tsØ nastol~ko gladkimi funkciØmi, qto ee rexenie ⃗u okazyvaetsØ nepreryvnym vmeste s pervymi qastnymi proizvodnymi. K sluqa¸ proizvol~nyh vhodnyh dannyh ⃗f, ⃗u_0 i ⃗v_0 netrudno budet pereæti v okonqatel~nom rexenii zadaqi putem rassmotreniØ posledovatel~nosteæ dostatoqno gladkih funkciæ

⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0.

7. DlØ opredeleniØ znaqeniØ div ⃗u v toqke (x0, y0, z0) vospol~zuemsØ formuloæ (10.1) v sluqae zamknutoæ oblasti B, ograniqennoæ (snizu) ploskost~¸ t = 0 i (s bokov i sverhu) – proizvol~noæ gladkoæ poverhnost~¸ Σ_1, takoæ, qto qetyrehmernyæ konus

r ⩽ v_p(t_0 − t), (16.35)

ime¸wiæ verxinu v toqke (x_0, y_0, z_0, t_0), okazyvaetsØ raspoloßennym vnutri B. Pod polem ⃗u v (10.1) budem podrazumevat~ rexenie uravneniØ (14.1), udovletvorØ¸wee naqal~nym dannym (16.34), a v kaqestve ⃗u^0 voz~mem fundamental~noe rexenie

⃗u^0(M, M_0, t − t_0) iz (16.24).

GraniqnaØ poverhnost~ Σ oblasti B sostoit iz dvuh qasteæ: 1) iz gladkoæ poverhnosti Σ_1, v toqkah kotoroæ ⃗u^0 ≡ 0 vsledstvie svoæstva (16.26), i 2) iz osnovaniØ t = 0, v toqkah kotoro- go cos νt = −1, cos νx_k = 0, (k = 1, 2, 3),

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 237 ⃗u(M, t) = ⃗u_0(M ), ⃗u̇(M, t) = ⃗v_0(M, t), ⃗u^0_p = [ t^2_0 r^2 − 1 v^2_p ] ε ( t_0 − r v_p ) , ⃗u̇^0_p = −

2t_0 r^2 ( t_0 − r v_p ) ⃗r_1. Pofftomu v silu (10.2) okazyvaetsØ ∫∫ ∫ (Σ) [ ⃗M^0_4⃗u − ⃗M_4⃗u^0]dΣ = −ρ ∫ ∫ ∫ r<v_p t [ 2t_0 r^2

(⃗u_0⃗r_1) + ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_p ) (⃗v_0⃗r_1) ] dV, (16.36) gde r = |M − M_0| opredelØetsØ formuloæ (15.4), ⃗r_1 oboznaqaet ort radius-vektora ⃗r =^{−→}M_0M, a integrirovanie v pravoæ qasti proizvoditsØ po toqke M = (x, y, z).

DlØ vyqisleniØ ob¨emnogo integrala iz levoæ qasti (10.1) sleduet uqest~, qto polØm smeweniæ ⃗u = ⃗u(M, t) i ⃗u^0 =

⃗u^0_p(M, M_0, t−t_0) otveqa¸t sootvetstvenno vektory plotnosti mas-

sovyh sil ⃗f = ⃗f(M, t) i ⃗f^0 = ⃗f^0(M, t), gde ⃗f (M, t) opredelØetsØ pravoæ qast~¸ uravneniØ (14.1) v zadaqe Koxi, a ⃗f^0_p imeet znaqenie iz (16.27). Pofftomu ∫ ∫∫ ∫ (B) ⃗f ⃗u^0dB = t0∫ 0 dt ∫ ∫∫ r6vp(t0−t) [ (t − t_0)^2

r^2 − 1 v^2_p ] ( ⃗f⃗r_1)dV, (16.37)

∫ ∫ ∫ ∫ (B) ⃗f^0⃗udB = 4π(λ + 2μ) t0∫ 0 (t_0 − t)^2dt ∫∫ ∫ V (t) ⃗ugrad δ(M − M_0)dV =

= −4π(λ + 2μ) t0∫ 0 (t_0 − t)^2[div ⃗u(M, t)] | |_{M=M0} dt. (16.38)

Zametim, qto v (16.38) pod V (t) podrazumevaetsØ seqenie oblasti B ploskost~¸ t = t_0. Toqka M_0, raspoloßennaØ na osi konusa (16.35), vsegda leßit vnutri fftogo seqeniØ. Sledovatel~no, moßno bylo vospol~zovat~sØ formuloæ (16.37).

PodstavlØØ znaqeniØ vyqislennyh integralov (16.36)–(16.38) v formulu (10.1), okonqatel~no budem imet~:

4π(λ + 2μ) t0∫ 0 (t_0 − t)^2[div ⃗u(M, t)] | |_{M=M0} dt =

238 G. I. PETRAXEN^ = t0∫ 0 dt ∫∫ ∫ r6vp(t0−t) [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_p ] ( ⃗f⃗r_1)dV +

+ρ ∫ ∫ ∫ r<v_p t0 [ 2t_0 r^2

(⃗u_0⃗r_1) + ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_p ) (⃗v_0⃗r_1) ] dV. (16.39)

OstaetsØ lix~ otmetit~, qto putem trehkratnogo differencirovaniØ formuly (16.39) po t_0 moßet byt~ poluqeno vyraßenie dlØ znaqeniØ div ⃗u v toqke (M_0, t_0). Odnako k fftomu pribegat~ dalee ne potrebuetsØ.

8. DlØ opredeleniØ znaqeniØ ⃗u v toqke (x0, y0, z0, t0) vospol~zuemsØ formuloæ (10.1) v sluqae zamknutoæ oblasti B takogo ße tipa, qto i v p. 7, no soderßaweæ vnutri sebØ “popereqnyæ” qetyrehmernyæ konus

r ⩽ v_s(t_0 − t) (16.40)

s verxinoæ v toqke (x_0, y_0, z_0, t_0). Pod polem ⃗u v (10.1) budem podrazumevat~ rexenie zadaqi (14.1), (16.34), a v kaqestve ⃗u^0 voz~mem fundamental~noe rexenie ⃗u^0_k(M, M_0, t − t_0) iz (16.28).

GraniqnaØ poverhnost~ Σ sostoit iz dvuh qasteæ: 1) gladkoæ poverhnosti Σ_1, toqki kotoroæ raspolaga¸tsØ vne konusa (16.40), vsledstvie qego (v sootvetstvii s (16.30)) ⃗u^0_k ≡ 0 na Σ_1, i 2) osnovaniØ t = 0, v toqkah kotorogo spravedlivo

cos νt = −1, cos νx_k = 0, (k = 1, 2, 3),

⃗u = ⃗u_0(M ), ⃗u^0_k = ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_s ) ε ( t_0 − r v^2_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k], ⃗u̇ = ⃗v_0(M ), ⃗u^0_k = − 2t^0 r^2 ε ( t_0 − r v_s ) [⃗r_1 ×⃗i_k]. Pofftomu v silu (10.2) dlØ poverhnostnogo integrala iz (10.1) poluqaetsØ vyraßenie ∫ ∫ ∫ (Σ) [ ⃗M^0_4⃗u − ⃗M_4⃗u^0]dΣ =

= −ρ ∫ ∫∫ r6vs t0 { 2t_0 r^2

[⃗u_0 × ⃗r_1]⃗i_k + ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_s ) [⃗v_0 × ⃗r_1]⃗i_k } dV, (16.41)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 239 podintegral~naØ funkciØ v pravoæ qasti kotorogo neskol~ko preobrazovana s ispol~zovaniem formuly ⃗a[⃗b × ⃗c] = [⃗a × ⃗b]⃗c dlØ skalØrno-vektornogo proizvedeniØ.

Qtoby vyqislit~ ob¨emnyæ integral iz (10.1), sleduet uqest~, qto polØm smeweniæ ⃗u = ⃗u(M, t) i ⃗u^0 = ⃗u^0_k(M, M_0, t − t_0) otveqa¸t sootvetstvenno plotnosti massovyh sil ⃗f = ⃗f (M, t) i

⃗f 0 = ⃗f 0_k(M, t) iz uravneniØ (14.1) dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi

Koxi i iz formuly (16.30). Pofftomu ∫ ∫∫ ∫ (B) ⃗f ⃗u^0dB = t0∫ 0 dt ∫ ∫∫ r6vs(t0−t) [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_s ] [ ⃗f × ⃗r_1]⃗i_k dV, (16.42)

− ∫ ∫ ∫∫ (B) ⃗f^0⃗udB = 4πμ t0∫ 0 (t_0 − t)^2 dt ∫∫ V (t) ⃗u rot[⃗i_kδ(M − M_0)]dV =

= 4πμ t0∫ 0 (t_0 − t)^2 [rot ⃗u(M, t) | |_{M=M0}⃗i_kdt. (16.43) (Zametim, qto zdes~ takße ispol~zovalas~ upominavxaØsØ formula dlØ skalØrno-vektornogo proizvedeniØ. Pri fftom v formule (16.43) qerez V (t) oboznaqalos~ seqenie oblasti B ploskost~¸ t = t_0. Tak kak B soderßit vnutri sebØ konus (16.40) s verxinoæ v toqke (M_0, t_0), to vse oblasti V (t) soderßat toqku

M_0 strogo vnutri sebØ. Pofftomu moßno bylo vospol~zovat~sØ

formuloæ (16.15).)

PodstavlØØ znaqeniØ integralov (16.41)–(16.43) v formulu (10.1), prihodim k trem ravenstvam, kotorye poluqa¸tsØ v rezul~tate skalØrnogo umnoßeniØ na orty ⃗i_k (pri k = 1, 2, 3) sledu¸wego, poka formal~nogo, sootnoxeniØ: 4πμ t0∫ 0 (t_0 − t)^2[rot ⃗u(M, t)] | |_{M=M0} dt =

= − t0∫ 0 dt ∫∫ ∫ r6vs(t0−t) [ (t − t_0)^2 r^2 − 1 v^2_s ] [ ⃗f × ⃗r_1]dV −

240 G. I. PETRAXEN^ −ρ ∫ ∫∫ r6vs t0 { 2t_0 r^2

[⃗u_0 × ⃗r_1] + ( t^2_0 r^2 − 1 v^2_s ) [⃗v_0 × ⃗r_1] } dV. (16.44)

UpomØnutye ravenstva oznaqa¸t, qto proekcii vektorov iz pravoæ i levoæ qasteæ (16.44) na (vse tri) koordinatnye osi naxego prostranstva x, y, z ravny drug drugu. Ots¸da, oqevidno, sleduet i ravenstvo samih vektorov iz pravoæ i levoæ qasteæ (16.44). Itak, ravenstvo (16.44) istinno.

OstatesØ lix~ otmetit~, qto znaqenie rot ⃗u v toqke (M_0, t_0) moglo by byt~ poluqeno iz (16.44) v rezul~tate trehkratnogo differencirovaniØ po t_0.

§17. Rexenie zadaqi Koxi dlØ odnorodnoæ i izotropnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ sredy. Formula Stoksa

1. Pust~ v bezgraniqnoæ uprugoæ srede, harakterizuemoæ parametrami λ = const, μ = const i ρ = const, zadany vektor ⃗f (M, t) plotnosti massovyh sil i naqal~nye znaqeniØ ⃗u_0(M ) i ⃗v_0(M ) pri t = 0 polØ smeweniæ i polØ skorosteæ smeweniæ. Zadaqa Koxi dlØ bezgraniqnoæ odnorodnoæ i izotropnoæ sredy zakl¸- qaetsØ v nahoßdenii vektora uprugih smeweniæ ⃗u(M, t) v l¸boæ toqke M = (x, y, z) prostranstva pri znaqeniØh vremeni t > 0 po zadannym znaqeniØm vektorov ⃗f (M, t), ⃗u_0(M ) i ⃗v_0(M ). V matematiqeskom otnoxenii ona svoditsØ k nahoßdeni¸ ⃗u(M, t) iz uravneniØ Lame (14.1)

(λ + 2μ)grad div ⃗u − μ rot rot ⃗u − ρ⃗ü = − ⃗f (M, t)

pri naqal~nyh usloviØh (16.34) ⃗u | |_{t=0} = ⃗u_0(M ), ⃗u̇ | |_{t=0} = ⃗v_0(M ).

Rexenie postavlennoæ zadaqi stroitsØ v predpoloßenii, qto iskomoe pole smeweniæ ⃗u(M, t) nepreryvno so svoimi pervymi qastnymi proizvodnymi. Na osnovanii okonqatel~noæ formy rexeniØ ne predstavit truda, vo-pervyh, sformulirovat~ usloviØ, kotorym dolßny udovletvorØt~ funkcii ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0, qtoby vypolnØlos~ ukazannoe predpoloßenie, i, vo-vtoryh, soverxit~ perehod k rexeni¸ zadaqi pri “proizvol~nyh” ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 241

2. Izmeniv v uravnenii (14.1) oboznaqenie peremennoæ vremeni t na τ , umnoßim vse qleny fftogo uravneniØ na t − τ i prointegriruem po τ v promeßutke 0 < τ < t. Pervye dva slagaemyh iz levoæ qasti (14.1) privodØtsØ k vyraßeni¸ t∫ 0 (t − τ )[(λ + 2μ)grad div ⃗u − μ rot ⃗u]dτ = 1 2 [grad ṗ + rot⃗q̇], (17.1) gde p = (λ + 2μ) t∫ 0 (t − τ )^2[div ⃗u(M, t)]dτ

⃗q = −μ t∫ 0 (t − τ )^2[rot ⃗u(M, t)]dτ (17.2)

Tret~e ße slagaemoe daet ρ t∫ 0 (t − τ )⃗üdτ = ρ[⃗u(M, t) − ⃗u(M, 0) − t⃗u̇(M, 0)], (17.3) priqem v pravu¸ qast~ (17.3) vhodØt znaqeniØ ⃗u(M, t) i ⃗u̇(M, t) pri t = 0, izvestnye v silu usloviæ (16.34).

UqityvaØ formuly (17.1) i (17.3), v rezul~tate ukazannogo preobrazovaniØ uravneniØ (14.1) poluqaem dlØ iskomogo vektora smeweniæ predstavlenie

⃗u(M, t) = ⃗u_0(M ) + t⃗v_0(M ) + 1 ρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗f (M, t)dτ + 1 2ρ [grad ρ̇ + rot⃗q̇],

(17.4) pervye tri slagaemyh pravoæ qasti kotorogo vyrazilis~ Øvno qerez izvestnye funkcii. DlØ okonqatel~nogo rexeniØ naxeæ zadaqi dostatoqno naæti znaqeniØ funkciæ p = p(M, t) i ⃗q(M, t). No zadaqi po nahoßdeni¸ takih funkciæ faktiqeski uße rassmotreny v p. 6–8 §16, gde poluqeny formuly (16.39) i (16.44), levye qasti kotoryh sovpada¸t sootvetstvenno so znaqeniØmi

4πp(M_0, t_0) i 4π⃗q(M_0, t_0). PoØvlenie argumentov M_0 i t_0 ob¨ØsnØ-

etsØ tol~ko tem, qto v zadaqah iz p. 7 i 8 §16 stavilos~ cel~¸ naæti div ⃗u i rot ⃗u v toqke “nabl¸deniØ” (M_0, t_0). Takim obrazom,

242 G. I. PETRAXEN^ qtoby opredelit~ znaqeniØ funkciæ p i ⃗q iz (17.2) v toqke (M, t) neobhodimo lix~ neskol~ko izmenit~ oboznaqeniØ v (16.39) i (16.44).

3. Pri vyvode formul (16.39) i (16.44) my oboznaqili qerez posredstvo (M_0, t_0) i (M, t) sootvetstvenno toqku nabl¸deniØ i peremennu¸ toqku integrirovaniØ. Pri fftom v formuly vhodili veliqiny r = |M − M_0| i ⃗r_1 =^{−→}M_0M /r, priqem ⃗r_1 – ort radiusvektora, napravlennogo iz toqki M_0 v toqku M . Teper~ ße budem ponimat~ pod (M, t) toqku nabl¸deniØ, gde M = (x, y, z). Peremennu¸ toqku integrirovaniØ budem oboznaqat~ posredstvom

(M^′, τ ), gde M^′ = (x^′, y^′, z^′). Nakonec, pod r budem podrazumevat~

vyraßenie r = |M − M^′| = √ (x − x^′)^2 + (y − y^′)^2 + (z − z^′)^2, (17.5)

a radius-vektor ⃗r =^{−→}M M^′ budem napravlØt~ ot toqki M k toqke M^′. Pri fftom ⃗r_1 = ⃗r/r – ort, opredelØ¸wiæ napravlenie ot toqki M k toqke M^′.

V sootvetstvii s takimi oboznaqeniØmi v formulah (16.39) i (16.44) sleduet zamenit~ simvoly M_0, t_0, t, M i V sootvetstvenno na M, t, τ, M^′ i V^′. ProizvodØ ukazannye zameny, moßno predstavit~ veliqiny p i ⃗q iz (17.2) v vide

p(M, t) = p_0(M, t) + p_1(M, t), (17.6) ⃗q(M, t) = ⃗q_0(M, t) + ⃗q_1(M, t), (17.7) gde p_0 = ρ 4π ∫ ∫ ∫ r<v_pt [ 2t r^2

(⃗u_0⃗r_1) + ( t^2 r^2 − 1 v^2_p ) (⃗v_0⃗r_1) ] dV^′, (17.8)

p_1 = 1 4π t∫ 0 dτ ∫ ∫ ∫ r<v_p(t−τ) [ (t − τ )^2 r^2 − 1 v^2_p ] ( ⃗f⃗r_1)dV^′, (17.9)

⃗q_0 = ρ 4π ∫ ∫∫ r<v_p t { 2t r^2

[⃗u_0 × ⃗r_1] + ( t^2 r^2 − 1 v^2_s ) [⃗v_0 × ⃗r_1] } dV^′, (17.10)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 243

⃗q_1 = 1 4π t∫ 0 dτ ∫ ∫∫ r<v_s(t−τ) [ (t − τ )^2 r^2 − 1 v^2_s ] [ ⃗f × ⃗r_1]dV^′, (17.11)

priqem ⃗u_0 = ⃗u_0(M^′), ⃗v_0 = ⃗v_0(M^′) i ⃗f = ⃗f(M^′, τ ) – izvestnye funkcii iz (14.1) i (16.34).

Podstanovka znaqeniæ p(M, t) i ⃗q(M, t) iz (17.6)–(17.11) v pravu¸ qast~ (17.4) privodit k formule Stoksa, kotoraØ kak raz i daet rexenie naxeæ zadaqi. Pofftomu vse dal~neæxee faktiqeski dolßno svodit~sØ k uproweni¸ ukazannogo vyraßeniØ dlØ

⃗u(M, t), privedeni¸ ego k okonqatel~nomu (naibolee racional~-

nomu) vidu i k obsußdeni¸ vyteka¸wih iz nego fiziqeskih sledstviæ. Odnako preßde qem obrawat~sØ k takomu zaverxa- ¸wemu fftapu v rexenii zadaqi, polezno vyØsnit~ nekotorye obwie voprosy, kasa¸wiesØ vnutrenneæ struktury poluqennogo vyraßeniØ dlØ ⃗u(M, t). �tomu posvØweny p. 4–5 nastoØwego paragrafa.

4. Esli ishodit~ lix~ iz vnexnego vida pravoæ qasti formuly (17.4), to sleduet priæti k vyvodu, qto pervye tri ee slagaemyh, a imenno

⃗u_0(M, t) = ⃗u_0(M ) + t⃗v_0(M ) + 1 ρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗f (M, τ )dτ, ne predstavlØ¸t osobogo interesa. Oni ne ime¸t volnovogo haraktera i lix~ nesut otvetstvennost~ za udovletvorenie naqal~nym dannym (16.34), a takße uqityva¸t vliØnie massovyh sil, priloßennyh k toqke M , na dvißenie fftoæ toqki. Pri posledu¸wem preobrazovanii formuly (17.4) oni sokratØtsØ s nekotorymi qlenami, vydelØ¸wimisØ iz slagaemogo, soderßawego ⃗q̇ i ṗ. Qetvertyæ qlen pravoæ qasti (17.4), t.e. slagaemoe

⃗u^{(p)}(M, t) = grad ( 1 2ρ ṗ ) , (17.12)

moßno nazvat~ bezvihrevoæ (prodol~noæ) qast~¸ polØ smeweniæ v smysle rezul~tatov §14. PoverhnostØmi razryva polØ

⃗u^{(p)}(M, t) mogut byt~ lix~ harakteristiki prodol~nogo tipa.

244 G. I. PETRAXEN^ Na osnovanii formul (17.8), (17.9) ili, luqxe, vypisannyh dalee formul (17.22), (17.23) netrudno zakl¸qit~, qto ⃗u^{(p)}(M, t) udovletvorØet nulevym naqal~nym dannym pri t = 0.

Osobo sleduet podqerknut~ ves~ma vaßnoe obstoØtel~stvo, fflementarno vyteka¸wee iz obwego vida formul (17.6), (17.8) i (17.9), zakl¸qa¸weesØ v tom, qto na znaqeniØ polØ ⃗u^{(p)} v toqke

(M, t) okazyva¸t vliØnie massovye sily ⃗f i naqal~nye dannye ⃗u_0 i ⃗v_0, zadannye lix~ vnutri sfery |M − M^′| ≡ r < v_pt. (17.13) �to soglasuetsØ s faktom, qto pole (17.12) rasprostranØetsØ so skorost~¸ v_p prodol~nyh voln. Sferu (17.13) ili konus, esli (17.13) rassmatrivat~ v qetyrehmernom prostranstve, nazyva- ¸t sferoæ ili konusom vliØniØ znaqeniæ ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0 na potencial~nu¸ qast~ polØ smeweniæ v toqke M .

Nakonec, poslednee slagaemoe

⃗u^{(s)}(M, t) = rot ( 1 2ρ ⃗q̇ ) (17.14)

pravoæ qasti (17.4) moßno nazvat~ vihrevoæ, ili solenoidal~- noæ (popereqnoæ) qast~¸ polØ smeweniæ. PoverhnostØmi razryvov takogo polØ mogut byt~ lix~ harakteristiki popereqnogo tipa. Pole (17.14) takße udovletvorØet nulevym naqal~nym dannym pri t = 0, priqem na znaqenie fftogo polØ v toqke (M, t) okazyva¸t vliØnie vhodnye dannye ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0 zadaqi Koxi, zadannye lix~ vnutri sfery |M − M^′| ≡ r < v_st. (17.15) Sfera (ili konus) (17.15) nazyvaetsØ sferoæ (ili konusom) vli- ØniØ znaqeniæ ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0 na solenoidal~nu¸ qast~ polØ smeweniæ v toqke M .

5. Dopustim, qto funkcii^⃗f (M, t), ⃗u0(M, t) i ⃗v0(M, t) opredelØ¸- wie vhodnye dannye zadaqi Koxi iz p. 1, predstavlØ¸tsØ vyraßeniØmi

⃗f = grad Φ(M, t), ⃗u_0 = grad χ_0(M, t), ⃗v_0 = grad χ_1(M ) (17.16)

qerez potencialy Φ, χ_0 i χ_1, kotorye (v sootvetstvii s usloviem, sformulirovannym v konce p. 1) sleduet sqitat~ nepreryvnymi vmeste s pervymi i vtorymi qastnymi proizvodnymi.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 245 Esli by my iskali vektor smeweniæ v vide

⃗u = grad φ(M, t), (17.17)

to v sootvetstvii s §14 nahoßdenie polØ ⃗u svelos~ by k opredeleni¸ “prodol~nogo” potenciala φ(M, t) iz zadaqi Koxi dlØ volnovogo uravneniØ (14.1) v sluqae bezgraniqnogo prostranstva pri naqal~nyh usloviØh φ | |_{t=0} = χ_0(M ), φ̇ | |_{t=0} = χ_1(M ).

Rexenie takoæ zadaqi, kak izvestno, daetsØ formuloæ Puassona^8 φ(M, t) = 1 4π ∂ ∂t [∫∫ r=v_p t χ_0(M^′)dS^′ ] + 1 4πρv^2_p t ∫∫ r=v_p t χ_1(M^′)dS^′+

+ 1 4πρv^2_p t ∫∫ ∫ r<v_pt Φ(M^′, t − r/v_p) r dV^′, (17.18)

podrobno obsußdaemoæ, naprimer, v t. 2 “Kurs vysxeæ matematiki” V. I. Smirnova.

Netrudno ubedit~sØ, qto poluqa¸wiesØ pri ukazannom podhode rezul~taty soderßatsØ v formule (17.4). DlØ fftogo preßde vsego zametim, qto pri uslovii (17.16) veliqiny ⃗q_0 i vq_1 iz (17.10) i (17.11) toßdestvenno ravny nul¸. Deæstvitel~no, kaßdyæ qlen pravyh qasteæ ukazannyh formul soderßit prostranstvennyæ integral po xaru radiusa a = v_st ili a = v_s(t−τ ) pod znakom kotorogo stoit proizvedenie tipa F (r, t)[grad χ × ⃗r_1], gde F (r, t) – ta ili inaØ funkciØ ot radiusa r xara, a χ sovpadaet s odnoæ iz funkciæ Φ, χ_0 ili χ_1 iz (17.16). Integral takogo roda, oqevidno, predstavlØetsØ v vide ∫ ∫∫ r<a F (r, t)[grad χ × ⃗r_1]dV^′ = a∫ 0 F (r^′, t)dr^′ ∫ ∫ r=r^′ [grad χ × ⃗r_1]dS^′,

priqem dlØ vnutrennego integrala, rasprostranennogo po poverhnosti sfery r = r^′, poluqaetsØ ( ⃗i_k ∫ ∫ r=r^′ [grad χ × ⃗r_1]dS^′ ) = 8Zametim, qto pod formuloæ Puassona obyqno ponima¸t lix~ pervye dva slagaemyh vypisannoæ formuly.

246 G. I. PETRAXEN^ = − ∫ ∫ r=r^′ [rot(χ⃗i_k)]_ndS^′ = − ∫ ∫∫ r<r^′ div rot(χ⃗i_k)dV^′ = 0

v silu oqevidnogo ravenstva (⃗i_k[grad χ × ⃗r_1]) = (⃗r_1[⃗i_k × grad χ]) =

−(⃗r_1 rot(χ⃗i_k)) i primeneniØ teoremy Gaussa. Takim obrazom, vse

tri proekcii na osi koordinat ot vektora, opredelØemogo vnutrennim integralom (po sfere r = r^′), ravny nul¸. Znaqit raven nul¸ sam integral i, sledovatel~no, ravny nul¸ vse integraly, vhodØwie v vyraßeniØ ⃗q_0 i ⃗q_1 iz (17.10) i (17.11).

Qto kasaetsØ slagaemogo (17.12), to ono preobrazuetsØ k vidu, sootvetstvu¸wemu primeneni¸ formuly Puassona. PredpolagaØ radi kratkosti, qto ⃗f ≡ 0 (sledovatel~no, i Φ ≡ 0) i uqityvaØ oqevidnoe sootnoxenie ∫∫ ∫ r<v_pt 1 r^2

(grad χ · ⃗r_1)dV^′ = 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θdθ v_pt∫

0 ∂χ ∂r dr =

= 1 v^2_pt ∫ ∫ r=v_p t χ(M^′)dS^′ − 4πχ(M ), na osnovanii (17.6) i (17.7) nahodim 1 2ρ ṗ = 1 4π ∂ ∂t [ 1 v^2_pt ∫∫ r=v_p t χ_0(M^′)dS^′ − 4πχ_0(M ) ] +

+ 1 4πv^2_pt ∫ ∫ r=v_p t χ_1(M^′)dS^′ −tχ_1(M ) ≡ φ(M, t)−χ_0(M )−tχ_1(M ). (17.19)

Zametim, qto ukazannoe vyxe sootnoxenie primenØlos~ k pervomu slagaemomu iz (17.8) do differencirovaniØ po t, a ko vtoromu slagaemomu – posle takogo differencirovaniØ.

Esli, nakonec, podstavit~ v formulu (17.4) (pri ⃗f ≡ 0) znaqeniØ ⃗u_0(M ) i ⃗v_0(M ) iz (17.16) i znaqenie ṗ iz (17.19), to pole smeweniæ ⃗u(M, t) primet vid (17.17) s funkcieæ φ(M, t) iz (17.18), gde poloßeno Φ ≡ 0.

Analogiqno obstoit delo i v sluqae Φ(M, t) ≠ 0, ravno kak i v sluqae, kogda vhodnye dannye zadaqi Koxi predstavlØ¸tsØ formulami

⃗f = rot ⃗Ψ(M, t), ⃗u_0 = rot ⃗χ_0(M ), ⃗v_0(M ) = rot ⃗χ_1(M ) (17.20)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 247 qerez popereqnye potencialy ⃗Ψ, ⃗χ_0 i ⃗χ_1, kotorye, kak sleduet iz §14 vsegda moßno sqitat~ udovletvorØ¸wimi usloviØm

div ⃗Ψ = 0, div ⃗χ_0 = 0, div ⃗χ_1 = 0. (17.21)

Nesloßnye (v principe) preobrazovaniØ pozvolØ¸t privesti (14.4) k vidu ⃗u = rot ⃗ψ(M, t), gde ⃗ψ opredelØetsØ vyraßeniem (17.18), v kotorom φ, χ_0, χ_1 i Φ zameneny sootvetstvenno na ⃗ψ,

⃗χ_0, ⃗χ_1 i ⃗Ψ.

Takim obrazom, k formule Stoksa (17.4), (17.6)–(17.11) moßno bylo by priæti, otpravlØØs~ ot formul Puassona vida (17.18). Odnako fftot put~ okazyvaetsØ znaqitel~no bolee gromozdkim, tak kak iz-za otsutstviØ neposredstvennogo fiziqeskogo smysla u potencialov (17.16) ili (17.20) (kotorye mogut okazat~sØ otliqnymi ot nulØ tam, gde ⃗f , ⃗u_0 ili ⃗v_0 ravny nul¸ toßdestvenno) neobhodimo bylo by zatratit~ mnogo usiliæ dlØ togo, qtoby okonqatel~nyæ rezul~tat soderßal tol~ko vhodnye dannye ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0 zadaqi (14.1), (16.34), ime¸wie qetkiæ fiziqeskiæ smysl.

6. Qtoby privesti formulu (17.4), (17.6)–(17.11) k bolee udobnomu vidu, celesoobrazno preßde vsego vyqislit~ proizvodnye po t ot vyraßeniæ (17.8)–(17.11). Pri fftom differencirovanie sleduet proizvodit~ kak po predelam integrirovaniØ, tak i pod znakom integralov.

V rezul~tate dostatoqno oqevidnyh vykladok poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ:

ṗ = ρ 2π ∂ ∂t t ∫∫ ∫ r<v_pt (⃗u_0⃗r_1) r^2 dV^′ + t ∫ ∫∫ r<v_p t (⃗v_0⃗r_1 r^2 dV^′ , (17.22)

ṗ_1 = 1 2π ∫_t 0 (t − τ )dτ ∫ ∫∫ r<v_p(t−τ) ⃗f⃗r_1) r^2 dV^′, (17.23)

⃗q̇_0 = ρ 2π ∂ ∂t t ∫ ∫ ∫ r<v_p t [⃗u_0 × ⃗r_1] r^2 dV^′ + t ∫∫ ∫ r<v_pt [⃗v_0 × ⃗r_1]

r^2 dV^′ , (17.24)

248 G. I. PETRAXEN^

⃗q̇_1 = 1 2π t∫ 0 (t − τ )dτ ∫∫ ∫ r<v_p (t − τ ) [ ⃗f × ⃗r_1] r^2 dV^′. (17.25)

Zdes~ ⃗u_0(M^′), ⃗v_0(M^′) i ⃗f (M^′, τ ) ØvlØ¸tsØ funkciØmi peremennoæ integrirovaniØ M^′, a smysl r i ⃗r raz¨ØsnØlsØ v svØzi s (17.5). Zametim, qto v pervyh slagaemyh pravyh qasteæ (17.22) i (17.24) my ne vypolnili differencirovanie po t iz-za ßelaniØ imet~ odnotipnye vyraßeniØ dlØ ob¨emnyh integralov v oboih slagaemyh.

Obozrenie pravyh qasteæ formul (17.22)–(17.25) privodit k zakl¸qeni¸, qto vyqislenie qetvertogo slagaemogo pravoæ qasti ravenstva (17.4) moßet byt~ svedeno k rassmotreni¸ odnotipnyh vyraßeniæ

⃗G(M ; ψ, a_0, a_1) ≡ grad J_0(M ) + rot ⃗J_1(M ) =

= lim_{ε→0}[grad J_{0ε}(M ) + rot ⃗J_{1ε}(M )], (17.26)

v kotoryh ε > 0, a J_{0ε} i J_{1ε} opredelØ¸tsØ integralami vida

J_{0ε}(M ) = ∫ ∫ ∫ ε<|M−M^′|<a0 ⃗φ(M − M^′) ⃗ψ(M^′)dV^′, (17.27)

J_{1ε}(M ) = ∫∫ ∫ ε<|M−M^′|<a1 [ ⃗ψ(M^′) × ⃗φ(M − M^′) ] dV^′ (17.28)

pri postoØnnyh a_0 i a_1, udovletvorØ¸wih neravenstvu 0 < a_1 <

a_0 i pri funkcii ⃗φ(M − M^′) = ⃗r r = grad 1 r (17.29)

(gde grad vyqislØetsØ po toqke M , ⃗r_1 napravlen ot M k M^′, r imeet znaqenie iz (17.5)) i pri ⃗ψ(M^′), sovpada¸weæ s odnoæ iz funkciæ ⃗f , ⃗u_0 ili ⃗v_0.

Sleduet otmetit~, qto parametr ε > 0 v (17.26) vveden dlØ togo, qtoby pri vyqislenii grad J_{0ε} i rot ⃗J_{1ε} moßno bylo vypolnØt~ differencirovanie pod znakom integralov, kak sdelano, naprimer, pri perehode ot (17.30) k (17.30^′).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 249

7. DlØ vyqisleniØ grad J0ε(M ) i rot^⃗J1ε(M ) naædem snaqala znaqeniØ proizvodnyh po x_k ot J_{0ε} i ⃗J_{1ε}, priqem ograniqimsØ sluqaem lix~ J_{0ε}, tak kak vykladki v sluqae ⃗J_{1ε} vypolnØ¸tsØ analogiqno. FiksiruØ znaqeniØ k, budem ponimat~ pod M toqku

(x_1, x_2, x_3), a pod M + Δx_k – toqku, poluqa¸wu¸sØ iz M zame-

noæ (odnoæ) ee koordinaty x_k (s fiksirovannym ranee znaqkom k) na x_k + Δx_k.

Togda okaßetsØ, qto

J_{0ε}(M + Δx_k) = ∫ ∫ ∫ ε<|M+Δx_k−M^′|<a0 ⃗φ(M + Δx_k − M^′) ⃗ψ(M^′)dM^′ = ∫ ∫ ∫ ε<|M−M^′|<a0 ⃗φ(M − M^′) ⃗ψ(M^′ + Δx_k)dV^′, priqem vyraßenie pravoæ qasti poluqaetsØ v rezul~tate zameny peremennoæ integrirovaniØ M^′ na M̃ = M^′ − Δx_k s posledu¸wim izmeneniem oboznaqeniØ M̃ snova na M^′.

Iz privedennoæ formuly dlØ J_{0ε}(M + Δx_k) sleduet, qto esli qastnye proizvodnye ot ⃗ψ(M^′) suwestvu¸t (i, naprimer, nepreryvny), to ∂J_{0ε} ∂x_k = ∫ ∫ ∫ ε<|M−M^′|<a0 ⃗φ(M − M^′) ∂ ⃗ψ(M^′) ∂x^′_k dV^′, (17.30)

priqem integral iz pravoæ qasti (17.30) moßet byt~ preobrazovan na osnove integrirovaniØ po qastØm (qto faktiqeski ravnosil~no sootvetstvu¸wemu primeneni¸ teoremy Gaussa) k summe (dvuh) poverhnostnyh i (odnogo) ob¨emnogo integralov. V rezul~tate takih preobrazovaniæ poluqaetsØ okonqatel~naØ formula dlØ proizvodnoæ: ∂J_{0ε} ∂x_k = ∫∫ |M−M^′|=a0 ⃗φ(M − M^′) ⃗ψ(M^′) cos rx_k dS^′−

− ∫ ∫ |M−M^′|=ε ⃗φ(M − M^′) ⃗ψ(M^′) cos rx_k dS^′+

250 G. I. PETRAXEN^ ∫ ∫∫ ε<|M−M^′|=a0 ∂ ∂x_k ⃗φ(M − M^′) ⃗ψ(M^′)dV^′. (17.30^′)

Zametim, vo-pervyh, qto v ob¨emnom integrale iz (17.30^′) differencirovanie proizvoditsØ po toqke M , soderßaweæsØ tol~ko v argumente funkcii ⃗φ(M − M^′), i, vo-vtoryh, qto vsledstvie ravenstva ∂ ∂x_k ⃗φ(M − M^′) = − 3⃗r_1 r^3 cos rx_k − 1 r^3

⃗i_k, (17.31)

vyteka¸wego iz (17.29), ob¨emnyæ integral v (17.30^′) ne suwestvuet pri ε = 0. Takim obrazom, esli by my ne vveli v (17.26) qisla ε > 0, to nel~zØ bylo by preobrazovyvat~ integral (17.30) k vidu (17.30^′).

Pol~zuØs~ formulami (17.30^′) pri k = 1, 2, 3 i uqityvaØ (17.29), a takße oqevidnoe sootnoxenie

⃗r_1 = cos rx_1⃗i_1 + cos rx_2⃗i_2 + cos rx_3⃗i_3, (17.32)

prihodim k ravenstvu

grad J_{0ε}(M ) = − ∫ ∫ r=ε ⃗r_1 (⃗r_1 ⃗ψ(M^′)) r^2 dS^′ + ∫ ∫ r=a0 ⃗r_1 (⃗r_1 ⃗ψ(M^′))

r^2 dS^′

+ ∫ ∫∫ ε<r<a0 grad ( grad 1 r ⃗ψ(M^′) ) dV^′, (17.33)

v kotorom operacii grad pod znakom ob¨emnogo integrala otnosØtsØ k toqke M (t.e. k peremennym x, y, z v vyraßenii r iz (17.15)), a ne k peremennoæ integrirovaniØ M^′.

Podobnym ße obrazom vyqislØetsØ i rot ot integrala (17.28). Pri fftom snaqala vyqislØem proizvodnu¸ ⃗J_{1ε}(M ) po x_k, predstavlØ¸wu¸sØ v forme, vpolne analogiqnoæ (17.30^′), a zatem, ishodØ iz simvoliqeskoæ formuly

rot ⃗J_{1ε}(M ) = [grad × ⃗J_{1ε}(M )]

i uqityvaØ (17.29) i (17.32), legko prihodim k neobhodimomu vyraßeni¸

rot ⃗J_{1ε}(M ) = − ∫ ∫ r=ε [⃗r_1 × [ ⃗ψ(M^′) × ⃗r_1]] r^2 dS^′+ ∫ ∫ r=a1 [⃗r_1 × [ ⃗ψ(M^′) × ⃗r_1]] r^2 dS^′+

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 251 + ∫ ∫ ∫ ε<r<a0 rot [ ⃗ψ(M^′) × grad 1 r ] dV^′, (17.33^′)

v kotorom operacii rot i grad pod znakom ob¨emnogo integrala otnosØtsØ k toqke M = (x, y, z), a ne k peremennoæ integrirovaniØ

M^′.

OstaetsØ lix~ sloßit~ vyraßeniØ (17.33) i (17.33^′), podstavit~ znaqenie ih summy v (17.26) i soverxit~ predel~nyæ perehod pri ε → 0. Pri fftom sleduet uqityvat~ formulu rot [ ⃗ψ(M^′) × grad 1 r ] = [ ∇ × [ ⃗ψ(M^′) × grad 1 r ]] = = ⃗ψ(M^′)Δ 1 r − ( ⃗ψ(M^′)grad )grad 1 r = = −( ⃗ψ(M^′)grad )grad 1 r = −grad ( grad 1 r ⃗ψ(M^′) ) , (17.34)

spravedlivu¸ pri r > 0, v kotoroæ ⃗ψ(M^′) rassmatrivaetsØ kak postoØnnaØ, i pozvolØ¸waØ ob¨edinit~ ob¨emnye integraly pri sloßenii (17.33) i (17.33^′), a takße sledu¸wie predel~nye sootnoxeniØ:

lim_{ε→0} ∫ ∫ r=ε ⃗r_1 (⃗r_1 ⃗ψ(M^′)) r^2 dS^′ = 4π 3 ⃗ψ(M ),

lim_{ε→0} ∫ ∫ r=ε [⃗r_1 × ( ⃗ψ(M^′) × ⃗r_1]

r^2 = 8π 3 ψ(M ). (17.35)

Zametim, qto pri vyvode pervogo sootnoxeniØ udobno poloßit~

(⃗r_1 ⃗ψ) = | ⃗ψ| cos θ i ⃗r_1 = sin θ cos φ⃗i + sin θ sin φ⃗j + cos θ⃗k.

Vtoroe ße sootnoxenie svoditsØ k pervomu iz-za ravenstva

[⃗r_1 × [ ⃗ψ × ⃗r_1]] = ⃗ψ − ⃗r_1(⃗r_1 ⃗ψ). (17.36)

UqityvaØ izloßennoe i proizvodØ nesloßnye vykladki, dlØ veliqiny ⃗G(M ; ⃗ψ, a_0, a_1) iz (17.26)–(17.29) poluqaem sledu¸wee okonqatel~noe vyraßenie

⃗G(M ; ⃗ψ, a_0, a_1) ≡ grad J_0(M ) + rot ⃗J_1(M ) =

252 G. I. PETRAXEN^ = −4π ⃗ψ(M ) + ∫∫ r=a0 (⃗r_1 ⃗ψ(M^′))⃗r_1 r^2 dS^′ + ∫∫ r=a1 ⃗r_1 × [ ⃗ψ(M^′) × ⃗r_1] r^2 dS^′+

+ ∫ ∫∫ a1<r<a0 grad ( grad 1 r ⃗ψ(M^′) ) dV^′. (17.37)

OstaetsØ lix~ privesti formulu 1 2ρ [grad ṗ + rot⃗q̇] = 1 2ρ [grad ṗ_0 + rot⃗q̇_0] + 1 2ρ [grad ṗ_1 + rot⃗q̇_1] = = 1 4π ∂ ∂t [t ⃗G(M ; ⃗u_0, v_pt, v_st)] + 1 4π ⃗G(M ; ⃗v_0, v_pt, v_st)+

+ 1 4πρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗G[M ; ⃗f, v_p(t − τ ), v_s(t − τ )]dτ, (17.38) da¸wu¸ vyraßenie qetvertogo slagaemogo iz (17.4) qerez funkci¸ ⃗G iz (17.37).

8. Izuqaemoe pole smeweniæ iz (17.4) celesoobrazno predstavit~ v vide dvuh slagaemyh

⃗u(M, t) = ⃗u_1(M, t) + ⃗u_2(M, t) (17.39)

zavisØwih sootvetstvenno ot funkciæ ⃗u_0 i ⃗v_0 iz usloviæ (16.34) i ot funkcii ⃗f iz pravoæ qasti uravneniæ (14.1). Pri fftom Øsno, qto ⃗u ≡ ⃗u_1 daet rexenie rassmatrivaemoæ zadaqi Koxi v sluqae

⃗f ≡ 0, a ⃗u = ⃗u_2 – v sluqae ⃗u_0 = ⃗v_0 ≡ 0.

Na osnovanii (17.4), (17.37) i qlenov formuly (17.38), zavisØwih ot ⃗u_0 i ⃗v_0, dlØ pervogo slagaemogo iz (17.39) srazu ße poluqaetsØ vyraßenie

⃗u_1(M, t) ≡ ⃗u_0(M ) + t⃗v_0(M ) + 1 2ρ (grad ṗ + rot⃗q̇) = = 1 4π ∂ ∂t { 1 v^2_pt ∫ ∫ r=v_p t (⃗r_1⃗u_0)⃗r_1 dS^′ + 1 v^2_s t ∫∫ r=v_s t [⃗u_0 − (⃗r_1⃗u_0)⃗r_1]dS^′+

+t ∫ ∫ ∫ v_st<r<v_tt grad ( grad 1 r ⃗u_0 ) dV^′ } + 1 4π { 1 v^2_pt ∫∫ r=v_pt (⃗r_1⃗v_0)⃗r_1dS^′+

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 253 + 1 v^2_s t ∫ ∫ r=v_st [⃗r_0 − (⃗r_1⃗r_0)⃗r_1]dS^′ + t ∫∫ ∫ v_st<r<v_tt grad ( grad 1 r ⃗v_0 ) dV^′ } , (17.40)

v kotorom podintegral~naØ funkciØ v integralah po sfere r =

v_st preobrazovana na osnove formuly (17.36), primenennoæ pri ⃗ψ = ⃗u_0 i ⃗ψ = ⃗v_0. Formulu (17.40) dlØ ⃗u_1(M, t) iz (17.39) moßno

sqitat~ okonqatel~noæ i ne podvergat~ dal~neæxim preobrazovaniØm.

Qto kasaetsØ vtorogo slagaemogo iz (17.39), opredelØ¸wego pole smeweniæ tol~ko za sqet priloßeniØ plotnosti massovyh sil ⃗f (M, t) pri nulevyh naqal~nyh dannyh, to na osnovanii (17.4), (17.37) i qlenov formuly (17.38), zavisØwih ot ⃗f, dlØ nego snaqala poluqaetsØ sledu¸wee vyraßenie ⃗u_2(M, t) ≡ 1 ρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗f (M, τ )dτ + 1 2ρ (grad ṗ_1 + rot⃗q̇_1) =

= 1 ρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗f (M, τ )dτ + 1 4πρ t∫ 0 (t − τ )dτ { − 4π ⃗f(M, τ )+

+ ∫ ∫ r=v_p (t−τ) (⃗r_1 ⃗f (M^′, τ ))⃗r_1

r^2 dS^′ + ∫ ∫ r=v_s (t−τ) ⃗f (M ′, τ ) − (⃗r_1 ⃗f (M ′, τ ))⃗r_1 r^2 dS^′+

+ ∫∫ ∫ v_s(t−τ)<r<v_p(t−τ) grad ( grad 1 r ⃗f(M^′, τ ) ) dV^′ } . Pervyæ qlen pravoæ qasti sokrawaetsØ s pervym slagaemym v figurnyh skobkah. VyraßeniØ ße, soderßawie vtoroe i tret~e slagaemye v figurnyh skobkah, preobrazu¸tsØ k ob¨emnym integralam zamenoæ peremennoæ integrirovaniØ τ na r sootvetstvenno po formulam r = v_p(t − τ ) i r = v_s(t − τ ). ProdelyvaØ ukazannoe i ostavlØØ neizmennym poslednee slagaemoe v figurnyh skobkah, okonqatel~no poluqaem: ⃗u_2(M, t) = 1 4π(λ + 2μ) ∫ ∫ ∫ r<v_pt (⃗r_1 ⃗f (M^′t − r/v_p))⃗r_1 r dV^′+

254 G. I. PETRAXEN^ + 1 4πμ ∫ ∫∫ r<v_st ⃗f (M ′, t − r/v_s) − (⃗r_1 ⃗f (M ′, t − r/v_s))⃗r_1 r dV^′+

+ 1 4πρ t∫ 0 (t − τ )dτ ∫∫ ∫ v_s(t−τ)<r<v_p(t−τ) grad ( grad 1 r ⃗f(M^′, τ ) ) dV^′. (17.41)

9. Predstavlenie polØ smeweniæ zadaqi Koxi (14.1), (16.34) v vide (17.39), (17.40) i (17.41) my budem nazyvat~ formuloæ Stoksa. Zapis~ fftoæ formuly v ukazannom vide dostatoqno udobna dlØ vyØsneniØ vseh osobennosteæ rasprostraneniØ uprugih voln v odnorodnoæ i izotropnoæ bezgraniqnoæ srede. Odnako, veroØtno, moßno bylo by zapisat~ fftu formulu i v neskol~ko inom (ffkvivalentnom) vide.

Vse dal~neæxee svoditsØ k analizu formuly Stoksa i k poluqeni¸ iz nee naibolee vaßnyh fiziqeskih sledstviæ. K takogo roda voprosam celesoobrazno obratit~sØ v §18. V zakl¸qenie ße nastoØwego paragrafa sleduet opravdat~ predpoloßenie iz p. 1 (ravno kak iz p. 6 §16) o nepreryvnosti polØ ⃗u(M, t), rexa¸wego zadaqu Koxi (14.1), (16.34), vmeste so vsemi ego pervymi qastnymi proizvodnymi. (Takoe predpoloßenie bylo neobhodimo, v qastnosti, dlØ primeneniØ formuly Grina–Vol~terra p. 7 i 8 §16 k nahoßdeni¸ znaqeniæ veliqin (17.2) ot iskomogo polØ).

Pol~zuØs~ formulami (17.39)–(17.41), moßno ubedit~sØ, qto upomØnutoe predpoloßenie vypolnØetsØ vo vsØkom sluqae, esli

⃗u_0(M ), a takße ⃗v_0(M ) i ⃗f (M, t) ime¸t nepreryvnye qastnye pro-

izvodnye sootvetstvenno do vtorogo i pervogo porØdka vkl¸qitel~no. Takim obrazom, dlØ vhodnyh dannyh ⃗f, ⃗u_0 i ⃗v_0 zadaqi Koxi, oblada¸wih ukazannoæ gladkost~¸, vse predyduwie rezul~ty polnost~¸ opravdany. Qto ße kasaetsØ okonqatel~noæ formy rexeniØ zadaqi, to ee moßno sqitat~ opravdannoæ i pri l¸byh integriruemyh funkciØh ⃗f , ⃗u_0 i ⃗v_0, esli rexenie ⃗u(M, t) zadaqi rassmatrivat~ s obobwennoæ toqki zreniØ (sm. §9).

§18. Fiziqeskie sledstviØ iz formuly Stoksa. PolØ smeweniæ osnovnyh toqeqnyh istoqnikov kolebaniæ

Pri vyvode formuly Stoksa, zapisannoæ v okonqatel~noæ forme v vide ravenstv (17.39)–(17.41), my ishodili iz oqevidnoæ vozmoßnosti predstavleniØ polØ smeweniæ (rexa¸wego za-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 255 daqu Koxi dlØ uravneniØ (14.1) pri naqal~nyh usloviØh (16.34) v sluqae odnorodnoæ izotropnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ sredy) formuloæ (17.4). VhodØwie v fftu formulu funkcii p i q iz (17.2) mogut rassmatrivat~sØ kak rexeniØ neodnorodnyh volnovyh uravneniæ^9 Δp − 1 v^2_p

∂^2p ∂t^2 = − t∫ 0 (t − τ )^2 div ⃗f(M, τ )dτ, (18.1)

Δ⃗q − 1 v^2_s ∂⃗q ∂t^2 = − t∫ 0 (t − τ )^2 rot ⃗f(M, τ )dτ. (18.2)

Podobnym ße uravneniØm (poluqa¸wimsØ differencirovaniem po t vseh qlenov uravneniæ (18.1) i (18.2)) udovletvorØ¸t i funkcii ṗ i ⃗q̇, neposredstvenno vhodØwie v formulu (17.4). Vsledstvie fftogo obstoØtel~stva, ravno kak i otmeqennogo v p. 4 §17 otsutstviØ svØzi pervyh treh slagaemyh pravoæ qasti (17.4) s rasprostraneniem voln, moßno utverßdat~, qto slagaemye 1 2ρ grad ṗ i 1 2ρ rot⃗q̇ (18.3)

iz pravoæ qasti (17.4) polnost~¸ opisyva¸t rasprostranenie sootvetstvenno prodol~nyh i popereqnyh voln, soderßawihsØ v pole ⃗u(M, t). �to oznaqaet, qto vse razryvy polØ ⃗u(M, t) ili ego qastnyh proizvodnyh l¸byh porØdkov, realizu¸wihsØ na harakteristikah (7.9) prodol~nogo tipa (na harakteristikah (7.9^′) popereqnogo tipa), polnost~¸ opisyva¸tsØ pervym (vtorym) vyraßeniem iz (18.3). No tak kak vhodnye dannye zadaqi Koxi ⃗u_0(M ), ⃗v_0(M ) i ⃗f (M, t) zada¸tsØ nezavisimymi drug ot druga obrazom, to v toqnosti takie ße utverßdeniØ spravedlivy i primenitel~no k funkciØm 1 2ρ grad ṗ_ν i 1 2ρ rot⃗q̇_ν (18.3^′)

9Poluqa¸wihsØ iz (14.1) pri t = τ primeneniem ko vsem slagaemym operaciæ div i rot s posledu¸wim umnoßeniem na (t−τ )^2 i integrirovaniem po τ.

256 G. I. PETRAXEN^ (pri ν = 0, 1) so znaqeniØmi ṗ_0, ṗ_1, ⃗q̇_0 i ⃗q̇_1 iz (17.22)–(17.25), qerez posredstvo kotoryh formula (17.4) faktiqeski perepisyvaetsØ v vide

⃗u(M, t) = ⃗u_0(M ) + t⃗v_0(M ) + 1 ρ t∫ 0 (t − τ ) ⃗f(M, τ )dτ +

+ 1 2ρ [grad ṗ_0 + rot⃗q̇_0] + 1 2ρ [grad ṗ_1 + rot⃗q̇_1]. (18.4)

Dal~neæxie preobrazovaniØ fftoæ formuly, vypolnennye v p. 6–8 §17, faktiqeski svodilis~ k predstavleni¸ kaßdoæ iz funkciæ (18.3^′) v vide dvuh slagaemyh (pri ν = 0 i ν = 1) 1 2ρ grad ṗ_ν = ⃗P_ν(M, t) + ⃗A_ν (M, t), 1 2ρ rot⃗q̇_ν = ⃗Q_ν(M, t) + ⃗B_ν (M, t) (18.4^′)

i k ob¨edineni¸ summy vtoryh slagaemyh iz (18.4^′) 1 2ρ [ ⃗A_0(M, t) + ⃗B_0(M, t) + ⃗A_1(M, T ) + ⃗B_1(M, t)]

s pervymi tremØ slagaemymi pravoæ qasti (18.4). Pri takom ob¨edinenii pervye tri slagaemyh pravoæ qasti (18.4) “sokratilis~”, a v okonqatel~nyh formulah (17.40)–(17.41) poØvilis~ slagaemye, soderßawie pod znakami ob¨emnyh integralov vyraßeniØ vida

grad ( grad 1 r ⃗χ ) , (⃗χ = ⃗u_0, ⃗v_0, ⃗f ). (18.5)

Takim obrazom, sleduet utverßdat~, qto slagaemye formul (17.40) i (17.41), soderßawie pod znakami integralov vyraßeniØ (18.5), sootvetstvu¸t qastØm polØ smeweniæ ⃗u(M, t), soderßawim v sebe kak prodol~nye tak i popereqnye volny. Qto kasaetsØ ostal~nyh slagaemyh ukazannyh formul, to na osnovanii preobrazovaniæ p. 6–8 §17 ne predstavlØet truda ubedit~sØ v tom, qto integraly po poverhnosti sfery r = v_pt i po vseæ sfere r < v_pt otnosØtsØ k vyraßeniØm ⃗P_ν (M, t) iz (18.4^′) i, sledovatel~no, opisyva¸t qisto prodol~nu¸ qast~^{10} polØ smeweniæ

10No ne vs¸ taku¸ qast~ polØ.

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 257

⃗u(M, t). Integraly ße po poverhnosti sfery r = v_st i po sfere r < v_st otnosØtsØ k vyraßeniØm ⃗Q_ν(M, t) iz (18.4^′) i opisyva¸t

qisto popereqnu¸ (no ne vs¸) qast~ polØ ⃗u(M, t).

Tot fakt, qto v pravye qasti formul (17.40) i (17.41) vhodØt slagaemye (soderßawie pod znakami integralov vyraßeniØ (18.5)), otnosØwiesØ i k prodol~noæ, i k popereqnoæ qastØm polØ smeweniæ, mog by rassmatrivat~sØ kak nekotoryæ nedostatok ukazannyh formul po sravneni¸ s ishodnoæ formuloæ (18.4), v kotoroæ qetko razdeleny slagaemye, opisyva¸wie prodol~nye i popereqnye volny (a nevolnovye pervye tri slagaemyh ravny nul¸ vo vseh toqkah M , gde ⃗u_0 ≡ 0, ⃗v_0 ≡ 0, ⃗f (M, t) ≡ 0). Odnako fftot nedostatok iskupaetsØ preßde vsego tem obstoØtel~stvom, qto v formulah (17.40) i (17.41) uße vypolneny (voobwe govorØ netrivial~nye) operacii grad i rot ot integralov (17.22)– (17.25). Krome togo, sam upomØnutyæ nedostatok formul (17.40) i (17.41) ne tak uß suwestvenen, tak kak, vo-pervyh, pri uveliqenii rasstoØniØ r toqki nabl¸deniØ M ot oblasti V_0, v kotoroæ zadany funkcii ⃗u_0, ⃗v_0 i ⃗f , upomØnutye slagaemye (vo vseh zadaqah dinamiki) ubyva¸t na porØdok bystree, qem ostal~- nye slagaemye formul (17.40) i (17.41), predstavlennye v vide sravnitel~no prostyh integralov po sferiqeskim poverhnostØm

r = v_pt, r = v_st i sferam r < v_pt i r < v_st. Vo-vtoryh, iz-za dopol-

nitel~nogo integrirovaniØ ffti slagaemye mogut imet~ razryvy nepreryvnosti lix~ v proizvodnyh bolee vysokogo porØdka, qem proqie slagaemye obsußdaemyh formul.

1. ObrawaØs~ k issledovani¸ formuly Stoksa (17.39)–(17.41), my ostanovimsØ snaqala na kratkom kaqestvennom rassmotrenii polØ smeweniæ, vozbußda¸wegosØ v bezgraniqnoæ uprugoæ srede vsledstvie naqal~nyh usloviæ (16.34), funkcii ⃗u_0 i ⃗v_0, v kotoryh otliqny ot nulØ lix~ v nekotoroæ ograniqennoæ oblasti V_0. Toqku nabl¸deniØ M = (x_1, x_2, x_3) vyberem dlØ opredelennosti vne V_0 i oboznaqim r_0 = inf_{M ′∈V0} |M − M^′|, R = sup_{M ′∈V0} |M − M^′|, t̄_p = r^0 v_p , T_p = R v_p , t̄_s = r_0 v_s , T_s = R v_s , (18.6) gde r_0 i R – sootvetstvenno minimal~noe i maksimal~noe rasstoØniØ toqek M do toqek M^′ oblasti V_0, a v_p i v_s – skorosti

258 G. I. PETRAXEN^ rasprostraneniØ prodol~nyh i popereqnyh voln. Tak kak r_0 < R i v_s < v_p, to oqevidno t̄_p < T_p, t̄_s < T_s, t̄_p < t̄_s, T_p < T_s. Vsledstvie predpoloßeniØ, qto ⃗f(M, t) ≡ 0, pole smeweniæ

⃗u(M, t) = ⃗u_1(M, t) (18.7)

v toqke (M, t) opredelØetsØ formuloæ (17.40), kotoru¸ i nußno issledovat~. Napomnim, qto v (17.40), ravno kak i v (17.41), r = √ (x^′_1 − x_1)^2 + (x^′_2 − x_2)^2 + (x^′_3 − x_3)^2

oboznaqaet rasstoØnie toqki M = (x_1, x_2, x_3) ot peremennoæ toqki M^′ = (x^′_1, x^′_2, x^′_3) integrirovaniØ, ⃗r_1 opredelØet ort napravleniØ ot M k M^′, a operaciØ grad otnositsØ k toqke M .

Iz (17.40) sleduet qto ⃗u_1(M, t) ≡ 0, esli oblast~ V_0 raspolagaetsØ vne sfery r < v_pt ili vnutri sfery r < v_st (tak kak v oboih ukazannyh sluqaØh podintegral~nye funkcii vseh integralov iz pravoæ qasti (17.40) okazyva¸tsØ ravnymi nul¸ toßdestvenno). Pofftomu pri t < t̄_p v toqke M carit pokoæ, tak kak volny, rasprostranØ¸wiesØ so skorostØmi v_p i v_s, ewe ne uspeli doæti do toqki M . Pri znaqeniØh ße t > T_s toqka M nahoditsØ v pokoe iz-za togo, qto vse vozbußdennye v oblasti V_0 volny uße uspeli proæti qerez fftu toqku. Takim obrazom, toqka M soverxaet “kolebatel~noe” dvißenie lix~ pri znaqeniØh vremeni iz promeßutka t̄_p < t < T_s, predely kotorogo sootvetstvu¸t momentam prohoßdeniØ qerez toqku M perednego i zadnego frontov polØ (18.7).

Dvißenie v toqke M naqinaetsØ v momenty t ⩾ t̄_p, kogda v pravoæ qasti (17.40) stanovØtsØ otliqnymi ot nulØ slagaemye, soderßawie integraly

⃗I_p( ⃗ψ) = 1 4πv^2_pt ∫ ∫ r=v_p t (⃗r_1 ⃗ψ(M^′))⃗r_1dS^′, (18.8)

⃗I_0( ⃗ψ) = 1 4π ∫ ∫ v_st<r<v_pt grad ( grad 1 r ⃗ψ(M^′) ) dV^′ (18.9)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 259 pri ⃗ψ(M ) = ⃗u_0(M ) ili ⃗ψ(M ) = ⃗v_0(M ). PodrazumevaØ pod ⃗ψ(M ) ukazannye funkcii, moßno ne rassmatrivat~ vposledstvii sluqai funkciæ ⃗u_0(M ) i ⃗v_0(M ) po otdel~nosti.

Slagaemye polØ (18.7), sovpada¸wego s (17.40), soderßawie integraly ⃗I_p( ⃗ψ), otliqny ot nulØ lix~ v promeßutke vremeni

t̄ < t < T_p (poka sfera r = v_pt peresekaet oblast~ V_0) i opi-

syva¸t qisto prodol~nu¸ volnu. Esli rasstoØnie r_0 iz (18.6) nastoØl~ko veliko, qto vypolnØetsØ neravenstvo

r_o ≫ l_0, (18.10)

gde l_0 – maksimal~nyæ lineænyæ razmer oblasti V_0^{11}, to napravlenie vektorov ⃗I_p( ⃗ψ) v toqke M , ravno kak i napravlenie rasprostraneniØ otveqa¸wih im voln, praktiqeski sovpadaet (ili protivopoloßno) s napravleniem vektora^{−→}M_0M , gde M_0 – l¸baØ fiksirovannaØ toqka oblasti V_0. �to, estestvenno, soglasuetsØ s prirodoæ slagaemyh iz (17.40), soderßawih integraly ⃗I_p( ⃗ψ). S uveliqeniem rasstoØniØ r_0 (pri fiksirovannoæ oblasti V_0) qast~ volnovogo polØ (18.7), predstavlØ¸waØsØ integralami vida (18.8), zatuhaet (ubyvaet) kak (v_pt)^{−1} ≈ 1/r_0.

Vpolne analogiqnye utverßdeniØ mogut byt~ vyskazany i otnositel~no slagaemyh pravoæ qasti (17.40), soderßawih integraly

⃗I_s( ⃗ψ) = 1 4πv^2_s t ∫ ∫ r=v_p t [ ⃗ψ(M^′) − (⃗r_1 ⃗ψ(M^′))⃗r_1]dS^′ (18.11)

pri ⃗ψ = ⃗u_0 i ⃗ψ = ⃗v_0, opisyva¸wih rasprostranenie popereqnyh voln, vozbußdennyh v oblasti V_0. Ne ostanavlivaØs~ na ih pereqislenii, lix~ otmetim, vo-pervyh, qto v otliqie ot (18.8), soderßawego pod znakom integrala “prodol~nu¸” komponentu vektora ⃗ψ(M^′), pod znak integrala (18.11) vhodit komponenta

⃗ψ(M ′), perpendikulØrnaØ vektoru^{−→}M M ′; vo-vtoryh, qto pri uve-

liqenii rasstoØniØ r_0 toqki M ot fiksirovannoæ oblasti V_0 slagaemye v (17.40), soderßawie integraly vida (18.11), ubyva¸t kak (v_st)^{−1}/r_0.

11Pri takom uslovii oblast~ V0 po otnoxeni¸ k vybrannoæ toqke M ØvlØetsØ kak by toqeqnym istoqnikom kolebaniæ.

260 G. I. PETRAXEN^

Nakonec, slagaemye iz (17.40), soderßawie ob¨emnye integraly vida (18.9), opisyva¸t vozmuwenie, sostoØwee kak iz prodol~nyh, tak i iz popereqnyh voln. Razryvy nepreryvnosti v takih slagaemyh mogut imet~ lix~ proizvodnye bolee vysokogo porØdka, qem v slagaemyh, soderßawih integraly vida (18.8) i (18.11). �ti slagaemye otliqny ot nulØ v toqke M v teqenie vsego promeßutka t̄ < t < T_s vremeni suwestvovaniØ (v fftoæ toqke) polØ. Pri fftom vsledstvie oqevidnoæ formuly

grad ( grad 1 r ⃗ψ(M^′) ) = 3(⃗r_1 ⃗ψ(M^′))⃗r_1 − ⃗ψ(M^′) r^3

(18.12)

(v kotoroæ ⃗r_1 =^{−→}M M^′/r, a ⃗ψ(M^′) sqitaetsØ postoØnnoæ, tak kak differencirovanie proizvoditsØ po toqke M ) Øsno, qto pri uveliqenii rasstoØniØ r_0 oni ubyva¸t ne medlennee, qem 1/r^2_0. Takim obrazom, na bol~xih rasstoØniØh toqki M ot oblasti V_0 ob¨emnymi integralami v pravoæ qasti (17.40) moßno prenebregat~.

Ne zaderßivaØs~ na obsußdenii svoæstv polØ ⃗u_1(M, t), vozbußdaemogo naqal~nymi vozmuweniØmi iz (16.34) (tak kak takoe pole ne predstavlØet osobogo praktiqeskogo interesa), pereædem k rassmotreni¸ polØ

⃗u(M, t) = ⃗u_2(M, t) (18.13)

(gde ⃗u_2(M, t) opredelØetsØ formuloæ (17.41)), vozbußdaemogo massovymi silami s plotnost~¸ ⃗f (M, t), prikladyvaemymi v moment vremeni t = 0 k uprugoæ srede, nahodivxeæsØ v pokoe pri

t < 0. Pri fftom naqnem s kaqestvennogo rassmotreniØ processov

ustanovleniØ statiqeskogo i stacionarnogo poleæ. 2. Pust~ k nahodivxeæsØ v pokoe odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ bezgraniqnoæ srede v moment vremeni t = 0 prikladyvaetsØ statiqeskoe vozdeæstvie ⃗f(M^′t) = { ⃗ f (M^′)ε(t), M^′ ∈ V_0, 0, M^′ ∉ V_0, (18.14)

gde ε(t) – funkciØ Hevisaæda, a V_0 – koneqnaØ oblast~, vvedennaØ v rassmotrenie v p. 1 v svØzi s (18.6).

Pri oboznaqeniØh (18.6) na osnovanii (17.41) moßno utverßdat~, qto pri t < t̄_p v toqke M carit pokoæ, tak kak oblasti

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 261 integrirovaniØ v (17.41) (leßawie vnutri sfery r ≡ |M − M^′| ⩽

v_pt) ewe ne ime¸t obwih toqek s oblast~¸ V_0 iz (18.14). V ta-

kie momenty vremeni peredniæ front vozbußdennogo polØ ewe ne uspel rasprostranit~sØ do toqki M . Pri t > t̄_p k toqke M naqinaet podhodit~ prodol~naØ volna, soderßawaØsØ v pervom i tret~em slagaemyh iz pravoæ qasti (17.41).

Pervoe slagaemoe ⃗u_p(M, t) = 1 4π(λ + 2μ) ∫ ∫∫ r<v_pt (⃗r_1 ⃗f (M^′))⃗r_1 r dV^′ (18.15)

zavisit ot vremeni, lix~ poka sfera r = v_st peresekaet oblast~

V_0. Esli ße V_0 okazyvaetsØ raspoloßennoæ vnutri sfery (qto

nastupaet pri t_p > T_p), to v silu (18.14) pole ⃗u_p(M, t) predstavlØetsØ vyraßeniem ⃗u_p(M, t) = 1 4π(λ + 2μ) ∫ ∫ ∫ V0 ⃗r_1 ⃗f (M^′))⃗r_1 r dV^′ (18.15^′)

ne zavisØwim ot vremeni.

Analogiqno obstoit delo i so vtorym slagaemym ⃗u_s(M, t) = 1 4πμ ∫ ∫ ∫ r<v_st ⃗f (M^′) − (⃗r_1 ⃗f (M^′))⃗r_1 r dV^′ (18.16)

iz pravoæ qasti (17.41). Ono ravno nul¸ pri t < t̄_s, izmenØetsØ pri vozrastanii vremeni v promeßutke t̄_s < t < T_s, a pri t > T_s prinimaet znaqenie ⃗u_s(M, t) = 1 4πμ ∫ ∫ ∫ (V0) ⃗f (M ′) − (⃗r_1 ⃗f (M ′))⃗r_1 r dV^′ (18.16^′)

uße ne zavisØwee ot vremeni (tak kak oblast~ V_0 raspolagaetsØ vnutri sfery r ⩽ v_st).

Qto kasaetsØ poslednego slagaemogo pravoæ qasti (17.41), predstavlØ¸wegosØ vyraßeniem ⃗u_0(M, t) = 1 4πρ t∫ 0 τ dτ ∫∫ ∫ v_sτ<r<v_p τ grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) dV^′ (18.17)

262 G. I. PETRAXEN^ (v kotorom uqteno (18.14) i sdelana zamena peremennoæ integrirovaniØ τ na t−τ ), to ego sleduet neskol~ko preobrazovat~. DlØ fftogo celesoobrazno predstavit~ ob¨emnyæ integral v vide ∫∫ ∫ v_sτ<r<v_p τ grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) dV^′ = v_pτ∫

v_sτ ⃗F (r)dr, gde ⃗F (r) = ∫∫ r=const

grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) dS^′ (18.18)

oboznaqaet integral po sfere r ≡ |M − M^′| = const, i primenit~ formulu t∫ 0 τ dτ v_pτ∫

v_sτ ⃗F (ρ)dρ = ρ/v_s∫

ρ/v_p τ ⃗F (ρ)dτ + v_pt∫

v_st dρ t∫ ρ/v_p τ ⃗F (ρ)dτ =

= 1 2 v_st∫

0 ( 1 v^2_s − 1 v^2_p ) ρ^2 ⃗F (ρ)dρ + 1 2 v_pt∫

v_st ( t^2 − ρ^2 v^2_p ) ⃗F (ρ)dρ, (18.19) poluqa¸wu¸sØ v rezul~tate perestanovki porØdka integrirovaniØ v dvoænom integrale po treugol~noæ oblasti v peremennyh

ρ, τ , ograniqennoæ prØmymi ρ = v_sτ , ρ = v_pτ i τ = t. V rezul~tate

dlØ ⃗u_0(M, t) iz (18.17) poluqaetsØ sledu¸wee udobnoe vyraße- nie ⃗u_0(M, t) = 1 8πρ ∫∫ ∫ v_st<r<v_pt ( t^2 − r^2 v^2_p ) grad ( grad 1 r ⃗f(M^′) ) dv^′+ λ + μ 8πμ(λ + 2μ) ∫∫ ∫ r<v_st r^2grad ( grad 1 r ⃗f(M^′) ) dV^′. (18.20)

Na osnovanii (18.20) Øsno, qto ⃗u_0(M, t) ≡ 0 pri t < t̄_p, v promeßutke t̄_p < t < T_s ffta funkciØ zavisit ot vremeni, a pri t > T_s (kogda oblast~ V_0 iz (18.14) uße raspolagaetsØ vnutri sfery

r ⩽ v_st, vsledstvie qego pod znakom integrala pervogo slagaemo-

go iz (18.20) okazyvaetsØ ⃗f (M^′) ≡ 0 v silu (18.14)) ona prinimaet znaqenie ⃗u_0(M, t) = λ + μ 8πμ(λ + 2μ) ∫∫ ∫ (V0)

r^2grad ( grad 1 r ⃗f(M^′) ) dV^′ (18.20^′)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 263 i perestaet zaviset~ ot vremeni. Takim obrazom, process ustanovleniØ statiqeskogo polØ v toqke M , naqina¸wiæsØ v moment

t = t̄_p, zakanqivaetsØ v moment vremeni t = T_s.

UstanovivxeesØ statiqeskoe pole v toqke M opredelØetsØ summoæ poleæ (18.5^′), (18.16^′), (18.20^′) i okazyvaetsØ ravnym ⃗u_0(M, t) = λ + μ 8πμ(λ + 2μ) ∫∫ ∫ (V0)

(λ + 3μ) ⃗f(M^′) + (λ + μ)(⃗r_1 ⃗f(M^′))⃗r_1 8πμ(λ + 2μ)r dV^′, (18.21) qto, estestvenno, sovpadaet s izvestnym iz teorii uprugosti statiqeskim rexeniem zadaqi dlØ bezgraniqnoæ sredy pri vozdeæstvii (18.14). Zametim, vo-pervyh, qto pri poluqenii (18.21) my vospol~zovalis~ formuloæ (18.12) pri ⃗ψ = ⃗f , i, vo-vtoryh, qto v sluqae sosredotoqennyh vozdeæstviæ (18.14) s plotnost~¸ massovyh sil

⃗f_k(M ) = ⃗i_kδ(M − M_1), (18.22)

gde ⃗i_k pri k = (1, 2, 3) – orty dekartovoæ sistemy koordinat, iz (18.21) poluqaetsØ statiqeskoe pole

⃗u_k(M, M_1) = 1 8πμ(λ + 2μ) { λ + 3μ r ⃗i_k + λ + μ r^3 (⃗r⃗i_k)⃗r } , (18.22^′)

izvestnoe kak rexenie Bussineska 1-go roda. (Zdes~ r = |M −M_1| i ⃗r =^{−→}M M_1).

Podobnym ße obrazom moßet byt~ opisan process “snØtiØ” v toqke M ∉ V_0 v moment t = t_0 > T_s statiqeskogo polØ (18.21), voznikxego v rezul~tate vykl¸qeniØ pri t = 0 vozdeæstviØ (18.14). DlØ fftogo dostatoqno lix~ na izuqennoe vyxe pole ⃗u(M, t) = ⃗u_p(M, t) + ⃗u_s(M, t) + ⃗u_0(M, t) iz (17.41) (privodØwee k pol¸ ⃗u(M ) iz (18.21) pri t > T_s) naloßit~ dopolnitel~noe pole ⃗u^0(M, t), vozbußdaemoe v bezgraniqnoæ uprugoæ srede (nahodivxeæsØ v pokoe pri t < t_0 − T_s) v rezul~tate vkl¸qeniØ v moment t = t_0 − T_s (“obratnogo”) statiqeskogo vozdeæstviØ

⃗f^0(M^′, t) = { − ⃗f (M^′)ε(t − t_0 + T_s), M^′ ∈ V_0 0, M^′ ∉ V_0.

264 G. I. PETRAXEN^ Takoe vozdeæstvie naqinaet vliØt~ na pole ⃗u(M, t) iz (18.21) v toqke M v moment t = t_0 − T_s + t̄_p. A v moment t = t_0 ono sozdaet v toqke M dopolnitel~noe pole ⃗u^0(M, t_0) = −⃗u(M ) iz (18.21), kotoroe kompensiruet (snimaet) v toqke M statiqeskoe pole (18.21).

3. Rassmotrim teper~ process ustanovleniØ stacionarnogo kolebatel~nogo reßima v bezgraniqnoæ odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ srede.

Pust~ pri t < 0 sreda nahodilas~ v pokoe, a v moment t = 0 k ee fiksirovannoæ oblasti V_0 prikladyvaetsØ vozdeæstvie s plotnost~¸ massovyh sil ⃗f (M^′, t) = { ⃗ f (M^′)e^{iωt}ε(t), M^′ ∈ V_0, 0, M^′ ∉ V_0, (18.23)

gde ε(t) i V_0 ime¸t takoæ ße smysl, kak i v (18.14).

Vozbußdaemoe vozdeæstviem (18.23) pole (18.13) opisyvaetsØ formuloæ (17.41). Esli podstavit~ znaqenie (18.23) v (17.41), to netrudno ubedit~sØ v tom, qto issleduemoe pole moßet byt~ predstavleno formuloæ

⃗u(M, t) = e^{iωt}[⃗u^1_p(M, t) + ⃗u^1_s(M, t) + ⃗u^1_0(M, t)], (18.24) gde ⃗u^1_p = 1 4π(λ + 2μ) ∫∫ ∫ r<v_pt ⃗r_1 ⃗f(M^′))⃗r_1 r e^{−iωr/vp} dV^′, (18.25)

⃗u^1_s = 1 4πμ ∫∫ ∫ r<v_st ⃗f(M ′) − (⃗r_1 ⃗f (M ′))⃗r_1 r e^{−iωr/vs} dV^′, (18.26)

⃗u^1_0 = 1 4πρ t∫ 0 τ e^{−iωτ} dτ ∫∫ ∫ v_sτ<r<v_p τ grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) dV^′. (18.27)

Integraly (18.25) i (18.26) ime¸t strukturu, analogiqnu¸ strukture integralov (18.15) i (18.16), vsledstvie qego kaqestvennoe opisanie poleæ ⃗u^1_p(M, t) i ⃗u^1_s(M, t) ne otliqaetsØ ot izloßennogo v p. 2 opisaniØ poleæ (18.15) i (18.16). Qto kasaetsØ polØ ⃗u^1_0(M, t) iz (18.27), to ego sleduet predvaritel~no preobrazovat~, podobno tomu, kak preobrazovyvalsØ integral iz pravoæ

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 265 qasti (18.17). Pri fftom vmesto (18.19) teper~ sleduet pol~zovat~sØ vspomogatel~noæ formuloæ t∫ 0 τ dτ v_pτ∫

v_sτ e^{−iωτ} ⃗F (ρ)dρ =

= v_st∫

0 ⃗F (ρ)dρ ρ/v_s∫

ρ/v_p τ e^{−iωτ} dτ + v_pt∫

v_st ⃗F (ρ)dρ t∫ ρ/v_p τ e^{−iωτ} dτ =

= v_st∫

0 {( iρ ωv_s + 1 ω^2 ) e^{−iωρ/vs} − ( iρ ωv_p + 1 ω^2 ) e^{−iωρ/vp} } ⃗F (ρ)dρ+

+ v_pt∫

v_st { iωt + 1 ω^2 e^{−iωt} − iωρ + v_p v_pω^2 e^{−iωρ/vp} } ⃗F (ρ)dρ (18.19′) s funkcieæ ⃗F (ρ) iz (18.18).

VypolnØØ vykladki, analogiqnye preobrazovani¸ (18.18) v (18.19), prihodim dlØ ⃗u^1_0(M, t) k sledu¸wemu okonqatel~nomu predstavleni¸:

⃗u^1_0(M, t) = 1 4π ∫ ∫∫ v_st<r<v_pt grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) ×

× [ iωt + 1 ω^2 e^{−iωt} − iωr + v_p v_pω^2 e^{−iωr/vp} ] dV^′+ + 1 4πρ ∫ ∫ ∫ r<v_st grad ( grad 1 r ⃗f (M^′) ) ×

× [( ir ωv_s + 1 ω^2 ) e^{−iωr/vs} − ( ir ωv_p + 1 ω^2 ) e^{−iωr/vp} ] dV^′, (18.27^′)

kotoroe (kak netrudno proverit~) perehodit v (16.20) pri ω → 0.

Ispol~zuØ oboznaqeniØ (18.6), na osnovanii (18.24)–(18.26) i (18.27^′) netrudno ubedit~sØ, qto pri t < t̄_p toqka M nahoditsØ ewe v pokoe. Process ustanovleniØ stacionarnogo reßima kolebaniæ v fftoæ toqke naqinaetsØ v moment vremeni t = t_p i zakanqivaetsØ v moment t = T_s. Pri fftom stacionarnyæ kolebatel~nyæ

266 G. I. PETRAXEN^ process v toqke M pri znaqeniØh vremeni t > T_s opredelØetsØ formuloæ ⃗u(M, t) = e^{iωt} { 1 4π(λ + μ) ∫∫ ∫ V0 ⃗Φ_p(M, M ′) r e^{−iωr/vp} dV^′+

+ 1 4πμ ∫ ∫ ∫ (V0) ⃗Φ_s(M, M ′) r e^{−iωr/vs} dV^′ } , (18.28)

v kotoroæ

⃗Φ_p(M, M^′) = ⃗r_1 ⃗f (M^{′′}))⃗r_1 + ( i v_p ω r + v^2_p ω^2 ) ⃗f (M ′) − 3(⃗r_1 ⃗f (M ′))⃗r_1 r^2 , ⃗Φ_s(M, M^′) =

⃗f (M^′) − (⃗r_1 ⃗f (M^{′′}))⃗r_1 − ( i v_s ω r + v^2_s ω^2 ) ⃗ f (M^′) − 3(⃗r_1 ⃗f (M^′))⃗r_1 r^2 . (18.29) Zametim, vo-pervyh, qto zdes~, tak ße kak i v (18.20), my vospol~zovalis~ sootnoxeniem (18.12) pri ⃗ψ = ⃗f , i, vo-vtoryh, qto esli vvesti oboznaqeniØ

φ(M ) = ∫ ∫ ∫ (V0)

( iv_pr ω + v^2_p ω^2 ) ( ⃗f (M^′)⃗r) r^3 e^{−iωr/vp} dV^′,

⃗ψ(M ) = ∫ ∫∫ (V0) ( iv_sr ω + v^2_s ω^2 ) [⃗r × ⃗f (M^′)] r^3 e^{−iωr/vs} dV^′, to formula (18.28) moßet byt~ perepisana v vide ⃗u(M, t) = e^{iωt} [ 1 4πμ rot ⃗ψ(M ) − 1 4π(λ + 2μ) grad φ(M ) ] , gde differencirovanie proizvoditsØ po toqke M . Takoe predstavlenie polØ ⃗u legko moglo by byt~ poluqeno i iz “nepreobrazovannoæ” formuly Stoksa (17.4), (17.23), (17.24), esli vyraßeniØ dlØ ṗ_1 i ⃗q̇_1 preobrazovat~ po formulam, analogiqnym

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 267 (18.19^′). Pri fftom netrudno bylo by ubedit~sØ i v tom, qto svØz~

meßdu ṗ_1, ⃗q̇_1 i ⃗ψ daetsØ vyraßeniØmi vida

ṗ_1 = −1 4π(λ + 2μ) e^{iωt}φ − φ_0, ⃗q̇_1 = 1 4π(λ + 2μ) e^{iωt}ψ − ψ_0, gde φ_0 i ⃗ψ_0 – nekotorye funkcii, lineæno zavisØwie ot t i takie, qto grad φ_0 = rot ⃗ψ_0 ØvlØetsØ laplasovym vektorom.

Esli poloßit~

⃗f (M ) = ⃗i_kδ(M − M_1), (18.23′)

gde M_1 proizvol~no vybiraemaØ toqka oblasti V_0, to iz (18.28), (18.29) poluqa¸tsØ (fundamental~nye) polØ osnovnyh stacionarnyh toqeqnyh istoqnikov, opredelØemye formulami ⃗u_k(M, M_1, t) = 1 4π(λ + 2μ)

⃗Φ_p(M, M_1; k) r e^{iω(y−r/vp )}+

+ 1 4πμ ⃗Φ_s(M, M_1; k) r e^{iω−r/vs} , (k = 1, 2, 3), (18.30) v kotoryh

⃗Φ_p = (⃗r_1⃗i_k)⃗r_1 + ( i v_p ω + v^2_p ω^2 ) ⃗i_k − 3(⃗r_1⃗i_k)⃗r_1 r^2 , ⃗Φ_s = ⃗i_k − (⃗r_1⃗i_k)⃗r_1 − ( i v_s ω + v^2_s ω^2 ) ⃗ i_k − 3(⃗r_1⃗i_k)⃗r_1 r^2 , (18.30^′)

gde ⃗r =^{−→}M M_1, r = |M − M_1| i ⃗r_1 = ⃗r/r. PolØ ⃗u_k(M, M_1, t) predstavlØ¸tsØ volnami, uhodØwimi na beskoneqnost~, kak i dolßno byt~ v sootvetstvii s usloviØmi izluqeniØ.

OstaetsØ otmetit~, qto ishodnoe pole ⃗u(M, t) iz (18.28), (18.29), otveqa¸wee proizvol~noæ nepreryvnoæ plotnosti massovyh sil (18.23), ØvlØetsØ oqevidnym naloßeniem ⃗u(M, t) = ∫∫ ∫ V0 3∑ k=1 ⃗u_k(M, M_1, t)( ⃗f(M_1)⃗i_k)dM_1 (18.28^′)

poleæ (18.30), (18.30^′), vzØtyh s vesovymi mnoßitelØmi ( ⃗f (M_1)⃗i_k).

268 G. I. PETRAXEN^

4. V kaqestve sledu¸wih primerov primeneniØ formuly Stoksa obsudim voprosy, svØzannye s polØmi osnovnyh nestacionarnyh toqeqnyh istoqnikov v odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede, pri pomowi kotoryh legko konstruiru¸tsØ polØ l¸byh toqeqnyh istoqnikov uprugih voln.

Pust~ k bezgraniqnoæ uprugoæ srede, nahodivxeæsØ v pokoe pri t < 0, prikladyvaetsØ vozdeæstvie, opredelØemmoe odnoæ iz sledu¸wih plotnosteæ massovyh sil

⃗f_p(M, t) = −4π(λ + 2μ)q(t)grad δ(M − M_0), (18.31)

⃗f_k(M, t) = −4πμq(t) rot[⃗i_kδ(M − M_0)], (18.32)

⃗f (M, t) = ⃗p_0q(t)δ(M − M_0). (18.33)

Zdes~ δ(M − M_0) – trehmernaØ δ-funkciØ Diraka, ⃗p_0 = const – ediniqnyæ vektor, a funkciØ q(t), nepreryvnaØ vmeste s pervoæ proizvodnoæ pri vseh t, udovletvorØet uslovi¸ q(t) ≡ 0 pri t < 0. (Vsledstvie fftogo, oqevidno, dolßno byt~ q(0) = q̇(0) = 0).

Postavim zadaqu opredelit~ na osnove formuly Stoksa polØ smeweniæ v toqkah M ≠ M_0, otveqa¸wie ukazannym vozdeæstvi- Øm. Pri fftom nußno otmetit~, qto sluqai plotnosteæ (18.31) i (18.32) sleduet rassmatrivat~ lix~ kak upraßnenie na primenenie formuly Stoksa, tak kak sootvetstvu¸wie polØ smeweniæ uße izuqalis~ v §15 i 16 i vyraßalis~ formulami (15.20) i (16.8) pri t_0 = 0.

Kak neodnokratno ukazyvalos~ vyxe, dlØ nahoßdeniØ poleæ smeweniæ, otveqa¸wih singulØrnym istoqnikam, soderßawim v tom ili inom vide δ-funkci¸ Diraka, nußno snaqala rassmatrivat~ analogiqnu¸ ße zadaqu, v kotoroæ δ-funkciØ zamenena gladkoæ δ-obraznoæ funkcieæ vida (9.9) ili (9.10), i v postroennom rexenii soverxat~ predel~nyæ perehod pri ε → 0. Predel~noe pole kak raz i daet rexenie rassmatrivaemoæ ishodnoæ zadaqi.

My budem priderßivat~sØ izloßennoæ posledovatel~nosti v rassußdeniØh, pol~zovat~sØ oboznaqeniØmi R = |M − M_0|, ⃗R_1 = ⃗R R ≡ −→ M M_0 R , (18.34)

M = (x_1, x_2, x_3), M_0 = (x^0_1, x^0_2, x^0_3) i sqitat~, qto

R ≡ |M − M_0| > ε_0, (18.35)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 269 gde ε_0 > 0 – skol~ ugodno maloe fiksirovannoe qislo. V kaqestve

δ_ε(M − M_0; n_0) voz~mem funkci¸ iz (9.9) pri ε < ε_0, n_0 > 1 i

budem uqityvat~ ukazannye v §9 ee svoæstva gladkosti, a takße to obstoØtel~stvo, qto δ_ε(M − M_0; n_0) ≡ 0 pri |M − M_0| ⩾ ε. 5. DlØ nahoßdeniØ polØ, otveqa¸wego vozdeæstvi¸ (18.31), sleduet ishodit~ iz gladko raspredelennoæ plotnosti massovyh sil ⃗f_p(M, t) = −4π(λ + 2μ)q(t)grad δ_ε(M − M_0; n_0). (18.31′)

Iskomoe pole opredelØetsØ v rezul~tate podstanovki plotnosti (18.31^′) vmesto ⃗f(M, t) v formulu (17.41) s posledu¸wim predel~nym perehodom ε → 0. Odnako iz-za tret~ego slagaemogo v (17.41) vyqisleniØ po fftoæ formule okazyva¸tsØ gromozdkimi i trebu¸wimi predvaritel~nogo preobrazovaniØ integrala iz upomØnutogo slagaemogo, podobnogo preobrazovani¸ integrala (18.17) v (18.20) ili integrala (18.27) v (18.27^′). Prowe ishodit~ iz “ewe ne preobrazovannoæ” formuly Stoksa (17.4), v kotoroæ polagaetsØ ⃗u_0(M ) = ⃗v_0 = 0 vvidu vybrannyh nulevyh naqal~nyh dannyh v naxeæ zadaqe, a ⃗f (M, τ ) = ⃗f_ε(M, τ ) = 0 vvidu (18.35) i neravenstva ε < ε_0.

DlØ interesu¸wih nas toqek M formula (17.4) prinimaet vid ⃗u(M, t) = 1 2ρ [grad ṗ_1 + rot ⃗q̇_1], (18.36)

gde ṗ_1 i ⃗q̇_1 da¸tsØ ravenstvami (17.23) i (17.25).

Kak sleduet iz rezul~tatov p. 5 §17 podstanovka v (17.25) znaqeniØ ⃗f = ⃗f_ε(M, t) iz (18.31^′) daet toßdestvennyæ nul~. Pofftomu ostaetsØ vyqislit~ lix~ vyraßeniØ

ṗ_1 = −2(λ + 2μ) t∫ 0 (t − τ )q(τ )dτ ∫∫ ∫ r<v_p(t−τ) ⃗r_1grad δ_ε(M^′ − M^′_0n_0) r^2 dV^′ =

= 2(λ+2μ) t∫ 0 τ q(t−τ )dτ ∫∫ ∫ r<v_pτ grad 1 r grad δ_ε(M^′ −M^′_0n_0)dV^′, (18.37)

gde r = |M −M^′|, ⃗r_1 =^{−→}M M^′/r, a differencirovanie proizvoditsØ po toqke M^′.

270 G. I. PETRAXEN^

UqityvaØ, qto δ_ε(M^′ − M_0; n_0) ≡ 0 v okrestnosti toqki M (t.e. pri r < ε_0 − ε) i prinimaØ vo vnimanie izvestnyæ fakt, qto

div grad 1 r = Δ 1 r = 0 pri r > 0, poluqaem ravenstvo

grad 1 r grad δ_ε(M^′ − M_0; n_0) = div[δ_ε(M^′ − M_0; n_0)grad 1 r ], pozvolØ¸wee primenit~ teoremu Gaussa k integralu po sfere

r < v_pτ iz (18.37). V rezul~tate fftogo, a takße zameny peremen-

noæ integrirovaniØ τ na r^′/v_p posledovatel~no nahodim

ṗ_1 = 2(λ + 2μ) t∫ 0 τ q(t − τ )dτ ∫ ∫ r=v_pτ ( ⃗r_1grad 1 r ) δ_ε(M^′ − M_0; n_0)dS^′ =

= 2(λ + 2μ) v_pt∫

0 q ( t − r^′ v_p ) r^′ v^2_p dr^′ ∫ ∫ r=r^′ ( ⃗r_1grad 1 r ) δ_ε(M^′ − M_0; n_0)dS^′ =

= 2ρ ∫ ∫ ∫ r<v_p t q ( t − r v_p ) ( ⃗rgrad 1 r ) δ_ε(M^′ − M_0; n_0)dV^′.

Trivial~nyæ perehod k predelu pri ε → 0 v fftoæ formule, oqevidno, privodit k vyraßeni¸

ṗ_1 = 2ρq ( t − R v_p ) ( Rgrad 1 R ) = −2ρ q ( t −^R_{vp} ) R , podstanovka kotorogo v (18.36) daet ⃗u_p(M, t) = − [ q^′(t − R/v_p) v_pR + q(t − R/v_p) R^2 ] ⃗R_1. (18.38)

Predstavlenie polØ smeweniæ formuloæ (18.38) po svoemu smyslu v toqnosti sovpadaet s predstavleniem (15.20), kak i dolßno byt~. Zametim, qto v (18.38) ne vypisan mnoßitel~

ε(t − R/v_p), tak kak predpolagalos~ q(τ ) ≡ 0 pri τ < 0, a znaqe-

nie ⃗R_1 svØzano so znaqeniem ⃗r_1 iz (15.20) ravenstvom ⃗R_1 = −⃗r_1, vyteka¸wim iz sopostavleniØ (18.34) s (15.4).

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 271 Analogiqno rassmatrivaetsØ i sluqaæ vozdeæstviØ (18.32), pri kotorom formula (17.4), perepisyva¸waØsØ v vide (18.36) so znaqeniØmi ṗ_1 i ⃗q̇_1 iz (17.23) i (17.25), privodit k pol¸ (16.8). Vypolnenie nesloßnyh preobrazovaniæ predostavlØetsØ qitatel¸.

6. Pri rassmotrenii netrivial~nogo sluqaØ (18.33) sleduet ishodit~ iz gladkoæ plotnosti massovyh sil

⃗f_ε(M, t) = ⃗p_0q(t)δ_ε(M^′ − M_0; n_0) (18.33^′)

i pol~zovat~sØ formuloæ (17.41).

Podstanovka znaqeniØ ⃗f_ε(M, t) iz (18.33^′) vmesto ⃗f (M, t), naprimer, v pervoe slagaemoe pravoæ qasti (17.41) privodit k vyraßeni¸

⃗I_ε = 1 4π(λ + 2μ) ∫ ∫∫ r<v_pt (⃗r_1⃗p_0)⃗r_1 r q ( t − r v_p ) δ_ε(M^′ − M_0; n_0)dV^′ =

= 0, v_pt < R − ε, 1 4π(λ+2μ) × × ∫∫∫ |M^′−M0|<ε q ( t −^r_{vp} )_{(⃗r1⃗p0)⃗r1} r δ_ε(M^′ − M_0; n_0)dV^′, v_pt > R + ε,

iz kotorogo vsledstvie predpoloßeniØ, qto q(τ ) ≡ 0 pri τ < 0, a takße nepreryvnosti podintegral~noæ funkcii srazu ße poluqaetsØ

lim_{ε→0} ⃗I_ε =

( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 4π(λ + 2μ)R q ( t − R v_p ) . (18.39)

Stol~ ße prosto vyqislØ¸tsØ i ostal~nye slagaemye iz (17.41). Pri fftom tret~e slagaemoe celesoobrazno snaqala preobrazovat~ na osnove (18.12).

Takim obrazom, dlØ iskomogo polØ smeweniæ, otveqa¸wego vozdeæstvi¸ (18.33), poluqaetsØ okonqatel~noe vyraßenie ⃗u(M, t) = ⃗u_p(M, t) + ⃗u_s(M, t) + ⃗u_0(M, t), (18.40) v kotorom ⃗u_p = ( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 4π(λ + 2μ)R q ( t − R v_p ) , (18.41)

272 G. I. PETRAXEN^ ⃗u_s = ⃗p_0 − ( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 4πμR q ( t − R v_s ) , (18.42)

⃗u_0 = ⃗a(M, M_0) 4πρR^3 t−R/v_p ∫ t−R/v_s (t − τ )q(τ )dτ, (18.43) priqem

⃗a = R^3grad ( grad 1 R ⃗p_0 ) = 3 ⃗R_1( ⃗R_1⃗p_0) − ⃗p_0 =

= 2( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 − [⃗p_0 − ( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1], (18.43^′)

a R i ⃗R_1 opredeleny v (18.34).

Pervoe slagaemoe iz pravoæ qasti (18.40), t.e. ⃗u_p(M, t) iz (18.41), opisyvaet prodol~nu¸ volnu, ubyva¸wu¸ kak R^{−1}, pri vozrastanii rasstoØniØ R toqki nabl¸deniØ M ot toqki M_0, v kotoroæ raspoloßen istoqnik. Mnoßitel~ ( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 = ⃗R_1 cos θ, gde θ – ugol meßdu vektorami ⃗p_0 i ⃗R_1 opredelØet ee funkci¸ napravlennosti. Samo po sebe pole ⃗u_p(M, t) ne udovletvorØet uravneni¸ Lame. Vtoroe slagaemoe iz (18.40), t.e. funkciØ (18.42), sootvetstvuet popereqnoæ sferiqeskoæ volne s funkcieæ napravlennosti, ravnoæ ⃗p_0 − ( ⃗R_1⃗p_0) ⃗R_1 = ⃗θ_1 sin θ, gde ⃗θ_1 – ort sferiqeskoæ sistemy koordinat (perpendikulØrnyæ ⃗R_1). FunkciØ

⃗u_s(M, t) ubyvaet pri vozrastanii R kak R^{−1}, priqem ona takße

ne udovletvorØet uravneni¸ Lame samostoØtel~no.

Harakter razryvov polØ ⃗u(M, t) iz (18.40) na frontah t − R v_p = c = const i t − R v_s = c = const (18.44)

opredelØetsØ svoæstvami funkcii q(t). Esli pri t > 0 ffta funkciØ ne imeet razryvov v proizvodnyh vseh porØdkov, to frontami okazyva¸tsØ poverhnosti (18.44) lix~ pri c = 0. Pri fftom v sluqae q(0) = 0, q^′(0) ≠ 0 pole ⃗u(M, t) iz (18.40) imeet pravil~- nye sil~nye razryvy za sqet razryvov v pervyh proizvodnyh u slagaemyh ⃗u_p i ⃗u_s. Qto kasaetsØ slagaemogo ⃗u_0 iz (18.40), to ono ostaetsØ nepreryvnym s pervymi qastnymi proizvodnymi. Proizvodnye ße bolee vysokih porØdkov ot ⃗u_0 ispytyva¸t na

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 273 ukazannyh frontah razryvy nepreryvnosti, priqem ffti razryvy realizu¸tsØ kak v prodol~noæ, tak i v popereqnoæ sostavlØ- ¸wih polØ. Poslednee vidno na primere vyraßeniØ

⃗ü_0 = ⃗a(M, M^0) 4πρR^3 ×

× [ R v_p q^′ ( t − R v_p ) − R v_s q^′ ( t − R v_s ) + ( t − R v_p ) − q ( t − R v_s )] , v kotorom vektor ⃗a(M, M_0) v sootvetstvii s (18.43^′) imeet sostavlØ¸wie po napravleni¸ kak vektora ⃗R_1, tak i vektora ⃗θ_1. �to, estestvenno, soglasuetsØ s obwim zakl¸qeniem iz p. 4 §7 o haraktere razryvov polØ ⃗u na volnovyh frontah.

Itak, pole ⃗u_0(M, t) otnositsØ kak k prodol~noæ, tak i k popereqnoæ volnam. S vozrastaniem R ono ubyvaet kak R^{−2}, t.e. na “porØdok” bystree, qem polØ (18.41) i (18.42). Pofftomu na dostatoqno bol~xih rasstoØniØh R polem ⃗u_0 v (18.40) moßno prenebregat~. Sleduet otmetit~, qto slova “na dostatoqno bol~- xih rasstoØniØh” priobreta¸t toqnyæ smysl pri perehode ot funkcii q(t) k ee spektral~nomu predstavleni¸ Fur~e. Pri fftom bol~ximi okazyva¸tsØ rasstoØniØ R, vo mnogo raz prevoshodØwie dlinu volny polØ.

V zakl¸qenie polezno podqerknut~, qto poluqennyæ rezul~- tat (18.40)–(18.43) ne zavisit ot qastnogo vybora funkcii

δ_ε(M − M_0; n_0) iz (18.33^′), ot kotoroæ my perehodili k funk-

cii Diraka δ(M − M_0) iz (18.33). Tak, naprimer, vse vykladki osta¸tsØ praktiqeski neizmennymi, esli v kaqestve δ_ε v (18.33^′) vzØt~ funkci¸ vida

δ_ε(M − M_0; n_0) = 3∏ k=1 δ_{εk} (x − x^0_k), (18.45) gde δ_{εk} (x_k − x^0_k) = { > 0, |x_k − x^0_k| < ε_k, 0 < |x_k − x^0_k| ⩾ ε_k (18.46)

– dostatoqno gladkie funkcii, udovletvorØ¸wie uslovi¸ ∞∫ −∞ δ_{εk} (x_k − x^0_k)dx_k = 1. (18.46^′)

274 G. I. PETRAXEN^

Oblast~¸ nenulevyh znaqeniæ takoæ funkcii okazyvaetsØ ne sfera |M − M_0| < ε, a parallelepiped |x_k − x^0_k| < ε_k, (k = 1, 2, 3), vsledstvie qego edinstvennoe razliqie v vykladkah bedet teper~ sostoØt~ v tom, qto vmesto preßnego odnogo predel~nogo perehoda pri ε → 0 v (18.39) teper~ nußno rassmatrivat~ tri predel~nyh perehoda pri ε_k → 0, porØdok kotoryh, oqevidno, bezrazliqen.

UkazannaØ vozmoßnost~ razdel~nogo rassmotreniØ predel~- nyh perehodov pri ε_k → 0 pridaet vyvodu neskol~ko bol~xu¸ gibkost~. V qastnosti, esli poloßit~

⃗f_{ε1ε2ε3} (M, t) = ⃗p_0q(t)^3 ∏ k=1 δ_{εk} (x_k − x^0_k), (18.47)

podstavit~ znaqenie ⃗f (M, t) = ⃗f_{ε1ε2ε3(M,t)} v pravu¸ qast~ formuly (17.41) i soverxit~ predel~nyæ perehod pri ε_3 → 0, to poluqitsØ formula, sovpada¸waØ s (17.41), esli v posledneæ: 1) troænye integraly zamenit~ na dvukratnye po krugovym oblastØm, sovpada¸wim s seqeniØmi sfer r = v_pt i r = v_st ploskost~¸

x_3 = x^0_3; 2) pod r ponimat~ vyraßenie r = √ (x^′_1 − x_1)^2 + (x^′_2 − x_2)^2 + (x^0_3 − x_3)^2;

3) pod M^′ – toqku (x^′_1, x^′_2, x^0_3) i, nakonec, 4) pod ⃗f – funkci¸

⃗f_{ε1ε2} (M, t) = ⃗p_0q(t)δ_{ε1} (x_1 − x^0_1)δ_{ε2} (x_2 − x^0_2), (18.48)

ime¸wu¸ smysl (poverhnostnoæ) plotnosti massovoæ sily, zadannoæ na ploskosti x_3 = x^0_3. Posledu¸wiæ predel~nyæ perehod pri ε_1 → 0, ε_2 → 0 v opisannoæ formule, oqevidno, takße privodit k formulam (18.40)–(18.43). Takim obrazom, vyØsnØetsØ, qto perehod k sosredotoqennomu vozdeæstvi¸ (18.33), vozbußda¸wemu pole (18.40)–(18.43), moßno soverxat~ na osnove perviqnogo zadaniØ poverhnostnoæ plotnosti sil vida (18.48). Zametim, qto takoæ podhod k zadani¸ toqeqnyh istoqnikov uprugih voln okazyvaetsØ ves~ma udobnym vo mnogih zadaqah na rasprostranenie voln v sredah, soderßawih ploskoparallel~nye granicy razdela.

7. Netrudno videt~, qto pole smeweniæ (18.40)–(18.43) moßet byt~ poloßeno v osnovu opredeleniØ poleæ l¸byh toqeqnyh is-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 275 toqnikov voln v odnorodnoæ i izotropnoæ uprugoæ srede. �to daet osnovanie nazyvat~ takoe pole fundamental~nym.

PolagaØ v (18.33) i (18.40)–(18.43) posledovatel~no ⃗p_0 = ⃗i_k,

(k = 1, 2, 3), gde ⃗i_k – ort dekartovoæ sistemy koordinat, poluqaem

tri nezavisimyh fundamental~nyh polØ ⃗u_k(M, M_0, t) = ⃗a_k( ⃗R)q(t − R − v_p) + ⃗b_k( ⃗R)q(t − R/v_s)+

+⃗c_k( ⃗R) t−R/v_p ∫ t−R/v_s (t − τ )q(τ )dτ, (18.49) gde ⃗a_k( ⃗R) = ⃗R( ⃗R⃗i_k) 4π(λ + 2μ)R^3 , ⃗b_k( ⃗R) = R^2⃗i_k − ⃗R( ⃗R⃗i_k) 4πμR^3 , ⃗c_k( ⃗R) = 3 ⃗R( ⃗R⃗i_k) − R^2⃗i_k 4πρR^5 , (18.49^′)

priqem ispol~zovany oboznaqeniØ (18.34). Kaßdoe iz poleæ (18.49) udovletvorØet nulevym naqal~nym dannym pri t = 0, esli q(t) ≡ 0 pri t < 0, i vozbußdaetsØ v rezul~tate deæstviØ massovoæ sily s plotnost~¸

⃗f_k(M, t) = ⃗i_kq(t)δ(M − M_0). (18.50)

Ne predstavlØet truda ubedit~sØ v tom, qto pole (18.49),

(18.49^′) soderßit v sebe polØ (18.22) i (18.30), (18.30^′) funda-

mental~nyh statiqeskogo i stacionarnogo toqeqnyh istoqnikov

(18.14^′) i (18.23^′). DlØ fftogo dostatoqno sootvetstvenno poloßit~ q(t) = ε(t), q(t) = ε(t) exp(iωt) i vyqislit~ integral iz (18.49)

pri znaqeniØh vremeni t > R/v, prevoshodØwih vremØ ustanovleniØ statiqeskogo i stacionarnogo reßimov. Takim obrazom, vse rezul~taty dlØ statiqeskih i stacionarnyh toqeqnyh istoqnikov mogut byt~ poluqeny na osnove rassmotreniØ istoqnikov (18.50).

PerehodØ k opredeleni¸ ponØtiØ o toqeqnyh istoqnikah razliqnyh porØdkov, my snaqala otbrosim vremennoæ mnoßitel~

q(t) i vmesto δ(M −M_0) budem rassmatrivat~ funkci¸ δ_ε(M −M_0)

iz (9.9), ime¸wu¸ proizvodnye vseh porØdkov. Pri fftom pod

276 G. I. PETRAXEN^

M_0 + Δx^0_q budem ponimat~ toqku, poluqa¸wu¸sØ iz M_0 izmene-

niem ee koordinaty x^0_q (s nomerom q) na veliqinu Δx^0_q i budem nazyvat~ vyraßeniØ

I_k(q_1, q_2, q_3) = ∞∫ ∫∫ −∞ (x^′_1 − x^0_1)^{q1} (x^′_2 − x^0_2)^{q2} (x^′_3 − x^0_3)^{q3} f_k(M^′)dM^′,

(18.51) v kotoryh q_1 + q_2 + q_3 = m, a q – celye qisla, momentami m-go porØdka otnositel~no toqki M_0 ot sostavlØ¸weæ f_k(M ) plotnosti massovyh sil

⃗f (M ) =^3 ∑ k=1 ⃗i_kf_k(M ). V kaqestve ishodnyh dlØ opredeleniØ voz~mem tri plotnosti massovyh (ediniqnyh) sil

⃗f^0_k = ⃗i_kδ_ε(M − M_0), (k = 1, 2, 3) (18.52)

kotorye dlØ naglØdnosti moßno tolkovat~ kak sily, priloßennye k toqke M_0 (qto realizuetsØ, koneqno, lix~ pri ε → 0).

Po plotnostØm sil (18.52) opredelim devØt~ plotnosteæ massovyh dvoænyh sil (s momentami pervogo porØdka):

⃗f^0_{kq}(M ) = lim_{Δx0} q→0 ⃗i_kδ_ε(M − M_0 − Δx^0_q) −⃗i_kδ_ε(M − M_0)

Δx^0_q =

⃗i_k ∂ ∂x^0_q δ_ε(M − M_0) = −⃗i_k ∂ ∂x_q δ_ε(M − M_0), (18.53)

konstruiruemyh po analogii s tem, kak konstruiruetsØ matematiqeskiæ dipol~ v fflektrostatike.

Po devØti plotnostØm dvoænyh sil (18.53) opredelim 27 par dvoænyh sil (s momentami vtorogo porØdka), harakterizuemyh massovymi plotnostØmi

⃗f^0_{kqp} = lim_{Δx0} p →0 ⃗i_k^∂_{∂x0q} δ_ε(M − M_0 − Δx^0_p) −⃗i_k^∂_{∂x0q} δ_ε(M − M_0)

Δx^0_p =

⃗i_k ∂^2δ^ε(M − M^0) ∂x^0_p∂x^0_q = ⃗i_k ∂^2δ_ε(M − M_0) ∂x_p∂x_q (18.54)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 277 ProdolßaØ ukazannyæ process, prihodim k sovokupnosti plotnosteæ massovyh sil s momentami m-go porØdka, opredelØemyh formulami

⃗f^0_{kq1q2q3} = ⃗i_k ∂^mδ^ε(M − M^0) (∂x^0_1)^{q1} (∂x^0_2)^{q2} (∂x^0_3)^{q3} = ⃗i_k(−)^m ∂^mδ_ε(M − M_0) (∂x_1)^{q1} (∂x_2)^{q2} (∂x_3)^{q3} , (18.55) v kotoryh, kak i vezde dalee, q_r ⩾ 0 – celye qisla, svØzannye usloviem q_1 + q_2 + q_3 = m.

Zametim, qto vsledstvie predpoloßeniØ o beskoneqnoæ gladkosti funkcii δ_ε(M − M_0) vse ee qastnye proizvodnye vida (18.55) ime¸t klassiqeskiæ smysl. Pri fftom dlØ l¸boæ analitiqeskoæ funkcii Φ(M ) i l¸bogo m ⩾ 0 vypolnØ¸tsØ oqevidnye sootnoxeniØ I_ε ≡ ∞∫ −∞ Φ(M^′)

∂^mδ_ε(M^′ − M_0) (∂x^′_1)^{q1} (∂x^′_2)^{q2} (∂x^′_3)^{q3} dM^′ =

= (−)^m ∞∫ −∞ ∂^mΦ(M^′) (∂x^′_1)^{q1} (∂x^′_2)^{q2} (∂x^′_3)^{q3} dM^′,

lim_{ε→0} I_ε = (−)^m

∂^mΦ(M ) (∂x_1)^{q1} (∂x_2)^{q2} (∂x_3)^{q3} | | | |_{M=M0} .

(18.56)

UslovimsØ ponimat~ pod sosredotoqennoæ massovoæ siloæ

⃗f_{kq1q2q3} (M ) s momentom m-go porØdka rezul~tat predel~nogo pe-

rehoda pri ε → 0 ot plotnosti ⃗f^0_{kq1q2q3} (M ) iz (18.55). Plotnost~ takoæ sily budem oboznaqat~ simvolom ⃗f_{kq1q2q3} (M ) = ⃗i_k ∂^mδ(M − M^0) (∂x^0_1)^{q1} (∂x^0_2)^{q2} (∂x^0_3)^{q3}

, (18.57)

gde q_1+q_2+q_3 = m, priqem svoæstva m-æ proizvodnoæ ot δ(M −M_0) budem ponimat~ v smysle (18.56).

Vsledstvie sootnoxeniæ (18.56) i analitiqnosti funkcii

Φ(M^′) = (x^′_1 − x^0_1)b^{q1} (x^′_2 − x^0_2)b^{q2} (x^′_3 − x^0_3)b^{q3} , vhodØweæ pod znak in-

tegrala v (18.51), Øsno, qto vse momenty I_k(q_1, q_2, q_3) plotnosti sily (18.57) ravny nul¸, esli vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv q̃_1 ≠ q_1, q̃_2 ≠ q_2, q̃_3 ≠ q_3. Qto kasaetsØ momenta (18.51) s parametrami q̃_1 = q_1, q̃_2 = q_2, q̃_3 = q_3, to dlØ nego poluqaetsØ znaqenie

I_k(q_1, q_2, q_3) = (−)^mq_1!q_2!q_3!. (18.58)

278 G. I. PETRAXEN^ Rassmotrim teper~ sosredotoqennye sily, harakterizuemye massovymi plotnostØmi ⃗f_{kq1q2q3} = ⃗i_kq(t) ∂^mδ(M − M^0) (∂x^0_1)^{q1} (∂x^0_2)^{q2} (∂x^0_3)^{q3}

(18.59)

s funkcieæ q(t), nepreryvno differenciruemoæ do porØdka m vkl¸qitel~no.

Esli v (18.59) zamenit~ δ(M − M_0) na δ_ε(M − M_0) i podstavit~ rezul~tat v formulu (17.41) vmesto ⃗f (M, t), to poØvitsØ oqevidnaØ vozmoßnost~ vyneseniØ za znak vseh integralov operacii mkratnogo differencirovaniØ po toqke M_0. Pri fftom pod znakom proizvodnoæ (m-go porØdka po x^0_1, x^0_2, x^0_3) okaßetsØ vyraßenie, v toqnosti ravnoe rezul~tatu podstanovki vmesto ⃗f (M, t) v pravu¸ qast~ (17.41) plotnosti sily

⃗f_ε(M, t) = ⃗i_kq(t)δ_ε(M − M_0). (18.50′)

Podobnoe vyraßenie izuqalos~ v p. 6, gde bylo pokazano, qto pri ε → 0 ono privodit k pol¸ (18.40) ili, qto to ße, (18.49). V sluqae ße malogo ε > 0 ono privodit k pol¸ ⃗u_k(M, M_0, t) iz (18.52), v kotorom argument M_0 = (x^0_1, x^0_2, x^0_3) zamenen na argument

M_0 = (x^0_1 +θ_1ε, x^0_2 +θ_2ε+θ_3 ε), gde θ_k – nekotorye qisla, udovletvo-

rØ¸wie neravenstvam |θ_k| < 1. No na osnovanii predpoloßennoæ gladkosti funkcii q(t) iz (18.59) i konstrukcii pravoæ qasti (18.49) moßno utverßdat~, qto pri |M − M_0| > ε vse proizvodnye m-go porØdka ot polØ ⃗u_k(M, M_0, t) nepreryvny po toqke M_0. Vsledstvie fftogo pod znakom upominavxeæsØ proizvodnoæ m-go porØdka (vynesennoæ iz pod znakov integrirovaniØ v (17.41)) dopustimo perehodit~ k predelu pri ε → 0.

Takim obrazom, moßno utverßdat~, qto vozdeæstvie (18.59) vozbußdaet v odnorodnoæ i izotropnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ srede pole smeweniæ, vyraßa¸weesØ po formulam ⃗u_{kq1q2q3} (M, M_0, t) = ∂^m⃗u_k(M, M_0, t) (∂x^0_1)^{q1} (∂x^0_2)^{q2} (∂x^0_3)^{q3} = = (−)^m ∂^m⃗u_k(M, M_0, t) (∂x_1)^{q1} (∂x_2)^{q2} (∂x_3)^{q3}

, (18.60)

qerez pole ⃗u_k(M, M_0, t) iz (18.49). (Zamena differencirovaniØ po toqke M_0 na differencirovanie po toqke M v sluqae rassmatrivaemoæ sredy vozmoßna vvidu togo, qto pole ⃗u(M, M_0, t)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 279 faktiqeski zavisit lix~ ot t i vektora ⃗R = (x^0_1 − x_1)⃗i_1 + (x^0_2 −

x_2)⃗i_2 + (x^0_3 − x_3)⃗i_3 =^{−→}M M_0. PodobnaØ zavisimost~ ØvlØetsØ od-

nim iz harakternyh svoæstv poleæ v odnorodnyh i izotropnyh bezgraniqnyh uprugih sredah).

V zakl¸qenie polezno otmetit~, qto rassmotrennye nami ranee plotnosti sil ⃗f_p(M, t) i ⃗f_k(M, t) iz (18.31) i (18.32) otnosØtsØ (po vvedennoæ terminologii) k sosredotoqennym silam s pervymi momentami. Pri fftom iz-za naliqiØ formul

⃗f_p(M, t) = 4π(λ + 2μ)q(t)^3 ∑ k=1 ⃗i_k ∂ ∂x^0_k δ(M − M_0) i ⃗f_k(M, t) = 4πμq(t) [_3 ∑ q=1 ⃗i_q ∂δ(M − M^0) ∂x^0_q ×⃗i_k ] = 4πμq(t)×

× 3∑ q=1 [⃗i_q ×⃗i_k] ∂δ(M − M_0) ∂x^0_q = 4πμq(t)×

× [ ∂δ(M − M_0) ∂x^0_{k−1} ⃗i_{k+1} − ∂δ(M − M^0) ∂x^0_{k+1} ⃗i_{k−1} ] , (gde k − 1 = 3 pri k = 1 i k + 1 = 1 pri k = 3) moßno utverßdat~, qto polØ ⃗u_p(M, t) i ⃗u_k(M, t) iz (18.38) i (16.8) vyraßa¸tsØ qerez vektornoe pole ⃗u_k(M, M_0, t) iz (18.49) v vide ravenstva ⃗u_p(M, t) = 4π(λ + 2μ) 3∑ k=1 ∂ ∂x^0_k u^k

(M, M_0, t), (18.61)

v sluqae prodol~nyh voln, i v forme ravenstv ⃗u_k(M, t) = 4πμ [ ∂ ∂x^0_{k−1} ⃗u_{k+1}(M, M_0, t) − ∂ ∂x^0_{k+1} ⃗u_{k−1}(M, M_0, t) ] . (18.62) v sluqae voln popereqnyh.

ZameqaniØ avtora

Preßde vsego zdes~ nußno otmetit~, qto po tehniqeskim priqinam poslednie tri glavy monografii (glavy ˝ 7–9) prixlos~

280 G. I. PETRAXEN^ perenesti v pervyæ razdel sledu¸wego ˝ 274 toma Zapisok nauqnyh seminarov POMI.

Osta¸weesØ ße v fftom tome (˝ 273) nebol~xoe mesto (porØdka 20-i str.) bylo rexeno posvØtit~ kratkomu osveweni¸ poslevoennogo perioda formirovaniØ Leningradsko-Peterburgskoæ xkoly po rasprostraneni¸ uprugih (seæsmiqeskih) volnovyh poleæ. Kak i vsœ poslevoennoe vremØ, fftot period stanovleniØ xkoly obladal rØdom unikal~nyh osobennosteæ, qto v kakoæ-to mere opravdyvaet vkl¸qenie shematiqeskogo ego opisaniØ v kaqestve glavy ˝ 6 monografii. Koneqno, takaØ glava okazyvaetsØ v monografii inorodnoæ. Odnako ona zanimaet nemnogo mesta i privodit svedeniØ (podkreplennye spiskom literatury togo vremeni), poluqit~ kotorye drugim putem edva li bylo by vozmoßno. A v nih imeetsØ nauqnoe soderßanie i daße, poßaluæ, – netrivial~noe!

Obwim ße s monografieæ u fftih stranic okazyvaetsØ oblast~ nauqnyh interesov, obwnost~ stremleniæ, a otqasti i obwnost~ rezul~tatov. Vozmoßno, qto fftot poslevoennyæ period zaslußival by i bolee obstoØtel~nogo predmetnogo opisaniØ. No dlØ fftogo trebovalos~ by znaqitel~no bol~xe mesta, ravno kak i bol~xe povestvovatel~noæ snorovki avtora.

Avtor rexaetsØ sohranit~ fftu glavu v monografii s ogovorkoæ, qto “glavu 6 moßno opuskat~ pri qtenii bez kakogo-libo uwerba dlØ ponimaniØ osnovnogo teksta monografii”.

GLAVA 6.

Slovo o poslevoennom stanovlenii Leningradsko-Peterburgskoæ xkoly po rasprostraneni¸ uprugih (seæsmiqeskih) volnovyh poleæ

Srazu po okonqanii voæny i po vozvraweni¸ v Leningrad (letom 1945 g.) Leningradskoæ Voenno-Vozduxnoæ Akademii, gde Ø nes voinsku¸ slußbu v kaqestve maæora-professora fiziki, menØ priglasil sovmestitel~stvovat~ v Institute Matematiki i Mehaniki Leningradskogo Universiteta (LGU) ego direktor, akad. V. I. Smirnov. On poruqil mne razrabotku dinamiqeskoæ teorii uprugosti, a takße – qtenie lekciæ na starxih kursah fiziqeskogo i matematiko-mehaniqeskogo fakul~tetov LGU. Pomimo fftogo on peredal moim zabotam buduwego aspiranta mat-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 281 meha – K. I. Ogurcova – sygravxego v posledu¸wem rexa¸wu¸ rol~ v obrawenii nas licom k seæsmiqeskomu ffksperimentu.

Tematika issledovaniæ ne byla limitirovana. Vyskazyvalos~ lix~ poßelanie rassmatrivat~ odnorodnye i izotropnye uprugie sredy, soderßawie granicy razdela v forme sfery, beskoneqnogo krugovogo cilindra, ili ploskosteæ, na kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ ßestkosti kontakta sred.

Zdes~, estestvenno, bylo by naqat~ issledovaniØ s ploskih granic razdela, vozbußdaemyh volnami prosteæxih tipov, t.e. – ploskimi, ili lokal~no-ploskimi volnami. Odnako pri razrabotke koliqestvennyh metodov izuqeniØ uprugih ili akustiqeskih poleæ, naqavxeæsØ v LGU srazu po okonqanii voæny, snaqala sformirovalos~ neskol~ko inoe , apparatno znaqitel~- no bolee sloßnoe matematiqeski napravlenie issledovaniæ. Izuqalis~ volnovye processy v uprugih i akustiqeskih sfere i v krugovom cilindre, vozbußdaemye impul~snymi sosredotoqennymi vozdeæstviØmi (ploskimi v sluqae cilindra). Pri fftom cel~¸ stavilos~ izuqenie v ukazannyh sredah processov rasprostraneniØ volnovyh frontov prØmyh i otraßennyh voln, s koliqestvennoæ ocenkoæ poleæ v prifrontovyh ih zonah.

Rabota xla uspexno, i sravnitel~no bystro usiliØ priveli k rØdu netrivial~nyh rezul~tatov, rexa¸wih, v principe, postavlennye zadaqi. Poluqaemye ße novye rezul~taty publikovalis~ v uzkovedomstvennoæ serii vypuskov “Uqenyh zapisok LGU”, ne pol~zovavxihsØ v to, poslevoennoe vremØ, sprosom, i vyhodivxih v svet malymi tiraßami. V rezul~tate, ukazannaØ seriØ issledovaniæ ostalas~ praktiqeski nezameqennoæ seæsmiqeskoæ (nauqnoæ) obwestvennost~¸.

I vot, vsledstvie nauqnoæ znaqimosti poluqennyh togda rezul~tatov, sohranØ¸wih fflementy novizny do sih por, a takße iz-za togo obstoØtel~stva, qto imenno iz nih vykristallizovalsØ (xiroko ispol~zuemyæ teper~) metod izuqeniØ volnovyh poleæ v sloisto-odnorodnyh uprugih sredah s ploskoparallel~nymi granicami razdela (nazvannyæ metodom konturnyh integralov), predstavlØetsØ opravdannym nebol~xoe otklonenie ot osnovnoæ kanvy teksta monografii s tem, qtoby napomnit~ (ili informirovat~) o poluqennyh togda rezul~tatah, predstavlØ¸wih i seæqas opredelennyæ interes v dinamiqeskoæ teorii uprugosti.

282 G. I. PETRAXEN^

�tomu kak raz i posvØwen §19, a takße spisok rØda publikaciæ togo vremeni, pomewennyæ v konce fftih listkov.

§19. O nekotoryh poslevoennyh rezul~tatah razrabotki teorii rasprostraneniØ uprugih voln

1. OtpravlØØs~ ot obweizvestnyh dlØ togo (poslevoennogo) vremeni rezul~tatov po teorii rasprostraneniØ uprugih voln, bylo opravdanno (hotØ i oqen~ riskovanno) obrawenie k serii osnovnyh zadaq dinamiqeskoæ teorii uprugosteæ dlØ odnorodnyh i izotropnyh sfery (xara), ili xarovogo sloØ, ili – dlØ beskoneqnogo krugovogo cilindra, ili, nakonec, – obrawenie k rØdu zadaq na difrakci¸ akustiqeskih i uprugih voln ot sfery, dvugrannyh uglov i polubeskoneqnyh ploskih ffkranov. Odnako v ramkah imenno takih zadaq dlØ ograniqennyh oblasteæ i provodilis~ u nas (na pervyh porah posle voæny) issledovaniØ po teorii volnovyh poleæ...

2. Togda prihodilos~ mnogo obwat~sØ so studentami starxih kursov fizfaka i matmeha LGU vo vremØ qteniØ semestrovyh (i dvuhsemestrovyh) lekciæ po matematiqeskoæ fizike, po teorii otnositel~nosti i po dinamiqeskoæ teorii uprugosti, a takße – vo vremØ rukovodstva kursovymi, diplomnymi i aspirantskimi rabotami, qislo kotoryh skoro stanovilis~ nepomerno bol~xim. (Ono ewe uveliqivalos~ za sqet studentov geologo-poqvennogo fakul~teta LGU, kotoryh “privodili ko mne” studenty-fiziki, sluxateli moih lekciæ). Bylo trudno, no i oqen~ interesno, tak kak sredi togdaxnih studentov bylo oqen~ mnogo Ørko-talantlivyh liqnosteæ, vyrosxih vskore v deæstvitel~no krupnyh uqenyh. Kak raz iz nih i sostavlØlsØ kostØk Leningradskoæ xkoly po rasprostraneni¸ voln. A s 1950 g. k gruppe naxih, “dobrovol~nyh-predannyh” sotrudnikovstudentov i aspirantov LGU – primknuli ewe sotrudniki uprugisty iz Matematiqeskogo Instituta (LOMI).

Sovmestno s (mnogoqislennoæ) gruppoæ upomØnutyh “privatnyh” sotrudnikov, sostoØvxih iz (talantlivyh) aspirantov pervyh dvuh – i studentov poslednih dvuh kursov LGU, a takße s gruppoæ molodyh sotrudnikov LOMI, v teqenie neskol~kih let (s konca 40-h – i bolee poloviny 50-h godov naxego veka) provodilis~ issledovaniØ v oblasti rasprostraneniØ uprugih

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 283 (seæsmiqeskih) voln kak teoretiqeskimi metodami, tak i ffksperimental~no – v polevyh usloviØh s adekvatnoæ (dostatoqno sovremennoæ) izmeritel~noæ apparaturoæ. Poluqennye rezul~- taty osvewalis~ v dvuh seriØh (vedomstvennyh) izdaniæ. Vopervyh, v serii “Dinamiqeskie zadaqi teorii uprugosti” po linii Uqenyh Zapisok LGU. (Za 50-e gody vypuweno 7 sbornikov fftoæ serii, normal~nyh ob¨emov). I, vo-vtoryh, v serii “Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln”, gde osvewalis~ ne tol~ko teoretiqeskie rezul~taty, no i rezul~taty naxih ffksperimental~nyh (polevyh) issledovaniæ. Sborniki fftoæ serii vyhodili v svet, praktiqeski, eßegodno do 1990 g., priqem za 50-e gody vyxel v svet sbornik (1957 g.), posvØwennyæ metodike rasqetov volnovyh poleæ v sloistyh sredah pri pomowi special~no-sostavlennyh tablic. (Komp~¸terov togda v Rossii ne bylo! A izloßennaØ metodika rasqetov sovpadala s nulevym priblißeniem luqevogo metoda i poØvilas~ na desØtok let ran~xe).

3. Naqalis~ naxi poslevoennye teoretiqeskie issledovaniØ s provodimogo mno¸ togda izuqeniØ volnovyh processov v prifrontovyh zonah prØmyh i otraßennyh voln v uprugom xare, vozbußdennom sosredotoqennym impul~snym vozdeæstviem^1 Pole smeweniæ v xare predstavlØlos~ beskoneqnymi rØdami po xarovym vektoram ⃗Y_{nm}(θ, φ) [7], kofffficienty kotoryh predstavlØlis~ kombinaciØmi funkciæ BesselØ i HankelØ polovinnyh znaqkov vida J_{n+} 1_2 (−inrz), soderßawih kompleksnyæ proizvol~- nyæ argument z. Dalekie qleny rØdov pri bol~xih znaqeniØh indeksov n ≫ 1 i argumentov (−inrz), vyraßalis~ gromozdkimi kombinaciØmi cilindriqeskih funkciæ, qto prepØtstvovalo primeneni¸ k issledovani¸ struktury i haraktera shodimosti primenØemyh rØdov metodov konturnogo integrirovaniØ. Pofftomu prixlos~ snaqala postroit~ praktiqeski polnu¸ asimptotiku vseh cilindriqeskih funkciæ

J_{n+} 1_2 (−inrz), H^{(1)}_{n+ 12} (inrz) i H^{(2)}_{n+ 12} (−inrz)

1TakaØ tematika spontanno voznikla u menØ v voennye gody, kak sledstvie dovoennoæ aspirantskoæ raboty v oblasti kvantovoæ mehaniki pod rukovodstvom nezabvennogo uqitelØ akad. V. A. Foka. Togda i byl razrabotan metod xarovyh vektorov [7], okazavxiæsØ estestvennym apparatom rexeniØ l¸byh vektornyh zadaq s central~noæ simmetrieæ.

284 G. I. PETRAXEN^ pri bol~xih znaqeniØh znaqkov (n+1/2) i bol~xih kompleksnyh argumentah (−inrz) (kotoraØ v literature v to vremØ otsutstvovala).

PostroeniØ proizvodilis~ putem deformacii puteæ integrirovaniØ v predstavleniØh funkciæ BesselØ integralami Zommerfel~da–Sonina v stacionarnye linii naibystreæxego spuska (fazovoæ funkcii), qto pozvolØlo poluqat~ priblißennye predstavleniØ poleæ s horoxeæ toqnost~¸, dopuska¸weæ koliqestvennu¸ ocenku. Pri ispol~zovanii ße asimptotiqeskih predstavleniæ funkciæ BesselØ, a takße – asimptotiki xarovyh vektorov pri n ≫ 1, udavalos~ poluqat~ ocenki “hvostov” beskoneqnyh rØdov po xarovym vektoram, predstavlØ¸wih polØ smeweniæ voln v uprugom xare. A ffto privodilo, v konce-koncov, k trebuemoæ ocenke volnovyh poleæ v prifrontovyh ih zonah...

4. Apparat cilindriqeskih funkciæ, primenennyæ v rØde rabot togo vremeni, interesnyh po postanovke i po koneqnym rezul~tatam kak s matematiqeskoæ, tak i s prikladnoæ toqek zreniØ, okazalsØ trudnym (iz-za ego gromozdkosti) daße dlØ specialistov matematikov, ne stalkiva¸wihsØ v svoeæ rabote neposredstvenno s funkciØmi BesselØ. �to mexalo vospriØti¸ primenennyh novyh ideæ pri podhodah k rexeni¸ zadaq na rasprostranenie voln v sferiqeskih i cilindriqeskih oblastØh.

Qtoby preodolet~ voznikxie zdes~ zatrudneniØ i dovesti razrabatyvaemyæ podhod do polnogo ponimaniØ (vo vseh detalØh) matematikami i fizikami, voznikla mysl~ primenit~ ego k rØdu uße rexennyh zadaq v sluqae oblasteæ, granicami razdela kotoryh ØvlØ¸tsØ ploskosti, ili parallel~nye ploskosti. V takih sluqaØh rexeniØ zadaq predstavlØ¸tsØ v fflementarnyh funkciØh, vsledstvie qego “trudnost~ gromozdkosti rexeniØ” otpadaet.

V kaqestve pervoæ iz takih zadaq byla vybrana zadaqa Lemba dlØ uprugogo poluprostranstva, podrobnoe rexenie kotoroæ dano v [9], s opisaniem metodov issledovaniØ volnovyh poleæ s cel~¸ poluqeniØ fiziqeskih sledstviæ.

NesmotrØ na izvestnoe nesoverxenstvo teksta (s sovremennoæ toqki zreniØ) ffta stat~Ø, ravno kak i podobnaØ ße stat~Ø [23], napisannaØ s takoæ ße cel~¸, pozvolili raz¨Øsnit~ situaci¸ i prodemonstrirovat~ prostotu i matematiqesku¸ estestvennost~ primenØemyh novyh podhodov k rexeni¸ serii praktiqeski-

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 285 vaßnyh zadaq dlØ seæsmorazvedki, a takße – ih ffffektivnost~ i predel~nu¸ xirotu v oblasti izvleqeniØ iz rexeniæ fiziqeskih sledstviæ. �to pozvolilo razrabatyvaemyæ podhod nazvat~ metodom konturnyh integralov i xiroko primenØt~ ego pri rexenii zadaq seæsmiqeskoæ praktiki. V rezul~tate, udalos~ poluqit~ rØd poleznyh, novyh dlØ togo vremeni, rezul~tatov v oblasti teorii uprugih (seæsmiqeskih) voln i ih vozbußdeniØ, priqem avtorami ih v znaqitel~noæ stepeni byli sami studenty i aspiranty, proxedxie staßirovku v zarodivxeæsØ naxeæ “xkole”.

V svØzi s fftim mne priØtno upomØnut~ zdes~ aspiranta G. I. Marquka i studentov-diplomantov A. S. Alekseeva i E. I. XemØkina, stavxih vskore akademikami, a takße – mnoßestvo drugih Ørkih naxih dobrovol~nyh sotrudnikov: V. M. Babiqa, V. S. Buldyreva, brat~ev Molotkovyh, G. I. Makarova, B. ˚. Gel~qinskogo, F. M. Gol~cmana i mnoßestvo drugih, ne ustupavxih po talantu pervym, no menee udaqlivyh v ßiznennoæ kar~ere... Odnako v privedennyh niße literaturnyh ssylkah vse oni deæstvitel~no byli avtorami, ili polnocennymi soavtorami. Pofftomu sledovalo sqitat~ podarkom sud~by tomu, komu dovelos~ s nimi rabotat~ i pomogat~ im priobwat~sØ k bol~xoæ nauke.

5. V konce 1950 goda v Leningrade proxel sluh, qto v Universitete ume¸t rexat~ prØmye zadaqi teorii uprugosti (t.e. seæsmiki) v sluqae sloisto-odnorodnyh seæsmiqeskih sred s plosko-parallel~nymi granicami razdela. (Osadoqnye qehly). �to vyzvalo nastoæqivye pros~by seæsmorazvedoqnyh organizaciæ o razrabotke inßenernyh metodov rasqeta dinamiki volnovyh poleæ v osadoqnyh tolwah, vozbußdaemyh primenØemymi polevymi vozdeæstviØmi. Otkazat~sØ ot takih pros~b ne bylo vozmoßnosteæ, qto povliØlo i na napravleniØ naxih issledovaniæ.

Volnovye polØ, vozbußdaemye v ukazannyh sredah razliqnymi istoqnikami, podvergalis~ vsestoronnim issledovaniØm. Byli ustanovleny razliqnye formy analitiqeskih integral~- nyh predstavleniæ rexeniæ odnih i teh ße zadaq i ustanovleny vnutrennie analitiqeskie svØzi meßdu nimi. Razrabotany metody optimal~noæ koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ v razliqnyh oblastØh sloistoæ sredy i t.p. Pri fftom teoriØ vol-

286 G. I. PETRAXEN^ novyh poleæ v sloistyh sredah postepenno priobretala oblik special~nogo (prikladnogo) razdela teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, svØzannogo s metodami konturnogo integrirovaniØ i s koliqestvennymi ocenkami integralov po metodu perevala, ravno kak i qislennymi sposobami. TakaØ teoriØ ne srazu byla polnost~¸ formalizovana, odnako vse vremØ nahodilas~ v rabote. Lix~ v konce 70-h godov ona byla izloßena v dostatoqno polnom vide i byla izdana v forme nebol~xoæ (no ves~ma poleznoæ) monografii [34], osnovnoæ nedostatok kotoroæ zakl¸qaetsØ v tom, qto vse ee vyqislitel~nye algoritmy orientirovany na rabotu bez personal~nyh komp~¸terov, kotoryh v to vremØ v Rossii ne bylo. Ukazannyæ nedostatok, koneqno, sleduet ustranit~ vozmoßno skoree.

6. Po mere prodvißeniØ v koliqestvennom izuqenii uprugih volnovyh poleæ, a takße – obsußdeniØ i osmyslivaniØ obweæ kartiny rasprostraneniØ uprugih (seæsmiqeskih) voln v sloistyh sredah, u naxih molodyh sotrudnikov, i preßde vsego u aspiranta K. I. Ogurcova, skoro sloßilos~ gluboqaæxee ubeßdenie v tom, qto poluqaemye nami fiziqeskie sledstviØ iz teorii voln dolßny podtverßdat~sØ “pravil~no-postavlennymi” polevymi ffksperimentami. Ih (“nadoedlivaØ”) nastoØqivost~ i zavereniØ, qto “vs¸ organizacionnu¸ rabotu po polevym ffksperimentam” oni berut na sebØ, vozobladala – i s serediny 1951 g. nax molodeßnyæ (privatnyæ) nauqnyæ kollektiv stal zanimat~sØ ne tol~ko teorieæ voln, no takße – i voprosami polevogo seæsmiqeskogo ffksperimenta.

Naxi (nextatnye) sotrudniki za 3–4 goda zametno podrosli, i sredi nih naxlis~ ffntuziasty s ned¸ßennym organizacionnym talantom, razliqnyh special~nosteæ vplot~ do radiofizikov vysokoæ kvalifikacii. Oni ustanovili delovye kontakty s seæsmorazvedoqnymi organizaciØmi Leningrada. Umudrilis~ kakim-to obrazom razdobyt~ neobhodimoe dlØ polevyh rabot oborudovanie (vplot~ do 24-h kanal~noæ seæsmostancii na avtomaxine so vsem komplektom oborudovaniØ i prisposobleniæ). Ostavalos~ tol~ko pomogat~ im v formal~no-organizacionnoæ sfere, i razrabatyvat~ plany ffksperimental~nyh issledovaniæ, adekvatnyh naxeæ koliqestvennoæ teorii volnovyh poleæ...

SamostoØtel~nye naxi seæsmorazvedoqnye polevye issledovaniØ, nosivxie metodiqeskiæ harakter (ispol~zovavxie kak

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 287 udarnye, tak i vzryvnye vozdeæstviØ) provodilis~ pod Leningradom letom 1952-go i 1953-go godov i, protiv oßidaniØ mnogih, okazalis~ ves~ma plodotvornymi i daße novatorskimi. Bylo dokazano, qto processy rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln v osadoqnyh sredah horoxo soglasu¸tsØ s predpisaniØmi koliqestvennoæ teorii voln. Byli oprobovany podhody k razrabotke interferencionnoæ teorii priema volnovyh poleæ, kak sredstva bor~by s volnami-pomehami raznyh tipov (F. M. Gol~cman). Byl ustanovlen (izuqen i opisan) rØd novyh Øvleniæ, poloßivxih naqalo razrabotke metoda popereqnyh voln v seæsmorazvedke (K. I. Ogurcov, E. I. XemØkin, A. P. Volin), a takße – metoda korrelØcionnogo prosleßivaniØ volnovyh poleæ v skvaßinah, osuwestvlØemogo pri pomowi samodel~nogo seæsmopriemnika s prißimom k stenke skvaßiny (N. I. Berdennikova, A. G. Rudakov, V. V. ȷadin), poloßivxego naqalo razrabotke horoxo teper~ izvestnogo metoda vertikal~nogo seæsmiqeskogo prifilirovaniØ (E. I. Gal~perin).

Rezul~taty naxih polevyh seæsmorazvedoqnyh rabot obsußdalis~ v 1953-om i v 1954-om godah na bol~xim seminare Geofiziqeskogo Instituta AN SSSR v Moskve, i poluqili ves~ma lestnu¸ ocenku.

Posle ße 1954 g. nax kollektiv byl perepolnen predloßeniØmi o prikomandirovanii na vremØ polevyh rabot naxih sotrudnikov k veduwim proizvodstvennym seæsmorazvedoqnym partiØm strany. I s nekotorymi iz nih my prodolßali plodotvornye ffksperimental~no-teoretiqeskie issledovaniØ v teqenie mnogih let...

7. Po zaverxenii (v osnovnom) razrabotki inßenernyh metodov rasqeta seæsmiqeskih volnovyh poleæ v osadoqnyh tolwah vstal vopros o vnedrenii razrabotannyh metodov v praktiku seæsmorazvedki. DlØ fftoæ celi v 1956-om i v 1958-om godah (po pros~- be Ministerstva Geologii) pri LGU byli organizovany Vseso¸znye mesØqnye kursy povyxeniØ kvalifikacii inßenerovinterpretatorov seæsmorazvedoqnyh partiæ strany.

V rabote kursov prinØlo uqastie sootvetsvenno okolo 90 i 60 qelovek. ZanØtiØ na kursah provodili zametno podrosxie naxi sotrudniki i aspiranty, dlØ kotoryh byli vydeleny, nakonec, (v 1956 g.) xtatnye edinicy v ramkah laboratorii Dinamiki uprugih sred pri fiziqeskom fakul~tete LGU. Tematika ße ra-

288 G. I. PETRAXEN^ boty kursov byla primerno sledu¸weæ:

1) fflementy teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln (cikl 2-h qasovyh lekciæ);

2) metodika rasqeta poleæ ob¨emnyh i golovnyh voln pri pomowi tablic (dvuhqasovye seminarskie zanØtiØ). I, nakonec, 3) teoriØ interferencionnogo priema (poleznyh) signalov s cel~¸ podavleniØ voln pomeh. (Kombinirovannye lekcionnye i seminarskie dvuhqasovye zanØtiØ.)

Rabota kursov proxla vpolne uspexno i vyzvala nepoddel~- nyæ interes u sluxateleæ. Ved~ vozmoßnost~ ocenki dinamiqeskih harakteristik registriruemyh seæsmiqeskih voln byla novost~¸ v to vremØ, priqem novost~¸, nesomnenno, s bol~xoæ buduwnost~¸. I sluxateli kursov byli polny reximosti po vozvraweni¸ v svoi partii provodit~ rasqety volnovyh poleæ vo vseh sloßnyh (ili somnitel~nyh) sluqaØh, i tem samym utoqnØt~ rezul~taty primenØemyh klassiqeskih metodov interpretacii polevyh nabl¸deniæ. I oni provodili takie rasqety nesmotrØ na vstreqa¸wiesØ zatrudneniØ i medlitel~nost~ raboty s tablicami.

Koneqno, rasqety parametrov voln vruqnu¸ pri pomowi tablic byli anahronizmom uße v to vremØ. No qto drugoe moßno bylo predloßit~, kogda ob ispol~zovanii v vyqislitel~noæ rabote komp~¸terov v Rossii 70-h–80-h godov, praktiqeski, moßno bylo tol~ko meqtat~!

8. Esli by rasqety seæsmiqeskih poleæ po naxim algoritmam 60-h godov (sovpada¸wih s algoritmami luqevogo metoda v nulevom ego priblißenii, po predloßennym znaqitel~no ranee i ime¸wim oqevidnu¸ tendenci¸ k soverxenstvovani¸) moßno bylo by postavit~ na komp~¸tery i pridat~, tem samym, klassiqeskim (korrelØcionnym) metodam interpretacii seæsmiqeskih dannyh tehnologiqnyæ harakter, to prixedxie v 70-h–80-h godah s Zapada tehnologiqnye metody OGT ne smogli by vytesnit~ seæsmiqesku¸ klassiku s areny seæsmorazvedki Rossii.

Ved~ klassiqeskie metody interpretacii ime¸t pod soboæ qetkoe fiziqeski-besspornoe obosnovanie, adekvatnoe rassmatrivaemym modelØm seæsmiqeskih sred. Kak i vo vseh toqnyh estestvennyh naukah, svØzannyh s nabl¸deniem nekotoryh ishodnyh dannyh i trebu¸wih ih interpretacii, oni razvivalis~ v obweæ strue podhodov k problemam tipa “problem qernogo

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 289 Øwika”, k kotorym zadaqi seæsmorazvedki ime¸t prØmoe otnoxenie. Klassiqeskie metody bazirovalis~ na sovremennom urovne razvitiØ predstavleniæ o zakonomernostØh v rasprostranenii voln teh ili inyh tipov, nositeleæ informacii o stroenii i sostave izuqaemogo uqastka sredy. Oni trebovali kak teoretiqeskogo izuqeniØ volnovyh poleæ, tak i ffksperimental~- nogo izuqeniØ voln metodami korrelØcionnogo prosleßivaniØ, t.e. edinstvennym nadeßnym sposobom, pozvolØ¸wim opredelØt~ fflementy istinnogo rasprostraneniØ individual~nyh voln razliqnyh tipov. Oni stimulirovali razrabotku teorii rasprostraneniØ volnovyh poleæ vo vse usloßnØ¸wihsØ geologiqeskih sredah, tak kak bylo Øsno, qto bez znaniØ svoæstv signala, nositelØ trebu¸weæsØ informacii o srede, – pravil~nyh svedeniæ o srede poluqit~ nel~zØ.

Takim obrazom, v ideænom otnoxenii klassiqeskie metody interpretacii dannyh seæsmorazvedki opira¸tsØ na sovremennu¸ nauku v oblasti rasprostraneniØ volnovyh poleæ i ih signal~- nyh sostavlØ¸wih. Podobno fftomu oni opira¸tsØ i na teori¸ informacii, realistiqno uqityvaØ ee vozmoßnosti. Im nedostaet lix~ razumnoæ tehnolizacii processa vypolneniØ rabot: ot posylki v sredu trebu¸wihsØ signalov i registracii obratnyh signalov, nesuwih informaci¸ o srede, – do processa izvleqeniØ iz obratnogo signal~nogo polØ trebu¸weæsØ informacii. Pri naliqii komp~¸terov taku¸ tehnolizaci¸ klassiqeskoæ seæsmorazvedki osuwestvit~ ne predstavlØlo by osobogo truda. Odnako pri sovremennom komerqeskom podhode k seæsmorazvedke ob fftom, vser~ez, ne moßet byt~ i reqi...

Qto ße kasaetsØ sovremennyh tehnologiqnyh metodov seæsmorazvedki, osnovannyh na vozbußdenii poleæ pri pomowi razliqnyh (faktiqeski neidentiqnyh i nekontroliruemyh) peremewaemyh vozdeæstviæ, i pri registracii vtoriqnyh voln po shemam mnogokratnyh perekrytiæ, to oni lixeny kakogo-libo logiqeski vsestoronne-uvØzannogo fiziqeskogo obosnovaniØ. Bolee togo, oni ne svØzany daße edinstvom Øzyka, oblada¸wego edinoæ terminologieæ dlØ ponØtiæ, kotorye dolßny vyraßat~ odni i te ße otnoxeniØ, ili fakty. Pofftomu v uqebnikah, i daße v “nauqnoæ” literature, nevozmoßno naæti dvuh identiqnyh izloßeniæ osnovnyh poloßeniæ metoda, t.e. – toqnogo svoda vseh ego dopuweniæ, poloßeniæ i ponØtiæ. V tehnologiqnyh

290 G. I. PETRAXEN^ metodah ignoriruetsØ predstavlenie o srede, kak ob izmenqivoæ substancii, v kotoroæ volny-signaly, nesuwie informaci¸ o srede, rasprostranØ¸tsØ. Pri fftom osnovnye ego poloßeniØ nahodØtsØ v vopi¸wem protivoreqii so vsem poloßitel~nym, qem raspolaga¸t toqnye estestvennye nauki, ime¸wie otnoxenie k interpretacii rezul~tatov nabl¸deniæ. V tehnologiqnoæ seæsmorazvedke net metoda (issledovaniØ), kak nauqnoæ kategorii. ImeetsØ ße nekotoraØ zafiksirovannaØ posledovatel~nost~ deæstviæ (kolossal~noæ i vse vozrasta¸weæ stoimosti), privodØwaØ k kartinkam (smysl kotoryh soverxenno ne Øsen), kotorye, odnako, moßno ispol~zovat~ v ramkah shemy “raspoznavaniØ obrazov”. No ob fftom kak-nibud~ potom...

9. Teper~ ße pora vozvratit~sØ k naxeæ molodeßnoæ v proxlom, mnogoqislennoæ nauqnoæ gruppe studentov-aspirantov LGU. ˚dro ee bolee, ili menee sohranØlo stabil~nost~ do 1956 goda, kogda, nakonec, byli vydeleny xtaty na desØtok edinic dlØ laboratorii “Dinamiki uprugih sred” pri fiziqeskom fakul~tete LGU. Posle fftogo stalo legqe v formal~nom i v material~nom otnoxeniØh. Odnako i posle fftogo sostav naxeæ nauqnoæ gruppy nepreryvno obnovlØlsØ: studenty 3-go–5-go kursov prihodili i vkl¸qalis~ v rabotu. Po okonqanii ße universiteta bez aspirantury oni uhodili ot nas. Pravda, my staralis~ ustraivat~ ih na rabotu po special~nosti, qto bylo netrudno delat~ “v ot¨ezd”, tak kak so vremenem blizkie znakomstva u nas zavelis~ vo vseh seæsmiqeskih organizaciØh naxeæ ogromnoæ strany. �to privodilo, v qastnosti, k tomu, qto naxi teoretiko-ffksperimental~nye issledovaniØ stali provodit~sØ v bol~xih seæsmiqeskih partiØh, gde nam predostavlØli polnu¸ svobodu deæstviæ (i s interesom sledili za ee rezul~tatami). V obwem, rabota xla uspexno i v seæsmiqeskih partiØh i doma (v laboratorii), priqem qastiqno ona byla otobraßena v rØde stateæ naxih izdaniæ v serii “Voprosy” (ssylki na kotorye zdes~ ne privodØtsØ). Ne imeØ vozmoßnosti ostanavlivat~sØ podrobnee na podobnyh voprosah, lix~ otmequ, qto tri naqatye naximi molodymi sotrudnikami v 50-h godah novye napravleniØ issledovaniæ (dovedennye imi do polnogo teoretikoffksperimental~nogo obosnovaniØ) byli udostoeny pozdnee tremØ Gosudarstvennymi premiØmi naxeæ strany!

Krome togo, umestno, poßaluæ, otmetit~, qto znaqitel~noe

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 291 qislo naxih vospitannikov “oseli” v g. Novosibirske i v prilega¸wih k nemu gorodah, gde i prodolßa¸t rabotat~ v oblasti geofiziki s neizmennym uspehom.

10. V zakl¸qenie moßno ewe dobavit~, vo-pervyh, qto vsledstvie neprekrawivxeæsØ raboty so studentami LGU, s aspirantami i s mnogoqislennymi sotrudnikami Laboratorii dinamiki uprugih sred LOMI, bylo mnogo prowe osuwestvlØt~ vypusk nauqnoæ produkcii v svet qerez posredstvo special~nyh vedomstvennyh izdaniæ. �to men~xe otvlekalo ot tvorqeskoæ raboty, pozvolØlo ne ograniqivat~ razmerami “vaßnye stat~i” i ne otnosit~sØ s qrezmernymi trebovaniØmi k literaturnomu “stil¸ stateæ”. Pomimo fftogo uprowalis~ i nekotorye obstoØtel~stva, svØzannye s osobennostØmi obwestvennogo stroØ v naxeæ strane. Odnako za vse ffto prihodilos~ platit~ nemaloæ cenoæ – v qastnosti otorvannost~¸ ot mirovoæ literatury po teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln...

I, vo-vtoryh, qto soderßanie §19 sleduet rassmatrivat~ kak ffpizodiqeskoe otstuplenie ot obweæ linii izloßeniØ materiala monografii, vyzvannoe ßelaniem hot~ kratko i fragmentarno osvetit~ v obwih qertah naxu nauqnu¸ deØtel~nost~ (ee stil~ i formy) v trudnye poslevoennye gody, protekxie k tomu ße pod “ßeleznym zanavesom”. Ne zna¸, udalos~ li mne ffto? Udalos~ li sobl¸sti bez slov ßiznennye masxtaby sobytiæ i ih nestandartnost~, privedxu¸ k tomu ße k rØdu nesomnennyh uspehov?

Teper~ ße sleduet vozvratit~sØ k osnovnoæ kanve naxego teksta, no uße v tome ˝ 274 Zapisok.

Literatura k qasti 1

1. G. I. Petraxen~, Osnovy matematiqeskoæ teorii rasprostraneniØ uprugih voln. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln (“Voprosy”). V. 18, L., Nauka (1978) 247 s.

2. G. I. Petraxen~, Rasprostranenie voln v anizotropnyh uprugih sredah. L., Nauka (1980), 280 s.

3. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. T. 3, qast~ 1. 4. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. T. 4. 5. F. I. Fedorov, TeoriØ uprugih voln v kristallah. M., Nauka (1965), 386 s.

292 G. I. PETRAXEN^

6. M. J. P. Musgrave, Crystal acoustic waves and vibrations in cristals.

San-Francisco (1970), 288 s.

Priloßenie k glave 6

Zdes~ privoditsØ sokrawennyæ spisok issledovaniæ, vypolennyh po moemu predloßeni¸ studentami starxih kursov i aspirantami LGU v naqale poslevoennogo perioda deØtel~nosti Leningradskogo Gos. Universiteta (1948–1957 gg.). Rezul~- taty fftih rabot, ravno kak i mnogih iz neoformlennyh naxih issledovaniæ, sygrali zametnu¸ rol~ v razrabotke teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln v sloistyh sredah. Oni owutimo povliØli na uroven~ kaqestvennogo i koliqestvennogo ponimaniØ nabl¸daemyh seæsmiqeskih processov i sposobstvovali razviti¸ metodov seæsmorazvedki v naxeæ strane...

DlØ publikacii fftih rabot Izdatel~stvo Universiteta vydelilo special~nu¸ seri¸ “Dinamiqeskie zadaqi teorii uprugosti” v ßurnale “Uqenye zapiski LGU”.

Pereqislenie rabot proizvoditsØ zdes~ v porØdke sledovaniØ nomerov vypuskov Uq. zapisok LGU, v kotoryh raboty pomewa¸tsØ. Pri fftom k kaßdomu vypusku Uq. zapisok otnosØtsØ stat~i, pomewennye v strokah spiska, raspoloßennyh neposredstvenno pod strokoæ s nomerom vypuska...

Qto ße kasaetsØ numeracii stateæ to, vo izbeßanii putanicy, zdes~ primenena porØdkovaØ numeraciØ, poroßda¸waØ nomera (vyxe raspoloßennogo) korotkogo spiska citiruemoæ v monografii literatury.

Spisok vaßneæxih rabot studentov i aspirantov LGU (vypuwennyh v svet vne planov), obrabotannyæ literaturno ih rukovoditelem

Vypusk 114, Uq. zapiski LGU, 1949 g.

7. G. I. Petraxen~, “SimmetriØ vraweniØ i xarovye vektory”, (27 s.)

Vypusk 135, Uq. zapiski LGU, 1950 g.

8. G. I. Petraxen~, “Svobodnye i vynußdennye kolebaniØ uprugoæ sfery”, (47 s.)

9. G. I. Petraxen~, G. I. Marquk, K. I. Ogurcov, “O zadaqe Lemba v sluqae poluprostranstva”, (48 s.)

PROBLEMY RASPROSTRANENI˚ VOLN 293

Vypusk 149, Uq. zapiski LGU, 1951 g.

10. K. I. Ogurcov, G. I. Petraxen~, “Dinamiqeskie zadaqi dlØ uprugogo poluprostranstva v sluqae osevoæ simmetrii”.

11. G. I. Petraxen~, “KolebaniØ uprugogo poluprostranstva, pokrytogo sloem ßidkosti”.

12. G. I. Petraxen~, “K teorii tonkih plastin”.

Vypusk 162, Uq. zapiski LGU, 1952 g.

13. G. I. Petraxen~, “Rasprostranenie uprugih voln v sloistoizotropnyh sredah, razdelennyh parallel~nymi ploskostØmi”.

Vypusk 170, Uq. zapiski LGU, 1953 g.

14. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, G. I. Makarov, “Ob asimptotiqeskih predstavleniØh cilindriqeskih funkciæ”.

15. G. I. Petraxen~, “O metode issledovaniØ volnovyh processov v oblastØh, ograniqennyh sferiqeskimi ili cilindriqeskimi poverhnostØmi”.

16. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, B. ˚. Gel~qinskiæ, “Rasprostranenie uprugih voln v sredah, soderßawih sferiqeskie, ili cilindriqeskie granicy razdela”.

17. G. I. Makarov, G. I. Petraxen~, “NestacionarnaØ diffrakciØ akustiqeskih i fflektromagnitnyh voln ot sfery”.

Vypusk 177, Uq. zapiski LGU, 1957 g.

18. G. I. Petraxen~, “Postanovka zadaq na seæsmiqeskoe ffkranirovanie voln tonkimi sloØmi i metody ih rexeniØ”, (110 s.)

19. G. I. Petraxen~, “Rasprostranenie voln v sloisto-izotropnyh sredah, soderßawih naklonnye plasty I”, (40 s.).

20. E. I. XemØkin, V. L. Faænxmidt, “Rasprostranenie voln v uprugom poluprostranstve, vozbußdennom poverhnostnoæ kasatel~noæ siloæ”, (35 s.).

21. A. S. Alekseev, V. M. Babiq, “Ob odnom ffffekte ffkranirovaniØ uprugih voln tonkim sloem”, (21 s.).

22. I. M. Haækoviq, “DinamiqeskaØ zadaqa dlØ uprugogo sloØ, pogrußennogo v ßidku¸ bezgraniqnu¸ sredu”, (110 s.)

Vypusk 208, Uq. zapiski LGU, 1956 g.

23. G. I. Petraxen~, “O racional~nom metode rexeniØ zadaq dinamiqeskoæ teorii uprugosti v sluqae sloisto-izotropnyh oblasteæ s plosko-parallel~nymi granicami razdela”, (53 s.).

24. G. I. Petraxen~, I. N. Uspenskiæ, “O rasprostranenii voln v sloistoizotropnyh uprugih sredah I”, (84 s.).

25. K. I. Ogurcov, “Koliqestvennye issledovaniØ volnovyh processov v uprugom poluprostranstve pri razliqnyh tipah vozdeæstviæ”, (60 s.).

294 G. I. PETRAXEN^

Vypusk 246, Uq. zapiski LGU, 1958 g.

26. G. I. Petraxen~, B. G. Nikolaev, D. P. Kouzov, “Metod rØdov v teorii difrakcii voln ot ploskih uglovyh oblasteæ”, (64 s.).

27. B. G. Nikolaev, M. V. Vasil~eva, “Nekotorye koliqestvennye issledovaniØ po difrakcii voln ot uglovyh oblasteæ”, (104 s.).

28. A. S. Alekseev, “Zadaqi tipa Lemba dlØ volnovogo uravneniØ v lineæno-neodnorodnom poluprostranstve”, (60 s.).

29. V. M. Babiq, “Rasprostranenie nestacionarnyh voln i kaustiki”, (32 s.).

30. V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, “O nestacionarnom rasprostranenii voln v odnorodnyh izotropnyh sredah, razdelennyh cilindriqeskoæ ili sferiqeskoæ granice”, (60 s.).

31. B. ˚. Gel~qinskiæ, “Nekotorye voprosy rasprostraneniØ voln v odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ sfere”, (23 s.).

SeriØ “Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln” t. 1 Izd. Glavneft~geofizika. M. 1957 g.

32. G. I. Petraxen~, “ObwaØ koliqestvennaØ teoriØ otraßennyh i golovnyh voln, vozbußda¸wihsØ v sloistyh sredah s plosko-parallel~nymi granicami razdela”, (94 s.).

33. G. I. Petraxen~, A. V. Manuhov, “O metodike vyqisleniØ intensivnosteæ otraßennyh i golovnyh voln pri pomowi tablic”, (49 s.).

34. G. I. Petraxen~, “Metod konturnyh integralov v nestacionarnyh zadaqah dinamiqeskoæ teorii uprugosti”. Izd-vo Nauka, L., 1982, 286 s.

Petrashen G. I. Propagation of seismic wave fields in layered media. (Part. I. Feneral notions of the theory.)

The general theory of the propagation of seismic wave fields of signal type is presented in mathematically precise and physically descriptive form. Basic relations and notions of the theory are given for general cases of the anisotropy of a medium. Consequences of the theory are discussed, comparing phenomena in the anisotropic and isotropic seismic media.

Postupilo 12 i¸nØ 2000 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN