Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

V. K. Harqenko

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI

PosvØwa¸ dorogomu Anatoli¸ Vladimiroviqu ˚KOVLEVU k xestidesØtiletnemu ¸bile¸

1. Vvedenie.

PonØtie polilineænoæ kvantovoæ operacii Li estestvenno voznikaet v svØzi s razliqnymi popytkami obobweniæ algebr Li. Neobhodimost~ v takih obobweniØh poØvlØetsØ po neskol~- kim priqinam. Preßde vsego, ffto potrebnosti sformirovavxeæsØ v rabotah ı. I. Manina, V. G. Drinfel~da, S. L. Voronoviqa, Dß. L¸stiga, L. D. Faddeeva i mnogih drugih, “kvantovoæ algebry”, opredelØemye ßelaniem sohranit~ intuici¸ differencial~nogo isqisleniØ kvantovoæ mehaniki, baziru¸wegosØ na fundamental~nyh ponØtiØh teorii grupp Li i algebr Li. Stremlenie k opredeleni¸ bilineænoæ skobki na module lineænyh differencial~nyh form, zamenØ¸weæ lievsku¸ operaci¸, obyqno privodit k ograniqeniØm tipa mul~tiplikativnoæ kososimmetriqnosti kvantizacionnyh parametrov [1], invol¸tivnosti skruqivaniæ (brffædingov), ili k trebovani¸ bikovariantnosti sootvetstvu¸wego differencial~nogo isqisleniØ [2, 3]. V to ße vremØ, mnogie kvantizacii, naprimer, kvantizaciØ Drinfel~da–Dßimbo, opredelØ¸tsØ mul~tiplikativno nekososimmetriqeskimi naborami parametrov i opredelØ¸t ne bikovariantnye (no kovariantnye s odnoæ storony) isqisleniØ. Po fftoæ i, koneqno, po mnogim drugim priqinam interes issledovateleæ rasprostranilsØ na operacii, zamenØ¸wie skobki Li, no zavisØwie ot bol~xogo qisla argumentov. Takovy, naprimer, n-lievy algebry, vvedennye V. T. Filippovym [4] i zatem nezavisimo voznikxie v teoretiqeskih rabotah po obobweniØm me-

Rabota vypolnena pri podderßke meksikanskoæ organizacii CONACyT, grant 32130-E i departamenta PAPIIT Nacional~nogo Nezavisimogo Universiteta Meksiki, grant IN 102599. 321

322 V. K. HARQENKO haniki Nambu kak algebry Nambu–Li [5, 6]. Trilineænye operacii rassmatrivalis~ uße v original~noæ rabotu Nambu [7], a takße v nekotoryh drugih rabotah po obobweniØm kvantovoæ mehaniki (sm., naprimer, v [8] trilineænyæ antikommutator ili v [9, 10] polilineænyæ kommutator). Koneqno, sleduet dobavit~, qto i mnogomestnye i qastiqnye operacii uße davno ØvlØ¸tsØ predmetom issledovaniØ teorii algebraiqeskih sistem, nahodØweæsØ na styke algebry i matematiqeskoæ logiki, teorii algoritmov i kom~¸ternyh vyqisleniæ [11, 12].

Drugoæ krug problem (naibolee blizkiæ interesam avtora), toße trebu¸wiæ obobweniæ algebr Li, svØzan s issledovaniem avtomorfizmov i kosyh differencirovaniæ nekommutativnyh algebr. Nekommutativnyæ variant fundamental~noæ lemmy Dedekinda ob algebraiqeskoæ nezavisimosti harakterov utverßdaet, qto vse operatornye zavisimosti meßdu avtomorfizmami i obyqnymi differencirovaniØmi opredelØ¸tsØ ih algebraiqeskoæ strukturoæ (t.e. strukturoæ gruppy, deæstvu¸weæ na algebre Li) i ukazaniem operatorov, deæstvu¸wih “vnutrennim” sposobom (sm. [13], [14, Gl. 2]). ȷelanie perenesti fftot, oqen~ horoxo rabota¸wiæ, rezul~tat na sluqaæ kosyh differencirovaniæ neizbeßno privodit k voprosu o tom, kakaØ algebraiqeskaØ struktura sootvetstvuet operatoram kosogo differencirovaniØ, a ffto, v svo¸ oqered~, zastavlØet rassmatrivat~ narnye polilineænye (qastiqnye) operacii na modulØh Ëttera– Drinfel~da, kotorye ne svodØtsØ k bilineænym (sm. [13], §6.5 ili [14], §6.14).

Sistematiqeskoe issledovanie kvantovyh operaciæ Li, svØzannyh s kriteriem K. O. Fridrihsa, [15], po-suwestvu, naqato v rabotah B. Pareægisa, [16–18], otkrytiem special~noæ serii n-arnyh operaciæ; i zatem prodolßeno v rabotah avtora [19–21], gde naæden kriteriæ suwestvovaniØ netrivial~nyh polilineænyh operaciæ i predloßen variant Puankare–Birgkofa–Vitta dlØ klassa algebr, opredelØemyh kvantovymi operaciØmi Li i ime¸wih realizaci¸ vnutri algebr Hopfa.

V nastoØweæ rabote, opiraØs~ na tehniku, razvitu¸ v [20], my pokaßem, qto pri vypolnenii usloviØ suwestvovaniØ razmernost~ prostranstva vseh n-lineænyh kvantovyh operaciæ Li zakl¸qena meßdu (n−2)! i (n−1)!, priqem nißnØØ granica dostigaetsØ, esli pereseqenie vseh soglasovannyh (t.e. udovletvorØ-

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 323 ¸wih uslovi¸ suwestvovaniØ) podmnoßestv dannogo mnoßestva “kvantovyh” peremennyh ne pusto, a verhnØØ – esli matrica parametrov kvantizacii mul~tiplikativno kososimmetriqna ili, ffkvivalentno, vse voobwe podmnoßestva soglasovany. V poslednem sluqae, kak i v sluqae obyqnyh algebr Li, vse n-lineænye operacii Li okazyva¸tsØ superpoziciØmi odnoæ bilineænoæ kvantovoæ operacii (cvetnoæ superskobki). L¸bopytno, qto uße pri n = 4 ne vse znaqeniØ ukazannogo vyxe promeßutka dostiga- ¸tsØ pri razliqnyh znaqeniØh parametrov kvantizacii. Imenno, razmernost~ prostranstva kvadrilineænyh operaciæ moßet prinimat~ znaqeniØ 2, 3, 4, 6, no ona nikogda ne ravna 5 (sm. dokazatel~stvo vtoroæ qasti teoremy 8.4 [19]).

V poslednem paragrafe my pokaßem, qto poqti vsegda prostranstvo polilineænyh kvantovyh operaciæ Li poroßdaetsØ simmetriqeskimi operaciØmi, esli ideal sootnoxeniæ parametrov kvantizacii invarianten otnositel~no gruppy podstanovok (tol~ko v fftom sluqae ponØtie simmetriqeskoæ operacii imeet smysl), i ukaßem vse vozmoßnye iskl¸qeniØ. Prostranstva obwih n-lineænyh operaciæ Li k iskl¸qeniØm ne otnositsØ, t.e. ffto prostranstvo vsegda poroßdaetsØ obwimi simmetriqeskimi kvantovymi operaciØmi Li.

2. Predvaritel~nye utverßdeniØ.

Napomnim, qto kvantovoæ peremennoæ my nazyvaem peremennu¸ x, kotoroæ sopostavleny fflement g_x fiksirovannoæ abelevoæ gruppy G i harakter χ^x : G → k^∗ so znaqeniØmi v gruppe obratimyh fflementov osnovnogo polØ k. Nabor kvantovyh peremennyh nazyvaetsØ soglasovannym, esli ∏ 16i≠j6n^{pij = 1}, gde

‖p_{ij}‖ matrica parametrov kvantizacii: p_{ij} = χ^{xi} (g_{xj} ). Kvantovoæ operacieæ Li ot kvantovyh peremennyh x_1, . . . , x_n (sm. [19]) nazyvaetsØ mnogoqlen ot fftih peremennyh, vse znaqeniØ kotorogo vo vseh algebrah Hopfa, soderßawih gruppovu¸ algebru Hopfa k[G], otnositel~no primitivny pri uslovii, qto peremennye prinima¸t otnositel~no primitivnye poluinvariantnye znaqeniØ x_i = a_i:

Δ(a_i) = a_i ⊗ 1 + g_{xi} ⊗ a_i; g^{−1}a_ig = χ^{xi} (g)a_i (1)

dlØ vseh g ∈ G. NenulevaØ n-lineænaØ kvantovaØ operaciØ Li suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo x_1, . . . , x_n soglasovano [20]. Pri fftom vse takie operacii ime¸t kommutatornye

324 V. K. HARQENKO predstavleniØ

f (x_1, . . . , x_n) = ∑ ν∈S1_n β_ν [ . . . [ [x_1, x_{ν(2)}], x_{ν(3)} ] , . . . , x_{ν(n)} ] , (2)

gde S^1_n – gruppa podstanovok indeksov 2, . . . , n, a skobki oboznaqa¸t bilineænyæ kosoæ kommutator [u, v] = uv − p(u, v)vu s bimul~tiplikativnym kofffficientom p(u, v), opredelennym na mnoßestve odnorodnyh mnogoqlenov pri pomowi matricy kvantizacii: p(x_i, x_j) = p_{ij}, sm. [19]. Kosoæ kommutator [x_i, x_j] ØvlØetsØ kvantovoæ operacieæ Li togda i tol~ko togda, kogda p_{ij} p_{ji} = 1. V qastnosti, esli matrica parametrov mul~tiplikativno kososimmetriqna, to vse polilineænye mnogoqleny vida (2) budut kvantovymi operaciØmi Li i pofftomu razmernost~ prostranstva operaciæ ravna (n − 1)!.

V obwem sluqae po teoreme 3 [20] lineænaØ kombinaciØ (2) est~ kvantovaØ operaciØ Li togda i tol~ko togda, kogda kofffficienty β_ν udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ ∑ ν∈N1(s) β_{νμ} t^μ_{ν,s} = 0, μ ∈ S^1_n, 1 < s < n. (3) Zdes~ N^1(s) – est~ mnoßestvo vseh s-sufle iz S^1_n, t.e. sovokupnost~ podstanovok ν takih, qto

ν^{−1}(2) < ν^{−1}(3) < . . . < ν^{−1}(s);

ν^{−1}(s + 1) < ν^{−1}(s + 2) < . . . < ν^{−1}(n), (4)

a kofffficienty t^μ_{ν,s} – ffto nekotorye konkretnye mnogoqleny ot

p_{ij}p^{−1}_{ij} , imenno, t^μ_{ν,s} = φ(T^μ_{ν,s}), sm. niße formulu (10). �tu sistemu

uravneniæ moßno perepisat~ v vide sootnoxeniæ v skrewennom proizvedenii.

3. Skrewennoe proizvedenie.

Rassmotrim svobodnu¸ abelevu gruppu F_n, svobodno poroßdennu¸ simvolami P_{ij}, 1 6 i ≠ j 6 n, i oboznaqim qerez

P_n gruppovu¸ algebru fftoæ gruppy nad minimal~nym podpo-

lem F polØ k. PonØtno, qto kol~co P_n imeet pole qastnyh Q_n, izomorfnoe pol¸ racional~nyh funkciæ F(P_{ij}). �lementy P_{ij},

1 6 i ≠ j 6 m poroßda¸t v Pn podalgebru Pm. Na kol~ce Pn

i na pole Q_n korrektno opredeleno deæstvie gruppy podstanovok P^π_{ij} = P_{π(i)π(j)}. Pofftomu my moßem opredelit~ skrewennoe

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 325 proizvedenie Q_n ∗ S_n (s trivial~noæ sistemoæ faktorov), izomorfnoe algebre vseh n! × n!-matric nad polem Galua Q^{Sn}_n , a takße kosu¸ gruppovu¸ algebru P_n ∗ S_n, soderßawu¸sØ v fftom skrewennom proizvedenii. Napomnim, qto podstanovki i kofffficienty v trivial~nom skrewennom proizvedenii perestavlØ- ¸tsØ po pravilu Aπ = πA^π (sm. [22–24] ili drugie uqebniki po teorii kolec).

Esli parametry p_{ij} opredelØ¸tsØ kvantovymi peremennymi

x_1, . . . , x_n, to suwestvuet odnoznaqno opredelennyæ gomomorfizm

φ : P_n → k, (5)

perevodØwiæ P_{ij} v p_{ij}.

DlØ slova A ∈ F_n oboznaqim qerez A slovo, poluqa¸weesØ iz A zamenoæ vseh bukv P_{ij} na P_{ji}, i budem nazyvat~ slova A i A soprØßennymi. Opredelim {A} = A − A^{−1}. (6) DlØ dvuh indeksov m, k oboznaqim qerez [m; k] monotonnyæ cikl naqina¸wiæsØ s m i zakanqiva¸wiæsØ na k:

[m; k]^{def}= { (m, m + 1, . . . , k), esli m 6 k (m, m − 1, . . . , k), esli m > k. (7) PonØtno, qto pri takih oboznaqeniØh [m; k]^{−1} = [k; m]. Legko videt~, qto podstanovka ν prinadleßit N^1(s) togda i tol~ko togda, kogda

ν = [2; k_2] [3; k_3] . . . [s; k_s] (8)

dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti indeksov 1 < k_2 < k_3 < . . . k_s 6 n (sm. lemmu 1 [20]). Zafiksiruem oboznaqeniØ sledu¸wih konkretnyh fflementov kosoæ gruppovoæ algebry

V_s = ∑ ν∈N1(s) νT_{ν,s} = = ∑ 1<k2<k3<...k_s6n [2; k_2] [3; k_3] [4; k_4] . . . [s; k_s] T_{k2:k3:...:ks} , (9) gde T_{ν,s} = T_{k2:k3:...:ks} = = {^{m=s}∏ m=2 ( P_{1 m} . . . P_{m−1 m} · P_{s+1 m} . . . P_{s−m+km m} )} . (10)

Zdes~ figurnye skobki opredeleny v (6).

326 V. K. HARQENKO

Teorema 3.1. Esli^∏_{i≠j} pij = 1, to lineænaØ kombinaciØ (2) budet

kvantovoæ operacieæ Li togda i tol~ko togda, kogda ∑ ν β_ν ν^{−1} · V_s ∈ ker(φ)S^1_n (11)

dlØ vseh s, 2 6 s < n, gde fflementy V_s opredelØ¸tsØ formuloæ (9).

Dokazatel~stvo sm. teoremu 4 [20]. �

Pust~ Σ – proizvol~noe mul~tiplikativno zamknutoe podmnoßestvo kol~ca P_n, ne pereseka¸weesØ s ker(φ). Rassmotrim lokalizaci¸ (kol~co qastnyh) P_nΣ^{−1}. Gomomorfizm φ odnoznaqno prodolßaetsØ do gomomorfizma iz P_nΣ^{−1} v pole F(p_{ij}) pri pomowi formuly

φ(P σ^{−1}) = φ(P )φ(σ)^{−1}, P ∈ P_n, σ ∈ Σ. (12)

Teorema 3.2. Esli^∏_{i≠j} pij = 1 i Σ – proizvol~noe mul~tiplika-

tivno zamknutoe podmnoßestvo P_n, ne pereseka¸weesØ s ker(φ), to fflement B = ∑ ν∈S1_n Bν ν −1 s kofffficientami iz P_nΣ^{−1} budet opredelØt~ kvantovu¸ operaci¸ Li ∑ ν∈S1_n φ(B_ν ) [ . . . [ [x_1, x_{ν(2)}], x_{ν(3)} ] , . . . , x_{ν(n)} ] , togda i tol~ko togda, kogda

B · V_s ∈ ker(φ)Σ^{−1}S^1_n (13)

dlØ vseh s, 2 6 s < n.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ umnoßeniem sleva B na obwiæ zna-

menatel~ σ ∈ Σ vseh kofffficientov i primeneniem teoremy 3.1. �

Napomnim, qto idealom soglasovannosti nazyvaetsØ ideal I algebry P_n, poroßdennyæ vsemi fflementami vida {W }, gde W – l¸boe (polugruppovoe) slovo ot P_{ij} dliny C^2_n, ne ime¸wee ni udvoennyh, ni soprØßennyh bukv. Legko videt~, qto peremennye

x_1, . . . , x_n soglasovany togda i tol~ko togda, kogda ker(φ) soder-

ßit ideal soglasovannosti. Oqen~ vaßno otmetit~, qto I invarianten otnositel~no deæstviØ S_n (v otliqie ot ker(φ) v celom) i pofftomu dvustoronniæ ideal, im poroßdennyæ v P_n ∗ S_n, budet sovpadat~ s IS_n.

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 327 Rassmotrim pole racional~nyh funkciæ K s kofffficientami iz F ot C^2_n − 1 peremennyh P_{ij}, 1 6 i ≠ j 6 n, (i, j) ≠ (1, n). Oboznaqim

P_{1n} = ( ∏ (k,l)≠(1,n) P_{kl} )_{−1} . (14)

Togda otobraßenie ξ : P_{ij} → P_{ij} zadaet vloßenie algebry P_n/I v pole K.

Rassmotrim novoe mnoßestvo kvantovyh peremennyh X_1,

X_2, . . . , X_n, kotorym sopostavleny fflementy G_1, . . . , G_n, svobod-

no poroßda¸wie abelevu gruppu G, a sootvetstvu¸wie haraktery v pole K opredeleny ravenstvom χ^{Xi} (G_j ) = P_{ij}.

Opredelenie 3.3. Sistemu uravneniæ (3), v kotoroæ pij := P ij,

my budem nazyvat~ obweæ osnovnoæ sistemoæ uravneniæ. Ee rexeniØ opredelØ¸t obwie kvantovye operacii Li ot peremennyh X_1, X_2, . . . , X_n s kofffficientami iz polØ K.

Oboznaqim qerez Σ_0 mnoßestvo vseh fflementov algebry P_n, ne leßawih v I. �to mul~tiplikativno zamknutoe mnoßestvo, i v silu teoremy 3.2 fflement B otveqaet obweæ kvantovoæ operacii Li togda i tol~ko togda, kogda B · V_s ∈ IΣ^{−1}_0 ∗ S^1_n. Esli gomomorfizm φ moßno rasprostranit~ na kofffficienty B, to obwaØ operaciØ Li opredelØet operaci¸ nad osnovnym polem.

Lemma 3.4. Pust~ fflement B otveqaet obweæ kvantovoæ opera-

cii. Esli ∏ 16i≠j6n^pij^{= 1} i kofffficienty^Bν fflementa^B prinad-

leßat P_nΣ^{−1} dlØ nekotorogo mnoßestva Σ, ne pereseka¸wegosØ s ker(φ), to B opredelØet kvantovu¸ operaci¸ ot x_1, . . . , x_n nad polem F(p_{ij}).

Dokazatel~stvo. Po teoreme 3.2 dostatoqno pokazat~, qto B ·

V_s ∈ IΣ^{−1}S^1_n. LevaØ qast~ poslednego vkl¸qeniØ prinadleßit

pereseqeni¸ IΣ^{−1}_0 S^1_n ∩ P_nΣ^{−1}S^1_n. �to pereseqenie ravno pravoæ qasti. Deæstvitel~no, esli iσ^{−1}_0 = P σ^{−1}, to iσ = P σ_0. Tak kak I – prostoæ ideal i σ_0 /∈ I, poluqaem P ∈ I. �

4. Moduli ponißeniØ.

Napomnim, qto qerez S^{k,l,...}_n my oboznaqaem gruppu podstanovok indeksov, deæstvu¸wih toßdestvenno na k, l, . . .. Pravyæ modul~ nad P_n ∗ S^{1,n}_n , poroßdennyæ fflementami A_2, . . . , A_n, nazyvaetsØ

328 V. K. HARQENKO

modulem ponißeniØ, esli poroßda¸wie svØzany sootnoxeniØmi

A_kV_{(k)} + A_{k−1}D_{(k)} = 0, 3 6 k 6 n, (15)

gde fflementy V_{(k)} i D_{(k)} opredelØ¸tsØ formulami

V_{(k)} = k−1∑ l=2 [2; l] T_{[2;l]}. (16)

D_{(k)} = τ_k T^{(2,n)}_{[2;n]} + n−1∑ l=2 [2; l] T^{(k,n)}_{[2;l]} . (17)

gde T_{[2;l]} = {P_{12}P_{32} . . . P_{l2}} opredelØetsØ v sootvetstvii s (10) pri

s = 2. Zdes~ podstanovka τ_k, opredelØetsØ po formule

τ_k = { [2; k − 1][k; n − 1], esli 2 < k < n,

[2; n − 1], esli k = n, 2

(18)

(sm. opredelenie 8 i formuly (35), (39), (40) v [20]).

DlØ l¸bogo fflementa

B = A_2(2, n) + A_3(3, n) + . . . + A_{n−1}(n − 1, n) + A_n id , (19)

gde A_i ∈ P_n ∗ S^{1,n}_n , spravedliva formula

B · V_2 = D_2(2, n) + n∑ k=3 ( A_k V_{(k)} + A_{k−1}D_{(k)} ) (k, n), (20) v kotoroæ

D_2^{def}= A_n[2; n − 1] T^{(2,n)}_{[2;n]} + n−1∑ l=2 A_l[2; l] T^{(2,n)}_{[2;l]} . (21)

Pofftomu ravenstvo B · V_2 ∈ ker(φ)S^1_n oznaqaet, qto D_2 ≡ 0 v faktor-module P_n ∗ S^1_n/ ker(φ)S^1_n i qto fflementy A_2, A_3, . . . , A_n poroßda¸t modul~ ponißeniØ v fftom faktor-module (detali sm. [20], §5).

Zametim, qto fflement V_{(k+1)} raven fflementu V_2, opredelØemomu naborom peremennyh x_1, x_2, . . . , x_k. Pofftomu sledu¸wee utverßdenie pokazyvaet, v qastnosti, qto fflement D_2 raven nul¸ v faktor-module P_n ∗S^{1,n}_n /I(φ)S^{1,n}_n , esli fflementy V_2 dlØ sobstvennyh podmnoßestv obratimy.

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 329

Teorema 4.1 (teorema 6 [20]). Pust~ n > 3 i X = ( ∏ n>i>j>1 P_{ij} ) (^{n−1}∏ i=1 P_{in} ) (^{n−1}∏ j=2 P_{1j} ) . (22)

Togda v l¸bom module ponißeniØ vypolnØetsØ sootnoxenie

D_2 n−3∏ k=0 [n − 1; 2]V_{(n−k)} = A_2[n − 1; 2] n−3∏ k=0 [2; 2 + k]× ×V^{(1,n)[3;n−1]k} (n−k) · {X} [2;n−1](−1)n, (23)

gde D_2 opredelØetsØ formuloæ (21) s zamenoæ A na A.

5. Vtorye podkomponenty.

Predpoloßim teper~, qto pereseqenie vseh soglasovannyh podmnoßestv ne pusto. Bez ograniqeniØ obwnosti my moßem sqitat~, qto x_n prinadleßit vsem soglasovannym podmnoßestvam. DlØ kaßdogo podmnoßestva Y ⊆ {x_1, x_2, . . . , x_n} oboznaqim qerez

W (Y ) mnoßestvo vseh fflementov vida {W }, gde W – polugruppo-

voe slovo ot P_{ij}, x_i, x_j ∈ Y dliny C^2_{|Y |}, ne ime¸wee ni udvoennyh, ni soprØßennyh bukv. Soglasovannost~ podmnoßestva Y ffkvivalentna tomu, qto W (Y ) ⊆ ker(φ). Oboznaqim qerez Σ_m, m 6 n mul~tiplikativnoe mnoßestvo, poroßdennoe W (Y ), gde Y probegaet sovokupnost~ vseh podmnoßestv, ne soderßawih ni odnoæ iz bukv x_m, x_{m+1}, . . . , x_n. Mnoßestvo Σ_m invariantno otnositel~- no deæstviØ podgruppy S^1_{m−1} i ne peresekaetsØ s ker(φ), tak kak

ker(φ) prostoæ ideal i x_n prinadleßit vsem soglasovannym pod-

mnoßestvam. My moßem opredelit~ lokalizaci¸ P_nΣ^{−1}_m i kosoe gruppovoe kol~co P_nΣ^{−1}_m ∗S^1_{m−1}, soderßaweesØ v skrewennom proizvedenii.

Lemma 5.1. Esli xn prinadleßit vsem soglasovannym podmno-

ßestvam, to fflementy V_{(m)}, 3 6 m 6 n, opredelennye formuloæ (16), obratimy v P_nΣ^{−1}_m ∗ S^1_{m−1}.

Dokazatel~stvo. Provedem indukci¸ po m. Po opredeleni¸,

mnoßestvo Σ_3 soderßit fflement {P_{12}} i znaqit V^{−1}_{(3)} = {P^{−1}_{12} }· id ∈

P_nΣ^{−1}_3 ∗ S^1_2 .

Predpoloßim, qto kaßdyæ iz fflementov V_{(k)}, 3 6 k 6 m, obratim v P_kΣ^{−1}_k ∗ S^1_{k−1} i tem bolee v P_nΣ^{−1}_{m+1} ∗ S^1_m. Rassmotrim mnoßestvo kvantovyh peremennyh x_1, . . . , x_m. �lement V_2 dlØ fftogo

330 V. K. HARQENKO mnoßestva sovpadaet s V_{(m+1)}. Pofftomu, zamenØØ oboznaqeniØ n na N i m na n, nam dostatoqno pokazat~, qto suwestvuet fflement

B ∈ P_N Σ^{−1}_{n+1} ∗ S^1_n takoæ, qto B · V_2 ∈ S^1_n (teper~ V_2 = ∑_n l=2[2; l] T_{2;l}

i V_{(3)}, . . . , V_{(n)} obratimy v P_N Σ^{−1}_{n+1} ∗ S^1_n). Postroim po indukcii posledovatel~nost~ fflementov A_2, . . . , A_n ∈ P_N Σ^{−1}_{n+1} ∗ S^1_n. Pust~

A_2 = (−1)^n n−3∏ k=0 [n − 1; 2]V_{(n−k)}×

× ( [n − 1; 2] n−3∏ k=0 [2; 2 + k] V^{(1,n)[3;n−1]k} (n−k) · {X} [2;n−1] )_{−1} , (24)

gde slovo X opredelØetsØ po formule (22). Vse somnoßiteli, stoØwie v kruglyh skobkah fftoæ formuly, obratimy v P_N Σ^{−1}_{n+1} ∗

S^1 + n : V – v silu induktivnyh predpoloßeniæ, a {X} – v silu

togo, qto fftot fflement leßit v Σ_{n+1}. Dalee, poloßim

A_k = −A_{k−1}D_{(k)} V^{−1}_{(k)} , 3 6 k 6 n, (25)

gde fflementy D_{(k)} opredelØ¸tsØ formuloæ (17).

Togda, umnoßaØ poslednee ravenstvo sprava na V_{(k)}, my poluqim, qto fflementy A_2, . . . , A_n poroßda¸t pravyæ modul~ ponißeniØ nad P_n ∗ S^{1,n}_n . Pofftomu my moßem vospol~zovat~sØ teoremoæ 4.1. V silu (23) i (24) my poluqim

D_2 n−3∏ k=0 [n − 1; 2] V_{(n−k)} = n−3∏ k=0 [n − 1; 2] V_{(n−k)},

t.e. fflement D_2, opredelennyæ formuloæ (21) (s zamenoæ A na A), raven toßdestvennoæ podstanovke. Rassmotrim teper~ fflement B, opredelennyæ formuloæ (19) (s zamenoæ A na A):

B = A_2(2, n) + A_3(3, n) + . . . + A_n id .

Formula (20) i opredelenie (25) pokazyva¸t, qto

B · V_2 = D_2(2, n) + n∑ k=3 ( A_k V_{(k)} + A_{k−1}D_{(k)} ) (k, n) = (2, n). Lemma dokazana. �

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 331

6. Interval razmernosteæ.

Teorema 6.1. Esli x1, . . . , xn – soglasovannoe mnoßestvo razliq-

nyh kvantovyh peremennyh, to razmernost~ prostranstva vseh polilineænyh kvantovyh operaciæ Li ot fftogo mnoßestva ne men~xe (n − 2)!. Esli suwestvuet odna peremennaØ, kotoraØ vhodit v kaßdoe soglasovannoe podmnoßestvo, to ffta razmernost~ ravna (n − 2)!.

Dokazatel~stvo. Qtoby ustanovit~ spravedlivost~ pervoæ qa-

sti teoremy dostatoqno pokazat~, qto rang osnovnoæ sistemy uravneniæ ne prevoshodit (n − 1)! − (n − 2)! = (n − 2)!(n − 2). �to uslovie ffkvivalentno tomu, qto vse minory porØdka bol~xego, qem (n−2)!(n−2) ravny nul¸. Tak kak minory ffto celye funkcii ot kofffficientov matricy, nam dostatoqno pokazat~, qto trebuemoe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ obweæ osnovnoæ sistemy uravneniæ (sm. opredelenie 3.3). Parametry P_{ij} fftoæ sistemy svØzany edinstvennym soonoxeniem. Pofftomu mnoßestvo X_1, . . . , X_n ne soderßit sobstvennyh soglasovannyh podmnoßestv. PrimenØØ k nemu teoremu 10 [20], my poluqaem trebuemoe utverßdenie.

Vtoroe utverßdenie vytekaet iz obratimosti vtoryh podkomponent.

Lemma 6.2. Esli V_{(3)}, V_{(4)}, . . . , V_{(n)} obratimy v PnΣ^{−1} ∗ S^{1,n}_n , gde

Σ = P_n \ ker(φ), to razmernost~ prostranstva vseh polilineænyh kvantovyh operaciæ Li ne prevoshodit (n − 2)!.

Pust~ fflement B = ∑ B_ν ν^{−1} otveqaet kvantovoæ operacii (2), φ(B_ν ) = β_ν . Togda B · V_2 ≡ 0. RaspisyvaØ B po smeßnym klassam

(19), my poluqim, qto fflementy A_i poroßda¸t pravyæ modul~ ponißeniØ v P_n ∗ S^{1,n}_n / ker(φ)S^{1,n}_n . Pofftomu B ≡ A_2 n∑ k=2 (−1)^k (^k∏ i=3 D_{(i)} V^{−1}_{(i)} ) (k, n). (26) Takim obrazom, skvoznoe otobraßenie

f → B → A_2^φ→ F(p_{ij})S^{1,n}_n ,

sopostavlØ¸wee operacii (2) snaqala fflement B = ∑ ν∈S^l_n Bνν�1 takoæ, qto φ(B_ν ) = β_ν , zatem fflement A, poØvlØ¸wiæsØ v razloßenii (19) fflementa B, i, nakonec, primeneniem gomomorfiz-

332 V. K. HARQENKO ma φ, opredelennogo v (5), k kofffficientam est~ lineænoe otobraßenie s nulevym Ødrom mnoßestva operaciæ v mnoßestvo levyh lineænyh kombinaciæ ∑ μ∈S1^{,n}_n αμμ nad F(pij ). Sledovatel~-

no, razmernost~ prostranstva polilineænyh kvantovyh operaciæ Li ne prevoshodit qisla fflementov podgruppy S^{1,n}_n . Teorema dokazana. �

7. Simmetriqeskie kvantovye operacii Li i simmetriqeskie nabory peremennyh.

OperaciØ [[x_1, . . . , x_n]] nazyvaetsØ simmetriqeskoæ (inogda kososimmetriqeskoæ), esli dlØ l¸boæ podstanovki π ∈ S_n spravedlivo ravenstvo

[[x_{π(1)}, . . . , x_{π(n)}]] = α_π[[x_1, . . . , x_n]], (27)

gde α_π ∈ k. V sluqae kvantovyh operaciæ (kak i v sluqae l¸- byh qastiqnyh operaciæ) my dolßny raz¨Øsnit~, qto oznaqaet levaØ qast~ ravenstva (27). Strogo govorØ, levaØ qast~ opredelena tol~ko v sluqae, esli x_{π(i)} imeet te ße parametry χ, g, qto i x_i (po opredeleni¸ tol~ko v fftom sluqae dopustima podstanovka x_i := x_{π(i)}). Inymi slovami, vse parametry p_{ij} dolßny byt~ ravny odnomu qislu q. �to qrezvyqaæno ograniqitel~noe uslovie.

Ono iskl¸qaet iz rassmotreniØ kak cvetnu¸ superskobku, tak i operacii Pareægisa, vmeste s opredelennymi vyxe obwimi operaciØmi Li.

My moßem, odnako, predpolagat~, qto [[x_1, . . . , x_n]] – ffto mnogoqlen, kofffficienty kotorogo kak-to zavisØt ot parametrov peremennyh χ^{xi} , g_{xi} , t.e. v nih ukazany osobye vhoßdeniØ p_{ij} . Togda proizvol~naØ zamena x_i → y oznaqaet zamenu ne tol~ko samoæ peremennoæ, no i sootvetstvu¸wih parametrov g_i → g_y, χ^{xi} → χ^y. V qastnosti, perestanovka argumentov v (27) podrazumevaet primenenie fftoæ podstanovki ko vsem indeksam: p_{ij} → p_{π(i)π(j)}.

TakaØ interpretaciØ ravenstva (27) budet odnoznaqnoæ i neprotivoreqivoæ tol~ko v tom sluqae, esli primenenie podstanovok ne zavisit ot togo, kakim imenno obrazom kofffficienty

[[x_1, . . . , x_n]] predstavleny v vide racional~nyh funkciæ ili mno-

goqlenov ot p_{ij}, p^{−1}_{ij} . Deæstvie podstanovok ne budet zaviset~ ot ukazannogo predstavleniØ v tom (i tol~ko v tom) sluqae, esli

ker(φ) – invariantnyæ ideal otnositel~no deæstviØ gruppy S_n.

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 333

Opredelenie 7.1. Nabor kvantovyh peremennyh x1, . . . , xn nazy-

vaetsØ simmetriqeskim, esli ker(φ) – invariantnyæ otnositel~- no gruppy S_n ideal, ili, ffkvivalentno, formula p^π_{ij} = p_{π(i)π(j)} korrektno opredelØet deæstvie S_n na kol~ce F[p_{ij}].

Obratim vnimanie, qto simmetriqnost~ nabora kvantovyh peremennyh nikak ne svØzana s simmetriqnost~¸ matricy parametrov kvantizacii ‖p_{ij}‖, no oznaqaet simmetriqnost~ ideala sootnoxeniæ meßdu fftimi parametrami.

Itak, qtoby pridat~ smysl terminu “simmetriqeskaØ operaciØ” my dolßny, vo-pervyh, predpolagat~, qto kofffficienty operaciæ prinadleßat pol¸ F(p_{ij}), qto nikak ne umen~xaet obwnost~ (sm. [20], str. 194); i, vo-vtoryh, my dolßny rassmatrivat~ tol~ko simmetriqeskie nabory kvantovyh peremennyh. �to uße ograniqitel~noe uslovie, no pri fftom uslovii iz rassmotreniØ ne iskl¸qaetsØ ni odin iz ukazannyh vyxe primerov. Bolee togo, suwestvovanie simmetriqeskogo nabora peremennyh

X_i s nakryva¸wimisØ parametrami P_{ij} → p_{ij} – ffto kl¸qevoæ mo-

ment dokazatel~stva kak teoremy suwestvovaniØ, tak i ee sledstviæ. Pofftomu simmetriqeskie nabory peremennyh zaslußiva- ¸t osobogo vnimaniØ.

Rassmotrim proizvol~nyæ simmetriqeskiæ mnogoqlen s kofffficientami iz F(p_{ij}):

f (x_1, . . . , x_n) = ∑ γ_μ x_{μ(1)} . . . x_{μ(n)}. (28)

Bez ograniqeniØ obwnosti (primeniv, esli nußno podstanovku) my moßem sqitat~, qto v ffto razloßenie odnoqlen x_1x_2 . . . x_n vhodit s kofffficientom 1. SravnivaØ kofffficienty pri x_{π(1)}x_{π(2)}

. . . x_{π(n)} v obeih qastØh ravenstva (27) s uqetom (28), my srazu

nahodim α_π = γ^π�_1 . Posle fftogo ravenstvo (27) prinimaet vid

γ^π�1 ∑ μ∈S_n γ_μx_{μ(1)} . . . x_{μ(n)} = ( ∑ μ∈S_n γ_μx_{μ(1)} . . . x_{μ(n)} )_π

= ∑ μ∈S_n γ^π_μ x_{π(μ(1))} . . . x_{π(μ(n))} = ∑ ν∈S_n γ^π_{νπ}�1 x_{ν(1)} . . . x_{ν(n)}. (29)

Ots¸da γ^π_{μπ}�_1 = γ^π�_1 γ_μ. ZamenØØ ν = π^{−1} i primenØØ zatem k obeim qastØm poslednego ravenstva ν, my poluqaem, qto simme-

334 V. K. HARQENKO triqnost~ normirovannogo mnogoqlena (28) ffkvivalentna sisteme ravenstv

γ_{μν} = γ^ν_μ γ_ν , priqem α_π = γ^π�1 = γ^{−1}_π . (30)

Inymi slovami, mnoßestvo normirovannyh simmetriqeskih mnogoqlenov moßno otoßdestvit~ s pervoæ gruppoæ kogomologiæ H^1(S_n, F(p_{ij})^∗) so znaqeniØmi v mul~tiplikativnoæ gruppe polØ F(p_{ij}).

Teper~ voznikaet estestvennyæ vopros: poroßdaetsØ li prostranstvo polilineænyh kvantovyh operaciæ Li simmetriqeskimi kvantovymi operaciØmi Li v sluqae simmetriqnosti nabora kvantovyh peremennyh? My naqnem s rassmotreniØ neskol~kih primerov.

Primery. Pust~ nabor peremennyh absol¸tno simmetriqen,

t.e. p_{ij} = q. V fftom sluqae gruppa S_n deæstvuet trivial~no na pole F(p_{ij}). Pofftomu suwestvuet tol~ko dva simmetriqeskih mnogoqlena: S(x_1, . . . , x_n) = ∑ π∈S_n x_{π(1)} . . . x_{π(n)}, (31)

T (x_1, . . . , x_n) = ∑ π∈S_n (−1)^π x_{π(1)} . . . x_{π(n)}, (32)

S drugoæ storony, esli vypolnØetsØ uslovie suwestvovaniØ

q^{n(n−1)} = 1, to po teoreme 6.1 razmernost~ l prostranstva poli-

lineænyh kvantovyh operaciæ Li ne moßet byt~ men~xe (n − 2)!. Takim obrazom, pri n > 4, a takße v sluqae polØ harakteristiki 2 pri n = 4, bazisa iz simmetriqeskih operaciæ zavedomo ne suwestvuet.

Esli n = 4, to my moßem vospol~zovat~sØ analizom iz [19] (sm. dokazatel~stvo teoremy 8.4): l = 2 tol~ko v sluqae q^{12} = 1,

q^6 ≠ 1, q^4 ≠ 1, ili, ffkvivalentno, q^6 = −1, q^2 ≠ −1. Esli pri fftih

usloviØh mnogoqleny S, T ØvlØ¸tsØ kvantovymi operaciØmi Li, to oni dolßny vyraßat~sØ qerez glavnu¸ kvadrilineænu¸ operaci¸ (sm. [19], formula (57)) s kofffficientami, ravnymi kofffficientam fftih mnogoqlenov pri x_1x_2x_3x_4 i x_1x_3x_2x_4, t.e.

S = [[x_1, x_2, x_3, x_4]] + [[x_1, x_3, x_2, x_4]]

T = [[x_1, x_2, x_3, x_4]] − [[x_1, x_3, x_2, x_4]].

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 335 SkladyvaØ ffti ravenstva, my poluqim, qto vse kofffficienty glavnoæ kvadrilineænoæ skobki pri monomah sootvetstvu¸wih neqetnym podstanovkam iz S^1_4 dolßny ravnØt~sØ nul¸. S drugoæ storony, ØvnaØ formula (56), [19] pokazyvaet, qto kofffficient pri x_1x_2x_4x_3 raven

{p_{13} p_{23}} {p_{13} p_{23} p_{43}} = − q^2 − q^{−2} q^3 − q^{−3} ≠ 0, tak kak q^4 ≠ 1. Pofftomu i v fftom sluqae bazisa iz simmetriqeskih operaciæ ne suwestvuet.

Esli n = 3, uslovie suwestvovaniØ prinimaet vid q^6 = 1. Esli q ≠ ±1, to s toqnost~¸ do umnoßeniØ na skalØr suwestvuet tol~ko odna trilineænaØ operaciØ i ona simmetriqna (sm. teoremu 8.1 i formulu (46), [19]). Esli ße q = ±1, to prostranstvo operaciæ poroßdaetsØ dvumØ mnogoqlenami: [ [x_1, x_2], x_3] i

[ [x_1, x_3], x_2]. Esli S, T kvantovye operacii, to, kak i vyxe, po-

luqaem protivoreqie S + T = 2[ [x_1, x_2]x_3].

Lemma 7.2. Pust~ matrica kvantizacii simmetriqeskoæ qe-

tverki kvantovyh peremennyh imeet vid

‖p_{ij}‖ = ∗ p q s p ∗ s q q s ∗ p s q p ∗ , (33)

gde p, q, s poparno razliqny i p^2q^2s^2 = 1.

(1) Esli harakteristika polØ k otliqna ot dvuh, to nenulevyh simmetriqeskih kvantovyh operaciæ Li net.

(2) Esli harakteristika polØ k ravna dvum, to suwestvuet ne bolee dvuh lineæno nezavisimyh simmetriqeskih kvantovyh operaciæ Li.

(3) V oboih sluqaØh razmernost~ vsego prostranstva polilineænyh kvantovyh operaciæ Li ravna trem.

Dokazatel~stvo. Esli matrica parametrov imeet vid (33), to

gruppa S_4 deæstvuet na pole F(p_{ij}) ne toqno. ˚dro fftogo deæstviØ vkl¸qaet v sebØ sledu¸wie qetyre fflementa

id ; a = (12)(24); b = (13)(24); c = (14)(23), (34)

336 V. K. HARQENKO obrazu¸wie normal~nu¸ podgruppu H C S_4, izomorfnu¸ Z_2×Z_2. Pust~ S = ∑ π∈S4 γ_π x_{π(1)} x_{π(2)} x_{π(3)} x_{π(4)} (35)

– nekotoraØ simmetriqeskaØ kvantovaØ operaciØ Li, γ_{id} = 1. Togda v silu (30) pri h = μ = ν ∈ H my imeem γ^2_h = γ_h2 =

γ_{id} = 1, t.e. γ_h = ±1 ∈ F. Bolee togo, vse fflementy γ_h, h ≠ id , h ∈ H ne mogut odnovremenno ravnØt~sØ −1, tak kak, snova v silu

(30), proizvedenie l¸byh dvuh iz nih ravno tret~emu. S drugoæ storony, pri h ∈ H, g ∈ S_4 formula (30) daet γ^q_g�_1 γ_q = 1 i

γ_g�1_{hg} = γ^{hg}_g�_1 γ_{hg} = γ^g�_1 γ^g_h γ_g = γ^g_h = γ_h.

Pofftomu vse γ_g , h ∈ H ravny meßdu soboæ i ravny 1.

Dalee, mnogoqlen S, kak i vsØkaØ drugaØ kvantovaØ operaciØ Li, imeet kommutatornoe predstavlenie (2): S = ∑ ν∈S14 β_ν [ [ [x_1, x_{ν(2)}], x_{ν(3)} ] x_{ν(4)} ] . (36)

SravnivaØ kofffficienty pri odnoqlenah x_1x_2x_3x_4 i x_4x_3x_2x_1, my poluqim 1 = γ_{id} = β_{id} i

1 = γ_{(14)(23)} = β_{id} (−p_{12})(−p_{13}p_{23})(−p_{14}p_{24}p_{34}) = −p^2q^2s^2 = −1.

�to dokazyvaet spravedlivost~ pervogo utverßdeniØ.

Kak v pervom, tak i vo vtorom sluqae uslovie p^2q^2s^2 = 1 oznaqaet, qto vse trehfflementnye podmnoßestva dannoæ qetverki kvantovyh peremennyh soglasovany. Esli kakaØ-nibud~ para peremennyh soglasovana, naprimer, 1 = p_{12}p_{21} = p^2, to, v silu simmetriqnosti, soglasovannymi budut i vse ostal~nye, t.e.

q^2 = s^2 = 1. No togda p, q, s ∈ F i p = p^{(23)} = q = q^{(34)} = s,

qto protivoreqit uslovi¸ lemmy. Po teoreme 8.4 [19] (sm. p. 2 dokazatel~stva vtoroæ qasti) prostranstvo kvantovyh operaciæ Li poroßdaetsØ sledu¸wimi tremØ mnogoqlenami [ W, x_4 ] ; [ W^σ, x_1 ] ; [ W^{σ2} , x_2 ] , (37)

gde σ = (1234) – cikliqeskaØ perestanovka, a W – glavnaØ trilineænaØ operaciØ ot x_1, x_2, x_3. RaspisyvaØ opredelenie fftoæ

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 337 operacii (sm. [19], formula (45)), v sluqae harakteristiki 2 my poluqim W ( x_1x_2x_3 + x_3x_2x_1 ) + p + p^{−1} q + q^{−1} ( x_2x_3x_1 + x_1x_3x_2 ) +

+ s + s^{−1} q + q^{−1} ( x_3x_1x_2 + x_2x_1x_3 ) . (38)

Pust~ S = ξ [ W, x_4 ] + ξ_1 [ W^σ, x_1 ] + ξ_2 [ W^{σ2} , x_2 ] . (39)

SravnivaØ kofffficienty pri monomah x_1x_2x_3x_4 i x_2x_1x_4x_3, my poluqim, qto ξ + ξ_1 = γ_{id} = 1, ξ_2 = γ_{(12)(34)} = 1. Pofftomu S = ξ ([ W, x_4 ] + [ W^σ, x_1 ]) + ([ W^σ, x_1 ] + [ W^{σ2} , x_2 ]) . (40)

Sledovatel~no, simmetriqeskie kvantovye operacii poroßda¸t ne bolee, qem dvumernoe prostranstvo. Lemma dokazana. �

Teorema 7.3. Esli x1, x2, . . . , xn – simmetriqeskiæ, no ne ab-

sol¸tno simmetriqeskiæ nabor kvantovyh peremennyh, to prostranstvo polilineænyh kvantovyh operaciæ Li poroßdaetsØ simmetriqeskimi operaciØmi, za iskl¸qeniem sluqaØ, rassmotrennogo v lemme 7.2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kosu¸ gruppovu¸ algebru M =

F(p_{ij}) ∗ S_n. Deæstvie podstanovok opredelØet na mnoßestve po-

lilineænyh mnogoqlenov strukturu pravogo M -modulØ: ∑ γ_π x_{π(1)} . . . x_{π(n)} · ∑ β_ν ν = ∑ ν,π β_ν γ^ν_π x_{ν(π(1))} . . . x_{ν(π(n))}. (41)

Simmetriqnost~ mnogoqlena (28) ffkvivalentna tomu, qto podmodul~, poroßdennyæ fftim mnogoqlenom, odnomeren nad F(p_{ij}).

Zametim, qto esli nabor kvantovyh peremennyh simmetriqen, to mnoßestvo kvantovyh operaciæ Li obrazuet pravyæ M - podmodul~. Deæstvitel~no, esli dlØ kofffficientov mnogoqlena f , zadannogo formuloæ (2), spravedliva sistema uravneniæ (3), to, primenØØ k neæ podstanovku π ∈ S^1_n, my poluqim, qto kofffficienty mnogoqlena f^π udovletvorØ¸t toæ ße sisteme pri pereimenovanii peremennyh x_i → x_{π(i)}. Pofftomu f^π, π ∈ S^1_n – kvantovaØ operaciØ Li. MenØØ rolØmi indeksy 1 i 2, my poluqim,

338 V. K. HARQENKO qto f^π, π ∈ S^2_n, – toße kvantovaØ operaciØ. Tak kak podgruppy

S^1_n i S^2_n pri n > 2 poroßda¸t S_n, vse polilineænye operacii Li

obrazu¸t M -podmodul~.

Predpoloßim teper~, qto gruppa S_n deæstvuet na pole F(p_{ij}) toqno. Togda M izomorfna trivial~nomu skrewennomu proizvedeni¸ polØ F(p_{ij}) s gruppoæ Galua S_n. Sledovatel~no, M izomorfna algebre n!×n!-matric nad podpolem Galua F_1 = F(p_{ij})^{Sn} . Pofftomu l¸boæ pravyæ M -modul~ raven prØmoæ summe neprivodimyh podmoduleæ i vse neprivodimye moduli izomorfny modul¸ strok dliny n! nad podpolem Galua F_1. S drugoæ storony, razmernost~ F(p_{ij}) nad F_1 toße ravna n!. Tak kak l¸boæ pravyæ M -modul~ ØvlØetsØ pravym prostranstvom nad F(p_{ij}), vse neprivodimye pravye M -moduli odnomerny nad F(p_{ij}), qto i dokazyvaet teoremu v sluqae toqnogo deæstviØ.

Esli n > 4 ili n = 3 i deæstvie ne toqno, to vse qetnye podstanovki deæstvu¸t toßdestvenno. Ots¸da srazu vytekaet, qto nabor peremennyh absol¸tno simmetriqen, p_{ij} = q.

Pust~ n = 4. Esli deæstvie ne toqno, to vse podstanovki (34) deæstvu¸t toßdestvenno. Ots¸da sleduet, qto matrica parametrov imeet vid (33). Uslovie suwestvovaniØ kvantovyh operaciæ Li zadaetsØ ravenstvom p^4q^4s^4 = 1. Esli p^2q^2s^2 = 1, to my prihodim k iskl¸qeni¸, rassmotrennomu v lemme 7.2. Pust~ pofftomu p^2q^2s^2 = −1 ≠ 1.

Esli parametry p, q, s poparno razliqny, to podgruppa S^1_4 deæstvuet toqno na F(p, q, s). Pofftomu M_1 = F(p, q, s) ∗ S^1_4 – ffto algebra 6 × 6-matric nad podpolem Galua F_1. Kak central~naØ prostaØ podalgebra, ona vydelØetsØ iz M tenzornym somnoßitelem, M = M ⊗Z_1, gde Z_1 – centralizator M_1 v M . Naædem fftot centralizator.

Preßde vsego Z_1 soderßitsØ v centralizatore F(p, q, s), kotoryæ raven gruppovoæ algebre A = F(p, q, s)[ id , a, b, c]. �ta gruppovaØ algebra imeet razloßenie v prØmu¸ summu idealov A = F(p, q, s)e_1 ⊕ F(p, q, s)e_2 ⊕ F(p, q, s)e_3 ⊕ F(p, q, s)e_4, gde e_1 = 1 4 ( id + a + b + c), e_2 = 1 4 ( id + a − b + c),

e_3 = e^{(23)}_2 , e_4 = e^{(34)}_2 .

POLILINE`NYE KVANTOVYE OPERACII LI 339 Stabilizator e_2 v gruppe S^1_4 raven dvuhfflementnoæ podgruppe

S^{1,3}_4 . Pust~ F_2 = F(p, q, s)^{S1,34} – pole Galua fftoæ podgruppy. Togda Z_1 raven centralizatoru S^1_4 v A, kotoryæ sostoit iz summ

αe_1 + βe_2 + β^{(23)}e_3 + β^{(34)}e_4, α ∈ F_1, β ∈ F_2.

Takim obrazom, Z_1 ∼= F_1 ⊕ F_2. Sledovatel~no, M_1 ∼= (F_1)_{6×6} ⊕

(F_2)_{6×6}.

�to znaqit, qto s toqnost~¸ do izomorfizma, suwestvuet tol~ko dva neprivodimyh pravyh modulØ nad M . Odin iz nih raven prostranstvu 6-strok nad F_1, a vtoroæ raven prostranstvu 6-strok nad F_2. Ih razmernosti nad F_1 ravny sootvetstvenno 6 i 18. Takim obrazom, pervyæ modul~ odnomeren nad F(p, q, s), a vtoroæ imeet razmernost~ 3. Po teoreme 8.4 [19] modul~ kvantovyh operaciæ dvumeren nad F(p, q, s) i, sledovatel~no, ego neprivodimye podmoduli ne mogut imet~ razmernost~ 3, no vse ime¸t razmernost~ 1. Teorema dokazana. �

Sledstvie 7.4. Suwestvuet nabor iz (n − 2)! obwih simmetriq-

nyh operaciæ Li, poroßda¸wiæ prostranstvo vseh obwih kvantovyh operaciæ Li.

Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo i dlØ kvantovyh peremennyh, rassmotrennyh Pareægisom v [16], t.e. v sluqae, kogda parametry kvantizacii svØzany sootnoxeniØmi p_{ij}p_{ji} = ζ^2, gde ζ – primitivnyæ koren~ iz edinicy stepeni n.

Sledstvie 7.5. Obwee qislo simmetriqeskih kvantovyh opera-

ciæ Li dlØ simmetriqeskih, no ne absol¸tno simmetriqeskih peremennyh Pareægisa ne men~xe (n − 2)!.

Literatura

1. C. Bautista, A Poincarè–Birkhoff–Witt theorem for generalized color algebras. — J. Math. Phys. 30 (1998), 3829–3843.

2. S. L. Woronowicz, Compact matrix pseudogroups. — Comm. Math. Phys. 111 (1985), 613–665.

3. S. L. Woronowicz, Differential calculus on compact matrix pseudogroups. — Comm. Math. Phys. 122 (1989), 125–170.

4. V. T. Filippov, n-Lievy algebry. — Sib. mat. ß. 26, No. 6 (1985), 126–140.

5. L. Takhtajan, On foundations of the generalized Nambu mechanics. — Comm.

Math. Phys. 160 (1994), 295–315.

340 V. K. HARQENKO

6. G. Dito, M. Flato, D. Sternheimer, and L. Takhtajan, Deformation quantization and Nambu mechanics. — Comm. Math. Phys. 183 (1997), 1–22.

7. Y. Nambu, Generalized Hamilton dynamics. — Phys. Rev. D 7 (1973), 2405–2412.

8. R. M. ˚maleev, �lementy kubiqnoæ kvantovoæ mehaniki. — SoobweniØ OI˚I (1988), 1-11, Dubna, R2-88-147.

9. R. M. ˚maleev, Model~ polilineænogo oscilØtora v prostranstve necelyh kvantovyh qisel. — SoobweniØ OI˚I (1988), 1-10, Dubna, R2-88-871.

10. R. M. ˚maleev, Model~ polilineænogo Boze- i Fermi-podobnogo oscilØtora. — SoobweniØ OI˚I (1988), 1-10, Dubna, R2-88-871.

11. A. I. Mal~cev, Algebraiqeskie sistemy. Nauka, M. (1965). 12. A. I. Mal~cev, Algoritmy i rekursivnye funkcii. Nauka, M. (1970).

13. V. K. Kharchenko, Automorphisms and derivations of associative rings. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht (Boston) London (1991).

14. V. K. Harqenko, NekommutativnaØ teoriØ Galua. Novosibirsk (1996).

15. K. O. Fridrichs, Mathematical aspects of the quantum theory of fields. V. — Comm. Pure Appl. Math. 6 (1953), 1–72.

16. B. Pareigis, On Lie algebras in braided categories. Quantum Groups and Quantum Spaces. Banach Center Publications, 40 (1997), pp. 139–158.

17. B. Pareigis, Skew-primitive elements of quantum groups and braided Lie algebras, rings, Hopf algebras, and Brauer groups. — Lecture Notes Pure Appl. Math. 197 (1996), 219–238.

18. B. Pareigis, On Lie algebras in the category of Yetter–Drinfeld modules. — Appl.

Categ. Structures 6 (1998), 152–175.

19. V. K. Harqenko, Algebra otnositel~no primitivnyh fflementov. — Algebra i logika 37 (1998), 181–223.

20. V. K. Kharchenko, An existence condition for multilinear quantum operations.

— J. Algebra 217 (1999), 188–228.

21. V. K. Harqenko, Kvantovyæ analog teoremy Puankare–Birkgofa–Vitta.

— Algebra i logika 38 (1999), 476–507.

22. A. A. Albert, Structure of Algebras. Am. Math. Soc., Providence, RI (1961). 23. N. Jacobson, Structure of Rings. Am. Math. Soc., Providence, RI (1956). 24. I. Herstein, Noncommutative Rings. Math. Ass. Am. (1968).

Kharchenko V. K. Multilinear Lie quantum operations. In is proved that if the existence condition is fulfilled the dimension of the all n-linear Lie quantum operations is lying between (n − 2)! and (n − 1)!; moreover, the low bound is attained if the intersection of all consistent (i.e., satisfying the existence condition) subsets of a given set of “quantum” variables is nonemply. The upper bound is attained if all the subsets are consistents. The space of multilinear Lie quantum operations almost aloways is generated by symmetric operations. All exceptional cases are given. In particular, the space of general n-linear Lie operations is always generated by general symmetric Lie quantum operations. Postupilo 28 i¸nØ 2000

Institut Matematiki im. S. L. Soboleva SO RAN