Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

D. S. Kataev

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA

0. Vvedenie

V rabotah [1, 2] N. V. Proskurinym byla rexena zadaqa o vyqislenii kofffficientov Fur~e kubiqeskih metaplektiqeskih rØdov �æzenxteæna na gruppe SL_3(C ), a takße opredelena i podrobno issledovana kubiqeskaØ teta–funkciØ na SL_3(C ) (dannaØ funkciØ byla postroena takße Kaßdanom i Pattersonom, sm. [3]). DannaØ rabota posvØwena izuqeni¸ bikvadratiqnyh metaplektiqeskih rØdov �æzenxteæna na SL_3(C ). Nami vyqislØ¸tsØ kofffficienty Fur~e dannyh rØdov, a takße opredelØetsØ bikvadratiqnaØ teta-funkciØ na gruppe SL_3(C ). Pri fftom ispol~zuetsØ tehnika << sl(2)-troek>> (sm. [2]).

Rabota sostoit iz xesti paragrafov i priloßeniØ. Pervyæ paragraf soderßit oboznaqeniØ, opredeleniØ i vspomogatel~noe utverßdenie. Vo vtorom paragrafe podrobno izuqaetsØ gruppa

Γ(q) i razliqnye ee podgruppy. V tret~em paragrafe issledu-

etsØ gomomorfizm Kuboty gruppy GL_2(O, 4), svØzannyæ s simvolom bikvadratiqnogo vyqeta, i sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm Bassa–Milnora–Serra gruppy GL_3(O, 4), gde O = Z[i]. Osnovnym rezul~tatom dannogo paragrafa ØvlØetsØ teorema 3.1. V naqale qetvertogo paragrafa privedeny neobhodimye opredeleniØ, otnosØwiesØ k metaplektiqeskim formam na SL_3(C )/SU(3), rØdam �æzenxteæna i ih kofffficientam Fur~e. Zatem formuliruetsØ i dokazyvaetsØ osnovnoæ rezul~tat raboty (teorema 4.2). PØtyæ paragraf posvØwen izuqeni¸ rØdov Dirihle, voznika¸wih v teoreme 4.2. V xestom paragrafe dokazyvaetsØ, qto rØd �æzenxteæna, svØzannyæ s bikvadratiqnoæ tetafunkcieæ, imeet pol¸s v toqke 5/4 i stroitsØ bikvadratiqnaØ teta-funkciØ na gruppe SL_3(C ). V priloßenii sobrany opredeleniØ i osnovnye svoæstva simvola Mennike, gomomorfizmov Bassa–Milnora–Serra i simvola bikvadratiqnogo vyqeta.

V dannoæ rabote ispol~zuetsØ sistema oboznaqeniæ, prinØtaØ v knige [2]. 197

198 D. S. KATAEV

1. Predvaritel~nye svedeniØ Oboznaqim qerez SL_3(C ) special~nu¸ lineænu¸ gruppu porØdka 3 nad polem C . KaßdaØ matrica v SL_3(C ) moßet byt~ razloßena edinstvennym obrazom v proizvedenie matricy iz N , matricy iz A i matricy iz K, gde N = n(l) = 1 l_3 l_2 0 1 l_1 0 0 1 | | | | l = (l_1, l_2, l_3) ∈ C^3 , A = {diag(t_1, t_2, t^{−1}_1 t^{−1}_2 ), | t_1, t_2 ∈ R^∗_+}, K = SU(3) – maksimal~naØ kompaktnaØ podgruppa SL_3(C ).

(1.1)

Otobraßenie N ×A×K → N AK ØvlØetsØ izomorfizmom vewestvennyh analitiqeskih mnogoobraziæ, analitiqeskim diffeomorfizmom i razloßenie SL_3(C ) = N AK est~ qastnyæ sluqaæ razloßeniØ Ivasava.

DlØ γ = ( a b c d ) ∈ SL_2(C ) poloßim:

h_1(γ) =

1 0 0 0 a b 0 c d , h_2(γ) = a 0 b 0 1 0 c 0 d ,

h_3(γ) = a b 0 c d 0 0 0 1 . (1.2)

Oqevidno, qto <<fundamental~nye vloßeniØ>> h_1, h_2, h_3 ØvlØ- ¸tsØ gruppovymi gomomorfizmami SL_2(C ) → SL_3(C ).

Oboznaqim qerez P maksimal~nu¸ paraboliqesku¸ podgruppu vseh matric v SL_3(C ) vida ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗

. (1.3)

Oboznaqim qerez σ matricu σ = − 0 0 1 0 1 0 1 0 0

. (1.4)

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 199 Zakonqim paragraf Øvnoæ formuloæ parametrizacii glavnoæ kletki v razloßenii Br¸a gruppy SL_3(C ), kotoraØ budet v dal~- neæxem ispol~zovat~sØ.

Predloßenie 1.1. Pust~ γ =

a_1 a_2 a_3 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3

∈ SL_3(C ). Esli c_3 ≠

0, b_2c_3 − b_3c_2 ≠ 0 i σ – matrica, zadannaØ v (1.4), to imeet mesto

razloßenie

γσ = n(l_1, l_2, l_3) diag(t_1, t_2, t^{−1}_1 t^{−1}_2 ) σ n(l^′_1, l^′_2, l^′_3), (1.5) gde l_3 = a_2c_3 − a_3c_2 b_2c_3 − b_3c_2

, l_2 = a_3 c_3

, l_1 = b_3 c_3

, t_1 = 1 b_2c_3 − b_3c_2 , t_2 = b_2c_3 − b_3c_2

c_3

, l^′_3 = c_2 c_3

, l^′_2 = c_1 c_3

, l^′_1 = b_1c_3 − b_3c_1 b_2c_3 − b_3c_2 . (1.6)

Dokazatel~stvo. Sm. ([2], predloßenie 1.1.3). •

2. Diskretnye podgruppy Pust~ q ⊂ (4) – ideal kol~ca celyh qisel O = Z[i] polØ Q(i) i λ = 1 + i. Nami budut rassmatrivat~sØ neskol~ko kongruffnc– podgrupp v gruppe SL_n(O). PervaØ, oboznaqaemaØ^~Γ_n(q), sostoit iz vseh matric (a_{ij}) ∈ SL_n(O), udovletvorØ¸wih uslovi¸

a_{ii} ≡ 1 (mod λ^3), a_{ij} ∈ q, i, j = 1 . . . n, i ≠ j. (2.1)

VtoraØ, oboznaqaemaØ Γ_n(q), ØvlØetsØ podgruppoæ^~Γ_n(q), sostoØweæ iz vseh matric (a_{ij}) ∈ Γ_n(q) takih, qto a_{ii} ≡ 1

(mod 4), i = 1 . . . n. DlØ kratkosti budem pisat~ Γ(q) vmesto Γ_3(q)

i^~Γ(q) vmesto^~Γ_3(q). Oboznaqim, kak obyqno, qerez e_n ediniqnu¸ matricu v SL_n(C ).

Pust~ B – podgruppa vseh verhnih treugol~nyh matric v

SL_3(C ) (dannaØ gruppa est~ minimal~naØ paraboliqeskaØ (ili

borelevskaØ) podgruppa SL_3(C )) i predpoloßim, qto P – maksimal~naØ paraboliqeskaØ podgruppa SL_3(C ), zadannaØ v (1.3). Poloßim Δ = Γ(q) ∩ B, Δ_× = Γ(q) ∩ P i^~Δ_× =^~Γ(q) ∩ P .

200 D. S. KATAEV

Predloßenie 2.1.

a) Δ = {n(l_1, l_2, l_3) | l_1, l_2, l_3 ∈ q}.

b) KaßdaØ matrica γ ∈^~Δ_× moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlena kak γ^′γ^{′′}, gde γ^′ = n(∗, ∗, 0) ∈ Δ i γ^{′′} = h_3(α), α ∈ Γ̃_2(q).

c) Δ̃_× = Δh_3(Γ̃_2(q)).

Dokazatel~stvo. Oqevidno. •

Kaßdoæ pare (m, n), m ∈ q, n ≡ 1 (mod λ^3), (m, n) = 1 i celomu qislu t, vzaimno prostomu s idealom q, sopostavim matricu λ^{(t)}_{m,n}, vybrannu¸ takim obrazom, qto

1) λ^{(t)}_{m,n} = ( k l m n ) ∈ Γ̃_2(q), (l, t) = 1,

2) esli m ≡ m^′ (mod n) i λ^{(t)}_m0_{,n} = ( k^′ l^′ m^′ n ) , to l^′ = l.

(2.2)

Oqevidno, qto takoæ vybor vozmoßen (hotØ i ne ØvlØetsØ edinstvennym). V dal~neæxem budem pisat~ λ_{m,n} vmesto λ^{(1)}m,n i polo- ßim ε_1 = h_1(λ^{(n2)}_{m1,n1}), ε_2 = h_2(λ_{m2,n2}), ε_3 = h_3(λ_{m3,n3}). (2.3)

Predloßenie 2.2. KaßdaØ matrica γ ∈^~Γ(q) moßet byt~ edin-

stvennym obrazom predstavlena kak γ = δε_3ε_2ε_1, gde δ ∈ Δ i ε_1, ε_2, ε_3 opredeleny v (2.3).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto vektor c = (c1, c2, c3) ØvlØ-

etsØ nißneæ stroqkoæ matricy γ. Esli m_2 = c_1 ∈ q, n_2 =

(c_2, c_3), n_2 ≡ 1 (mod λ^3), m_1 = c_2/n_2 ∈ q, n_1 = c_3/n_2, n_1 ≡ 1 (mod λ^3), to poluqaem, qto c = (m_2, n_2m_1, n_1n_2). Tak kak (n_1, m_1) = (m_2, n_2) = 1, to moßno vybrat~ matricy λ^{(n2)}_{m1,n1} , λ_{m2,n2}, oprede-

lennye v (2.2). Ots¸da sleduet, qto nißnØØ stroqka matricy γε^{−1}_1 ε^{−1}_2 est~ (0, 0, 1) i dannaØ matrica prinadleßit gruppe Δ̃_×. Soglasno predloßeni¸ 2.1(b) poluqaem, qto γε^{−1}_1 ε^{−1}_2 = δ_0h_3(α),

δ_0 = n(∗, ∗, 0) ∈ Δ, α = ( a_3 b_3 m_3 n_3 ) ∈ Γ̃_2(q). Pust~ λ_{m3,n3} = ( k_3 l_3 m_3 n_3 ) ∈ Γ̃_2(q) – matrica, opredelennaØ v (2.2). Tak kak

l_3m_3 ≡ b_3m_3 ≡ −1 (mod n_3), to poluqaem, qto l_3 ≡ b_3 (mod n_3) i

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 201 l_3 = b_3 + v_3n_3, v_3 ∈ q. Ots¸da k_3 = a_3 + v_3m_3 i h_3(λ_{m3,n3} ) = δ_1h_3(α), δ_1 = n(0, 0, v_3) ∈ Δ. Takim obrazom, γε^{−1}_1 ε^{−1}_2 = δ_0δ^{−1}_1 ε_3, δ_0δ^{−1}_1 ∈ Δ.

Pust~ γ = δε_3ε_2ε_1 = δ^′ε^′_3ε^′_2ε^′_1, gde δε_3ε_2ε_1 est~ razloßenie, zadannoe v formulirovke predloßeniØ i δ^′ ∈ Δ, ε^′_1 = h_1(λ^{(n02)}_m0_{1,n}0_1), ε^′_2 = h_2(λ_m0_{2,n}0_2 ), ε^′_3 = h_3(λ_m0_{3,n}0_3 ). SravnivaØ nißnie stroqki matric δε_3ε_2ε_1 i δ^′ε^′_3ε^′_2ε^′_1, vidim, qto (m_2, m_1n_2, n_1n_2) =

(m^′_2, m^′_1n^′_2, n^′_1n^′_2). Tak kak naibol~xiæ obwiæ delitel~ qisel m_1n_2, n_1n_2 raven naibol~xemu obwemu delitel¸ qisel m^′_1n^′_2, n^′_1n^′_2, to n_2 = n^′_2, m_2 = m^′_2 i n_1 = n^′_1, m_1 = m^′_1 . Takim obrazom, ε^′_1 = ε_1, ε^′_2 = ε_2 i δε_3 = δ^′ε^′_3. SravnivaØ vtorye stroqki matric δε_3 = δ^′ε^′_3, vidim, qto m_3 = m^′_3 , n_3 = n^′_3. Ots¸da sleduet, qto δ = δ^′ i ε_3 = ε^′_3. •

Otmetim kak oqevidnyæ fakt, qto {1, 1 + λ^3} – mnoßestvo vseh fflementov nekotoroæ privedennoæ sistemy vyqetov mod 4, sravnimyh s ediniceæ mod λ^3. Zafiksiruem proizvol~nu¸ ma-

tricu λ_{m0,n0} = ( k_0 l_0 m_0 n_0 ) ∈ Γ̃_2(q), udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸

n_0 ≡ 1 + λ^3 (mod 4), i oboznaqim qerez Λ_1, Λ_2 i Λ mnoßestva

Λ_1 = {(m_2, n_2, m_1, n_1) | n_1, n_2 ≡ 1 (mod 4), m_1, m_2 ∈ q},

Λ_2 = {(m_2, n_2, m_1, n_1) | n_1, n_2 ≡ 1 + λ^3 (mod 4), m_1, m_2 ∈ q}

(2.4)

i Λ = Λ_1 ∪ Λ_2 sootvetstvenno. DlØ zadannogo vektora m ∈ Λ opredelim matricu ω(m) ∈^~Γ(q) kak ω(m) = { e_3, esli m ∈ Λ_1, h_3(λ_{m0,n0} ), esli m ∈ Λ_2.

(2.5)

Pust~ n = (n_1, n_2), n_1, n_2 ≡ 1 (mod λ^3) i (n_1n_2, q) = 1. DlØ kaßdoæ pary n vyberem podmnoßestva m_1(n) i m_2(n) ideala q, ØvlØ¸wiesØ privedennoæ sistemoæ vyqetov mod n_1 i privedennoæ sistemoæ vyqetov mod n_2 sootvetstvenno.

Predloßenie 2.3. Mnoßestvo matric γ = ω(m)ε2 ε1, gde ω(m)

opredeleno v (2.5), m_1 ∈ m_1(n), m_2 ∈ m_2(n), n = (n_1, n_2), m =

(m_2, n_2, m_1, n_1) ∈ Λ i ε_2, ε_1 zadany v (2.3), est~ polnaØ sistema

predstaviteleæ dvoænyh smeßnyh klassov Δ_×\Γ(q)/^tΔ.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ ∈ Γ(q). Ispol~zuØ predloßenie 2.2,

vidim, qto γ = δε_3ε_2ε_1, gde δ ∈ Δ, ε_1, ε_2, ε_3 zadany v (2.3) i n_1n_2 ≡

1 (mod 4). Esli (m_2, n_2, m_1, n_1) ∈ Λ_1, to ε_2ε_1 ∈ Γ(q) i δε_3 ∈ Δ_×.

202 D. S. KATAEV Inaqe (m_2, n_2, m_1, n_1) ∈ Λ_2, sledovatel~no, h_3(λ_{m0,n0} )ε_2ε_1 ∈ Γ(q) i δε_3h_3(λ^{−1}_{m0,n0} ) ∈ Δ_×. Takim obrazom, kaßdyæ smeßnyæ klass v

Δ_×\Γ(q) soderßit matricu ω(m)ε_2 ε_1.

Pust~ Z est~ dvoænoæ smeßnyæ klass v Δ_×\Γ(q)/^tΔ i matrica ω(m)ε_2 ε_1 ∈ Z. DlØ sootvetstvu¸wim obrazom vybrannogo ξ ∈ q poluqaem, qto

ω(m)ε_2 ε_1h_1 (( 1 0 ξ 1 )) ∈ Z i matrica ε^′_1 = ε_1h_1 (( 1 0 ξ 1 )) = h_1(λ^{(n2)}_{m1 +ξn1,n1}) udovletvorØ-

et uslovi¸ dannogo predloßeniØ. DlØ podhodØwego μ ∈ q i

β = h_2 (( 1 0 μ 1 )) vidim, qto ω(m)ε_2 ββ^{−1}ε^′_1 ∈ Z, matrica ε^′_2 =

ε_2β = h_2(λ_{m2 +μn2,n2} ) udovletvorØet uslovi¸ dannogo predloßeniØ i β^{−1}ε^′_1 ∈ ε^′_1^tΔ. Tak kak ω(m) = ω(m^′), gde m^′ = (m_2 + μn_2, n_2, m_1 + ξn_1, n_1), to Z soderßit matricu ω(m^′)ε^′_2ε^′_1 i pervaØ qast~ predloßeniØ dokazana.

Predpoloßim, qto matricy ω(m)ε_2 ε_1 i ω(m^′)ε^′_2ε^′_1, udovletvorØ¸wie uslovi¸ dannogo predloßeniØ, prinadleßat odnomu dvoænomu smeßnomu klassu v Δ_×\Γ(q)/^tΔ. Ots¸da sleduet, qto ω(m)ε_2 ε_1 = δ_1ω(m^′)ε^′_2ε^′_1^tδ_2 , gde δ_1 ∈ Δ_×, δ_2 = n(v_1, v_2, v_3) ∈ Δ. SravnivaØ nißnie stroqki dannyh matric, poluqaem, qto m_2 = m^′_2 + v_3m^′_1 n^′_2 + v_2n^′_2n^′_1, n_2n_1 = n^′_2n^′_1, m_1n_2 = m^′_1 n^′_2 + v_1n^′_2n^′_1. Tak kak naibol~xiæ obwiæ delitel~ (m_1n_2, n_2n_1) raven naibol~xemu obwemu delitel¸ (m^′_1n^′_2 + v_1n^′_2n^′_1, n^′_2n^′_1), to n_2 = n^′_2 i n_1 = n^′_1. Sledovatel~no, m_1 ≡ m^′_1 (mod n_1), m_2 ≡ m^′_2 (mod n_2). V silu togo, qto m_1, m^′_1 ∈ m_1(n) i m_2, m^′_2 ∈ m_2(n), vidim, qto m_1 = m^′_1, m_2 = m^′_2 i ε^′_1 = ε_1, ε^′_2 = ε_2, ω(m^′) = ω(m). Ots¸da sleduet edinstvennost~, qto i zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ. •

DlØ zadannogo γ ∈ Γ(q) oboznaqim qerez Δ^γ podgruppu Δ, sostoØwu¸ iz vseh matric δ ∈ Δ takih, qto nißnØØ stroqka γ^tδ sovpadaet s nißneæ stroqkoæ γ. S pomow~¸ prostyh vyqisleniæ moßno naæti, qto

Δ^γ = {n(0, −c_2u/(c_2, c_3), c_3u/(c_2, c_3) | u ∈ q}, (2.6)

gde c = (c_1, c_2, c_3) est~ nißnØØ stroqka γ. Pust~ ϑ = c_3/(c_2, c_3) i F_γ = C /ϑq × C^2 , C /ϑq – fundamental~naØ oblast~ rexetki ϑq. Takße dlØ γ ∈ Γ(q) oboznaqim qerez Λ_γ mnoßestvo, ØvlØ¸weesØ

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 203 polnoæ sistemoæ predstaviteleæ smeßnyh klassov^tΔ^γ \^tΔ i pust~ σ – matrica, opredelennaØ v (1.4).

Predloßenie 2.4. Pust~ mnoßestvo Ω ⊂ Γ(q) est~ polnaØ si-

stema predstaviteleæ dvoænyh smeßnyh klassov Δ_×\Γ(q)/^tΔ i P = {(γ, h) | γ ∈ Ω, h ∈ Λ_γ }. Togda

1) Otobraßenie P → Δ_×\Γ(q), deæstvu¸wee po zakonu (γ, h) →

Δ_×γh, ØvlØetsØ biektivnym;

2) σ^{−1}Λ_γ σ – polnaØ sistema predstaviteleæ smeßnyh klassov σ^{−1t}Δ^γ σ\Δ;

3) n(F_γ ) = {n(l_1, l_2, l_3) | l_1 ∈ C /ϑq, l_2 , l_3 ∈ C } est~ polnaØ sistema

predstaviteleæ smeßnyh klassov σ^{−1t}Δ^γ σ\N .

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 1.2.7

v [2]. •

3. O gomomorfizmah Bassa–Milnora–Serra

V dannom paragrafe ispol~zu¸tsØ opredeleniØ i osnovnye svoæstva simvola bikvadratiqnogo vyqeta, simvola Mennike i sistemy gomomorfizmov Bassa–Milnora–Serra, sobrannye v priloßenii. Poloßim λ = 1 + i i budem ispol~zovat~ oboznaqenie ‖ · ‖ dlØ normy kol~ca celyh qisel O = Z[i]. Opredelim

GL_n(O, q) i SL_n(O, q) kak glavnye kongruffnc–podgruppy mod q v GL_n(O) i SL_n(O) sootvetstvenno, sostoØwie iz matric (a_{ij}), q~i

fflementy udovletvorØ¸t uslovi¸ a_{ii} ≡ 1 (mod q), a_{ij} ∈ q, i ≠ j, i, j = 1 . . . n. Pust~ (_· · ) – simvol bikvadratiqnogo vyqeta.

Opredelim otobraßenie χ_2 gruppy^~Γ_2(q), q ⊂ (4), sledu¸wim obrazom:

χ_2 (( a b c d )) = ε_d ( c d ) , ε_d = { 1, esli d ≡ 1 (mod 4), i, esli d ≡ 1 + λ^3 (mod 4). (3.1) Sledu¸wee predloßenie pokazyvaet, qto otobraßenie χ_2 ØvlØetsØ gomomorfizmom. Takim obrazom, gomomorfizm Kubota gruppy Γ_2(4) (sm. [4, 5]) moßet byt~ rasxiren do gomomorfizma gruppy^~Γ_2(4). Sleduet zametit~, qto dokazatel~stvo predloßeniØ 3.1 analogiqno dokazatel~stvu osnovnogo utverßdeniØ raboty [4].

Predloßenie 3.1. Otobraßenie χ2 est~ gruppovoæ gomomorfizm

dlØ l¸bogo ideala q ⊂ (4).

204 D. S. KATAEV

Dokazatel~stvo. DlØ kratkosti poloßim α =^{( a b}_{c d}^), α^′ = ( a^′ b^′ c^′ d^′ ) , α, α^′ ∈^~Γ_2(q).

a) Tak kak ε^2_d = ( −1 d ) i ε_d = ε_a, to vidim, qto χ_2(α) = χ^{−1}_2 (^tα) = ε^{−1}_d ( b d )_{−1} = ε^{−1}_a ( b a ) i dlØ b = 0 ili b^′ = 0 imeem, qto χ_2(αα^′) = χ_2(α^′) ili χ_2(αα^′) = χ_2(α) sootvetstvenno.

b) PredpolagaØ (c, d^′) = 1, poluqaem, qto (a^′c+c^′d)d^′ = c+c^′(b^′c+ dd^′) i

χ_2(αα^′) = χ_2 (( ∗ ∗ a^′c + c^′d b^′c + dd^′ )) = ε_b0_{c+dd}0 ( a^′c + c^′d b^′c + dd^′ ) =

= ε_{dd}0 ( (a^′c + c^′d)d^′ b^′c + dd^′ ) ( d^′ b^′c + dd^′ )_{−1} =

= ε_{dd}0 ( c b^′c + dd^′ )( b^′c + dd^′ d^′ )_{−1} (−1)^{(‖d0‖−1)(‖dd0‖−1)/16}. (3.2) Takim obrazom,

χ_2(αα^′) = ε_{dd}0 ( c d )( b^′ d^′ )_{−1} (−1)^{(‖d0‖−1)(‖dd0‖−1)/16} = = ε_{dd}0 ( −1 d^′ ) (−1)^{(‖d0‖−1)(‖dd0‖−1)/16} ( c d )( c^′ d^′ ) . (3.3)

Oqevidno, qto esli d ≡ 1 (mod 4), to ‖d‖ ≡ 1 (mod 8), i esli d ≡ 1 + λ^3 (mod 4), to ‖d‖ ≡ 5 (mod 8). Ots¸da sleduet ravenstvo ε_{dd}0 ( −1 d^′ ) (−1)^{(‖d0‖−1)(‖dd0‖−1)/16} = ε_dε_d0 (3.4)

i χ_2(αα^′) = χ_2(α)χ_2(α^′)

c) Pust~ q = (q), d^′ = d_1d_2, d_1 = ∏ i p^{αi}_i , d_2 = ∏ j q^{βj}_j , (p_i, c) = 1, (q_j, c) = q_j. Tak kak (c, a) = 1, to (c + qad_1, d_1) = 1, (c + qad_1, d_2) = 1,

sledovatel~no, (c+qad_1, d^′) = 1. Poloßim τ = ( 1 0 qd_1 1 ) . Iz punkta (a) vytekaet, qto χ_2(τ αα^′) = χ_2(αα^′). Tak kak matricy τ α, α^′ udovletvorØ¸t uslovi¸ punkta (b), to χ_2(τ αα^′) = χ_2(τ α)χ_2(α^′) =

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 205 χ_2(α)χ_2(α^′). Takim obrazom, χ_2(αα^′) = χ_2(α)χ_2(α^′), t.e. χ_2 ØvlØetsØ gomomorfizmom. •

V kaqestve prostogo sledstviØ poluqaem predloßenie, dokazannoe Suzuki (sm. [6]).

Predloßenie 3.2. Otobraßenie κ2 : GL2(O, q) → C, deæstvu¸-

wee po zakonu ( a b c d ) → ( c d ) , (3.5)

ØvlØetsØ gruppovym gomomorfizmom dlØ l¸bogo ideala q ⊂ (4).

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto GL2(O, 4) = SL2(O, 4) = Γ2(4).

Iz opredeleniØ (3.1) sleduet, qto χ_2 | |_{Γ2(4)} = κ_2 i iz predloßeniØ 3.1 vytekaet, qto κ_2 – gomomorfizm gruppy GL_2(O, 4). Tak kak GL_2(O, q) ⊂ GL_2(O, 4), q ⊂ (4), to ots¸da sleduet predloßenie. • Pust~ Wq = {(a, b) | a ∈ 1 + q, b ∈ q, (a, b) = 1} i C = {±1, ±i}. DlØ q ⊂ (4) opredelim otobraßenie^{[ ·}^] : Wq → C, polagaØ [ b a ] = ( b a ) , (a, b) ∈ Wq. (3.6) Dannoe otobraßenie ØvlØetsØ simvolom Mennike togda i tol~ko togda, kogda q ⊂ (λ^6). No ffto otobraßenie udovletvorØet trebovaniØm usloviØ (5) priloßeniØ dlØ l¸bogo ideala

q ⊂ (4). Iz predloßeniØ 3.2 vytekaet, qto otobraßenie κ2 :

GL_2(O, q) → C, svØzannoe s (3.6), ØvlØetsØ gomomorfizmom dlØ

l¸bogo q ⊂ (4), a takße udovletvorØet usloviØm (1)_2, (2)_2, privedennym v priloßenii. Togda iz svoæstv (1)–(5) priloßeniØ sleduet, qto imeetsØ sistema gomomorfizmov κ_n : GL_n(O, q) → C,

n ¿ 2 pri q ⊂ (4).

Opredelim otobraßenie χ_3 :^~Γ(q) → C sledu¸wim obrazom: dlØ γ ∈^~Γ(q), γ = δε_3ε_2ε_1, δ ∈ Δ, ε_3, ε_2, ε_1 zadany v (2.3) (takße sm. predloßenie 2.2), polagaem

χ_3(γ) = ( m_2 n_2 ) χ_2(λ_{m3,n3} )χ_2(λ^{(n2)}_{m1,n1} ). (3.7)

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto χ_3 ØvlØetsØ rasxireniem gomomorfizma κ_3. Dannyæ fakt budet igrat~ suwestvennu¸ rol~ pri vyqislenii kofffficientov Fur~e bikvadratiqnyh rØdov �æzenxteæna.

206 D. S. KATAEV

Teorema 3.1. χ3^|_{Γ(}q_) = κ3.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ =

a_1 a_2 a_3 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3

∈ Γ̃(q). Tak kak nai-

bol~xiæ obwiæ delitel~ (a_1, b_1, c_1) = 1, to suwestvuet nekotoroe t ∈ q takoe, qto (b_1 + tc_1, a_1) = 1, i moßno naæti matricu α = ( a b c d ) ∈ Γ̃_2(q), udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ a b 0 c d 0 0 0 1

1 0 0 0 1 t 0 0 1 a_1 a_2 a_3 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3 = 1 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ c_1 ∗ ∗

. (3.8)

PravaØ qast~ (3.8) ØvlØetsØ matriceæ vida ω^¯β, gde ω = 1 0 0 0 1 0 c_1 0 1 , β̄ = 1 0 0 ∗ ∗ β (3.9)

i ω,^¯β ∈^~Γ(q). Takim obrazom, kaßdaØ matrica γ ∈^~Γ(q) moßet byt~ razloßena kak γ = ᾱω^¯β, gde

ᾱ = α 0 0 ∗ ∗ 1 , (3.10)

ᾱ ∈ Γ̃(q) i ω, β̄ zadany v (3.9). Ispol~zuØ dannoe razloßenie,

poloßim f : Γ̃(q) → C^∗ , f(γ) = χ_2(α)χ_2(β).

DlØ dokazatel~stva korrektnosti opredeleniØ f dostatoqno pokazat~, qto esli

ᾱ = α 0 0 ∗ ∗ 1 , ω_i = 1 0 0 0 1 0 ∗ 0 1 , β̄ = 1 0 0 ∗ ∗ β , (3.11)

ᾱ, β̄, ω_1, ω_2 ∈ Γ̃(q) i ᾱω_1β̄ = ω_2, to f(ᾱω_1β̄) = 1 (tak kak χ_2 ØvlØ-

etsØ gomomorfizmom, f(ᾱγ) = f(ᾱ)f(γ) i f(γ^¯β ) = f(γ)f(^¯β ), to obwiæ sluqaæ legko svoditsØ k dannomu uslovi¸). Sravniv fflementy matric ᾱω_1^¯β, ω_2, vidim, qto α, β ∈ Γ_2(q) i, sledovatel~no,

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 207 f(ᾱω_1β̄) = χ_2(α)χ_2(β) = κ_2(α)κ_2(β) = κ_3(ᾱω_1β̄) = κ_3(ω_2) = 1 (takße sm. v priloßenii svoæstva gomomorfizma κ_3).

Esli γ ∈ Γ(q), to induktivnyæ process Bassa–Milnora–Serra vleqet, qto γ = ᾱω^¯β, α, β ∈ SL_2(O, 4) = Γ_2(4). Predpoloßim, qto f, χ_2 i κ_n opredeleny dlØ q = (4). Togda f(γ) = χ_2(α)χ_2(β) = κ_2(α)κ_2(β) = κ_3(γ), t.e. f | |_{Γ(4)} = κ_3 i ostalos~ dokazat~, qto f = χ_3.

Legko videt~, qto

f(γ) = f(δε_3 ε_2ε_1) = f(δε_3 )f(ε_2 )f(ε_1 ) = χ_2(λ_{m3,n3} )f(ε_2 )χ_2(λ^{(n2)}_{m1,n1} ).

Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

k_2 0 l_2 0 1 0 m_2 0 n_2 = k_2 −v 0 m^2 u −m_2 0 0 1

1 0 0 0 1 0 m_2 0 1 ×

× 1 v l_2u + vm_2n_2 0 k_2 k_2m_2n_2 − l_2m^2 0 −vm_2 n_2 − m_2(l_2u + vm_2 n_2) , (3.12)

gde u ≡ 1 (mod λ^3), v ∈ q i k_2u + m^2v = 1. Ots¸da poluqaem, qto

f(ε_2) = χ_2 (( k_2 −v m^2 u )) χ_2 (( k_2 k_2m_2n_2 − l_2m^2 −vm_2 n_2 − m_2(l_2u + vm_2n_2) )) . (3.13)

Tak kak χ_2(α) = χ^{−1}_2 (^tα) = ε^{−1}_d ( b d )_{−1} = ε^{−1}_a ( b a ) , gde ε_d oprede-

leno v (3.1) i α = ( a b c d ) ∈ Γ̃_2(q), to

f(ε_2) = χ^{−1}_2 (( k_2 m^2 −v u )) ε^{−1}_{k2} ( −l_2m^2

k_2 ) =

= ε_{k2} ( m_2 k_2 )_{−2} ε^{−1}_{k2} ( −l_2 k_2 )( m_2 k_2

)_2 = ( −l_2 k_2 ) = ( m_2 k_2 )_{−1} = ( m_2 n_2 ) . (3.14) Takim obrazom, f = χ_3, qto i zaverxaet dokazatel~stvo. •

Zameqanie. K soßaleni¸, otobraßenie χ3 ne ØvlØetsØ gomomor-

fizmom. Bolee togo, moßno pokazat~, qto ne suwestvuet gomomorfizma χ gruppy^~Γ(q) takogo, qto χ | |_{Γ(}q_) = κ_3.

208 D. S. KATAEV

4. Kofffficienty Fur~e rØdov �æzenxteæna

Pust~ X = C^3 × R^{∗2}_+ , gde pravaØ qast~ rassmatrivaetsØ kak proizvedenie vewestvennyh analitiqeskih mnogoobraziæ. DlØ w = (z_1, z_2, z_3, u, v) ∈ Xprimem sledu¸wie oboznaqeniØ:

n(w) = n(z_1, z_2, z_3), a(w) = diag(u^{1/3}v^{2/3}, u^{1/3}v^{−1/3}, u^{−2/3}v^{−1/3}),

U (w) = u, V (w) = v, Z_i(w) = z_i, Q(w) = (z_3, v). (4.1) Soglasno Ivasava, otobraßenie

X→ SL3(C )/SU(3), w → n(w)a(w)SU(3), (4.2)

ØvlØetsØ izomorfizmom vewestvennyh analitiqeskih mnogoobraziæ. Gruppa SL_3(C ) deæstvuet levymi umnoßeniØmi na

SL_3(C )/SU(3) i izomorfizm (4.2) perenosit na X dannoe deæ-

stvie. Obraz w ∈ X, poluqennyæ deæstviem γ ∈ SL_3(C )/SU(3), budem oboznaqat~ qerez γw.

Pust~ Γ – diskretnaØ podgruppa SL_3(C ) i^~ψ : Γ → C^∗ ØvlØetsØ unitarnym harakterom Γ. Nazovem F : X→ C avtomorfnoæ formoæ otnositel~no Γ s sistemoæ mul~tiplikatorov^~ψ, esli F est~ C^∞ –funkciØ, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm:

(a) F (γw) = ψ̃(γ)F (w) dlØ γ ∈ Γ, w ∈ X;

(b) F ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ dlØ vseh invariantnyh

differencial~nyh operatorov na X;

(c) Suwestvuet c ∈ R takoe, qto |F (w)| < Norm(n(w)a(w))^c dlØ vseh w ∈ X.

V uslovii (c) pod Norm(δ) dlØ δ ∈ SL_3(C ) ponimaetsØ trace(δ^{t¯}δ). Oboznaqim qerez D (X) algebru vseh invariantnyh differencial~nyh operatorov na X. Togda moßno dat~ bolee obwee opredeleniØ avtomorfnoæ formy, poluqennoe zamenoæ usloviØ (b) na uslovie

(b^′) DF = 0 dlØ vseh D ∈ I_F , gde I_F est~ ideal koneqnoæ ko-

razmernosti v D (X).

Dannoe opredelenie ponadobitsØ tol~ko v poslednem paragrafe v svØzi s opredeleniem bikvadratiqnoæ teta-funkcii na

SL_3(C ), priqem ideal I_F budet zaviset~ ot razloßeniØ Lora-

na sootvetstvu¸wego rØda �æzenxteæna (sm. takße zameqanie v konce xestogo paragrafa). Vse ostal~nye avtomorfnye formy budut udovletvorØt~ uslovi¸ (b).

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 209 Izomorfizm analitiqeskih mnogoobraziæ

(z_1, z_2, z_3) → n(z_1, z_2, z_3), (4.3)

perenosit meru Lebega C^3 na gruppu N s meroæ Haara. Predpoloßim, qto izmerimoe mnoßestvo Fq ⊂ C^3 vybrano tak, qto ego obraz pod deæstviem (4.3) ØvlØetsØ polnoæ sistemoæ predstaviteleæ smeßnyh klassov Δ\N , Δ = Γ(q) ∩ N . V qastnosti, moßno sqitat~, qto Fq = (C /q)^3 . Oboznaqim qerez vol Fq ob¨- em Fq i poloßim c = (vol Fq)^{−1}. Oqevidno, qto vol Fq ne zavisit ot vybora sistemy predstaviteleæ. Pust~ F : X → C ØvlØetsØ avtomorfnoæ formoæ otnositel~no Γ(q) s sistemoæ mul~tiplikatorov^~ψ. Predpoloßim, qto Δ soderßitsØ v Ødre gomomorfizma ψ̃. DlØ zadannyh μ, ν ∈ q^∗, gde q^∗ – ideal, soprØßennyæ s q, pust~ e(z) = exp(2πi(z + z̄)) i c_{μ,ν} (u, v; F ) = c ∫ ∫∫ Fq F (w)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3 (4.4)

dlØ w = (z_1, z_2, z_3, u, v) ∈ X. Δ soderßitsØ kak v Ødre^~ψ, tak i v Ødre otobraßeniØ n(l_1, l_2, l_3) → e(μl_1 + νl_3), sledovatel~no, integral (4.4) ne zavisit ot vybora sistemy predstaviteleæ smeßnyh klassov Δ\N . Veliqiny c_{μ,ν}(u, v; F ) budem nazyvat~ kofffficientami Fur~e formy F .

Izvestno (sm. [7]), qto moßno realizovat~ SL_2(C )/SU(2) kak

H = C × R^∗_+. Gruppa SL2(C ) deæstvuet na SL2(C )/SU(2) levymi

umnoßeniØmi i ffto deæstvie perenositsØ na H. Obraz w ∈ H pod deæstviem γ ∈ SL_2(C ) budem oboznaqat~ kak γw. Predpoloßim, qto Γ ØvlØetsØ podgruppoæ koneqnogo indeksa v Γ_2(4) i pust~ κ̃ – proizvol~nyæ unitarnyæ harakter Γ. Mnoßestvo paraboliqekih verxin gruppy Γ ØvlØetsØ podmnoßestvom Q(i) ∪ {∞} i kaßdaØ paraboliqeskaØ verxina moßet byt~ zapisana v vide σ∞ dlØ podhodØwego σ ∈ SL_2(O). DlØ prozvol~nogo σ ∈ SL_2(O) poloßim

Λ_σ = {l ∈ C | σ ( 1 l 0 1 ) σ^{−1} ∈ Γ}, Λ^∗_σ = {k ∈ C | (kl + k̄l̄) ∈ ZdlØ vseh l ∈ Λ_σ}.

(4.5)

Pust~ ϵ = σ∞ – nekotoraØ paraboliqeskaØ verxina Γ. FunkciØ Λ_σ → C^∗ , deæstvu¸waØ po zakonu l → κ̃(σ ( 1 l 0 1 ) σ^{−1}), (4.6)

210 D. S. KATAEV ØvlØetsØ gomomorfizmom rexetki Λ_σ. V sluqae trivial~nosti gomomorfizma (4.6) ϵ budet nazyvat~sØ suwestvennoæ paraboliqeskoæ verxinoæ Γ dlØ κ̃. V obwem ße sluqae dlØ nekotorogo h_σ ∈ C i dlØ vseh l ∈ Λ_σ imeem, qto κ̃(σ ( 1 l 0 1 ) σ^{−1}) = e(h_σl). (4.7)

Standartnye rassußdeniØ (sm. [2, 7]) privodØt k sledu¸- weæ teoreme, ispol~zu¸weæ ponØtie avtomorfnoæ formy na prostranstve H = C × R^∗_+ (sm. [2, 7]).

Teorema 4.1. Pust~ Γ – podgruppa koneqnogo indeksa v Γ2(4) i f

ØvlØetsØ avtomorfnoæ formoæ otnositel~no Γ s sistemoæ mul~- tiplikatorov κ̃, priqem D_{L–B}f = r(2 − r)f, r ∈ C , gde D_{L–B} est~ operator Laplasa–Bel~trami. Predpoloßim, qto ϵ = σ∞ – paraboliqeskaØ verxina Γ, σ ∈ SL_2(O), Λ_σ , Λ^∗_σ i h_σ opredeleny v (4.5),

(4.7). Togda f moßet byt~ razloßena v rØd Fur~e

f(σ(z, v)) = c^σ_0 (v)+ ∑ ν∈h_σ +Λ�_σ,ν≠0 ρ(σ; ν)vK_{r−1}(4π|ν|v)e(νz), (z, v) ∈ H, (4.8) gde c^σ_0 (v) = ρ_+ (σ)v^r + ρ_−(σ)v^{2−r} pri r ≠ 1 i c^σ_0 (v) = ρ_+ (σ)v log v + ρ_−(σ)v pri r = 1; ρ_+ (σ), ρ_−(σ), ρ(σ; ν) ∈ C , K_m est~ funkciØ BesselØ–Makdonal~da.

Esli ϵ ØvlØetsØ suwestvennoæ paraboliqeskoæ verxinoæ Γ dlØ κ̃, to h_σ = 0. Esli Γ = Γ_2(q), to Λ_σ = q i Λ^∗_σ = q^∗.

Predpoloßim, qto Ødro^~ψ – podgruppa koneqnogo indeksa v

Γ(q), soderßawaØ Δ,^tΔ, i^~ψ(σγσ^{−1} ) =^~ψ(γ) dlØ vseh γ ∈ Γ(q), gde

σ zadano v (1.4). Opredelim harakter κ̃ : Γ_2(q) → C^∗ , polagaØ κ̃(γ) = ψ̃(h_3(γ)) dlØ l¸bogo γ ∈ Γ_2(q). Togda avtomorfnoæ for-

me f otnositel~no gruppy Γ_2(q) s sistemoæ mul~tiplikatorov κ̃ moßno sopostavit~ rØd E(w, s; f) = ∑ γ ψ̃(γ)U (γw)^{2s}V (γw)^sf(Q(γw)), (4.9) w ∈ X, s ∈ C, priqem summirovanie proizvoditsØ po mnoßestvu

matric γ ∈ Γ(q), ØvlØ¸wemusØ polnoæ sistemoæ predstaviteleæ smeßnyh klassov Δ_×\Γ(q). Znaqenie summy ne zavisit ot vybora sistemy predstaviteleæ (dlØ dokazatel~stva fftogo dostatoqno povtorit~ rassußdeniØ, privedennye v [2], paragraf 1.3.7),

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 211 takim obrazom, rØd (4.9) opredelen korrektno. V ramkah teorii Sel~berga–Lenglendsa dannyæ rØd ØvlØetsØ maksimal~nym paraboliqeskim rØdom �æzenxteæna, svØzannym s formoæ f i maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppoæ P . Iz obweæ teorii rØdov �æzenxteæna izvestno (sm. [8]), qto maksimal~nyæ paraboliqeskiæ rØd �æzenxteæna shoditsØ absol¸tno i lokal~no ravnomerno v X×{s ∈ C | ℜ(s) > τ } dlØ nekotorogo τ ∈ R; dlØ zadannogo

w ∈ XfunkciØ E(w, s; f) regulØrna v oblasti {s ∈ C | ℜ(s) > τ } i

moßet byt~ meromorfno prodolßena na C ; E(·, s; f) takße ØvlØetsØ avtomorfnoæ formoæ na X otnositel~no Γ(q) s sistemoæ mul~tiplikatorov^~ψ.

Tak kak σΓ(q)σ^{−1} = Γ(q) i^~ψ(σγσ^{−1} ) =^~ψ(γ) dlØ vseh γ ∈ Γ(q), to otobraßenie w → E(σw, s; f), w ∈ Xtakße ØvlØetsØ avtomorfnoæ formoæ otnositel~no gruppy Γ(q) s sistemoæ mul~tiplikatorov ψ̃. Dannyæ fakt legko proverit~.

Nam predstoit vyqislit~ kofffficienty Fur~e c_{μ,ν} (u, v; E(σ(·), s; f)) (4.10) rØda �æzenxteæna E(σ(·), s; f), gde μ, ν ∈ q^∗. DlØ kratkosti budem pisat~ c_{μ,ν} vmesto (4.10). Togda neposredstvenno iz opredeleniØ poluqaem, qto c_{μ,ν} =c ∫ ∫∫ Fq E(σw, s; f)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3

=c ∑ γ ψ̃(γ) ∫ ∫ ∫ Fq ▽(γσw)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3.

(4.11)

Summirovanie proizvoditsØ po nekotoromu mnoßestvu matric γ, ØvlØ¸wemusØ polnoæ sistemoæ predstaviteleæ smeßnyh klassov v Δ_×\Γ(q), priqem znaqenie summy ne zavisit ot vybora sistemy predstaviteleæ; Fq = (C /q)^3 , c = (vol Fq)^{−1} i

▽(w) = U (w)^{2s}V (w)^sf(Q(w)), w = (z_1, z_2, z_3, u, v) ∈ X. (4.12)

Pust~ m = vol(C /q)^{−2} , n = (n_1, n_2), l = (m_2, n_2, m_1, n_1), Λ_1, Λ_2 zadany v (2.4),

Ω_i = {γ | γ = ω(l)ε_2 ε_1, m_1 ∈ m_1(n), m_2 ∈ m_2(n), l ∈ Λ_i}, i = 1, 2,

(4.13)

212 D. S. KATAEV Ω = Ω_1 ∪ Ω_2; matricy ε_1, ε_2 opredeleny v (2.3), ω(l) opisano v

(2.5). Iz predloßeniØ 2.3 vytekaet, qto Ω ØvlØetsØ polnoæ sistemoæ predstaviteleæ dvoænyh smeßnyh klassov v Δ_×\Γ(q)/^tΔ. Zafiksiruem takße nekotoru¸ matricu λ_{m0,n0} = ( k_0 l_0 m_0 n_0 ) ∈ Γ̃_2(q) taku¸, qto n_0 ≡ 1 + λ3 (mod 4) i poloßim σ_0 = ( 0 −1 1 0 ) . Teorema 4.2. Kofffficienty Fur~e cμ,ν ime¸t sledu¸wiæ vid:

c_{0,ν} = m(D^+_{0,ν} (s, r)J_{0,ν}(u, v, s, r) + D^−_{0,ν}(s, 2 − r)J_{0,ν}(u, v, s, 2 − r)) m( ∂ ∂t D^+_{0,ν}(s, t)J_{0,ν} (u, v, s, t) | | |_{t=1} + D^−_{0,ν}(s, 1)J0,ν(u, v, s, 1)) (4.14) pri r ≠ 1 ili r = 1 sootvetstvenno i c_{μ,ν} = mD_{μ,ν} (s)J_{μ,ν} (u, v, s, r) (4.15) dlØ μ ≠ 0 i l¸bogo r, gde μ, ν ∈ q^∗, s ∈ C , σ_γ = σ_0 dlØ γ ∈ Ω_1 i σ_γ = λ_{m0,n0} σ_0 dlØ γ ∈ Ω_2, D^±_{0,ν}(s, t) = ∑ γ ψ̃(γ)e(νc_2 /c_3)ρ_±(σ_γ )|c_3|^{2−t−3s}|k_γ|^{2t}|l_γ |^{−2}, D_{μ,ν} (s) = ∑ γ ψ̃(γ)e(μn_γ /k_γ + νc_2/c_3)ρ(σ_γ ; −μc_3/k^2_γ )|c_3|^{1−3s}|k_γ /l_γ |^2.

(4.16) Summirovanie proizvoditsØ po mnoßestvu matric γ ∈ Ω =

Ω_1 ∪ Ω_2, gde Ω_1, Ω_2 zadany v (4.13). Pod (a_1, a_2, a_3), (b_1, b_2, b_3) i (c_1, c_2, c_3) ponima¸tsØ pervaØ, vtoraØ i tret~Ø stroqki matri-

cy ε_2ε_1, gde ε_1, ε_2 opredeleny v (2.3). Kofffficienty ρ_±(σ), ρ(σ; λ),

λ ∈ q^∗, σ ∈ SL2(O) i qislo r svØzany s formoæ f analogiqno formu-

lirovke teoremy 4.1; krome togo, n_γ = b_1c_3 − b_3c_1, k_γ = b_2c_3 − b_3c_2, l_γ = (c_2, c_3), ŵ = (0, z_2, z_3, u, v) ∈ X, J_{μ,ν} (u, v, s, t) = ∫ ∫ C2^{(U 2sV s+t)(σ̂ŵ)e(νz3) dz2 dz3 (4.17)}

pri μ = 0 i J_{μ,ν} (u, v, s, t) = = ∫ ∫ C2^{(U 2sV s+1)(σ̂ŵ)Kt−1(4π|μ|V (σ̂ŵ))e(μZ3 (σ̂ŵ) + νz3) dz2 dz3}_{(4.18)}

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 213 inaqe. Qerez σ̂ oboznaqim matricu σ̂ = − 0 1 0 0 0 −1 1 0 0

(4.19)

i budem predpolagat~, qto σ_γ ∞ ØvlØetsØ suwestvennoæ paraboliqeskoæ verxinoæ Γ_2(q) dlØ^~ψ(h_3(·)) i ρ(σ_γ ; λ) = 0 pri λ ∉ q^∗.

Vse rØdy i integraly ØvlØ¸tsØ absol¸tno shodØwimisØ pri dostatoqno bol~xom ℜ(s).

Lemma 4.1. (a) Esli γ = n(l1, l2, l3), l1, l2, l3 ∈ C , to

Z_i(γw) = z_i + l_i + { 0 dlØ i = 1, 3, l_3z_1 dlØ i = 2; U (γw) = u, V (γw) = v, Q(γw) = (z_3 + l_3, v). (b) Esli γ = diag(t_1, t_2, t^{−1}_1 t^{−1}_2 ), t_1, t_2 ∈ C^∗ , to Z_i(γw) = z_i · t_1t^2, esli i = 1, t^2_1t_2, esli i = 2, t_1t^{−1}_2 , esli i = 3;

U (γw) = |t_1t^2|u, V (γw) = |t_1t^{−1}_2 |v, Q(γw) = (t_1t^{−1}_2 z_3, |t_1t^{−1}_2 |v).

Dokazatel~stvo. Sm. ([2], predloßenie 1.3.1). • Lemma 4.2. Pust~ γ = h3(α), α =^{( a b}_{c d}^) ∈ SL2(C ). Togda

(U^2V )(γw) = u^2v i Q(γw) = ( a b c d ) Q(w). Dokazatel~stvo. Sm. ([2], predloßenie 1.3.3). • Lemma 4.3. Pust~ a, b ∈ C^∗ , ŵ = (0, z2, z3, u, v) ∈ X, matricy σ, σ̂

zadany v (1.4) i (4.19) sootvetstvenno. Togda (a) Q(σw) = ( 0 −1 1 0 ) (−z_1 + Z_3(σ̂ŵ), V (σ̂ŵ)); (b) ( a b Z_3(σw), | | a b | | V (σw) ) = ( 0 −1 1 0 ) ( b a (−z_1 + Z_3(σ̂ŵ)), | | | | b a | | | | V (σ̂ŵ) ) ; (c) (U^2V )(σw) = (U^2V )(σ̂ŵ).

214 D. S. KATAEV

Dokazatel~stvo. Sm. ([2], predloßenie 1.4.2). • Dokazatel~stvo teoremy 4.2. Iz formuly (4.11) i predloße-

niæ 2.3, 2.4 sleduet, qto c_{μ,ν} = c ∑ γ ψ̃(γ) ∑ h ψ̃(h) ∫ ∫ ∫ Fq ▽(γhσw)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3,

(4.20) gde summirovanie proizvoditsØ po γ ∈ Ω = Ω_1 ∪ Ω_2 i h ∈ Λ_γ . Oqevidno, qto^~ψ(h) = 1 dlØ h ∈ Λ_γ . ZamenØØ h ∈ Λ_γ na σhσ^{−1} i ispol~zuØ predloßenie 2.4 (b), (c), poluqaem: c_{μ,ν} = c ∑ γ ψ̃(γ) ∑ h ∫∫ ∫ Fq ▽(γσhw)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3 =

= c ∑ γ ψ̃(γ) ∫ ∫ ∫ F_γ ▽(γσw)e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3.

(4.21) Summirovanie v (4.21) proizvoditsØ po γ ∈ Ω, h ∈ σ^{−1}Λ_γ σ i

F_γ = {(z_1, z_2, z_3) | z_1 ∈ C /ϑq, z_2 , z_3 ∈ C }, ϑ = c_3/(c_2, c_3).

Soglasno predloßeni¸ 1.1, moßno predstavit~ matricu ε_2ε_1σ kak proizvedenie ε_2ε_1σ = nãσñ. Iz formuly (1.6) vytekaet, qto v dannom razloßenii l_3 = 0. Ispol~zuØ lemmy 4.1, 4.2, nahodim dlØ γσ = ω(l)ε_2 ε_1σ = ω(l)nãσñ, qto

(U^2V )(γσw) = (U^2V )(ãσñw) = |t_1t_2|^3(U^2V )(σñw),

krome togo, Q(γσw) = Q(ãσñw) = ( t_1 t_2 Z_3(σñw), | | | | t_1 t_2 | | | | V (σñw) ) i Q(γσw) = λ_{m0,n0}Q(ãσñw) = λ_{m0,n0} ( t_1 t_2 Z_3(σñw), | | | | t_1 t_2 | | | | V (σñw) )

dlØ γ ∈ Ω_1 i γ ∈ Ω_2 sootvetstvenno, gde t_1, t_2 zadany v (1.6), t_1t_2 = c^{−1}_3 , t_1/t_2 = c_3/k^2_γ . Takim obrazom, ▽(γσw) = 1 |c_3|^{3s} (U^2V )(σñw)^sf(λ_γ ( t_1 t_2 Z_3(σñw), | | | t_1 t_2 | | | V (σñw) ) ), (4.22)

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 215

gde λ_γ = e_2, esli γ ∈ Ω_1 i λ_γ = λ_{m0,n0} , esli γ ∈ Ω_2. Proizvedem

zamenu peremennoæ ñw → w. Togda integral v (4.21) stanovitsØ

nezavisimym ot ñ: c_{μ,ν} = c ∑ γ ψ̃(γ)e(μn_γ /k_γ + νc_2/c_3)|c_3|^{−3s}I_γ , (4.23)

I_γ = ∫∫ ∫ F_γ (U^2V )(σw)^sf(λ_γ ( t_1

t_2 Z_3(σw), | | | | t_1

t_2 | | | | V (σw) ) )× × e(μz_1 + νz_3) dz_1 dz_2 dz_3.

Ispol~zuØ lemmu 4.3, poluqaem, qto

I_γ = ∫ ∫ C2^{(U 2V )(σ̂ŵ)se(νz3)Îγ dz2 dz3,} Î_γ = ∫ C/ϑq^{f(σγ} ( t_2

t_1

(−z_1 + Z_3(σ̂ŵ)), | | | | t_2

t_1 | | | | V (σ̂ŵ) ) )e(μz_1)dz_1.

(4.24)

Legko videt~, qto t_2ϑ/t_1 ∈ O. Dalee, moßno proverit~, qto ∫ C/ϑq^{e(λz)dz =} { vol(C /q)|ϑ|^2 , esli λ = 0,

0, esli λ ≠ 0, λϑ ∈ q^∗.

(4.25)

ParaboliqeskaØ verxina σ_γ ∞ ØvlØetsØ suwestvennoæ parabo-

liqeskoæ verxinoæ Γ_2(q) dlØ^~ψ(h_3(·)), i moßno podstavit~ razlo-

ßenie Fur~e formy f v teoreme 4.1 v formulu dlØ^^I_γ . Poqlenno

integriruØ i ispol~zuØ zameqaniØ vyxe, poluqaem, qto

Î_γ =vol(C /q)|ϑ|^2 · (4.26)

· ρ_+ (σ_γ ) | | | | t_2

t_1 | | | | r V (σ̂ŵ)^r + ρ_−(σ_γ ) | | | | t_2

t_1 | | | | 2−r V (σ̂ŵ)^{2−r}, esli μ = 0, r ≠ 1,

ρ_+ (σ_γ ) | | | t_2

t_1 | | | V (σ̂ŵ) log( | | | t_2

t_1 | | | V (σ̂ŵ)) + ρ^−(σ^γ ) | | | t_2

t_1 | | | V (σ̂ŵ), esli μ = 0, r = 1, ρ(σ_γ ; − t_1

t_2 μ) | | | | t_2

t_1 | | | | V (σ̂ŵ)K^{r−1}(4π|μ|V (σ̂ŵ))e(μZ^3 (σ̂ŵ)), esli μ ≠ 0.

Okonqatel~nyæ rezul~tat sleduet iz (4.23), (4.24) i (4.26). •

216 D. S. KATAEV

5. O rØdah D_{μ,ν} V dannom paragrafe budut rassmatrivat~sØ rØdy Dirihle, voznika¸wie v teoreme 4.2, v qastnom sluqae sistemy mul~tiplikatorov^~ψ = κ̄_3, gde κ_n, n ¿ 2 – sistema gomomorfizmov Bassa– Milnora–Serra, opredelennaØ v tret~em paragrafe. Oqevidno, qto κ_3(δ) = 1 dlØ δ ∈ Δ i tak kak κ_3 udovletvorØet uslovi¸

(2)_3 priloßeniØ, to κ_3(δ) = 1 dlØ δ ∈^tΔ. Takße imeet mesto

ravenstvo κ_3(σγσ^{−1} ) = κ_3(γ) dlØ vseh γ ∈ Γ(q) i matricy σ, zadannoæ v (1.4). Pofftomu moßno perepisat~ (4.16) v vide summy po peremennym (m_2 , n_2, m_1, n_1) ∈ Λ, m_1 ∈ m_1(n), m_2 ∈ m_2(n), n = (n_1, n_2). Takße poluqaem, qto c_2 = m_1n_2, c_3 = n_1n_2, k_γ = n_2, n_γ = −l_1m_2, l_1 – pravyæ verhniæ fflement matricy λ^{(n2)}_{m1,n1} , (l_1, n_2) = 1, l_γ = n_2, κ̃ = κ̄_2. Legko proverit~, qto σ_0∞ i λ_{m0,n0}σ_0∞

ØvlØ¸tsØ suwestvennymi paraboliqeskimi verxinami Γ_2(q) dlØ

κ̄_2 i h_3(λ_{m0,n0})ε_2 ε_1 ∈ Γ(q) togda i tol~ko togda, kogda ε_i ∈ Γ̃(q), ε_i ∉ Γ(q), i = 1, 2. Iz teoremy 3.1 vytekaet, qto

D^+_{0,ν}(s, t) = ∑ n1,n2≡1 (mod 4) (n1n2,q)=1

ρ_+ (σ_0)E(0, ν, n) |n_1|^{3s+t−2}|n_2|^{3s−t} −

− ( m_0 n_0 ) ∑ n1,n2≡1+λ3 (mod 4)

(n1n2,q)=1

ρ_+ (λ_{m0,n0} σ_0)E(0, ν, n) |n_1|^{3s+t−2}|n_2|^{3s−t} , (5.1)

D^−_{0,ν}(s, t) = ∑ n1,n2≡1 (mod 4) (n1n2,q)=1 ρ_−(σ_0)E(0, ν, n) |n_1|^{3s+t−2}|n_2|^{3s−t} −

− ( m_0 n_0 ) ∑ n1,n2≡1+λ3 (mod 4)

(n1n2,q)=1 ρ_−(λ_{m0,n0} σ_0)E(0, ν, n) |n_1|^{3s+t−2}|n_2|^{3s−t} , (5.2)

D_{μ,ν} (s) = ∑ n1,n2≡1 (mod 4) (n1n2,q)=1,μn1/n2∈q� ρ(σ_0; −μn_1/n_2)E(μ, ν, n) |n_1n_2|^{3s−1} −

− ( m_0 n_0 ) ∑ n1,n2≡1+λ3 (mod 4) (n1n2,q)=1,μn1/n2∈q� ρ(λ_{m0,n0} σ_0; −μn_1/n_2)E(μ, ν, n) |n_1n_2|^{3s−1} , (5.3)

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 217 gde E(μ, ν, n) = ∑ m1∈m1(n) m2∈m2(n) ( m_1 n_1 )( m_2 n_2 ) e ( −μ l_1m_2 n_2 + ν m_1 n_1 ) . (5.4)

Pust~ φ(c) – funkciØ �ælera kol~ca celyh qisel O = Z[i] polØ

Q(i). DlØ λ ∈ q^∗, q ⊂ (4), c ∈ 1+q opredelim summu Gaussa Sa(λ, c) kak S_a(λ, c) = ∑ k∈c(c) ( k c )_a e(λk/c), (5.5) gde a ∈ Z, c(c) ⊂ q ØvlØetsØ privedennoæ sistemoæ vyqetov mod c. Dalee, predpoloßim, qto c^′ ∈ O moßet byt~ predstavleno v vide ld^4, gde (d, 4) = 1, l, d ∈ O i dlØ l¸bogo prostogo qisla p vypolnØetsØ sledu¸wee: esli ord_p l ¿ 1, to ord_p c ¿ 1. Togda poloßim S(λ, c, c^′) = ∑ k∈c(c,c^0) ( k c )( k c^′ ) e(λk/c), (5.6) gde c(c, c^′) ⊂ q est~ privedennaØ sistema vyqetov mod c, sostoØ-

waØ iz qisel, vzaimno prostyh s c^′. DlØ kratkosti budem pisat~ S(λ, c) vmesto S_1(λ, c) i oboznaqim qerez N mnoßestvo vseh par n = (n_1, n_2) takih, qto summa Gaussa S(λ, n_1 , n_2) opredelena dlØ (n_1, n_2) ∈ N. Oqevidno, qto (p^α, p^β) ∈ N togda i tol~ko togda,

kogda α > 0 ili α = 0, β ≡ 0 (mod 4), gde p – prostoe qislo, p ≡ 1

(mod λ^3).

V sledu¸wem predloßenii sobrany nekotorye fflementarnye svoæstva opredelennyh vyxe summ.

Predloßenie 5.1. (a) φ(c) = ‖c‖ ∏ p|c, p≡1 (mod λ3) ili p=λ

( 1 − 1 ‖p‖ ) ;

(b) S(0, c) = { φ(c), esli c = d^4, d ∈ O, 0 inaqe;

(c) S(λ, c_1 c_2, c^′_1c^′_2) = ( c_1 c_2c^′_2 )( c_2 c_1c^′_1 ) S(λ, c_1, c^′_1)S(λ, c_2 , c^′_2), esli (c_1c^′_1, c_2c^′_2) = 1;

218 D. S. KATAEV (d) S(δλ, c, c^′) = ( δ cc^′ )_{−1} S(λ, c, c^′), esli δ ∈ O, (δ, cc^′) = 1;

(e) DlØ prostogo qisla p ≡ 1 (mod λ^3), δ = ord_p λ i λ^′ = λp^{−δ}

S(λ, p^α, p^β) = 1, esli α = 0, β ≡ 0 (mod 4), φ(p^α), esli 1 6 α 6 δ, α + β ≡ 0 (mod 4), ‖p‖^δS_a(λ^′, p), esli α = δ + 1, α + β ≡ a (mod 4), 0 vo vseh ostal~nyh sluqaØh.

Predloßenie 5.2. Pust~ (n1n2, q) = 1, μn1/n2 ∈ q^∗ i μ ≠ 0. Togda E(0, ν, n) = S(ν, n_1)S(0, n_2), E(μ, ν, n) = { S(μ, n_2)S(ν, n_1, n_2), esli n ∈ N, 0 inaqe.

(5.7)

Dokazatel~stvo. Sluqaæ E(0, ν, n) oqeviden. Tak kak (l1 , n2) = 1,

to moßno vybrat~ mnoßestvo m_1(n) takim obrazom, qto m_1l_1 ≡ −1

(mod n_1n_2). Ots¸da poluqaem, qto E(μ, ν, n) = ∑ m1∈m1(n) ( m_1 n_1 ) e ( ν m_1 n_1 ) ×

× ∑ m2∈m2 (n) ( m_2 n_2 ) e ( −μ l_1m_2 n_2 ) =

= ∑ m1∈m1(n) ( m_1 n_1 )( −l_1 n_2 )_{−1} e ( ν m_1 n_1 ) ×

× ∑ m2∈m2(n) ( −l_1m_2 n_2 ) e ( −μ l_1m_2 n_2 ) =

= S(μ, n_2) ∑ m1∈m1(n) ( m_1 n_1 )( m_1 n_2 ) e ( ν m_1 n_1 ) .

(5.8)

Oqevidno, qto E(μ, ν, n) = S(μ, n_2)S(ν, n_1, n_2) pri n ∈ N. Pust~ n ∉ N. �to oznaqaet, qto suwestvuet prostoe qislo p ≡ 1 (mod λ^3) takoe, qto α = 0 i β ≢ 0 (mod 4), gde α = ord_p n_1, β = ord_p n_2. Iz usloviØ μn_1/n_2 ∈ q^∗ sleduet, qto γ ¿ β, gde γ = ord_p μ. Ispol~zuØ predloßenie 5.1, poluqaem, qto S(p^γ , p^β) = 0, S(μ, n_2) = 0 i E(μ, ν, n) = 0 pri n ∉ N. •

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 219

Predloßenie 5.3. RØdy D^±_{0,ν}(s, t), Dμ,ν (s) ime¸t sledu¸wiæ vid: D^±_{0,ν}(s, t) = ∑ n1,n2≡1 (mod 4) (n1n2,q)=1

ρ_±(σ_0)S(ν, n_1)S(0, n_2) |n_1|^{3s+t−2}|n_2|^{3s−t} , (5.9)

D_{μ,ν} (s) = = ∑ n1,n2≡1 (mod 4),μn1/n2∈q� (n1n2,q)=1,(n1,n2)∈N ρ(σ_0; −μn_1/n_2)S(μ, n_2)S(ν, n_1, n_2) |n_1n_2|^{3s−1} − ( m_0 n_0 ) ×

× ∑ n1,n2≡1+λ3 (mod 4),μn1/n2∈q� (n1n2,q)=1,(n1,n2)∈N ρ(λ_{m0 ,n0}σ_0;−μn_1/n_2)S(μ, n_2)S(ν, n_1, n_2) |n_1n_2|^{3s−1} , (5.10)

Dokazatel~stvo. V silu predloßeniØ 5.1 (b) S(0, n) = 0 pri n ≡

1 + λ^3 (mod 4). Takim obrazom, dannoe utverßdenie sleduet iz

predloßeniØ 5.2. •

6. O bikvadratiqnoæ teta-funkcii DlØ w = (z, v) ∈ H poloßim V (w) = v, κ̃ = κ̄_2 i pust~ Δ_∗ – podgruppa Γ_2(q), sostoØwaØ iz vseh verhnih treugol~nyh matric. Togda rØd �æzenxteæna E_∗(w, s) = ∑ γ∈Δ�\Γ2(q)

κ̃(γ)V (γw)^s (6.1)

opredelen korrektno, shoditsØ absol¸tno pri ℜ(s) > 2 i ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ operatora Laplasa–Bel~trami (sm. [7]). Krome togo, E_∗(γw, s) = κ̃(γ)E_∗(w, s) (6.2) dlØ vseh γ ∈ Γ_2(q).

SleduØ Kubota (sm. [7]), opredelim bikvadratiqnu¸ tetafunkci¸ Θ_K kak vyqet rØda �æzenxteæna. Toqnee, pust~ q = (4), togda poloßim

Θ_K : H → C , Θ_K (w) = Res_{s=5/4} E_∗(w, s). (6.3)

220 D. S. KATAEV

DannaØ funkciØ ØvlØetsØ bikvadratiqnoæ metaplektiqeskoæ formoæ otnositel~no Γ_2(4) i nami budut ispol~zovat~sØ rezul~- taty, poluqennye v predyduwih paragrafah, v qastnom sluqae

q = (4) i f = ΘK. Pri fftom imeet mesto sledu¸wee: λm_0,n_0 = ( 1 + λ^3 − λ^5 λ^4 −λ^4 1 + λ^3 ) , λ = 1 + i, vol(C /q) = 2^4 i m = 2^{−8}.

Pust~

ζ_∗(s) = ∑ n≡1 (mod λ3) 1 ‖n‖^s , Ψ(s, μ) = ∑ n≡1 (mod 4) S(μ, n) ‖n‖^s (6.4)

Soglasno Suzuki (sm. [6]), dlØ funkcii f = Θ_K v oboznaqeniØh qetvertogo paragrafa imeem: r = 5/4, ρ_+ (σ_0) = 0 i ρ_−(σ_0) = π 4ζ_∗(2)

Res_{s=1} ζ_∗(s). Oqevidno, qto ζ_∗(s) = (1−2^{−s})ζQ_{(i)}(s), gde

ζQ(i)(s) – ζ–funkciØ Dedekinda polØ Q(i). Tak kak Res_{s=1} ζQ(i)(s) =^π_4

(sm. [9]), to poluqaem, qto ρ_−(σ_0) = π^2 2^5ζ_∗(2) . Standartnye rassußdeniØ privodØt k sledu¸wim formulam:

ζ_∗(s) = ∏ p≡1 (mod λ3) ( 1 − 1 ‖p‖^s )_{−1} , ℜ(s) > 1, ζ_∗(s − 1) ζ_∗(s) = ∑ n≡1 (mod λ3) φ(n) ‖n‖^s , ℜ(s) > 2, (6.5)

Ψ(s, 0) = ∑ n≡1 (mod λ3)

φ(n^4) ‖n‖^{4s} =

= ∑ n≡1 (mod λ3) φ(n) ‖n‖^{4s−3} = ζ_∗(4s − 4) ζ_∗(4s − 3) , ℜ(s) > 5/4, gde p, n ∈ O, p – prostoe qislo i vse rØdy i proizvedeniØ ØvlØ- ¸tsØ absol¸tno shodØwimisØ.

Predloßenie 6.1. Kofffficient Fur~e c0,0 rØda �æzenxteæna

E(σ(·), s; Θ_K) imeet sledu¸wiæ vid:

c_{0,0} = h ζ_∗(6s − 13/2) ζ_∗(6s − 9/2) I_{0,0}(u, v, s), (6.7)

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 221 gde h = π^4 2^{11}ζ_∗(2) , I_{0,0}(u, v, s) = u^{11/4−s}v^{4−2s} (3s − 11/4)(3s − 13/4)

. (6.8)

Dokazatel~stvo. Iz teoremy 4.2 i predloßeniØ 5.3 sleduet, qto c_{0,0} = 1 2^8 π^2 2^5ζ_∗(2) D(s)J_{0,0}(u, v, s, 3/4), (6.9) gde D(s) = ∑ n1,n2≡1 (mod 4)

S(0, n_1)S(0, n_2) |n_1|^{3s−5/4}|n_2|^{3s−3/4} =

= Ψ ( 3s 2 − 5 8 , 0 ) Ψ ( 3s 2 − 3 8 , 0 ) . (6.10)

Ispol~zuØ (6.5), poluqaem: D(s) = ζ_∗(6s −^5_2 − 4) ζ_∗(6s −^5_2 − 3) ζ_∗(6s −^3_2 − 4) ζ_∗(6s −^3_2 − 3) = ζ_∗(6s − 13/2) ζ_∗(6s − 9/2)

. (6.11)

Integraly J_{μ,ν}(u, v, s, t) byli vyqisleny v rabote ([2], teoremy 1.4.6–1.4.9) i J_{0,0}(u, v, s, 3/4) = 2^2π^2u^{11/4−s}v^{4−2s} (3s − 11/4)(3s − 13/4)

. (6.12)

Dannoe ravenstvo zaverxaet dokazatel~stvo. • Tak kak ζ(s) imeet prostoæ pol¸s v toqke s = 1 i ØvlØetsØ regulØrnoæ nenulevoæ funkcieæ v toqke s = 3, to kofffficient Fur~e c_{0,0} kak funkciØ na C s fiksirovannymi parametrami u, v ∈ R^∗_+ obladaet prostym pol¸som v toqke 5/4. Ots¸da poluqaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 6.1. RØd �æzenxteæna E(σ(·), s; ΘK) imeet pol¸s v toq-

ke 5/4 i vyqet v dannoæ toqke ØvlØetsØ metaplektiqeskoæ formoæ na Xotnositel~no gruppy Γ(4).

Sleduet zametit~, qto hotØ toqka 5/4 – prostoæ pol¸s kofffficienta Fur~e c_{0,0}, ots¸da ne sleduet, qto dannaØ toqka ØvlØetsØ prostym pol¸som rØda �æzenxteæna. No E(σ(·), s; Θ_K) moßet byt~ razloßen v rØd Lorana v okrestnosti toqki 5/4, priqem

222 D. S. KATAEV glavnyæ qlen dannogo razloßeniØ budet sobstvennoæ funkcieæ vseh invariantnyh differencial~nyh operatorov, udovletvorØØ uslovi¸ (b) opredeleniØ avtomorfnoæ formy v qetvertom paragrafe. Ostal~nye qleny razloßeniØ udovletvorØt uslovi¸ (b^′), pofftomu v teoreme 6.1 pod metaplektiqeskoæ formoæ ponimaetsØ forma, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ (b^′).

Takim obrazom, moßno postroit~ bikvadratiqnu¸ teta-funk-ci¸ Θ : X→ C kak

Θ = Res_{s=5/4} E(σ(·), s; Θ_K ). (6.13)

Priloßenie

PervaØ qast~ priloßeniØ, opisyva¸waØ svoæstva simvola Mennike i gomomorfizmov Bassa–Milnora–Serra, predstavlØet soboæ fragment glavy 0.2.3 knigi [2].

DlØ dedekindova kol~ca A i ideala q, leßawego v A, oboznaqim qerez GL_n(A, q) i SL_n(A, q) glavnye kongruffnc–podgruppy

mod q v GLn(A) i SLn(A) sootvetstvenno, sostoØwie iz matric

(a_{ij}), fflementy kotoryh udovletvorØ¸t uslovi¸ a_{ii} ≡ 1 (mod q), a_{ij} ∈ q, i ≠ j, i, j = 1 . . . n. Matrica (a_{ij}) budet nazyvat~sØ fflementarnoæ, esli a_{ii} = 1 i suwestvuet ne bolee odnoæ pary (i, j), i ≠ j takoæ, qto a_{ij} ≠ 0, i, j = 1, . . . , n. Pust~ Wq = {(a, b) | a ∈ 1 + q, b ∈ q, aA + bA = A} i otobraßenie Wq → C, (a, b) → [ b a ]

est~ simvol Mennike so znaqeniØmi v proizvol~noæ gruppe C. Po opredeleni¸, ffto oznaqaet, qto (a) [ 0 1 ] = 1; (b) [ b_1b_2 a ] = [ b_1 a ][ b_2 a ] dlØ vseh (a, b_1), (a, b_2) ∈ Wq; (c) [ b + ka a ] = [ b a ] dlØ vseh k ∈ q, (a, b) ∈ Wq; (d) [ b a + kb ] = [ b a ] dlØ vseh k ∈ A, (a, b) ∈ Wq.

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 223 Iz aksiom simvola Mennike vyteka¸t sledu¸wie svoæstva. (e) [ b a_1a_2 ] = [ b a_1 ][ b a_2 ] dlØ vseh (a_1, b), (a_2, b) ∈ Wq; (f) [ −b a ] = [ b a ] dlØ vseh (a, b) ∈ Wq; (g) [ b 1 + kb ] = 1 dlØ vseh k, b ∈ q;

(h) Esli ( a b c d ) ∈ GL_2(A, q), to [ c d ] = [ b a ] i [ b a ][ b d ] = 1.

Zadadim dva usloviØ, nakladyvaemye na otobraßeniØ κ_n :

GL_n(A, q) → C.

(1)_n κ_n(ε) = 1 dlØ l¸boæ fflementarnoæ matricy ε ∈ SL_n(A, q);

(2)_n esli κ_n(γ) = 1, to κ_n(^tγ) = 1.

Predpoloßim, qto κ_n ØvlØetsØ gruppovym gomomorfizmom, udovletvorØ¸wim usloviØm (1)_n, (2)_n, n ¿ 2. Soglasno rabote [5], imeet mesto sledu¸wee.

(1) VsØkaØ matrica γ ∈ GL_{n+1}(A, q) moßet byt~ razloßena kak

γ = ∗ α : : 0 · · · 1

1 0 · · · 0 0 1 · · · 0 . . . . ... . . ∗ 0 · · · 1

1 · · · ∗ : : β 0 ,

gde α, β ∈ GL_n(A, q).

(2) DlØ γ, α, β, zadannyh v (1), proizvedenie κ_n(α)κ_n(β) zavisit tol~ko ot γ i ne zavisit ot vybora mnoßiteleæ v (1). Takim obrazom, imeetsØ otobraßenie κ_{n+1} : GL_{n+1}(A, q) → C, κ_{n+1}(γ) = κ_n(α)κ_n(β).

(3) Esli n ¿ 3, to otobraßenie κ_{n+1} : GL_{n+1}(A, q) → C, opredelennoe v (2), est~ gruppovoæ gomomorfizm, rasxirØ¸wiæ κ_n v tom smysle, qto

κ_{n+1}( 0 δ . . 0 . . . 1 ) = κ_n(δ)

224 D. S. KATAEV dlØ vseh δ ∈ GL_n(A, q), i κ_{n+1} udovletvorØet usloviØm (1)_{n+1},

(2)_{n+1}. Krome togo, ffto otobraßenie ØvlØetsØ edinstvennym go-

momorfizmom GL_{n+1}(A, q) → C, rasxirØ¸wim κ_n i udovletvorØ- ¸wim uslovi¸ (1)_{n+1}.

(4) Pust~ n = 2 i otobraßenie κ_3 : GL_3(A, q) → C, opredelennoe v (2), udovletvorØet uslovi¸ κ_3(λσλ^{−1}) = κ_3(σ) dlØ l¸boæ matricy σ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 1

1 0 0 0 1 0 ∗ 0 1

∈ GL_3(A, q) i λ =

1 0 0 0 0 1 0 1 0 . Togda κ_3 – gruppovoæ gomomorfizm, rasxirØ¸wiæ κ_2 , i κ_3 udovletvorØet usloviØm (1)_3, (2)_3. Dannyæ gomomorfizm ØvlØetsØ edinstvennym gomomorfizmom GL_3(A, q) → C, rasxirØ¸wim κ_2 i udovletvorØ¸wim (1)_3.

Soglasno rabote [2], vypolnØetsØ sledu¸wee.

(5) Predpoloßim, qto κ_2 : GL_2(A, q) → C est~ gruppovoæ gomomorfizm, udovletvorØ¸wiæ usloviØm (1)_2, (2)_2 i svØzannyæ s nekotorym otobraßeniem [_· · ] : Wq → C takim obrazom, qto

κ_2( ( a b c d ) ) = [ b a ] . Esli dannoe otobraßenie Wq → C udovle-

tvorØet aksiomam simvola Mennike (a), (b), (c) i imeet svoæstva

(e), (f), (g), (h), to κ_3 : GL_3(A, q) → C, zadannoe v (2), udovletvo-

rØet usloviØm punkta (4). Takim obrazom, κ_3 budet gruppovym gomorfizmom, rasxirØ¸wim κ_2 i udovletvorØ¸wim svoæstvam

(1)_3, (2)_3.

VtoraØ qast~ priloßeniØ napisana na osnove [5, 10]. Zafiksiruem dedekindovo kol~co A = Z[i] i gruppu C = {±1, ±i}. Pust~ a, b ∈ Z[i], (4c, d) = 1 i d = εp^{ω1}_1 · · · p^{ωn}_n est~ kanoniqeskoe razloßenie na prostye mnoßiteli p_i ≡ 1 (mod λ^3), ε ∈ C. Togda poloßim ( c d ) = ∏ 16i6n ( c p_i )_{ωi} ,

gde, dlØ prostogo qisla p ≡ 1 (mod λ^3), simvol ( c p ) raven qislu

ζ ∈ C , odnoznaqno opredelennomu usloviØmi ζ^4 = 1 i c^{(‖p‖−1)/4} ≡

ζ (mod p).

O BIKVADRATIQNYH R˚DAH �`ZENXTE`NA 225 Simvol bikvadratiqnogo vyqeta obladaet sledu¸wimi svoæstvami.

(a) Esli a ≡ b (mod d), to ( a d ) = ( b d ) ; (b) ( c ab ) = ( c a )( c b ) ; (c) ( ab d ) = ( a d )( b d ) ; (d) Esli a, b ≡ 1 (mod λ^3), (a, b) = 1, to ( b a )( a b )_{−1} = (−1)^{(‖a‖−1)(‖b‖−1)/16}; (e) Esli δ = 1 + α_4λ^4 + α_5λ^5 + α_6λ^6 + . . . (α_k = 0, 1), to ( λ δ ) = i^{−α4 +2α6}, ( i δ ) = (−1)^{α4+α5} ;

(f) Esli δ = 1 + λ^3 + α_4λ^4 + α_5λ^5 + α_6λ^6 + . . . (α_k = 0, 1,) to ( λ δ ) = −i^{−α4 +2α6}, ( i δ ) = i(−1)^{α4 +α5} ;

(g) Esli b, k ≡ 0 (mod 4), a ≡ 1 (mod λ^3), (a, b) = 1, to ( b a + kb ) = ( b a ) . Takße poloßim ( 0 d ) = 1 dlØ d ∈ Z[i], (4, d) = 1.

Literatura

1. N. V. Proskurin, Avtomorfnye formy i gomomorfizm Bassa–Milnora–Serra 1, 2. — Zapiski nauqn. semin. LOMI, 129 (1983), 85–163; (En-

glish translation: J. of Soviet Math., Vol. 29, Number 2, April 1985, 1160–1191, 1192–1219).

2. N. V. Proskurin, Cubic metaplectic forms and theta functions. — Springer–Verlag, Lecture Notes in Math. 1677 (1998), 196 pp.

3. D. A. Kazhdan, S. J. Patterson, Metaplectic forms. — Institut des Hautes Études Scientifiques, Publ. Math., 59 (1984), 35–142.

4. T. Kubota, Ein arithmetischer Satz über eine Matrizengruppe. — J. reine angew.

Math., Band 222 (1965), 55–57.

226 D. S. KATAEV

5. H. Bass, J. Milnor, J.-P. Serre, Solution of the congruence subgroup problem for

SLn(n ¿ 3) and Sp2n(n ¿ 2). — Institut des Hautes Études Scientifiques, Publ.

Math., 33 (1967), 59–137; (russkiæ perevod: Bass H., Milnor Dß., Serr

ȷ.-P., Rexenie kongruffncproblemy dlØ SLn(n ¿ 3) i Sp2n(n ¿ 2). Matematika, sb. perevodov, 1970, 14:6, 64–128).

6. T. Suzuki, Some results on the coefficients of the biquadratic theta series. — J.

reine angew. Math., Band 340 (1983), 70–117.

7. T. Kubota, On automorphic functions and reciprocity law in a number theory.

— Lecture in Math. Kyoto Univer., 2 (1969), (russkiæ perevod: Kubota T.,

Ob avtomorfnyh formah i zakone vzaimnosti v qislovyh polØh. Matematika, sb. perevodov, 1970, 14:6, 3–37).

8. R. P. Langlands, On the functional equations satisfied by Eisenstein series. — Springer–Verlag, Lecture Notes in Math. 544 (1976).

9. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. — M., Mir (1964), 566 s. (English translation: Borevich Z.I., Shafarevich I.R., Number theory, New York,

1966).

10. K. Ireland, M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory. — Graduate Texts in Mathematics, Springer–Verlag, New York, Heidelberg, Ber-

lin 87 (1982), (russkiæ perevod: Aæerlffnd K., Rouzen M., Klassiqeskoe vvedenie v sovremennu¸ teori¸ qisel, M., Mir, 1987, 415 s.).

Kataev D. S. On the biquadratic Eisenstein series.

Biquadratic metaplectic Eisenstein series over the group SL_3(C ) are studies, and the “sl(2)-triples” technique for the computation of the Fourier coefficients of these series is used. Also, the biquadratic thetafunction over the group SL_3(C ) is constructed.

Postupilo 21 avgusta 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

e-mail:dmitry@pdmi.ras.ru