Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

S. V. Vostokov, O. V. Demqenko

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP HONDY

Iniciatoru Piterskoæ serii rabot po zakonu vzaimnosti A. V. ˚kovlevu posvØwaetsØ

Vvedenie

1^∘. Problema poluqeniØ Øvnyh formul dlØ simvola Gil~berta

imeet dlinnu¸ istori¸, kotoraØ naqalas~ s raboty Artina i Hasse 1928 goda [1]. V fftoæ rabote byli poluqeny Øvnye formuly dlØ simvola Gil~berta v krugovom rasxirenii K_n = Q_p(ζ_n),

ζ^{pn}_n = 1, dlØ par (α, ζ_n) i (α, ζ_n − 1), gde α – glavnaØ edinica. V

qastnosti,

(α, ζ_n)_n = ζ^− 1 pn tr log α

n , (1)

gde tr := tr_{Kn/}Q_p i p ≠ 2.

Drugoæ tip Øvnyh formul imeet svoi korni v formulah Kummera [2]. Rezul~tat Kummera na sovremennom Øzyke moßno napisat~ sledu¸wim obrazom. Pust~ K_1 = Q_p(ζ_1), p ≠ 2. DlØ glavnoæ edinicy ε = 1 + a_1π + a_2π^2 + . . . , gde π = ζ_1 − 1 – uniformizu¸waØ

K_1 i a_i ∈ Z, rØd 1 + a_1x + a_2x^2 + . . . oboznaqaem qerez ε(x), takim

obrazom ε(π) = ε. Togda dlØ glavnyh edinic ε i η iz K_1 imeet mesto formula

(ε, η)_1 = ζ^{res x (log η}

(^d_{dx} log ε)/x^p )

1 (2)

My vidim, qto v formulah Artina–Hasse (1) otvet daetsØ v vide sleda nekotorogo qisla, v formulah Kummera – v vide vyqeta nekotorogo rØda. V fftom smysle vtoroæ tip formul bliße k analogiØm s algebraiqeskimi funkciØmi.

� Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, grant 0001–00140. Pervyæ avtor poluqil takße podderßku ot fonda

Royal Society grant for collaboration in fundamental sciences between Russia and UK. 86

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 87 Dal~neæxee poluqenie Øvnyh formul dlØ simvola Gil~berta poxlo po fftim dvum napravleniØm – tipa Artina–Hasse i tipa Kummera. Nado otmetit~, qto v pervom napravlenii na odin iz argumentov, naprimer, na vtoroæ, vsegda nakladyva¸tsØ ograniqeniØ vida v_p(β − 1) >^2_{p−1} , gde v_p – normalizovannoe normirovanie. Sootvetstvu¸wie Øvnye formuly Artin–Hassovskogo tipa v krugovom pole Q_p(ζ_n) byli poluqeny K. Ivasava [3], a v proizvol~nom lokal~nom pole – X. Senom [4]. Polnye formuly Kummerovskogo tipa v lokal~nom pole byli poluqeny nezavisimo H. Br¸knerom [5] i S. Vostokovym [6].

Interesno bylo by svØzat~ oba tipa formul, t.e. iz polnyh formul Br¸knera–Vostokova vyvesti formuly X. Sena. Na segodnØxniæ den~ ffto sdelano lix~ v krugovom pole P. Kœl~qe [7], kotoryæ iz formul Vostokova vyvel formuly Ivasavy.

2^∘. Obwiæ metod poluqeniØ formul Kummerovskogo tipa sostoit

v sledu¸wem.

a) V sootvetstvu¸wem module (ffto libo mul~tiplikativnaØ gruppa klassiqeskogo lokal~nogo ili mnogomernogo lokal~nogo polØ, libo formal~nyæ modul~ gruppy toqek formal~noæ gruppy) stroitsØ tak nazyvaemyæ bazis Xafareviqa [8].

b) ZadaetsØ v Øvnom vide sparivanie na tom ße mnoßestve, na kotorom opredelen simvol Gil~berta. V klassiqeskom sluqae ffto sparivanie na mnoßestve K^∗ × K^∗, gde K – lokal~noe pole; v n-mernom lokal~nom pole K – na mnoßestve K^{top}_n (K) × K^∗, gde K^{top}_n (K) – topologiqeskaØ K-gruppa Milnora; v sluqae formal~nyh grupp – na mnoßestve K^∗ × F (M ), gde F (M ) – formal~- nyæ modul~ formal~noæ gruppy F na maksimal~nom ideale M lokal~nogo polØ K.

Dalee proverØ¸tsØ osnovnye svoæstva postroennogo sparivaniØ, samymi vaßnymi i sloßnymi iz kotoryh obyqno ØvlØ¸tsØ invariantnost~ vybora uniformizu¸wego fflementa i nezavisimost~ ot razloßeniØ fflementov v rØdy po uniformizu¸wemu fflementu. V Kummerovskoæ formule (2), naprimer, invariantnost~ oznaqaet, qto otvet ne izmenitsØ, esli uniformizu¸wu¸

π = ζ −1 zamenit~ na drugu¸ uniformizu¸wu¸; a nezavisimost~

– qto rezul~tat ne izmenitsØ, esli menØt~ razloßenie odnogo i togo ße fflementa v rØd po π.

v) Proverka sovpadeniØ postroennogo Øvnogo sparivaniØ s simvolom Gil~berta na fflementah bazisa Xafareviqa.

88 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

g) Proverka sovpadeniØ Øvnogo sparivaniØ s simvolom Gil~- berta na l¸byh fflementah, ispol~zuØ invariantnost~ i nezavisimost~ Øvnogo sparivaniØ, qto daet dlØ simvola Gil~berta Øvnu¸ formulu.

3^∘. Vpervye fftot metod byl uspexno primenen v klassiqeskom

lokal~nom pole v rabote [6] (sm. takße [9, glavu VII]). V dal~neæxem on primenØlsØ dlØ poluqeniØ Øvnyh formul simvola Gil~- berta v sledu¸wih sluqaØh:

a) mnogomernoe lokal~noe pole [10]; b) formal~nye gruppy L¸bina–Tffæta [11–15]; v) otnositel~nye formal~nye gruppy L¸bina–Tffæta [16]; g) odnomernye formal~nye gruppy Hondy dlØ simvola Gil~- berta pervoæ stepeni [17].

Otmetim, qto metod horoxo rabotaet v teh sluqaØh, kogda opredeleno obobwenie funkcii Artina–Hasse E(x) = exp(x+^{xp}_p + x^{p2} p^2 + . . . ), kotoraØ vpervye poØvilas~ v rabote [1]. V qastnosti,

v sluqae formal~nyh grupp ffto vozmoßno dlØ grupp L¸bina– Tffæta i formal~nyh grupp Hondy, dlØ kotoryh est~ polnaØ klassifikaciØ.

DlØ polnoty kartiny ukaßem osnovnye rezul~taty, poluqennye v Artin–Hassovskom napravlenii. Krome vyxeupomØnutyh rabot [1, 3, 4], otnosØwihsØ k klassiqeskomu lokal~nomu pol¸, dlØ lokal~nyh poleæ s koneqnym polem vyqetov i formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta formuly Artina–Hassovskogo tipa byli vyvedeny A. Uaælsom [18] dlØ poleæ deleniØ izogenii [π^n] i V. Kolyvaginym [19] dlØ polØ K, soderßawego pole deleniØ izogenii [π^n]. Kolman [20] v mul~tiplikativnom i qastiqno v sluqae formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta poluqil sil~nye prodvißeniØ. Ego gipotetiqeskaØ formula v obwem sluqae formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta byla proverena de Xalitom [21]. F. Detram [22] obobwil formuly X. Sena do formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta. Formuly X. Sena byli obobweny do p-delimyh grupp D. Benua [23].

NastoØwaØ rabota posvØwena sluqa¸ simvola Gil~berta dlØ odnomernyh formal~nyh grupp Hondy, i ØvlØetsØ v nekotorom smysle zakl¸qitel~noæ rabotoæ primeneniØ klassiqeskogo metoda p. 2^∘. Kl¸qom, pozvolØ¸wim primenit~ nax metod, ØvlØ- ¸tsØ klassifikacionnye teoremy Demqenko [24], kotorye svØzy-

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 89 va¸t formal~nye gruppy L¸bina–Tffæta i formal~nye gruppy Hondy.

Nado otmetit~, qto Øvnye formuly Kummerovskogo tipa dlØ mnogomernyh grupp Hondy byli poluqeny V. Abraxkinym [25] soverxenno drugim metodom – s ispol~zovaniem teorii padiqeskih periodov, no pri fftom on rassmatrivaet formal~nye gruppy Hondy lix~ nad kol~com vektorov Vitta i, krome togo, v rabote Abraxkina imeetsØ ves~ma udivitel~noe ograniqenie na osnovnoe pole (ono dolßno soderßat~ vse korni p^n-oæ stepeni iz edinicy). V nastoØweæ rabote poluqen polnyæ rezul~tat dlØ proizvol~nyh odnomernyh formal~nyh grupp Hondy bez vsØkih (krome estestvennyh) ograniqeniæ na osnovnoe pole.

V §1 soderßatsØ osnovnye opredeleniØ, a takße formuliru- ¸tsØ rezul~taty rabot [24, 28], ØvlØ¸wiesØ osnovoæ dlØ naxih postroeniæ. V qastnosti, v rabote [28] postroen obobwennyæ bazis Xafareviqa, t.e. sdelan pervyæ xag iz obwego metoda poluqeniØ Øvnyh formul, opisannogo v p. 2^0. §2 posvØwen opisani¸ svoæstv algebry rØdov Lorana L_μ. IdeØ o tom, qto rØd, vyqet kotorogo nußno vzØt~ dlØ postroeniØ Øvnoæ formuly dlØ simvola Gil~berta, sleduet iskat~ v L_μ, prinadleßit V. Abraxkinu [25]. V predxestvu¸wih rabotah [6, 11–17], dlØ fftoæ celi ispol~zovalos~ kol~co O{x} rØdov Lorana, kofffficienty kotoryh pri stremlenii stepeni k −∞ stremØtsØ k 0.

V §3 zadaetsØ v Øvnom vide sparivanie dlØ rØdov i dokazyvaetsØ ego invariantnost~ otnositel~no zameny peremennoæ. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ, a takße rØda drugih analogiqno sluqa¸ simvola Gil~berta pervoæ stepeni (sm. stat~¸ D. Benua, S. Vostokova [17]). Sparivanie dlØ rØdov ispol~zuetsØ dlØ postroeniØ v §4 sparivaniØ, zadannogo na toæ ße pare mnoßestv, qto i obobwennyæ simvol Gil~berta. Tam ße issledu¸tsØ svoæstva fftogo sparivaniØ, iz kotoryh sleduet, qto ono sovpadaet s obobwennym simvolom Gil~berta, davaØ tem samym dlØ nego Øvnu¸ formulu. Odnako vse ffto vremØ my imeli delo ne so “standartnym” obobweniem simvola Gil~berta, a s obobweniem, estestvennym v svete novyh svØzeæ meßdu formal~nymi gruppami L¸bina–Tffæta i Hondy [24]. �ti raznye obobweniØ legko mogut byt~ svØzany meßdu soboæ, qto pozvolØet nam v §5 vyvesti bez vsØkih usiliæ Øvnu¸ formulu dlØ “standartnogo” simvola Gil~berta.

90 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

§1. Osnovnye opredeleniØ, oboznaqeniØ i vspomogatel~nye rezul~taty

1^∘. Pust~

• k – lokal~noe pole (koneqnoe rasxirenie Q_p), • k̄ – pole vyqetov harakteristiki p ⩾ 3,

• q = p^f = card k̄,

• O – kol~co celyh polØ k, • π – prostoæ fflement polØ k,

• k^′ – koneqnoe nerazvetvlennoe rasxirenie polØ k, • O^′ – kol~co celyh polØ k^′,

• M^′ – maksimal~nyæ ideal kol~ca O^′,

• △ – avtomorfizm Frobeniusa rasxireniØ k^′/k, • ▲ – operator Frobeniusa v kol~ce k^′((x)): ▲( ∑ c_ix^i) = ∑ c^△_i x^{qi}. Zametim, qto mnoßestvo operatorov vida ∑ i⩾0 a_i▲^i, a_i ∈ O^′,

obrazuet nekommutativnoe kol~co operatorov O^′ [[▲]] ot peremennoæ ▲ s pravilom umnoßeniØ ▲a = a^△▲, a ∈ O^′. Pri fftom, esli u, v ∈ O^′ [[▲]], to u(vφ) = (uv)(φ).

2^∘. Opredelenie 1. Formal~naØ gruppa F ∈ O^′ [[x, y]] s logarif-

mom λ(x) ∈ k^′ [[x]] nazyvaetsØ formal~noæ gruppoæ Hondy, esli uλ ≡ 0 mod π dlØ nekotorogo operatora u = π + a_1▲ + . . . ∈ O^′ [[▲]]. Pri fftom u nazyvaetsØ tipom formal~noæ gruppy F .

Opredelenie 2. Tipy u i v formal~noæ gruppy F nazyva¸tsØ

ffkvivalentnymi, esli u = εv, ε ∈ O^′ [[▲]], ε(0) = 1.

Oqevidno, qto fiksirovannaØ formal~naØ gruppa F imeet beskoneqnoe mnoßestvo tipov, a imenno, imeet mesto sledu¸wee nesloßnoe utverßdenie: esli F – tipa u, to v = π + b_1▲ + . . . ∈

O^′ [[x]] ØvlØetsØ tipom F v tom i tol~ko v tom sluqae, esli v

ffkvivalenten u.

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 91 Ispol~zuØ podgotovitel~nu¸ lemmu Veæerxtrassa v kol~ce

O^′ [[▲]], nesloßno proverit~, qto dlØ l¸boæ formal~noæ gruppy

Hondy F suwestvuet edinstvennyæ kanoniqeskiæ tip: u = π − a_1▲ − . . . − a_h▲^h, a_1, . . . , a_{h−1} ∈ M^′, a_h ∈ O^{′∗}. (3) �tot tip opredelØet gruppu F odnoznaqno s toqnost~¸ do izomorfizma. Pri fftom h budet vysotoæ F , t.e. ht F = h.

V klasse izomorfnyh formal~nyh grupp Hondy kanoniqeskiæ tip (3) opredelØet edinstvennu¸ formal~nu¸ gruppu Hondy F_a s logarifmom Artina–Hasse

λ_a(x) = (πu^{−1})(x) = x + α_1x^q + α_2x^{q2} + . . . , α_i ∈ k^′

[26]. Napomnim, qto esli F i G – formal~nye gruppy Hondy tipov u i v sootvetstvenno, to

Hom_O0 (F, G) = {a ∈ O^′ : au = va}, End_O0 (F ) ⊃ O.

Vmeste s kanoniqeskim tipom u vida (3) my budem qasto ispol~zovat~ ffkvivalentnyæ emu tip ~u = π − a_h▲^h − a_{h+1}▲^{h+1} − . . . , a_h ∈ O 0_∗ , a_{h+1} . . . ∈ O^′ (4)

gde ffkvivalentnost~ zadaetsØ ravenstvom ~u = C^{−1}u, C = 1 − a_1 π ▲ − . . . − a_{h−1} π ▲^{h−1}, t.e.

~u = (π^{−1}(u + a_h▲^h))^{−1}u = π − (π^{−1}(u + a_h▲^h))^{−1}a_h▲^h = = π − a_h▲^h − a_{h+1}▲^{h+1} − . . . . Sformuliruem klassifikacionnye teoremy Demqenko, svØzyva¸wie formal~nye gruppy Hondy s formal~nymi gruppami L¸bina–Tffæta [24].

Teorema 1.1. Pust~ F – formal~naØ gruppa Hondy kanoniqeskogo

tipa u = π−a_1▲−. . .−a_h ▲^h, a_1, . . . , a_{h−1} ∈ M^′ i sootvetstvu¸wego emu tipa ~u = π − a_h▲^h − a_{h+1}▲^{h+1} − . . . , a_i ∈ O^′. Pust~ λ(x) – logarifm F . Poloßim λ_1 = Bλ^{△h} , gde

B = 1 + a_{h+1} a_h ▲ + a_{h+2} a_h ▲^2 + . . .

92 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO (t.e. ~u = π − a_hB▲^h). Togda

1) λ_1 – logarifm formal~noæ gruppy Hondy F_1 tipa ~u_1 = a^{−1}_h ~ua_h

i kanoniqeskogo tipa u_1 = a^{−1}_h ua_h;

2) f = [π/a_h]_{F,F1} ∈ Hom_O0 (F, F_1) i f(x) ≡ x^{qh} mod π.

Zameqanie 1. a) Formal~naØ gruppa L¸bina–Tffæta F imeet tip u = π − ▲, ht F = h = 1 i F_1 = F

b) Otnositel~naØ formal~naØ gruppa L¸bina–Tffæta F imeet tip u = π − a_1▲, gde a_1 = π/π^′; ht F = h = 1 i F_1 = F^△. Teorema 1.2 (obratnaØ k teoreme 1.1). Pust~ f ∈ O^′ [[x]] – rØd,

udovletvorØ¸wiæ usloviØm f(x) ≡ x^{qh} mod π, f(x) ≡ π a_h x mod deg 2,

gde a_h – fiksirovannyæ obratimyæ fflement iz O^′. Pust~ u = π − a_1▲ − . . . − a_h▲^h, a_1, . . . , a_{h−1} ∈ M^′, i ~u = C^{−1}u = π − a_h▲^h − a_{h+1}▲^{h+1} − . . . , gde C = 1 − a_1/π ▲ − . . . − a_{h−1}/π ▲^{h−1}. Togda suwestvuet edinstvennaØ formal~naØ gruppa Hondy F tipa ~u i kanoniqeskogo tipa u takaØ, qto f = [π/a_h]_{F,F1} – gomomorfizm iz F v formal~nu¸ gruppu F_1, sootvetstvu¸wu¸ F v silu teoremy 1.1.

Zameqanie 2. Napomnim, qto esli λ i λ1 – logarifmy F i F1 sootvetstvenno, to f = [ π a_h ] F,F_1 = λ^{−1}_1 ∘ ( π a_h λ ) . Zameqanie 3. Gomomorfizm f ∈ Hom O0 (F, F1), figuriru¸wiæ v teoremah 1.1 i 1.2, budem nazyvat~ vydelennym gomomorfizmom formal~noæ gruppy Hondy F .

�ti teoremy pozvolØ¸t opredelit~ na mnoßestve formal~nyh grupp Hondy nad kol~com O^′ obratimyæ operator

A : F → F_1, (5)

kotoryæ zadaet cepoqku formal~nyh grupp Hondy F →_f F_1 →_{f1} . . . →_{fn} �1 F_n, (6)

gde F_m = A^mF , 1 ⩽ m ⩽ n.

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 93 Primenim sledu¸wie oboznaqeniØ:

• λ_m – logarifm F_m, • u_m – kanoniqeskiæ tip gruppy F_m, • B_m – operator iz teoremy 1.1, sootvetstvu¸wiæ u_m, • π_1 = π/a_h, • π_m = π^{△h(m} �1) 1 = π/a△^{h(m} �1) h , • π^{(m)}_1 = π_1 · π_2 . . . π_m = π^m / a^{1+△h +...+△h(m} �1) h , • f^{(m)} = f_{m−1} ∘ f_{m−2} ∘ . . . ∘ f_1 ∘ f.

Iz teoremy 1.1 legko vytekaet sledu¸waØ Lemma 1.3. a) fm−1(x) ≡ πmx mod deg 2, f^{(m)}(x) ≡ π^{(m)}_1 x mod deg 2;

b) u_mπ^{(m)}_1 = π^{(m)}_1 u.

3^∘. Opredelim obobwennyæ simvol Gil~berta dlØ formal~noæ

gruppy Hondy. Pust~ ^Ω – popolnenie algebraiqeskogo zamykaniØ polØ k, F (M_{bΩ}) – gruppa toqek na maksimal~nom ideale M_{bΩ} kol~ca celyh polØ ^Ω. Poloßim

W^n_F = {α ∈ F (Mb_Ω) : [π^n]_F (α) = 0} = {α ∈ F (M) : f^{(n)}(α) = 0}. (7)

Pust~ • K – koneqnoe rasxirenie polØ k^′, soderßawee W^n_F , • M – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ K, • ⊓ – prostoæ fflement v K, • e – indeks vetvleniØ rasxireniØ K/k, • e_i = e/(q^h − 1)q^{h(i−1)}, 1 ⩽ i ⩽ n, • ν_0, ν – regulØrnye normirovaniØ na k i K sootvetstvenno, ν = eν_0, • k_h – nerazvetvlennoe rasxirenie k stepeni h, • O_h – kol~co celyh polØ k_h,

• T – podpole inercii v rasxirenii K/k,

• O_T – kol~co celyh polØ T , • R_h i R – sistemy predstaviteleæ Teæhm¸llera v pole k_h

i T sootvetstvenno,

• tr_h i tr – operatory sledov v k_h/k i T /k sootvetstvenno, • T_0 – podpole inercii v K/Q_p, T_0 ⊂ T , • △_0 – avtomorfizm Frobeniusa v T_0/Q_p, △ | T_0 =△ f 0 , gde q = p^f ,

• ψ_K : K^∗ → Gal (K^{ab}/K) – otobraßenie vzaimnosti.

94 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Klassiqeskoe obobwenie sparivaniØ Gil~berta na formal~- nu¸ gruppu F zadaetsØ sledu¸wim obrazom

( , )_F : K^∗ × F (M ) → W^n_F (α, β)_F = ψ_K (α)( ~β) −_F ~β, gde ~β ∈ Ω : [π^n]_F ( ~β) = β [27]. NarØdu s takim obobweniem simvola Gil~berta nam potrebuetsØ drugoe obobwenie, kotoroe ispol~- zuet vydelennyæ gomomorfizm f^{(n)} [28, §2]: { , }_F : K^∗ × F (M ) → W^n_F {α, β}_F = ψ_K (α)(β) −_F β, gde β ∈ Ω : f^{(n)}(β) = β. Nesloßno proverØetsØ Predloßenie 1.4. a) Normennoe svoæstvo:

(α, β)_F = 0 ⇐⇒ α – norma v K( ~β)/K; {α, β}_F = 0 ⇐⇒ α – norma v K(β)/K. b) Pust~ E – gomomorfizm G → F dvuh formal~nyh grupp Hondy, E_n – sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm A^nG → A^nF , t.e. E_n ∘ g^{(n)} = f^{(n)} ∘ E_n, gde g i f – vydelennye gomomorfizmy grupp G i F sootvetstvenno. Togda {α, E_n(β)}_F = E({α, β}_G). v) (α, β)_F = {α, [π^{(n)}_1 /π^n]_{F,Fn} (β)}_F .

4^∘. Funkcii Artina–Hasse na formal~nom module Hondy.

V rabote [6] rØd Artina–Hasse E(x) = exp ( x +^{xp}_p + . . . ) byl obobwen do funkcii na additivnom Z_p-module rØdov O_{T0} [[x]]_0 bez svobodnogo qlena:

E(φ) = exp ( 1 − ▲_0 p )_{−1} (φ), φ ∈ O_{T0} [[x]]_0 ,

a takße opredelena obratnaØ funkciØ l. Dalee ffti funkcii byli obobweny na formal~nye gruppy L¸bina–Tffæta [11] i formal~nye gruppy Hondy (sm. [17], a takße [28, §5]). Napomnim ih opredelenie.

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 95 Pust~ O_T [[x]]_0 – additivnaØ gruppa formal~nyh stepennyh rØdov s kofffficientami iz O_T bez svobodnogo qlena so strukturoæ O-modulØ. Pust~ H_F – O-modul~, sovpada¸wiæ kak mnoßestvo s

O_T [[x]]_0, operacii na kotorom zada¸tsØ formal~noæ gruppoæ F : φ +_F ψ = F (φ, ψ); a · φ = [a]_F (φ), a ∈ O. V klasse izomorfnyh F formal~nyh grupp Hondy soderßitsØ kanoniqeskaØ gruppa F_a tipa u = π − a_1▲ − . . . − a_h▲^h, a_i, . . . , a_{h−1} ∈ M^′, a_h ∈ O^{′∗} s logarifmom Artina–Hasse

λ_a = (u^{−1}π)(x) = x + α_1x^q + α_2x^{q2} + . . . , α_i ∈ k^′.

Opredelim obobwennu¸ funkci¸ Artina-Hasse E_F i obratnu¸ k neæ funkci¸ l_F

E_F (φ) = λ^{−1} ∘ (1 + α_1▲ + α_2▲^2 + . . . )(φ)

l_F (ψ) = ( 1 − a_1 π ▲ − . . . − a_h π ▲^h ) (λ ∘ ψ), gde φ, ψ ∈ O_T [[x]]_0.

Nam ponadobØtsØ takße analogiqnye funkcii Artina–Hasse dlØ formal~noæ gruppy F_n = A^nF s logarifmom λ_n (sm. (6)). Pust~ u_n = π − b_1▲ − . . . − b_h▲^h – kanoniqeskiæ tip F_n (sm. lemmu 1.3). Voz~mem kanoniqesku¸ formal~nu¸ gruppu F_b tipa u_n s logarifmom Artina–Hasse

λ_b = (u^{−1}_n π)(x) = x + β_1x^q + β_2x^{q2} + . . . , β_i ∈ k^′.

Gruppy F_n i F_b izomorfny, tak kak ime¸t odinakovyæ tip u_n. Opredelim, dalee, funkcii

E_{Fn} (φ) = λ^{−1}_n ∘ (u^{−1}_n π)(φ) = λ^{−1}_n ∘ (1 + β_1▲ + β_2▲^2 + . . . )(φ)

l_{Fn} (ψ) = (u_nπ^{−1})(λ_n ∘ ψ) = ( 1 − b_1 π ▲ − . . . − b_h π ▲^h ) (λ_n ∘ ψ).

96 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Predloßenie 1.5. Funkcii EF i lF osuwestvlØ¸t vzaimno

obratnye izomorfizmy meßdu O_T [[x]]_0 i H_F , a funkcii E_{Fn} i l_{Fn} – meßdu O_T [[x]]_0 i H_{Fn} . (Sm. [17], vvedenie, p. 4^∘, a takße [28], predloßenie 4.)

5^∘. Bazis Xafareviqa na formal~nom module Hondy.

Opredelim sperva primarnye fflementy. Napomnim, qto po opredeleni¸, fflement ω ∈ F (M ) nazyvaetsØ primarnym, esli rasxirenie K(~ω)/K, gde [π^n]_F (~ω) = ω, nerazvetvleno. Takie fflementy v mul~tiplikativnom sluqae byli postroeny v rabote [6]. Nam potrebu¸tsØ primarnye fflementy modulØ F_n(M ).

Modul~ W^n_F (sm. (7)) kak O-modul~ imeet h obrazu¸wih (sm. [29] ili [28], predloßenie 1). Zafiksiruem ffti obrazu¸wie

η_1, . . . , η_h i pust~ η – odna iz nih. Izvestno, qto ν(η) = e_n (sm.

[28], lemma 3). Pust~, dalee, z(x) ∈ O_T [[x]] – rØd, sootvetstvu¸- wiæ nekotoromu razloßeni¸ η v rØd po stepenØm ⊓, pervyæ nenulevoæ kofffficient kotorogo obratim. Takim obrazom, z(⊓) = η i pervyæ nenulevoæ kofffficient z vstreqaetsØ pri stepeni x^{en} .

Opredelim teper~ rØdy s_m = f^{(m)} ∘ z, 1 ⩽ m ⩽ n. Zafiksiruem fflement b ∈ O_T i oboznaqim

^b = b + b^△ + . . . + b^{△h}�^1 .

Predloßenie 1.6. �lement ω(b) = E_{Fn} (^bλ_n ∘ s_n) | |_{x=⊓} korrektno opredelen, prinadleßit F_n(M ) i ØvlØetsØ primarnym fflementom, pri fftom

{⊓, ω(b)}_F = [tr b]_F (z)

(sm. [29], predloßenie 2.3 i [28], predloßenie 5).

Postroim teper~ ostal~nye fflementy bazisa Xafareviqa. Pust~

g_0(x) = π_{n−1}x + x^{qh} g_{ρ,a}(x) = π_{n−1}x + π_{n−1}ax^{pρ} + x^{qh} , a ∈ O_T , 1 ⩽ ρ < fh (8)

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 97 – mnogoqleny �n~Øra (sm. [12], §8), q = p^f .

Pust~ u_{n−1} – tip formal~noæ gruppy F_{n−1} iz cepoqki (6). Togda po teoreme 1.2 naædutsØ edinstvennye formal~nye gruppy Hondy G_0 i G_{ρ,a} tipa u_{n−1}, u kotoryh g_0(x) i g_{ρ,a}(x) budut vydelennymi izogeniØmi sootvetstvenno. Oboznaqim

E^0_n : AG_0 → F_n E^{ρ,a}_n : AG_{ρ,a} → F_n (9) sootvetstvu¸wie izomorfizmy formal~nyh grupp. Teorema 1.7. Nabory fflementov {ω_i(b); b ∈ O_T , 1 ⩽ i ⩽ h}, {E^0_n(θ⊓^i); θ ∈ R, 1 ⩽ i < q^he_1, (i, p) = 1}, {E^{ρ,a}_n (θ⊓^i); θ ∈ R, a ∈ O^∗_T , 1 ⩽ ρ < fh, 1 ⩽ i < q^he_1, (i, p) = 1} sostavlØ¸t sistemu obrazu¸wih O-modulØ F_n(M). Pri fftom {⊓, E^0_n(θ⊓^i)}_F = {⊓, E^{ρ,a}_n (θ⊓^i)}_F = 0, {⊓, ω_i(b)}_F = [tr b]_F (z_i) (sm. [29], predloßenie 3.3, a takße [28], teorema 3).

6^∘. Vspomogatel~nye rezul~taty o logarifmah formal~nyh

grupp Hondy.

Pust~ G – formal~naØ gruppa Hondy s logarifmom λ_0(x) = ∑ i⩾1 c_ix^i kanoniqeskogo tipa u = π − a_1▲ − . . . − a_h▲^h i ~u = π − a_h▲^h − a_{h+1}▲^{h+1} − . . . – ffkvivalentnyæ tip (sm. (3) i (4)).

Lemma 1.8. a) DlØ logarifma λ0(x) vypolneny ocenki: ν0(ci) ⩾

−k, esli i = q^{hk}r, q^h - r, i ν_0(c_i) = −k, esli i = q^{hk}.

b) Pust~ λ_1 – logarifm formal~noæ gruppy A G tipa u_1 (sm. (5)). Togda u_1λ_1 = (~uλ_0)^{△h} .

Dokazatel~stvo. Otnositel~no a) sm., naprimer, [28], lemma 2.

b) Oboznaqiv B = 1 + a_{h+1}/a_h ▲ + a_{h+2}/a_h ▲^2 + . . . , poluqim

λ_1 = Bλ^{△h}_0 , ~u = π − a_hB▲^h = π − (π^{−1}(u + a_h▲^h))^{−1}a_h▲^h.

98 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Vyrazim u iz poslednego ravenstva a_hB = (π^{−1}(u+a_h▲^h))^{−1}a_h, otkuda u = πa_hB^{−1}a^{−1}_h − a_h▲^h. Poskol~ku u_1 = a^{−1}_h ua_h (sm. teoremu 1.1), to moßno zapisat~ u_1B = a^{−1}_h ua_hB = π − ▲^ha_hB = ~u^{△h} , znaqit, u_1λ_1 = u_1Bλ^{△h}_0 = ~u^{△h} λ^{△h}_0 . □

Dokaßem teper~ odno vaßnoe svoæstvo logarifmov formal~- nyh grupp G_0 i G_{ρ,a} (sm. (8)) tipa u_{n−1}. Pust~ λ_0 i μ – logarifmy G_0 i G_{ρ,a} sootvetstvenno, a λ_1 i μ_1 – logarifmy AG_0 i

AG_{ρ,a}. Pust~ λ_1 = x + c^′_2x^2 + . . . , c^′_i ∈ k^′,

π^{−1}u_nλ_1 = x + d^′_2x^2 + d^′_3x^3 + . . . , d^′_i ∈ O^′.

Predloßenie 1.9. DlØ l¸byh natural~nyh m = q^{hk}m0, q^h - m0,

vypolneny ocenki

ν_0(c^′_m) ⩾ −(k − σ(m_0)), ν_0(d^′_m) ⩾ k + σ(m_0), gde

σ(m_0) = { 0, esli p - m_0 1, esli p | m_0 . Dokazatel~stvo. 1. Zametim, qto λ1 = Bn−1λ^{△h}_0 (sm. teoremu 1.1) i u_nλ_1 = (~u_{n−1}λ_0)^{△h} po lemme 1.8.b). Pofftomu dostatoqno dokazat~ sledu¸wie ocenki:

ν_0(c_m) ⩾ −(k − σ(m_0)), ν_0(d_m) ⩾ k + σ(m_0), gde λ_0 = x + c_2x^2 + c_3x^3 + . . . , c_i ∈ k^′,

π^{−1} ~u_{n−1}λ_0 = x + d_2x^2 + d_3x^3 + . . . , d_i ∈ O^′

(my ispol~zuem, krome togo, obratimost~ operatora B_{n−1}).

2. Pust~ ~u_{n−1} = π−~b_h▲^h−~b_{h+1}▲^{h+1}−. . . , ~b_h ∈ O^{′∗}, i pust~ π_{n−1} =

π/~b_h. Po opredeleni¸, g_0 = [π_{n−1}]_{G0,AG0} , pofftomu π^{−1}_{n−1}λ_1(π_{n−1}x + x^{qh} ) = λ_0. Zapixem ffto ravenstvo kak ravenstvo kofffficientov

pri x^m:

π^{m−1}_{n−1} c^′_m + ∑ q^h i−j(q^h−1)=m m/q^h ⩽i<m c^′_i ( i j ) π^{j−1}_{n−1} = c_m (10)

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 99 Dalee,

πλ_0 − ~u_{n−1}λ_0 = ~b_hλ^{△h}_0 (x^{qh} ) + ~b_{h+1}λ^{△h+1}_0 (x^{qh+1} ) + . . . = ~b_hλ_1(x^{qh} ),

pofftomu

π^{−1} ~u_{n−1}λ_0 = λ_0 − π^{−1}_{n−1}λ_1(x^{qh} ) = π^{−1}_{n−1}(λ_1(π_{n−1}x + x^{qh} ) − λ_1(x^{qh} )),

qto daet dlØ kofffficientov:

d_m = ∑ q^h i−j(q^h−1)=m m/q^h <i⩽m c^′_i ( i j ) π^{j−1}_{n−1}. (11)

I, nakonec, raspixem ravenstvo λ_1 = B_{n−1}λ^{△h}_0 :

c^′_m = c^{△h}_m + ~b_{h+1} ~b_h c^{△h+1}_{m/q} + . . . . (12) 3. Teper~ dokaßem indukcieæ po m sledu¸wie ocenki:

ν_0(d_m) ⩾ k + σ(m_0),

ν_0(c_m) ⩾ −(k − σ(m_0)),

ν_0(c^′_m) ⩾ −(k − σ(m_0)).

DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto esli dlØ l¸bogo i < m ffti ocenki vypolneny, to

a) ν_0 ( c^′_i (_i j ) π^{j−1}_{n−1} ) ⩾ k + σ(m_0), dlØ vseh i takih, qto m/q^h < i < m, q^hi − j(q^h − 1) = m; b) ν_0 ( c^′_i (_i j ) π^{j−1}_{n−1} ) ⩾ −(k − σ(m_0)) dlØ i = cm/q^h, j = 0.

Deæstvitel~no, esli a) i b) dokazany, to iz (10) sleduet, qto ν_0(π^{m−1}_{n−1} c^′_m − c_m) ⩾ −(k − σ(m_0)); iz (12) sleduet, qto

ν_0(c^′_m − c^{△h}_m ) ⩾ −(k − σ(m_0)), qto v itoge daet trebuemye ocen-

ki na ν_0(c^′_m) i ν_0(c_m).

Qtoby iz a) i (11) poluqit~ trebuemu¸ ocenku na ν_0(d_m), nado dokazat~, qto ν_0 ( c^′_i (_i j ) π^{j−1}_{n−1} ) ⩾ k + σ(m_0) dlØ i = m, j = m, t.e.,

qto ν_0(c^′_m) ⩾ k + σ(m_0) − (m − 1). No uße dokazano, qto ν_0(c^′_m) ⩾

−(k − σ(m_0)) i pri fftom k ⩽ q^k − k − 1 ⩽ −k + (m − 1).

100 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

4. Pristupim k dokazatel~stvu a) i b). Dokazatel~stvo b) trivial~no: i = q^{h(k−1)}m_0, pofftomu po lemme 1.8a) ν_0(c^′_i) ⩾

−(k − 1 − σ(m_0)). DlØ dokazatel~stva a) rassmotrim otdel~no

sledu¸wie sluqai. Predpoloßim, qto i = q^{hk}0 m^′_0, q^h - m^′_0.

I) j < p. Poskol~ku j ≡ m mod q^h, zakl¸qaem, qto k = σ(m_0) =

0. S drugoæ storony, c^′_i (_i j ) = ic^′_i (_{i−1} j−1 ) j^{−1} – celoe, i poskol~ku j ⩾ 1, ocenka dokazana.

II) j ⩾ p. Rassmotrim drob~ (_i j ) =^{i(i−1)...(i−j+1)} j! . Pri fftom i >

q^{h(k−1)}m_0 > i − j, znaqit, qislo q^{h(k−1)}m_0 narØdu s qislom q^{hk} 0 m^′_0

prisutstvuet v qislitele fftoæ drobi. Pofftomu ego p-adiqeskoe normirovanie est~, po kraæneæ mere, h(k−1)+σ(m_0)+hk^′+σ(m^′_0) ⩾

k −1+σ(m_0)+k^′. U znamenatelØ drobi p-adiqeskoe normirovanie

ravno [j/p] + [j/p^2] + . . . ⩽^{j−1}_{p−1} . Znaqit, verna ocenka

ν_0 ((_i j )) ⩾ k − 1 + σ(m_0) + k^′ − j − 1 p − 1 . Krome togo, ν_0(c^′_i) ⩾ −k^′. SummiruØ vse ocenki normirovaniæ, poluqaem, qto nado dokazat~ neravenstvo j ( 1 −^1_{1−p} ) ⩾ 2 −^1_{1−p} .

Pri j ⩾ p ⩾ 3 ono, oqevidno, vypolnØetsØ.

Zameqanie 4. Analogiqnye ocenki mogut byt~ poluqeny i dlØ kofffficientov μ_1.

§2. RØdy Lorana

1^∘. DlØ racional~nyh qisel τ i μ, 0 < τ < μ, opredelim L_{τ,μ} = { ∑ i∈Z^{dixi, di ∈ T : ν(di) ⩾ −τ i pri i ⩾ 0,} ν(d_i) ⩾ −μi pri i < 0, }

[25]. Neposredstvenno proverØetsØ, qto L_{τ,μ} ØvlØetsØ algebroæ formal~nyh rØdov Lorana i qto L_{τ1,μ} ⊂ L_{τ2,μ} dlØ τ_1 < τ_2 < μ. Qerez L_μ oboznaqim p-adiqeskoe zamykanie algebry ⋃ τ<μ L_{τ,μ}.

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 101 Preßde qem izuqat~ stroenie algebry L_μ, sdelaem neskol~- ko oqevidnyh nabl¸deniæ. Esli Λ ∈ L_μ, to x^{dΛ}_{dx} ∈ L_μ. Esli Λ = ∑ d_ix^i ∈ L_μ, to ▲Λ = ∑ d^△_i x^{qi} ne obØzan prinadleßat~ L_μ,

odnako ffto vsegda tak, esli Λ ØvlØetsØ rØdom Lorana iz L^+_μ – podalgebry L_μ, sostoØweæ iz rØdov s nulevymi kofffficientami pri otricatel~nyh stepenØh.

Lemma 2.1. Pust~ Λ ∈ Lμ, φ =^∑_{i⩾N} lix^i ∈ O [[x]]_0 i lN -obratim.

Togda Λ ∘ φ ∈ L_{μ/N} .

Dokazatel~stvo. Pust~ Λ =^∑_{j∈}ZDj x^j ∈ Lτ,μ. ˚sno, qto

Λ ∘ φ = ∑ j⩾0 D_j x^{jN} (l_N + l_{N+1}x + . . . )^j+

+ ∑ j>0 D_{−j} l^{−j}_N x^{−Nj} 1 + ∑ i_1,... ,i_d⩾1 d⩾1 (−1)^dl^{−d}_N l_{N+i1} . . . l_{N+id} x^{i1+...+id} j .

Oboznaqiv Λ ∘ φ = ∑ i∈Zdix^i, imeem sledu¸wie ocenki dlØ nor-

mirovaniæ kofffficientov:

DlØ i ⩾ 0

ν(d_i) ⩾ min −∞<j⩽i/N ν(D_j) ⩾ min_{0<j⩽i/N} −τ j = −τ i/N, ν(d_{−i}) ⩾ min −j⩽−i/N ν(D_{−j}) ⩾ min_{j⩾i/N} μj = μi/N. Takim obrazom, Λ ∘ φ ∈ L_{τ/N,μ/N} . □

2^∘. Opredelim rØdy V , U ∈ O_T [[x]]:

V = f^{(n)} / f^{(n−1)}; U = s_n/s_{n−1} = V ∘ z. (13)

Krome togo, suwestvennu¸ rol~ v dal~neæxem budut igrat~ stepennye rØdy

W^{(m)} = λ_m ∘ s_m = π^{(m)}_1 λ ∘ z,

i v osobennosti rØd

W := W^{(n)} (14)

(otnositel~no f^{(m)} , λ_m, s_m, z sm. vvedenie p. 2^∘ i p. 5^∘). Esli

z_1 . . . , z_h – razloßeniØ v rØdy obrazu¸wih η_1, . . . , η_h modulØ

102 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

W^n_F = Ker [π^n]_F (sm. (7)), to pod W_i budem ponimat~ rØd W , po-

stroennyæ s pomow~¸ z_i, t.e.

W_i = π^{(n)}_1 λ ∘ z_i.

Lemma 2.2. 1) W^{(m)} ≡ Bm−1▲^hW^{(m−1)} mod π^m;

2) (u_nπ^{−1})W_i ≡ 0 mod π^n, 1 ⩽ i ⩽ h.

Dokazatel~stvo. 1) Napomnim, qto kanoniqeskomu tipu um−1 formal~noæ gruppy F_m iz (7) sootvetstvuet ffkvivalentnyæ emu tip ~u_{m−1} = π − π/π_mB_m▲^h (sm. (4)). Pofftomu

π^{(m)}_1 − B_{m−1}▲^hπ^{(m−1)}_1 = (π_m − B_{m−1}▲^h)π^{(m−1)}_1 = = π_m/π · ~u_{m−1}π^{(m−1)}_1 = π_m/π · π^{(m−1)}_1 ~u. Ostalos~ zametit~, qto

W^{(m)} − B_{m−1}▲^hW^{(m−1)} = (π^{(m)}_1 − B_{m−1}▲^hπ^{(m−1)}_1 )λ ∘ z i ~u(λ ∘ z) ≡ (~uλ) ∘ z ≡ 0 mod π. 2) Poskol~ku u_n ffkvivalenten tipu ~u_n = π − π/π_{n+1}B_n▲^h, to dostatoqno dokazat~, qto (π_{n+1} − B_n▲^h)W^{(n)} ≡ 0 mod π^{n+1}. No

π_{n+1}W^{(n)} = π_{n+1}π^{(n)}_1 λ ∘ z = π^{(n+1)}_1 λ ∘ z = W^{(n+1)}, i utverßdenie

sleduet iz predyduwego punkta. □

Lemma 2.3. Pust~ π^{(n)}_1 λ^/V =^∑_{i⩾1} Dix^i v kol~ce k^′ [[x]]. Togda

ν(D_i) ⩾ (n − k)e dlØ l¸bogo i, takogo qto q^{h(k−1)} < i < q^{hk} i ν(D_qhk ) = (n − k − 1)e. Dokazatel~stvo. Imeem_∑ i⩾1 π^{(n)}_1 c_ix^i = ∑ j⩾0 V_jx^j ∑ i⩾1 D_ix^i, gde V = ∑ j⩾0 V_j x^j, i λ(x) = ∑ i⩾1 c_ix^i. PrinimaØ vo vnimanie tot

fakt, qto V_0 = π_n i V ≡ x^{qh(n}�^{1) (qh −1)} mod π, dokaßem trebuemu¸

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 103 ocenku indukcieæ po i. Baza indukcii oqevidna: D_1 = π^{(n−1)}_1 . Pust~ ocenka vypolnØetsØ dlØ vseh i < N , priqem N < q^{hk}. Togda

D_N = π^{(n−1)}_1 c_N − D_{N−1}

V_1 π_n − . . . − D_1 V_{N−1} π_n . Po lemme 1.8 a), imeem: ν(π^{n−1)}_1 c_N ) ⩾ (n−1)e−(k−1)e = (n−k)e.

Krome togo, esli N > q^{h(n−1)}(q^h − 1), to k ⩾ n, i N − q^{h(n−1)}(q^h − 1) < q^{hk} − q^{h(n−1)}(q^h − 1) ⩽ q^{h(k−1)}, otkuda ν ( 1 π_n D_{N−q}h(n�1)_{(q}h_{−1)} ) ⩾ (n − k + 1)e − e = (n − k)e. Esli ße N = q^{hk}, to ν(π^{(n−1)}_1 c_N ) = (n − k − 1)e, a normirovaniØ ostal~nyh slagaemyh, takße kak i ran~xe, ne prevoshodØt (n − k)e. □ Lemma 2.4. Pust~ dlØ kofffficientov rØda ξ =^∑_{i⩾1} Dix^i vy-

polnØ¸tsØ ocenki ν(D_i) ⩾ (n + 1 − k)e dlØ l¸bogo i < q^{hk}, i ν(D_qhk ) = (n − k)e. Togda 1/ξ ∈ L_μ pri e_n/q^{2h} < μ ⩽ e_n(q^h − 1)/q^{2h}.

Dokazatel~stvo. Imeem πξ = ∑ i⩾1 πD_ix^i = δx^{qh(n+1)} 1 + ∑ i≠q^{h(n+1)} πδ^{−1}D_ix^{i−qh(n+1)} , gde δ = πD_qh(n+1) – obratimyæ fflement. Togda 1/ξ = π/πξ = ∑ i_1,... ,i_d≠q^{h(n+1)} i_1,... .i_d⩾1 π^{d+1}δ^{−(d+1)}D_{i1} . . . D_{id} x^{i1+...+id−(d+1)qh(n+1)}

gde d ⩾ 1. Nußno vyØsnit~, dlØ kakih μ vypolnØetsØ neravenstvo

e(d + 1) + ν(D_{i1} . . . D_{id} ) ⩾ −μ(i_1 + . . . + i_d − (d + 1)q^{h(n+1)}).

Vybrav k_s, 1 ⩽ s ⩽ d tak, qto q^{hks} ⩽ i_s < q^{h(ks+1)}, prihodim k bolee sil~nomu neravenstvu e(d + 1 + nd − k_1 − . . . − k_d) ⩾ −μ(q^{hk1} + . . . + q^{hkd} − (d + 1)q^{h(n+1)}).

104 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO Poloßim l_s := k_s − n − 1, 1 ⩽ s ⩽ d. Togda neravenstvo preobrazuetsØ v sledu¸wee:

l_1 + . . . + l_d − 1 ⩽ μ e q^{h(n+1)}(q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1)).

PonØtno, qto odno iz neobhodimyh usloviæ vypolneniØ fftogo neravenstva zakl¸qaetsØ v tom, qto^μ_e q^{h(n+1)} ⩽ 1. Pokaßem, qto esli q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1) ⩽ 0, to ono budet takße i dostatoqnym usloviem: μ e q^{h(n+1)}(q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1)) ⩾ q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1) =

= (q^{hl1} − 1) + . . . + (q^{hld} − 1) − 1 ⩾ l_1 + . . . + l_d − 1.

Rassmotrim teper~ sluqaæ q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1) > 0. Zdes~ neobhodimym i dostatoqnym usloviem vypolneniØ issleduemogo neravenstva budet sledu¸waØ ocenka:^μ_e q^{h(n+1)} >^1_{qh−1} . Deæstvitel~no, μ e q^{h(n+1)}(q^{hl1} + . . . + q^{hld} − (d + 1)) > > 1 q^h − 1 (q^{hl1} +. . .+q^{hld} −(d+1)) = q^{hl1} − 1 q^h − 1 +. . .+ q^{hld} − 1 q^h − 1 − 1 q^h − 1 ⩾ ⩾ l_1 + . . . + l_d − 1. □

Sledstvie. Esli rØd ξ udovletvorØet usloviØm lemmy 2.4, to

1/ξ ∈ L_μ, pofftomu po lemme 2.1 (1/▲^mξ) = ▲^m(1/ξ) ∈ L_{μ/q}m .

Lemma 2.5. Pust~ ρ ∈ OT [[x]] takoæ rØd, qto ρ(⊓) = 0. Togda

suwestvuet rØd g ∈ O_T [[x]] takoæ, qto ρ = U · g, gde U opredelen v (13) (sm. [6], lemma 6).

Dokazatel~stvo. Vse kofffficienty rØda U do stepeni e delØtsØ na π, kofffficient pri x^e obratim, a svobodnyæ qlen rØda U ne delitsØ na π^2. Pofftomu, soglasno podgotovitel~noæ lemme Veæerxtrassa suwestvuet rØd ε ∈ O_T [[x]] s obratimym svobodnym qlenom takoæ, qto U_∗ = U ε – mnogoqlen �æzenxteæna nad O_T stepeni e. Ne naruxaØ obwnosti moßno sqitat~, qto naibol~- xiæ obwiæ delitel~ vseh kofffficientov rØda ρ raven 1. Togda iz podgotovitel~noæ lemmy Veæerxtrassa vytekaet suwestvovanie ε_1 ∈ O_T [[x]] s obratimym svobodnym qlenom, dlØ kotorogo

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 105 ρ_∗ = ρε_1 – mnogoqlen nad O_T s kornem ⊓. Znaqit, ρ_∗ = U_∗ψ dlØ

nekotorogo mnogoqlena ψ ∈ O_T [x]. Teper~ moßno vzØt~ g = ψε/ε_1. □ 3^∘. Predloßenie 2.6.

1. U / πW , 1/W ∈ L_μ, esli^1_{q2h} < μ ⩽^{qh −1}_{q2h} .

2. Pust~ ρ ∈ O_T [[x]] takoæ rØd, qto ρ(⊓) = 0. Togda λ_n ∘ ρ/W ∈ L_μ, esli^1_{q2h −1} < μ ⩽^{qh−1}_{q2h} .

Dokazatel~stvo. 1) Soglasno lemme 2.3, rØd π^{n+1}λ/V udovletvorØet uslovi¸ lemmy 2.4, pofftomu obratnyæ k nemu rØd

V /π^{n+1}λ prinadleßit L_μ, esli e_n/q^{2h} < μ ⩽^{qh−1}_{q2h} e_n. Dalee, po

opredeleni¸ U i W (sm. (13), (14)) imeem U πW = V ∘ η π · π^{(n)}λ ∘ η = π^n π^{(n)} ( V π^{n+1}λ ) (η). Qtoby poluqit~ U/πW ∈ L_μ ostalos~ primenit~ lemmu 2.1.

RØd 1/W prinadleßit L_μ, tak kak W = π^{(n)}_1 λ ∘ η i kofffficienty rØda π^{(n)}_1 λ, soglasno lemme 1.8 a) udovletvorØ¸t lemme 2.4. Dalee primenØem lemmu 2.1.

2) Po lemme 2.5 takoæ rØd ρ moßno predstavit~ v vide ρ = U g dlØ nekotorogo g ∈ O_T [[x]]. Togda s uqetom punkta 1) i ocenki normirovaniØ kofffficientov logarifma dostatoqno proverit~, qto_1 π^{k−1} U^{qhk} �1 ∈ L_μ dlØ k ⩾ 2, μ > 1 q^{2h} − 1 . Poskol~ku pervyæ obratimyæ kofffficient vstreqaetsØ v rØde U pri x^e, proverim, qto π^{s−k+1}x^{e(qhk−1−s)} ∈ L_μ, dlØ s ⩾ 0, to est~, qto e(s − k + 1) > −μe(q^{hk} − 1 − s), esli μ >^1_{q2h −1} . �to oqevidnym obrazom svoditsØ k proverke neravenstva (q^{hk} − s −

1) ⩾ (q^{2h} − 1)(k − s − 1), kotoraØ ne predstavlØet truda. □

Sledstvie 1. Pust~ φi = Wi/W1, 1 ⩽ i ⩽ h. Togda φi ∈ Lμ, esli 1 q^{2h} −1 < μ ⩽ q^h−1 q^{2h} .

Lemma 2.1 daet

106 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Sledstvie 2. a) Pust~ m ⩾ 1, togda 1/▲^mW ∈ Lμ_m , gde 1/q^{2h+m} < μ_m ⩽ q^h − 1/q^{2h+m}, b) ▲^mφ_i ∈ L_{μm} , gde 1.q^m(q^{2h} − 1) < μ_m ⩽ q^h − 1.q^m · q^{2h}.

4^∘. Pust~ η_1, . . . , η_h – O-obrazu¸wie modulØ W^n_F . V rabote [17],

lemma 1.2 (sm. takße [28], lemma 4) bylo dokazano sledu¸wee utverßdenie Lemma 2.7. Suwestvu¸t fflementy θij ∈ Rh, 1 ⩽ i, j ⩽ h, takie, qto η_i ≡ θ_{ij}η_j mod ⊓^{2en} dlØ l¸byh i, j.

Pri fftom dlØ kaßdogo j fflementy θ_{1j}, . . . , θ_{hj} obrazu¸t bazis OmodulØ O_h. Krome togo, k_h ⊂ T .

Lemma 2.8. Suwestvu¸t takie ~φi ∈ L^+_μ , qto

φ_i − ~φ_i ∈ π^nL_μ dlØ 1 q^{2h} − 1 < μ ⩽ q^h − 1 q^{2h} . Krome togo, rØd z_i (sm. §1, p. 5^∘) moßno vybrat~ tak, qto ~φ_i ≡ θ_{i1} mod deg 1, gde θ_{i1} ∈ R_h vzØty iz lemmy 2.7.

Dokazatel~stvo.

φ_i = W_i W_1 = B_n▲^hW_i B_n▲^hW_1 ( 1 + B_n▲^hW_1 − π_{n+1}W_1 π_{n+1}W_1 ) + π_{n+1}W_i − B_n▲^hW_i π_{n+1}W_1 . Po opredeleni¸ W^{(m)}_1 imeem

π_{n+1}W_1 = π_{n+1}π^{(n)}λ ∘ η_1 = π^{(n+1)}λ ∘ η_1 = W^{(n+1)}_1 .

UqityvaØ teper~ sravnenie lemmy 2.2, 1) i opredelenie π_{n+1}, poluqaem

B_n▲^hW_1 − π_{n+1}W_1 π_{n+1} = B_n▲^hW_1 − W^{(n+1)}_1 π_{n+1} ≡ 0 mod π^n.

Po predloßeni¸ 2.6, 1) rØd 1/W_1 ∈ L_μ, znaqit,

B_n▲^hW_1 − π_{n+1}W_1

π_{n+1}W_1 , π_{n+1}W_i − B_n▲^hW_i π_{n+1}W_1 ∈ π^nL_μ. Dalee, po sledstvi¸ 1 predloßeniØ 2.6, φ_i ∈ L_μ. Krome togo, B_n▲^hW_i B_n▲^hW_1 = ( φ_i − π_{n+1}W_i − B_n▲^hW_i π_{n+1}W_1 ) ( 1 + B_n▲^hW_1 − π_{n+1}W_1 π_{n+1}W_1 )_{−1} ,

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 107 otkuda sleduet, qto φ_i − B_n▲^hW_i B_n▲^hW_1 ∈ π^nL_μ. Analogiqnym obrazom zakl¸qaem, qto B_n▲^hW_i B_n▲^hW_1 − B_{n+1}▲^h(B_n▲^hW_i) B_{n+1}▲^h(B_n▲^hW_1) ∈ π^nL_μ. V rezul~tate takoæ procedury moßno poluqit~, qto φ_i − B_{2n+1}B^{△h}_{2n} . . . B^{△hn}_n ▲^{h(n+1)}W_i B_{2n+1}B^{△h}_{2n} . . . B^{△hn}_n ▲^{h(n+1)}W_1 = φ_i − D▲^{h(n+1)}W_i D▲^{h(n+1)}W_1 ∈ π^nL_μ. Teper~ zametim, qto D▲^{h(n+1)}W_i D▲^{h(n+1)}W_1 = D^′▲^{h(n+1)}(λ ∘ z_i) D^′▲^{h(n+1)}(λ ∘ z_1) =

= ▲^{h(n+1)}z_i ▲^{h(n+1)}z_1 · 1 + ∑ (l,j)≠(0,0) γl,j ▲ h(n+1)+lzj i / ▲^{h(n+1)}z_i 1 + ∑ (l,j)≠(0,0) γl,j ▲ h(n+1)+lzj 1 / ▲^{h(n+1)}z_1 , gde ν(γ_{l,j} ) ⩾ −ke, j = q^{hk}r, q^h - r. Nesloßno proverit~ neravenstvo μ(je_nq^{h(n+1)+l} − e_nq^{h(n+1)}) ⩾ ke, iz kotorogo sleduet, sm. opredelenie L^+_μ (§2, p. 1^∘), qto γ_{l,j} ▲^{h(n+1)+l}z^j / ▲^{h(n+1)}z ∈ L^+_μ .

Takim obrazom, drob~ 1 + ∑ (l,j)≠(0,0) γl,j ▲ h(n+1)+lzj i / ▲^{h(n+1)}z_i 1 + ∑ (l,j)≠(0,0) γl,j ▲ h(n+1)+l zj 1 / ▲^{h(n+1)}z_1 , prinadleßit L^+_μ i imeet svobodnyæ qlen, ravnyæ 1.

Edinstvennoe, qto ostalos~ proverit~, ffto vozmoßnost~ vybora z_i, pri kotorom ▲^{h(n+1)}z_i ▲^{h(n+1)}z_1

≡ θ_{i1} mod deg 1.

108 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO Opredelim z_i = (θ_{i1} + g)z_1, gde g ∈ O_T [[x]] – razloßenie η_i/η_1 − θ_{i1} v stepennoæ rØd po ⊓. Po lemme 2.7 imeem η_i/η_1 − θ_{i1} ≡ 0 mod ⊓^{en} , pofftomu g moßno vybrat~ bez svobodnogo qlena. Togda ▲^{h(n+1)}z_i ▲^{h(n+1)}z_1 ≡ θ^{△h(n+1)} i1 = θ_{i1} mod deg 1. □

Lemma 2.9. Suwestvu¸t takie v1, . . . , vh ∈ Oh, qto dlØ vseh 1 ⩽

i, j ⩽ h vypolneno ravenstvo

tr_h(v_iθ_{ji}) = δ_{ij} ,

gde δ_{ij} – simvol Kronekera, a tr_h := tr_{kh/k}. Pri fftom 1) matrica A_k = (a_{ij} )_{1⩽i,j⩽h}, gde a_{ij} = θ^{△i} �1_{jk} , obratima i obratnaØ k neæ matrica est~ B_k = (b_{ij} )_{1⩽i,j⩽h}, b_{ij} = (θ_{ki}v_i)^{△j} �1 ; 2) dlØ l¸bogo b ∈ O_T , tr (v_iθ_{ji}^b) = δ_{ij} · tr b, gde ^b = b + b^△ + . . . + b^{△h} �1 . Dokazatel~stvo. �lement vi est~ ne qto inoe, kak i-yæ fflement bazisa, dvoæstvennogo k θ_{1i}, θ_{2i}, . . . , θ_{hi} otnositel~no sparivaniØ

(x, y) → tr_h(xy) (po lemme 2.7, θ_{1i}, θ_{2i}, . . . , θ_{hi} obrazu¸t bazis O_h).

Dalee, poskol~ku po postroeni¸ θ_{ji} dlØ l¸byh 1 ⩽ i, j, k ⩽ h vypolnØetsØ θ_{ji}θ_{ik} = θ_{jk}, to h−1∑ m=0 ( θ^{△m}_{ik} v^{△m}_k ) θ^{△m}_{ji} = h−1∑ m=0 (θ_{jk}v_k)△^m = tr_h(θ_{jk}v_k) = δ_{kj}.

Krome togo, tr (v_iθ_{ji}^b) = tr_h ∘ tr_{T /kh} (v_iθ_{ji}^b) = tr_h(v_iθ_{ji}tr_{T /kh}^b) =

tr_h(v_iθ_{ji}tr b) = tr b · tr_h(v_iθ_{ji}) = δ_{ij}tr b. □

§3. Sparivanie dlØ rØdov

1^∘. Pust~ T_0 – podpole inercii rasxireniØ K/Q_p, O_0 – ego

kol~co celyh, △_0 – avtomorfizm Frobeniusa v T_0/Q_p. ˚sno, qto

T_0 ⊂ T i △ | |_{T0} =△^f_0 , gde q = p^f .

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 109 Opredelim mul~tiplikativnu¸ gruppu rØdov

H_m = { x^kθε(x) : k ∈ Z, θ ∈ R, ε ∈ O_0 [[x]] , ε(0) = 1 } . Napomnim, qto H_{Fn} oboznaqaet O-modul~ formal~nyh stepennyh rØdov s kofffficientami iz O_T bez svobodnogo qlena, operacii na kotorom zada¸tsØ s pomow~¸ F_n.

Postroim sparivanie dlØ rØdov

[ , ]_F : H_m × H_{Fn} → O_T

po formule

[α(x), β(x)]_F = res_x Φ_n(x)Γ(x), gde Φ_n(x) = l_{Fn} (β)α^{−1} dα dx − 1 π h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε · d dx ▲^i(λ_n ∘ β), a Γ(x) ∈ L_μ – nekotoryæ fiksirovannyæ rØd Lorana, dlØ kotorogo vypolneno uslovie (∗):

Suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ rØdov Lorana Γ^{(0)},

Γ^{(1)},. . . ,Γ^{(n)} = Γ, qto dlØ vseh 0 ⩽ s ⩽ n

a) Γ^{(s)} ∈ L_{μq}h(n�s) b) x^d_{dx} Γ^{(s)} ∈ π^sL_{μq}h(n�s) (∗) v) ▲^hΓ^{(s−1)} − Γ^{(s)} ∈ π^sL_{μq}h(n�s) .

2^∘.Otmetim sledu¸wu¸ formulu, kotoraØ budet neodnokratno

ispol~zovat~sØ v dal~neæxem: dlØ l¸bogo rØda Lorana g i l¸- bogo i ∈ N vypolneno d dx ▲^ig = q^ix^{−1}▲^i ( x dg dx ) . Lemma 3.1. RØd Φn ∈ OT [[x]], t.e. sparivanie [ , ]F korrektno

opredeleno.

Dokazatel~stvo. Pervoe slagaemoe imeet celye kofffficienty, poskol~ku α^{−1 dα}_{dx} = kx^{−1} +^d_{dx} log ε, esli α(x) = x^kθε(x). Rassmotrim i-oe slagaemoe summy: b_i π ( 1 − ▲^i q^i ) log ε · d dx ▲^i(λ_n ∘ β) =

110 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO = b_i π ( 1 + ▲ q + . . . + ▲^{i−1} q^{i−1} ) l_m(ε) · q^ix^{−1}▲^i ( x d dx (λ_n ∘ β) ) , gde l_m(ε) = ( 1 − ▲_q ) log ε. Poskol~ku proizvodnaØ logarifma for-

mal~noæ gruppy imeet celye kofffficienty, to ostaetsØ proverit~, qto^q_π l_m(ε) takße imeet celye kofffficienty. Pust~ ▲_0 est~ analog operatora ▲ dlØ △_0 (sm. §1, p. 3^∘). Togda q p l_m(ε) = p^{f−1} ( 1 − ▲^f_0 p^f ) log ε =

= p^{f−1} ( 1 + ▲_0 p + . . . + ▲^{f−1}_0 p^{f−1} ) ( 1 − ▲_0 p ) log ε. ˚sno, qto ( 1 − ▲^0_p ) log ε – analog l_F dlØ mul~tiplikativnoæ for-

mal~noæ gruppy, pofftomu imeet celye kofffficienty (sm. [6], lemma 2). □ Lemma 3.2. Pust~ g(x) = x^kθε(x), gde k ⩾ 1, θ ∈ R, ε ∈ O0 [[x]],

ε(0) = 1. Togda dlØ l¸byh natural~nyh m, i vypolnØ¸tsØ sravneniØ: 1) g^{mqi} − ▲^ig^m ≡ mq^i▲^ig^m · ( 1 − ▲^i_{qi} ) log ε mod (mp)^2;

2) Pust~ φ, ψ – takie stepennye rØdy, qto^{qh}_p φ i ψ ime¸t celye kofffficienty, a rØd ψ imeet nulevoæ svobodnyæ qlen i obratimyæ pervyæ kofffficient. Togda

res_x dφ dx Γ^{(s)} ∘ ψ ≡ 0 mod π^s,

v qastnosti,

res_x dφ dx Γ ∘ ψ ≡ 0 mod π^n.

3) Esli m = q^{hr} m_0, q^h - m_0, 0 ⩽ r < n, to

res_x ( d dx g^m m ) Γ ≡ 0 mod π^{n−r}.

Dokazatel~stvo. 1) Imeem: mq^i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε = log ε^{mqi} ▲^iε^m = log q^{mqi} ▲^ig^m .

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 111 Sledovatel~no, g^{mqi} − ▲^ig^m = ▲^ig^m ( exp ( mq^i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε ) − 1 ) =

= ▲^ig^m · mq^i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε + ▲^ig^m ∑ j⩾2 (mp)^j j! ( q^i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε )_j . Pri j ⩾ 2 qislo^{(mp)j}_{j!} delitsØ na (mp)^2, a rØd^{qi}_p ( 1 − ▲^i_{qi} ) log ε

imeet celye kofffficienty (sm. dokazatel~stvo lemmy 3.1) 2) res_x dφ dx Γ^{(s)} ∘ ψ ≡ res_x dφ dx ( ▲^hΓ^{(s−1)} ) ∘ ψ = = −res_xφ · d dx (▲^hΓ^{(s−1)}) ∘ ψ =

= −res_x ( q^h p φ ) ψ^{−1} dψ dx · p ▲^h ( x d dx Γ^{(s−1)} ) ∘ ψ ≡ 0 mod π^s

po svoæstvam Γ^{(s)} (sm. p. 1^∘, (∗)).

3) Dokaßem indukcieæ po r, qto dlØ l¸bogo rØda g i l¸byh

s, r takih, qto r ⩽ s ⩽ n, imeet mesto sravnenie

res_x ( d dx g^m m ) Γ^{(s)} ≡ 0 mod π^{s−r}.

Nußnoe nam utverßdenie poluqaetsØ v sluqae s = n.

Esli r = 0, t.e. q^h - m, to soglasno p. 2) imeem:

res_x ( d dx g^m m ) Γ^{(s)} ≡ 0 mod π^s,

tak kak q^h/m delitsØ na p. Esli r ⩾ 1, to po punktu 1) rØd q^h p g^m − ▲^hg^{m/qh} m imeet celye kofffficienty. Znaqit, iz punkta 2) sleduet, qto

res_x ( d dx g^m − ▲^hg^{m/qh} m ) Γ^{(s)} ≡ 0 mod π^s.

112 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO Ots¸da

res_x ( d dx g^m m ) Γ^{(s)} ≡ res_x ( d dx ▲^hg^{m/qh} m ) Γ^{(s)} ≡

≡ res_x ( d dx ▲^hg^{m/qh} m ) ▲^hΓ^{(s−1)} =

= res_xx^{−1}▲^h [ x ( d dx g^{m/qh} m/q^h ) Γ^{(s−1)} ] =

=△^h res_x ( d dx g^{m/qh} m/q^h ) Γ^{(s−1)} mod π^s.

Po indukcionnomu predpoloßeni¸,

res_x ( d dx g^{m/qh} m/q^h ) Γ^{(s−1)} ≡ 0 mod π^{(s−1)−(r−1)}

i, sledovatel~no,

res_x ( d dx g^m m ) Γ^{(s)} ≡ 0 mod π^{s−r}. □

Lemma 3.3. 1) Esli rØdy Lorana Γ i Γ^′ udovletvorØ¸t uslovi¸

(∗) iz p. 1^∘, to Γ + Γ^′ i ΓΓ^′ takße udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸.

2) Esli rØd Lorana Γ udovletvorØet uslovi¸ (∗) i 1/Γ ∈ L_μ, to 1/Γ udovletvorØet uslovi¸ (∗).

3) W udovletvorØet uslovi¸ (∗).

Dokazatel~stvo. Pereædem srazu k dokazatel~stvu punkta 2), tak kak punkt 1) dokazyvaetsØ soverxenno analogiqno. Itak, pust~ Γ^{(0)}, Γ^{(1)}, . . . , Γ^{(n)} = Γ – posledovatel~nost~ rØdov Lorana dlØ Γ iz usloviØ (∗). Pokaßem, qto 1/Γ^{(0)}, 1/Γ^{(1)},..., 1/Γ^{(n)} = 1/Γ ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ dlØ 1/Γ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (∗). Poskol~ku

▲^hΓ^{(s−1)} = Γ^{(s)} + π^sΛ

dlØ nekotorogo rØda Λ ∈ L_{μq}h(n�s) , to 1 ▲^hΓ^{(s−1)} = 1 Γ^{(s)} + π^sΛ = 1 Γ^{(s)} ( 1 − π^s Λ Γ^{(s)}

+ π^{2s} ( Λ Γ^{(s)}

)_2 − . . . ) .

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 113 Zametim, qto esli rØd ▲^mφ ∈ L_μ, to φ ∈ L_{μq}m . Ots¸da s pomow~¸ obratnoæ indukcii (napomnim, qto 1/Γ^{(n)} = 1/Γ ∈ L_μ po uslovi¸) poluqaem, qto 1/Γ^{(s)} ∈ L_{μq}h(n�s) i ▲^h 1 Γ^{(s−1)} − 1 Γ^{(s)} ∈ π^sL_{μq}h(n�s) . Nakonec, x d dx 1 Γ^{(s)} = −x ( d dx Γ^{(s)} ) ( 1 Γ^{(s)}

)_2 ∈ π^sL_{μq}h(n�s) . 3) Po lemme 2.2, 1)

W^{(s)} ≡ B_{s−1}▲^hW^{(s−1)} mod π^s,

pofftomu posledovatel~nost~

Γ^{(s)} = B△ �(n�s)h n−1 B^△ �(n�s�1)h n−2 . . . B^△ �h_s W^{(s)}, 0 ⩽ s ⩽ n udovletvorØet uslovi¸ (∗) dlØ Γ^{(n)} = W . Deæstvitel~no, iz opredeleniØ rØda W^{(s)} (sm. (14)) i operatorov B_m (sm. teoremu 1.1) poluqaem

Γ^{(s)} = π^s ∑ i⩾0 d_i▲^i(λ ∘ η) pri nekotoryh d_i ∈ O^′. Pofftomu x dΓ^{(s)} dx = π^s ∑ i⩾0 d_iq^i▲^i ( x d dx (λ ∘ η) ) ≡ 0 mod π^s,

tak kak proizvodnaØ logarifma imeet celye kofffficienty. □

3^∘. Otmetim, qto postroennoe sparivanie [ , ]_F ØvlØetsØ bili-

neænym, t.e.

[α_1α_2, β]_F = [α_1, β]_F + [α_2, β]_F ,

[α, β_1 +_{Fn} β_2]_F = [α, β_1]_F + [α, β_2]_F , [α, [a]_{Fn}(β)]_F = a[α, β]_F , a ∈ O.

114 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Predloßenie 3.4. Sparivanie [ , ]F invariantno po mod π^n ot-

nositel~no zameny x = g(y) = yθε(y), gde θ ∈ R, ε ∈ O_0 [[y]], ε(0) = 1, po kraæneæ mere, na pare (x, β(x)) (sm. takße [17], predloßenie 3.4).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto dostatoqno proverit~ invariantnost~ tol~ko dlØ β(x) = E_{Fn} (αx^m), gde α ∈ O_T , m ⩾ 1, poskol~ku v obwem sluqae β(x) moßno predstavit~ v vide β(x) = E_{Fn} (l_{Fn} (β)) (sm. predloßenie 1.5) i vospol~zovat~sØ zatem lineænost~¸ E_{Fn} i [ , ]_F .

Preßde qem neposredstvenno pristupit~ k dokazatel~stvu, sdelaem sledu¸wee zameqanie. Operatory ▲ i E_{Fn} po opredeleni¸ zavisØt ot vybora peremennoæ. V naxih rassußdeniØh my budem ispol~zovat~ dve raznye peremennye, pofftomu vo izbeßanie nedorazumeniæ budem ukazyvat~ peremennu¸ sootvetstvu¸wim indeksom. Krome togo, indeksom g budem snabßat~ operatory, vozvodØwie rØd g v stepen~ q, a na kofffficienty pri stepenØh g deæstvu¸wie kak △.

DlØ oblegqeniØ vyqisleniæ oboznaqim

B = π − u_n = b_1▲ + . . . + b_h▲^h.

Togda ( 1 − B π )_{−1} = 1 + β_1▲ + β_2▲^2 + . . . .

Itak, nado dokazat~ sledu¸wee utverßdenie [x, E_{Fn,x}(α, x^m)]_F ≡ [g(y), E_{Fn ,y}(αg(y)^m)]_F mod π^n. (15) Preßde vsego vyØsnim svØz~ E_{Fn,x} i E_{Fn,y}. Pust~ S = ( 1 − B_g π )_{−1} (αg^m). Togda E_{Fn,x}(αx^m) = E_{Fn,g} (αg^m) = λ^{−1}_n ∘ (( 1 − B_g π )_{−1} (αg^m) ) =

= λ^{−1}_n ∘ S = E_{Fn,y} (( 1 − B_y π ) S ) .

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 115 Teper~ my gotovy pristupit~ k neposredstvennoæ proverke sravneniØ (15). Po opredeleni¸ sparivaniØ imeem

[x, E_{Fn,x}(αx^m)]_F = res_xαx^{m−1}Γ(x) [g(y), E_{Fn,y}(αg(y)^m ]_F = [ g(y), E_{Fn ,y} ( 1 − B_y π ) S ] F = = res_yΨ(y)(Γ ∘ g)(y), gde Ψ(y) = ( 1 − B_y π ) S · g^{−1} dg dy − 1 π h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_yS. Iz razloßeniØ ( 1 − B_y π ) S = ( 1 − B_y π ) ( 1 + B_g π + B^2_g π^2 + . . . ) (αg^m) =

= αg^m + ∑ r⩾1 B^r_g (αg^m) − B_yB^{r−1}_g (αg^m) π^r sleduet, qto Ψ(y) moßno predstavit~ v vide Ψ(y) = αg^{m−1} dg dy + ∑ r⩾1 ( B^r_g (αg^m) − B_yB^{r−1}_g (αg^m) π^r · g^{−1} dg dy −

− h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_y B^{r−1}_g (αg^m) π^r ) . (16)

My hotim poluqit~ sledu¸wiæ vid rØda Ψ(y): Ψ(y) = αg^{m−1} dg dy + h∑ i=1 d dy ψ_i q^{i−1} dlØ nekotoryh ψ_i ∈ O_T [[y]]. Esli my fftogo dob~emsØ, to (15) budet sledovat~ iz lemmy 3.2, 2). Deæstvitel~no,

res_yΨ(y) · (Γ ∘ g)(y) = res_yαg^{m−1} dg dy · (Γ ∘ g)+

116 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

+res_y ( d dy h∑ i=1 ψ_i q^{i−1} ) · (Γ ∘ g) ≡

≡ res_yαg^{m−1} dg dy · (Γ ∘ g) = res_xαx^{m−1}Γ(x) mod π^n.

Itak, razberem formulu (16). Poskol~ku B^r_g = d_r▲^r_g + . . . +

d_{hr}▲^{hr}_g dlØ nekotoryh d_j ∈ O^′, to (r + 1)-oe slagaemoe v summe

(16) imeem vid

B_g B^r_g (αg^m) − B_y B^r_g(αg^m) π^{r+1} g^{−1} dg dy −

− h∑ i=1 b_i π^{r+1} ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_yB^r_g (αg^m) =

= 1 π^{r+1} [ (_h∑ i=1 b_i(▲^i_g − ▲^i_y)(d_r ▲^r_g + . . . + d_{hr}▲^{hr}_g )(αg^m) ) g^{−1} dg dy −

− h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ( d^{△i}_r ▲^i_y▲^r_g +. . .+d^{△i}_{hr} ▲^i_y▲^{hr}_g ) (αg^m) ] =

= 1 π^{r+1} h∑ i=1 b_i [ ( (▲^i_g − ▲^i_y)(d_r▲^r_g + . . . + d_{hr} ▲^{hr}_g )(αg^m) ) g^{−1} dg dy −

− ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy (d△^i_r ▲^i_y▲^r_g + . . . + d△^i_{hr}▲^i_y▲^{hr}_g )(αg^m) ] =

= 1 π^{r+1} h∑ i=1 hr∑ j=r b_id^{△i}_j α^{△i+j} [ ( (▲^i_g − ▲^i_y)▲^j_gg^m ) g^{−1} dg dy −

− ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_y▲^j_g g^m ] =

= 1 π^{r+1} h∑ i=1 hr∑ j=r b_id^{△i}_j α^{△i+j} ×

× d dy ( g^{qi+j m} − ▲^i_yg^{qi} m q^{i+j} m − ▲^i_yg^{qj m} · ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε ) . (17)

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 117 Poslednee ravenstvo moßet byt~ poluqeno sledu¸wim obrazom: d dy ( g^{qi+j m} − ▲^i_yg^{qj m} q^{i+j} m − ▲^i_y g^{qj m} · ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε ) =

= g^{qi+j m} · g^{−1} dg dy − ▲^i_yg^{qj m} d dy ▲^i_yg q^i▲^i_yg − ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_yg^{qj m}−

−▲^i_yg^{qj m} ( ε^{−1} dε dy − (_d dy ▲^i_yε q^i▲^i_yε )) =

= g^{qi+j m} · g^{−1} dg dy − ▲^i_yg^{qj m} d dy ▲^i_yg q^i▲^i_yg −

− ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_yg^{qj m}−

−▲^i_yg^{qj m} ( g^{−1} dg dy − y^{−1} − (_d dy ▲^i_yg q^i▲^i_yg − y^{−1} )) =

= g^{qi+j m}g^{−1} dg dy − ▲^i_yg^{qj m}g^{−1} dg dy −

− ( 1 − ▲^i_y q^i ) log ε · d dy ▲^i_yg^{qj m}. Oboznaqim rØd, stoØwiæ pod znakom proizvodnoæ v (17) qerez φ_{i,j} / q^{i+j} m. Po lemme 3.2, 1)

φ_{i,j} ≡ 0 mod (q^j mp)^2 / (q^{i+j} m), znaqit,_1 π^{r+1} φ_{i,j} ≡ 0 mod (q^j mp)^2 / (q^{i+j} mπ^{r+1}). Poskol~ku j ⩾ r, to

(q^j mp)^2 / q^{i+j} mπ^{r+1} ≡ 0 mod 1 q^{i−1} , qto daet trebuemoe predstavlenie Ψ(y). □

118 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

§4. Sparivanie ⟨, ⟩_F

1^∘. Zafiksiruem dlØ vseh posledu¸wih rassmotreniæ μ = q^h − 1 q^{2h} . Togda iz sledstviØ 2 predloßeniØ 2.6 vytekaet, qto 1/W, . . . ,

1/(▲^{h−1}W ); φ_i, . . . , ▲^{h−1}φ_i ∈ L_μ. Pust~ α ∈ K^∗, predstavim ego v

vide α = ⊓^mθε, gde m ∈ Z, θ ∈ R, ε – glavnaØ edinica. Oboznaqim qerez ε stepennoæ rØd s kofffficientami iz O_0, dlØ kotorogo

ε(⊓) = ε, ε(0) = 1; pust~ α = x^mθε ∈ H_m. Analogiqno, dlØ β ∈

M ; pust~ β ∈ H_{Fn} – ego razloßenie v stepennoæ rØd po ⊓ bez svobodnogo qlena s kofffficientami iz O_T .

Opredelim sparivanie:

⟨ , ⟩_F : K^∗ × F_n(M ) → W^n_F ⟨α, β⟩_F = h∑ j=1 (F )[tr res Rj]F (ηj ),

gde R_j ∈ L_μ, 1 ⩽ j ⩽ h, opredelØ¸tsØ iz uravneniØ W_1, W_2, . . . , W_h ▲W_1, ▲W_2, . . . , ▲W_h . . . . . . . . ▲^{h−1}W_1, ▲^{h−1}W_2, . . . , ▲^{h−1}W_h

R_1 R_2 . . R_h = Φ_n 0 . . 0 , a Φ_n, kak i preßde, oboznaqaet rØd

Φ_n(x) = l_{Fn} (β)α^{−1} dα dx − 1 π h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε · d dx ▲^i(λ_n ∘ β). 2^∘. Lemma 4.1. Pust~ g ∈ O^′ [[x]] i r_1, . . . , r_h – rexenie uravneniØ W_1, W_2, . . . , W_h ▲W_1, ▲W_2, . . . , ▲W_h . . . . . . . . ▲^{h−1}W_1, ▲^{h−1}W_2, . . . , ▲^{h−1}W_h r_1 r_2 . . r_h = g 0 . . 0 . Togda r_1, . . . , r_h ∈ L_μ i udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗) (sm. §3, p. 1^∘).

Dokazatel~stvo.

r_j = det A_j det A

= (−1)^{j+1}g · △_{1,j} (A) det A ,

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 119 gde A = (a_{ij} )_{1⩽i,j⩽h}, a_{ij} = ▲^{i−1}W_j ; matrica A_j poluqaetsØ iz A zamenoæ j-go stolbca na stolbec (g, 0, . . . , 0)^T , a △_{1j} (A) – minor

h − 1-go porØdka matricy A. Pofftomu dostatoqno dokazat~, qto

r^′_j = △_{1,j} (A) det A

∈ L_μ i udovletvorØet uslovi¸ (∗).

Iz lemmy 2.8 poluqaem

r^′_j = 1 W_1

△_{1,j} (A^′) det A^′ = 1 W_1

△_{1,j} (Ã) det Ã

+ π^nΛ

dlØ nekotorogo rØda Λ ∈ L_μ (zdes~ A^′ = (a^′_{ij} )_{1⩽i,j⩽h}, a^′_{ij} = ▲^{i−1}φ_j ,

Ã = (ã_{ij} )_1⩽_{i,j}⩽_h, ã_{ij} = ▲^{i−1}φ̃_j; △_{1,j} (A^′), △_{1,j} (Ã) – sootvetstvu¸-

wie minory (h − 1)-go porØdka matric A^′ i A). Pri fftom (sm. lemmu 2.8) φ̃_i = θ_{i1} + ψ_i, gde ψ_i ∈ xL^+_μ . Znaqit,

△_{1,j} (Ã) det Ã = △_{1,j} (B) det B + ∑ l_{k,i} ⩾0 α_{l0,1,... ,lh}�_{1,h} ∏ 0⩽k⩽h−1 1⩽i⩽h ▲^kψ^{lk,i}_i

dlØ nekotoryh α_{l0,1... ,lh}�_{1,h} ∈ O_h (zdes~ B = (b_{ij})_{1⩽i,j⩽h}, b_{ij} = θ^{△i} �1_{j1} ). Pri fftom my vospol~zovalis~ vyteka¸weæ iz lemmy 2.9 obratimost~¸ opredelitelØ det B v kol~ce O_h.

Takim obrazom,

r^′_j = 1 W_1

Θ^j + ∑ l_{k,i}⩾0 α_{l0,1...lh}�_{1,h} ∏ 0⩽k⩽h−1 1⩽i⩽h ▲^kψ^{lk,i}_i + π^nΛ, (18)

gde Θ_j =△_{1,j} (B) / det B.

�lement Θ_j po postroeni¸ ØvlØetsØ celym fflementom iz O_h, dalee ψ_i = φ̃_i − θ_{i1} = φ_i − θ_{i1} + π^nΛ_i = W_i / W_1 − θ_{i1} + π^nΛ_i dlØ neko-

torogo rØda Λ_i ∈ L_μ (sm. lemmu 2.8). Znaqit, po lemme 3.3 rØd, stoØwiæ v skobkah v ravenstve (18), udovletvorØet uslovi¸ (∗), pofftomu rØd r^′_j, a s nim i r_j prinadleßit L_μ i oni udovletvorØ- ¸t uslovi¸ (∗). □ Lemma 4.2. Suwestvu¸t takie rØdy Lorana Γj , 1 ⩽ j ⩽ h, dlØ

kotoryh ⟨α, β⟩_F = h∑ j=1 (F )[tr γj ]F (ηj ),

120 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO gde γ_j = [α, β]_F – sparivanie dlØ rØdov, opredelennoe s pomow~¸ Γ_j (sm. §3, p. 1^∘).

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ sparivaniØ ⟨ , ⟩F , ispol~zuØ oboznaqeniØ predyduweæ lemmy, poluqaem

R_j = det A_j det A

= (−1)^{j+1}Φ_n △_{1,j} (A) det A . Pofftomu rØd Γ_j dlØ γ_j imeet vid

Γ_j = (−1)^{j+1} △_{1,j} (A) det A (sm.

§3, p. 1^∘).

Iz predyduweæ lemmy sleduet teper~, qto Γ_j udovletvorØet uslovi¸ (∗), i tem samym lemma dokazana. □

3^∘. Iz svoæstv sparivaniØ [ , ]_F vytekaet korrektnost~ oprede-

leniØ sparivaniØ ⟨ , ⟩_F , ego bilineænost~ i invariantnost~ otnositel~no vybora ⊓, po kraæneæ mere, na pare (⊓, β), gde β ∈ M (sm. §3, p. 3^∘).

Predloßenie 4.3. Znaqenie sparivaniØ ⟨⊓, β⟩F ne zavisit ot

sposoba razloßeniØ β ∈ M v stepennoæ rØd po ⊓.

Dokazatel~stvo. Nado proverit~, qto dlØ rØda ρ ∈ OT [[x]] takogo, qto ρ(⊓) = 0, vypolnØetsØ sravnenie

tr res R_i ≡ 0 mod π^n,

gde A · (R_1, R_2, . . . , R_h)^T = (x^{−1}l_{Fn} (ρ), 0, . . . , 0)^T (zdes~ A, kak i vyxe, est~ matrica (a_{ij})_{1⩽i,j⩽h}, a_{ij} = ▲^{i−1}W_j).

Pust~ rØdy Lorana ξ_1, . . . , ξ_h opredelØ¸tsØ iz uravneniØ A · (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_h)^T = (λ_n ∘ ρ, ▲(λ_n ∘ ρ), . . . , ▲^{h−1}(λ_n ∘ ρ))^T . Togda

ξ_i = det A_i det A = h∑ k=1 (−1)^{i+k}▲^{k−1} ( λ_n ∘ ρ W_1 ) △_{k,i} (A^′) det A^′

(zdes~ A_i – matrica, poluqennaØ iz A zamenoæ i-go stolbca na

(λ_n ∘ ρ, ▲(λ_n ∘ ρ), . . . , ▲^{h−1}(λ_n ∘ ρ))^T , A^′ = (a^′_{ij})_1⩽_{i,j}⩽_h, a^′_{ij} = ▲^{i−1}φ_j , △_{k,i} (A^′) – minor (h − 1)-go porØdka matricy A^′). Soglasno sled-

stvi¸ 2 predloßeniØ 2.6, ▲^{k−1} ( λ_n ∘ ρ W_1 ) ∈ L_μ

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 121 dlØ 1 ⩽ k ⩽ h. Prinadleßnost~ vtorogo somnoßitelØ k L_μ dokazyvaetsØ tak ße, kak i v lemme 4.1. Takim obrazom, ξ_1, . . . , ξ_h ∈

L_μ.

Po lemme 2.2, 2)

W_j = b_1 π ▲W_j + . . . + b_h π ▲^hW_j + π^ng_j

dlØ nekotorogo rØda g_j ∈ xO_T [[x]]. Togda

A · (ξ_1 − ▲ξ_1, ξ_2 − ▲ξ_2, . . . , ξ_h − ▲ξ_h)^T = = (λ_n ∘ ρ, ▲(λ_n ∘ ρ), . . . , ▲^{h−1}(λ_n ∘ ρ))^T − − ( b_1 π ▲(λ_n ∘ ρ) + . . . + b_h π ▲^h(λ_n ∘ ρ) + π^n h∑ j=1 g_j▲ξ_j ,

▲(λ_n ∘ ρ), . . . , ▲^{h−1}(λ_n ∘ ρ) )_T =

= (l_{Fn} (ρ) − π^n h∑ i=1 g_i▲ξ_i, 0, . . . , 0)^T . Pust~ r_{i,j}, 1 ⩽ i, j ⩽ h, opredelØ¸tsØ iz ravenstva A(r_{1,j}, . . . , r_{h,j})^T = (x^{−1}g_j, 0, . . . , 0). Togda po lemme 4.1, r_{i,j} ∈ L_μ i

R_i = x^{−1}(ξ_i − ▲ξ_i) − π^n h∑ j=1 ▲ξ_j · r_{i,j}, znaqit,

tr res R_i ≡ tr x^{−1}(ξ_i − ▲ξ_i) = 0 mod π^n. □

Predloßenie 4.4. Znaqenie sparivaniØ ⟨ , ⟩F ne zavisit ot vy-

bora uniformizu¸weæ ⊓ i ot sposoba razloßeniØ vtorogo argumenta v stepennoæ rØd po ⊓.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie uße dokazano na mnoßestve

(⊓, F_n(M )) v predloßeniØh 3.4 i 4.3. Prodemonstriruem, qto ffto-

go dostatoqno dlØ obwego sluqaØ. V silu bilineænosti sparivaniØ utverßdenie dostatoqno proverit~ tol~ko na pare (ε, β), dlØ proizvol~noæ edinicy ε ∈ K^∗ i β ∈ M .

122 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

1) Nezavisimost~ ot vybora ⊓. DlØ proizvol~nyh uniformizu¸wih ⊓ i ⊓^′ nußno pokazat~, qto ⟨ε, β⟩_{F,⊓} = ⟨ε, β⟩_{F,⊓}0 (uniformizu¸wie, figuriru¸wie v opredelenii sparivaniØ, oboznaqa- ¸tsØ sootvetstvu¸wimi indeksami).

Iz bilineænosti sleduet, qto ⟨⊓ε, β⟩_{F,⊓} = ⟨⊓, β⟩_{F,⊓} +_F ⟨ε, β⟩_{F,⊓}, ⟨⊓ε, β⟩_{F,⊓}0 = ⟨⊓, β⟩_{F,⊓}0 +_F ⟨ε, β⟩_{F,⊓}0 . Iz invariantnosti na mnoßestve (⊓, F_n(M )) sleduet, qto v fftih ravenstvah poparno ravny levye qasti i pervye slagaemye v pravyh qastØh. Znaqit, ravny i vtorye slagaemye.

2) Nezavisimost~ po vtoromu argumentu ot sposoba razloßeniØ v rØd po ⊓.

Pust~ ⊓^′ = ⊓ε – uniformizu¸waØ. Togda po punktu 1) imeem: ⟨ε, β⟩_{F,⊓} = ⟨⊓^′, β⟩_{F,⊓} −_F ⟨⊓, β⟩_{F,⊓} = = ⟨⊓^′, β⟩_{F,⊓}0 −_F ⟨⊓, β⟩_{F,⊓}. Pofftomu nezavisimost~ sparivaniØ ot razloßeniØ vtorogo argumenta po stepenØm ⊓ na pare (ε, β) sleduet iz uße dokazannoæ nezavisimosti na mnoßestve (⊓, F_n(M )). □

4^∘. Predloßenie 4.5. Sparivanie ⟨ , ⟩_F obladaet simvol~nym

svoæstvom v sledu¸weæ forme: dlØ vseh α ∈ M ⟨α, E^0_n(α)⟩_F = 0; ⟨α, E^{ρ,a}_n (α)⟩_F = 0, gde E^0_n, E^{ρ,a}_n – stepennye rØdy, opredelennye v (9).

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ pervoe ravenstvo, vtoroe dokazyvaetsØ analogiqno. Soglasno predloßeni¸ 4.4, razloßim fflement E^0_n(α) v stepennoæ rØd po ⊓ v vide E^0_n ∘ α. Togda

Φ_n = l_{Fn} (E^0_n ∘ α) · α^{−1} dα dx − 1 π h∑ j=1 b_j ( 1 − ▲^j q^j ) log ε · d dx ▲^j(λ_1 ∘ α),

poskol~ku E^0_n = λ^{−1}_n ∘ λ_1. Dalee,

l_{Fn} (E^0_n ∘ α) = ( 1 − b_1 π ▲ − . . . − b_h π ▲^h ) (λ_1 ∘ α) = π^{−1}(u_nλ_1) ∘ α+

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 123 + h∑ j=1 b_j π ( λ^{△j}_1 (α^{qj} ) − ▲^j (λ_1 ∘ α) ) =

= ∑ m⩾1 d^′_mα^m + h∑ j=1 b_j π c^′_m^{△j} (α^{mqj} − ▲^j α^m) v oboznaqeniØh predloßeniØ 1.9. Togda, vospol~zovavxis~ formuloæ, vyvedennoæ v dokazatel~stve predloßeniØ 3.4, imeem

Φ_n = ∑ m⩾1 d^′_mα^{m−1} dα dx + h∑ j=1 b_j π { ∑ m⩾1 c^′_m^{△j} ( (α^{mqj} − ▲^jα^m) · α^{−1} dα dx −

− ( 1 − ▲^j q^j ) log ε · d dx ▲^j α^m ) } = ∑ m⩾1 d^′_m d dx α^m m +

+ h∑ j=1 ∑ m⩾1 b_j π c^′_m^{△j} d dx ( α^{mqj} − ▲^j α^m mq^j − ( 1 − ▲^j q^j ) log ε · ▲^j α^m ) . Oboznaqim rØd, stoØwiæ v poslednem vyraßenii pod znakom proizvodnoæ, qerez ε_{m,j} . Itak, dokaßem, qto res Φ_nΓ ≡ 0 mod π^n dlØ l¸bogo rØda Lorana Γ, udovletvorØ¸wego uslovi¸ (∗). DlØ fftogo pokaßem, qto res ( d^′_m d dx α^m m ) Γ ≡ 0 mod π^n,

res ( b_j π c^′_m^{△j} d dx ε_{m,j} ) Γ ≡ 0 mod π^n.

Pust~ m = q^{hr}m_0, q^h - m_0. Po predloßeni¸ 1.9 d^′_m ≡ 0 mod π^r . Znaqit, esli r ⩾ n, to pervoe sravnenie vypolneno; esli ße

r < n, to s ispol~zovaniem lemmy 3.2, 2), ono takße vypolnØetsØ.

Vtoroe sravnenie dokazyvaetsØ sledu¸wim obrazom. Po lemme 3.2, 1) rØd q^h/p ε_{m,j} delitsØ na mp, t.k. j ⩽ h. Znaqit, rØd q^h p b_j π c^′_m^{△j} ε_{m,j} imeet celye kofffficienty, t.e. vozmoßno primenenie lemmy 3.2, 1), kotoroe i zaverxaet dokazatel~stvo. □

124 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

Sledstvie. DlØ l¸byh θ ∈ R, i ∈ N, (i, p) = 1, verny ravenstva ⟨⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F = ⟨⊓, E^{ρ,a}_n (θ⊓^i)⟩_F = 0. Dokazatel~stvo._{0 = ⟨θ⊓i, ξ0} n(θ⊓^i)⟩_F = = ⟨θ, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F +_F [i]_F ⟨⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F = [i]_F ⟨⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F ,

tak kak θ – koren~ iz edinicy stepeni, vzaimno prostoæ s p. Analogiqno, uslovie (i, p) = 1 vleqet ⟨⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F = 0. Vtoroe ravenstvo dokazyvaetsØ toqno tak ße. □

5^∘. Teorema 4.6. Obobwennyæ simvol Gil~berta { , }_F sovpadaet

so sparivaniem ⟨ , ⟩_F .

Dokazatel~stvo. Kak i v predloßenii 4.4, dostatoqno proverit~ sovpadenie simvola { , }_F so sparivaniem ⟨ , ⟩_F na pare

(⊓, β), β ∈ M . Razloßim β po obrazu¸wim, ukazannym v teo-

reme 1.7, i pokaßem, qto znaqeniØ {⊓, ·}_F i ⟨⊓, ·⟩_F na fftih obrazu¸wih sovpada¸t.

Deæstvitel~no, teorema 1.7 govorit, qto {⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)}_F = {⊓, ξ^{ρ,a}_n (θ⊓^i)}_F = 0, a sledstvie iz predloßeniØ 4.5, qto ⟨⊓, ξ^0_n(θ⊓^i)⟩_F = ⟨⊓, ξ^{ρ,a}_n (θ⊓^i)⟩_F = 0. Krome togo, soglasno teoreme 1.7 {⊓, ω_i(b)}_F = [tr b]_F (η_i), 1 ⩽ i ⩽ h, i edinstvennoe, qto nam ostalos~ dokazat~, ffto ravenstvo

⟨⊓, ω_i(b)⟩_F = [tr b]_F (η_i).

DlØ prostoty poloßim i = 1. Togda po opredeleni¸ ⟨⊓, ω_1(b)⟩_F = h∑ j=1 (F )[tr res Rj]F (ηj), gde A · (R_1, R_2, . . . , R_h)^T = (x^{−1}^bW_1, 0, . . . , 0)^T

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 125 (zdes~ A = (a_{ij})_{1⩽i,j⩽h}, a_{ij} = ▲^{i−1}W_j). Soglasno formule, poluqennoæ v dokazatel~stve lemmy 4.1, imeem

R_j = (−1)^{j+1}x^{−1}^b Θ^j + ∑ l_{k,i}¿_0 α_{l0,1...lh}�_{1,h} ∏ 0⩽k⩽h−1 1⩽i⩽h ▲^kψ^{lk,i}_i + π^nΛ,

gde Θ_j opredelen v (18). Pofftomu res R_j ≡ (−1)^{j+1}^bΘ_j mod π^n, t.k.

ψ_i ∈ xL^+_μ , t.e.

B(res R_1, res R_2, . . . , res R_h)^T ≡ (b̂, 0, . . . , 0)^T mod π^n

(otnositel~no matricy B sm. (18)). Primenim teper~ lemmu 2.9, 1), qtoby poluqit~ sravnenie

(res R_1, . . . , res R_h)^T ≡ B_1(^b, 0, . . . , 0)^T =

= (v_1θ_{11}^b, v_2θ_{12}^b, . . . , v_hθ_{1h}b̂)^T mod π^n

(zdes~ B_k = (b_{ij} )_{1⩽i,j⩽h}, b_{ij} = (θ_{1i}v_i)^{△j}�^1 ). Lemma 2.9, 2) zaverxaet dokazatel~stvo:

tr res R_1 ≡ tr b mod π^n, tr res R_j ≡ 0 mod π^n dlØ j ≠ 1.□

§5. ˚vnaØ formula dlØ obobwennogo simvola Gil~berta

Kak i ran~xe, dlØ α = ⊓^mθε ∈ K^∗, gde m ∈ Z, θ ∈ R, ε – glavnaØ edinica, pixem α = x^mθε(x), gde ε(x) ∈ O_0 [[x]], ε(⊓) = ε, ε(0) = 1. Analogiqno dlØ β ∈ M , pust~ β(x) ∈ O [[x]]_0, β(⊓) = β.

Napomnim, qto u = π − a_1▲ − . . . − a_h▲^h – kanoniqeskiæ tip F . Teorema 5.1. Obobwennyæ simvol Gil~berta ( , )F zadaetsØ Øvnoæ

formuloæ

(α, β)_F = h∑ j=1 (F )[tr res Rj]F (ηj ),

gde R_j ∈ L_μ, 1 ⩽ j ⩽ h, opredelØ¸tsØ iz uravneniØ π^nλ ∘ η_1, π^nλ ∘ η_2, . . . , π^nλ ∘ η_h π^n▲(λ ∘ η_1), π^n▲(λ ∘ η_2), . . . , π^n▲(λ ∘ η_h) . . . . . . . . π^n▲^{h−1}(λ ∘ η_1), π^n▲^{h−1}(λ ∘ η_2), . . . , π^n▲^{h−1}(λ ∘ η_h)

R_1 R_2 . . R_h =

126 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO

= Φ 0 . . 0 ,

Φ = l_F (β)α^{−1} dα dx − 1 π h∑ i=1 a_i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε · d dx ▲^i(λ ∘ β). Dokazatel~stvo. Primenim predloßenie 1.4 v) i teoremu 4.6:

(α, β)_F = {α, [π^{(n)}_1 /π^n]_{F,Fn} (β)}_F = ⟨α, [π^{(n)}_1 /π^n]_{F,Fn} (β)⟩_F =

= h∑ j=1 (F )[tr res Rj]F (ηj), gde W_1, W_2, . . . , W_h ▲W_1, ▲W_2, . . . , ▲W_h . . . . . . . . ▲^{h−1}W_1, ▲^{h−1}W_2, . . . , ▲^{h−1}W_h

R_1 R_2 . . R_h = Φ_n 0 . . 0 , (19) i Φ_n = l_{Fn} [ π^{(n)}_1 π^n ] F,F_n ∘ β α^{−1} dα dx −

− 1 π h∑ i=1 b_i ( 1 − ▲^i q^i ) log ε · d dx ▲^i λ_n ∘ [ π^{(n)}_1 π^n ] F,F_n ∘ β . Esli my proverim, qto

Φ_n = π^{(n)}_1 π^n Φ, (20)

to vspominaØ, qto (π^n/π^{(n)}_1 ) W_i = π^nλ ∘ η_i (sm. §2, p. 2^∘), my iz (19) poluqim utverßdenie teoremy.

Iz opredeleniØ l_{Fn} (sm. predloßenie 1.5) i ravenstv u_nπ^{(n)}_1 =

π^{(n)}_1 u (sm. lemmu 1.3, b) i [a]_{F,Fn} = λ^{−1}_n (aλ) sleduet, qto ( 1 − b_1 π ▲ − . . . − b_h π ▲^h ) π^{(n)}_1 = (u_nπ^{−1})π^{(n)}_1 = π^{(n)}_1 (uπ^{−1}) =

˚VNA˚ FORMULA SPARIVANI˚ GIL^BERTA 127

= π^{(n)}_1 ( 1 − a_1 π ▲ − . . . − a_h π ▲^h ) i znaqit,

l_{Fn} ([π^{(n)}_1 /π^n]_{F,Fn} ∘ β) = π^{(n)}_1 π^n l_F (β)

i krome togo, b_i▲^iπ^{(n)}_1 = π^{(n)}_1 a_i▲^i. Ots¸da srazu poluqaetsØ (20). □ Literatura

1. E. Artin, H. Hasse, Die beiden Ergänzungssätze zum Reziprozitätsgesetz der ln-ten Potenzreste im Körper der ln-ten Einheitswurzeln. Abh. Mathem. Seminar, Hamburg, 6 (1928), 146–162.

2. E. Kummer, Über die allgemeinen Reziprozitätsgesetze der Potenzreste. J. reine und angew. Math., 56 (1858), 270–279.

3. K. Iwasawa, On explicit formulas for the norm residue symbol. J. Math. Soc.

Japan, 20 (1968), 151–164.

4. S. Sen, On explicit reciprocity laws I, II. J. reine und angew. Math., 313 (1980), 1–26; 323 (1981), 68–87.

5. H. Brückner, Explizites Reziprozitätsgesetz und Anwendungen. Vorlesungen aus dem Fachbereich Mathematik der Universität Essen. (1979).

6. S. V. Vostokov, ˚vnaØ forma zakona vzaimnosti. Izv. AN SSSR. Ser.

matem., 42, vyp. 6 (1978), 1287–1320.

7. P. Kölcze, Expizite Formeln für das Klassische Hilbertsymbol. Dissertation, Universität zu Regensburg (1994).

8. I. R. Xafareviq, Obwiæ zakon vzaimnosti. Matem. sb., 26(68), vyp. 1 (1950), 113–146.

9. I. Fesenko, S. Vostokov, Local Fields and Their Extensions. AMS, Providence (1993).

10. S. V. Vostokov, ˚vnaØ konstrukciØ teorii poleæ klassov dlØ mnogomernyh lokal~nyh poleæ. Izv. AN SSSR. Ser. matem., 49, vyp. 2 (1985), 283–308.

11. S. V. Vostokov, Normennoe sparivanie v formal~nyh modulØh. Izv. AN SSSR. Ser. matem., 43, vyp. 4 (1979), 765–794.

12. S. V. Vostokov, Simvoly na formal~nyh modulØh. Izv. AN SSSR. Ser.

matem., 45, vyp. 5 (1981), 985–1014.

13. S. V. Vostokov, Simvol Gil~berta dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta I. Zap. nauqn. semin. LOMI, 114 (1982), 77–95.

14. S. V. Vostokov, I. B. Fesenko, Simvol Gil~berta dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta II. Zap. nauqn. semin. LOMI, 132 (1983), 85–96.

15. I. B. Fesenko, Obobwennyæ simvol Gil~berta v 2-adiqeskom sluqae.

Vestnik Leningr. univ., matem., meh., astron., 18 (1985), 88–91. 16. S. V. Vostokov, O. V. Demqenko, ˚vnaØ forma sparivaniØ Gil~berta dlØ otnositel~nyh formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta. Zap. nauqn. semin. POMI, 227 (1995), 41–44.

128 S. V. VOSTOKOV, O. V. DEMQENKO 17. D. G. Benua, S. V. Vostokov, Normennoe sparivanie v formal~nyh gruppah i predstavleniØ Galua. Algebra i analiz, 2, vyp. 6 (1990), 71–101.

18. A. Wiles, Higher reciprocity laws. Ann. Math., 107 (1978), 235–254.

19. V. A. Kolyvagin, Formal~nye gruppy i simvol normennogo vyqeta. Izv.

AN SSSR. Ser. matem., 43 (1979), 1054–1120.

20. R. Coleman, The dilogarithm and the norm residue symbol. Bull. Soc. Math.

France, 109 (1981), 373–402.

21. E. de Shalit, The explicit reciprocity law in local class field theory. Duke Math.

J., 53 (1986), 163–176.

22. F. Destrempes, Explicit reciprocity laws for Lubin–Tate modules. J. reine und angew. Math., 463 (1995), 27–47.

23. D. Benois, Périodes p-adiques et lois de réciprocité explicites. J. reine und angew.

Math., 493 (1997), 115–151.

24. O. V. Demqenko, Novoe v otnoxeniØh formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta i formal~nyh grupp Hondy. Algebra i analiz, 10, vyp. 5 (1998), 77–84.

25. V. A. Abraxkin, ˚vnye formuly dlØ simvola Gil~berta formal~noæ gruppy nad vektorami Vitta. Izv. RAN. Ser. matem., 61, vyp. 3 (1997), 3–56.

26. T. Honda, On the theory of commutative formal groups. J. Math. Soc. Japan, 22 (1970), 213–246.

27. A. Fröhlich, Formal groups. Lect. Notes Math., 74 (1968), 240.

28. O. V. Demqenko, Formal~nye gruppy Hondy: arifmetika gruppy toqek.

Algebra i analiz, 12, vyp. 1 (2000), 115–133.

29. D. G. Benua, S. V. Vostokov, Arifmetika gruppy toqek formal~noæ gruppy. Zap. nauqn. semin. LOMI, 191 (1991), 9–23.

Vostokov S. V., Demchenko O. V. The explicit formula of the Hilbert symbol for Honda formal groups.

In the present paper, we give an explicit formula for the Hilbert symbol in the case of Honda formal groups. The proof uses the Shafarevich basis and the relationship between the Lubin–Tate formal groups and Honda formal groups.

Postupilo 15 maØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet

E:mail sergei@vostokov.usr.pu.ru