Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

H. Renel~t

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ S VOSPROIZVOD˚WIMI SVO`STVAMI

§1. OsnovnaØ konstrukciØ

Pust~ G – ograniqennaØ odnosvØznaØ oblast~, i pust~ α ∈ G (poka budem sqitat~ toqku α fiksirovannoæ). Pust~ w(·, α) – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie oblasti G na ediniqnyæ krug K takoe, qto w(α, α) = 0. PredpolagaetsØ, qto qastnye proizvodnye pervogo porØdka funkciæ w(·, α) i obratnoæ funkcii z(·) nepreryvny i ograniqeny, sootvetstvenno, v G ili K. Dalee, pust~

S_r – obraz poloßitel~no orientirovannoæ okrußnosti K_r = {w : |w| = r < 1} pri otobraßenii z(·).

Nam ponadobØtsØ ewe funkcii F, H, P , pro kotorye predpolagaetsØ sledu¸wee:

(a) F i H opredeleny i nepreryvny v G \ {α}, (b) P ∈ L_∞([0, 1]), P (r) ¿ 0 pri p.v. r iz [0, 1] i P (r) > 0 na

podmnoßestve poloßitel~noæ mery Lebega, (c) P (|w(z, α)|)F (z) ∂|w|^2 ∂z , P (|w(z, α)|)H(z) ∂|w|^2 ∂z ∈ L_1(G ).

Po takim F i H postroim funkci¸

A(α, r) := Re ∮ S_r F dz + Hdz̄. (1) Ispol~zuØ parametriqeskoe predstavlenie z(re^{iφ}) krivoæ S_r , moßem napisat~ A(α, r) = = Re i 2π∫ 0 [(F ∘z(w)z_w +H ∘z(w)z_{w̄})w−(F ∘z(w)z_{w̄} +H ∘z(w)z_w)w̄]dφ.

292

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 293 Poloßiv

I(P ) := 1∫ 0 rP (r)dr = 1 2π ∫ |w|<1 P (|w|)dσ_w, opredelim

A(α) := 1 I(P ) 1∫ 0 rP (r)A(α, r)dr. (2) Prostoe vyqislenie (odnovremenno dokazyva¸wee suwestvovanie integrala v (2)) daet

A(α) = Re i I(P ) ∫ G (F + H̄) ∂|w(z, α)|^2 ∂z̄ P (|w(z, α)|)dσ_z. (3) §2. VosproizvodØwie Ødra dlØ (ν, μ)-rexeniæ

V oblasti G rassmotrim (ν, μ)-sistemu, t.e. ravnomerno fflliptiqesku¸ sistemu

f_{z̄} = νf_z + μf_z. (4)

Bez poteri obwnosti sqitaem, qto funkcii ν, μ opredeleny na vseæ ploskosti C i ravny nul¸ vblizi toqki ∞. Uslovie ravnomernoæ fflliptiqnosti oznaqaet, qto ‖|ν| + |μ|‖_{L∞} =: k < 1 . (5) Vdobavok my predpolagaem, qto funkcii ν, μ nepreryvny po Gœl~deru v G.

Pust~ f(z) – rexenie sistemy (4) v oblasti G. Predpoloßim, qto f(z) · P (|w(z, α)|) ∈ L_2(G), (6) gde funkciØ P udovletvorØet uslovi¸ (b).

Oboznaqim qerez M (z, α) fundamental~noe rexenie (ν, μ)- sistemy (sm. [4, s. 87]; takie fundamental~nye rexeniØ byli vyqisleny Øvno K. Rœdelem v [9] dlØ nekotoryh klassov (ν, μ)- sistem, v qastnosti, v sluqae, kogda ν ≡ 0 v C , a funkciØ μ analitiqna ili antianalitiqna v nekotorom kruge i ravna nul¸ v ego dopolnenii).

294 H. RENEL^T

Dalee, pust~ r(·) – proizvol~noe (ν, μ)-rexenie v G (ono moßet zaviset~ ot α), i pust~ m(z, α) = M (z, α) + r(z). (7) Togda funkcii

F (z) = 1 2πi f(z)m_z (z, α), H(z) = 1 2πi f(z)m_{z̄} (z, α) (8)

udovletvorØ¸t usloviØm (a) (ibo ν, μ nepreryvny po Gœl~deru v G) i (c) (v silu (6) i vkl¸qeniØ m_z(z, α) ∂|w(z, α)|^2 ∂z̄ ∈ L_2(G);

po povodu svoæstv funkciæ M (z, α) sm. [4, s. 87 i teorema II.5.2]).

Integral~naØ formula i integral~naØ teorema Koxi dlØ

(ν, μ)-rexeniæ (sm. [4, s. 93 i 96]) pokazyva¸t, qto dlØ kaßdogo r ∈ (0, 1) spravedliva formula A(α, r) = Re 1 2πi ∮ S_r f(z)dm(z, α) = Re f(α). Sledovatel~no, v silu (2) i (3) poluqaem

Re f(α) = 1 2πI Re ∫ G f(z) [ m_z ∂|w|^2 ∂z̄ − m_{z̄} ∂|w|^2 ∂z ] P (|w|)dσ_z, (9) gde w = w(z, α), m = m(z, α), I = I(P ).

Qtoby poluqit~ sootvetstvu¸wu¸ formulu dlØ Im f(α), poloßim

F (z) = −1 2π f(z)n_z (z, α) , H(z) = −1 2π f(z)n_{z̄} (z, α), (10) gde n(z, α) = N (z, α) + s(z), (11) N (z, α) – fundamental~noe rexenie (ν, −μ)-sistemy (snova kak v

[4, s. 87]), a s(z) – proizvol~noe (ν, −μ)-rexenie v G, dlØ kotorogo s_z ∈ L_2(G ).

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 295 Teper~, snova v silu integral~noæ formuly i integral~noæ teoremy Koxi, poluqaem

Im f(α) =

= Im 1 2πi ∮ S_r f(z)dn(z, α) = Re ∮ S_r f(z) −1 2π [n_zdz + n_{z̄}dz̄]. (12)

Sledovatel~no, v silu (2) i (3),

Im f(α) = −1 2πI Re ∫ G if(z) [ n_z ∂|w|^2 ∂z̄ − n_{z̄} ∂|w|^2 ∂z ] P (|w|)dσ_z

= 1 2πI Im ∫ G f(z) [ n_z ∂|w|^2 ∂z̄ − n_{z̄} ∂|w|^2 ∂z ] P (|w|)dσ_z. (13) Poloßiv k(z, α) = m_z(z, α) ∂|w|^2 ∂z̄ − m_{z̄}(z, α) ∂|w|^2 ∂z , l(z, α) = n_z(z, α) ∂|w|^2 ∂z̄ − n_{z̄}(z, α) ∂|w|^2 ∂z i A(z, α) =^{P (|w(z, α)|)} 2πI(P ) ( Re k(z, α) − Im k(z, α) Im l(z, α) Re l(z, α) ) , (14)

prihodim k sledu¸weæ formule dlØ u = Re f , v = Im f ( u(α) v(α) ) = ∫ G A(z, α)^{( u(z)}_{v(z)}^) dσz. (15) Itak, esli dlØ kaßdoæ toqki α ∈ G naædetsØ funkciØ w(z, α), udovletvorØ¸waØ usloviØm, pereqislennym v §1, to sootvetstvu¸waØ funkciØ A(z, α) est~ vosproizvodØwee Ødro dlØ (ν, μ)- rexeniæ f, dlØ kotoryh vypolneno sootnoxenie (6).

Esli granica oblasti G dostatoqno gladkaØ, to v kaqestve

w(·, α) moßno vzØt~, naprimer, konformnoe otobraßenie oblasti

G na K takoe, qto w(α, α) = 0.

RazumeetsØ, usloviØ, naloßennye vyxe, moßno izmenit~, potrebovav vmesto ograniqennosti proizvodnyh w_z i w_{z̄} v G, qtoby, naprimer, oni leßali v L_2(G ). Bolee togo, v (15) moßno posledovatel~no iskl¸qit~ gœl~derovo uslovie na ν i μ s pomow~¸ approksimaciæ, kak v [7, 8].

296 H. RENEL^T

§3. Operatory differencirovaniØ dlØ (ν, μ)-rexeniæ Teper~ my hotim postroit~ takie Ødra, qto sootvetstvu¸- wie im integral~nye preobrazovaniØ perevodØt kaßdoe (ν, μ)- rexenie f(z) (iz togo ili inogo klassa), naprimer, v f_z(z). Snova pribegnem k osnovnoæ konstrukcii, tol~ko teper~ budem ispol~- zovat~ formuly dlØ proizvodnyh (ν, μ)-rexeniæ [6].

Pust~ Q(z, α) – (−1)-aØ obobwennaØ stepen~ (ν, μ)-sistemy, a imenno,

Q(z, α) = [c_1(z − α)^{−1}]_{ν,μ} s c_1 =

1 − b^¯b

1 − |b|^2 (16)

gde b = ω(κ), b = ω(σ), κ = −μ(α)/(1+|μ(α)|^2−|ν(α)|^2), σ = ν(α)/(1+

|ν(α)|^2 − |μ(α)|^2) i ω(z) = 2z/(1 + √ 1 − 4|z|^2), sm. [4, s. 73]. Pust~,

dalee, t(z) – proizvol~noe (ν, μ)-rexenie v G, dlØ kotorogo t_z ∈

L_2(G). Poloßim q(z, α) = Q(z, α) + t(z). (17) Na kofffficienty ν, μ naloßim usloviØ iz §2, a na w(z, α) – iz §1. Pust~ funkciØ P (·) udovletvorØet uslovi¸ (b), a f(·) – (ν, μ)- rexenie, udovletvorØ¸wie libo uslovi¸ f(z) · P (|w(z, α)|) ∈ L_∞(G ), (18) libo

f ∈ L_2(G) i P (r) r ∈ L_∞([0, 1]). (19)

V silu integral~noæ formuly Koxi dlØ proizvodnyh [6] i integral~noæ teoremy Koxi poluqaem

Re f_z(α) = Re −1 2πi ∮ S_r f(z)dq(z, α) ∀r ∈ (0, 1). (20) Esli poloßit~

F (z) = −1 2πi f(z)q_z(z, α) , H(z) = −1 2πi f(z)q_{z̄} (z, α), (21) to dlØ sootvetstvu¸weæ funkcii A(α, r) budet

A(α, r) = Re f_z (α) ∀r ∈ (0, 1)

otkuda

Re f_z(α) = 1 2πI Re ∫ G f(z) [ q_z ∂|w|^2 ∂z̄ − q_{z̄} ∂|w|^2 ∂z ] P (|w|)dσ_z, (22)

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 297 gde w = w(z, α), q = q(z, α), I = I(P ). Uslovie (a) vypolneno snova v silu nepreryvnosti po Gœl~deru funkciæ ν, μ v G, a (c) vytekaet iz togo, qto v suwestvennom (t.e. s toqnost~¸ do ograniqennyh mnoßiteleæ i do slagaemyh iz L_2(G )) vyraßenie v kvadratnyh skobkah pod znakom integrala vedet sebØ kak

χ_z (z) z − α . (23)

Zdes~ χ_z – proizvodnaØ nekotorogo^{1+k}_{1−k} -kvazikonformnogo otobraßeniØ ploskosti C na sebØ (tak qto, v qastnosti, χ_z ∈ L_p(G ) pri nekotoryh p > 2). Deæstvitel~no, po teoreme o predstavlenii ili v silu svoæstv obobwennyh stepeneæ (sm. [5, sledstvie 2.3]) spravedliva formula Q(z, α) = 1 χ(z) , gde χ(z) –^{1+k}_{1−k} -kvazikonformnoe otobraßenie ploskosti C na sebØ, priqem χ(α) = 0. Pofftomu Q_z(z, α) = −χ_z(z) (χ(z))^2

= −χ_z (z)(Q(z, α))^2.

Bolee togo, v silu gœl~derovosti funkciæ ν, μ pri l¸bom α ∈ G, imeem Q(z, α) = O(|z − α|^{−1}), sm. [4, s. 72]. Sledovatel~no, q_z ∂|w|^2 ∂z̄ vedet sebØ kak v (23), otkuda vytekaet (c) kak v sluqae usloviØ (18), tak i v sluqae usloviØ (19).

Qtoby poluqit~ podobnoe sootnoxenie dlØ Im f_z(α), poloßim

R(z, α) = [c_2(z − α)^{−1}]_{ν,−μ} s c_2 =

1 + b^¯b 1 − |b|^2 , (24)

gde b, b – takie, kak v (16). Pust~ τ (z) – (ν, −μ)-rexenie v G, priqem τ_z ∈ L_2(G). Poloßim ϱ(z, α) = R(z, α) + τ (z). (25) Togda

Im f_z(α) = Re 1 2π ∮ S_r f(z)dϱ(z, α). (26)

298 H. RENEL^T Posle fftogo osnovnaØ konstrukciØ s

F (z) = 1 2π f(z)ϱ_z (z, α) , H(z) = 1 2π f(z)ϱ_{z̄} (z, α) (27)

daet

Im f_z(α) = −1 2πI Im ∫ G f(z) [ ϱ_z ∂|w|^2 ∂z̄ − ϱ_{z̄} ∂|w|^2 ∂z ] P (|w|)dσ_z. (28) Teper~ poloßim κ(z, α) = q_z(z, α) ∂|w|^2 ∂z̄ − q_{z̄}(z, α) ∂|w|^2 ∂z , λ(z, α) = ϱ_z (z, α) ∂|w|^2 ∂z̄ − ϱ_{z̄} (z, α) ∂|w|^2 ∂z i B(z, α) =^{−P (|w(z, α)|)} 2πI(P ) ( Re κ(z, α) − Im κ(z, α) Im λ(z, α) Re λ(z, α) ) . (29)

Togda dlØ kaßdogo (ν, μ)-rexeniØ f v oblasti G, kotoroe udovletvorØet usloviØm (18) ili (19) (dlØ P (·) dolßno byt~ vypolneno (b)), poluqaem ( Re f_z (α) Im f_z(α) ) = ∫ G B(z, α)^{( u(z)}_{v(z)}^) dσz. (30) Oboznaqim x = Re z, y = Im z i perepixem sistemu (4) v vewestvennyh oboznaqeniØh: v_x = − C(x, y)u_x − D(x, y)u_y v_y =A(x, y)u_x + B(x, y)u_y (31)

(o tom, kak svØzany ν, μ s A, B, C, D, sm., naprimer, [4, s. 44]). Iz (30) srazu poluqaetsØ integral~noe preobrazovanie, perevodØwee vewestvennoe rexenie (u, v) sistemy (31), naprimer, v

grad u. Imenno, perepisav levu¸ qast~ formuly (30) s pomow~¸

(31), poluqim ∫ G B(z, α)^{( u(z)}_{v(z)}^) dσz = D(α)^{( ux(α)}_{uy(α)}^) ,

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 299 gde D(α) =^1_2^{( 1 + A(α) B(α)} −C(α) −(1 + D(α)) ) . Uslovie (5), v qastnosti, garantiruet, qto v kaßdoæ toqke α ∈ C matrica D(α) imeet obratnu¸ D^{−1}(α), fflementy kotoroæ ograniqeny v C . Poloßiv

C(z, α) := D^{−1}(α)B(z, α),

poluqaem:

(grad u)(α) = ∫ G C(z, α)^{( u(z)}_{v(z)}^) dσz. (32) PodobnaØ formula verna i dlØ grad v.

§4. Odin klass ograniqennyh otobraßeniæ v L2(K) Pust~ teper~ G = K, a f – analitiqeskaØ funkciØ v K. V kaqestve w(z, α) moßno vzØt~, naprimer, w(z, α) = z − α 1 − αz , α ∈ K. (33)

Predpoloßim, qto P (·) udovletvorØet uslovi¸ (b), a na f naloßeno uslovie (6). FunkciØ m(z, α), upomØnutaØ v (7), v naxem sluqae (ν = μ ≡ 0) prinimaet vid

m(z, α) = log(z − α) + r(z), (34)

gde r(·) – l¸baØ analitiqeskaØ v K funkciØ, dlØ kotoroæ r^′(·) ∈

L_2(K).

Funkci¸ s(z) v (11) voz~mem ravnoæ r(z). Togda m(z, α) = n(z, α), (35) a (15) dlØ f(z) = u(z) + iv(z) prinimaet vid f(α) = 1 2πI(P ) ∫ K f(z) [ 1 z − α + r^′(z) ] w(z, α)w^′(z, α)P (|w(z, α)|)dσ_z. (36)

300 H. RENEL^T (RazumeetsØ, r^′(·) moßet zaviset~ ot α.) Prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto [ 1 z − α + r^′(z) ] w(z, α)w^′(z, α) = 1 − |α|^2 1 − αz (1 + (z − α)r^′(z)) 1 (1 − αz̄)^2 =: h(z, α) 1 (1 − αz̄)^2

. (37)

FunkciØ h(z, α), opredelennaØ fftim uravneniem, harakterizuetsØ sledu¸wimi svoæstvami:

(I) h(·, α) ∈ A_2(K) := {f : f analitiqna v K , f ∈ L_2(K)}

dlØ kaßdogo fiksirovannogo α ∈ K.

(II) h(α, α) = 1 ∀α ∈ K.

DlØ l¸boæ takoæ funkcii h(·, α) spravedliva formula f(α) = 1 2πI(P ) ∫ K h(z, α) (1 − αz̄)^2 f(z)P (|w(z, α)|)dσ_z, (38) gde f – proizvol~naØ funkciØ, analitiqeskaØ v K i takaØ, qto f(z)P (|w(z, α)|) ∈ L_2(K). Pust~ teper~ P (r) ≡ 1 ∀r ∈ [0, 1]. Togda I(P ) =^1_2 , pofftomu f(α) = 1 π ∫ K h(z, α) (1 − αz̄)^2 f(z)dσ_z ∀f ∈ A_2(K). (39)

V silu (I), (II), ffto – prosto vosproizvodØwee svoæstvo Ødra Bergmana (1 − αz)^{−2} dlØ ediniqnogo kruga, sm., naprimer, [2]. Krome togo, esli h(·, α) ∈ L_∞(K), to, v silu (37), sootvetstvu¸waØ funkciØ r^′(·) leßit v L_∞(K), i daße uslovie (c) iz §1 vypolnØetsØ, esli lix~ f ∈ L_1(K). Znaqit, togda formula (39) verna dlØ

f ∈ A_1(K).

Teper~ my hotim interpretirovat~ (39) ne tol~ko kak izvestnoe toßdestvo v A_2(K) ili A_1(K), no i kak otobraßenie, zadannoe na vsem prostranstve L_2(K).

My interesuemsØ usloviØmi, dostatoqnymi dlØ togo, qtoby vyraßenie T (h)f(α) := 1 π ∫ K h(z, α) (1 − αz̄)^2 f(z)dσ_z (40)

opredelØlo ograniqennyæ operator prostranstva L_2(K) v sebØ.

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 301 DlØ naqala zametim, qto formula

T (1)f(α) := 1 π ∫ K 1 (1 − αz̄)^2 f(z)dσ_z , f ∈ L_2(K),

posle zameny z = 1 ζ perehodit v

T (1)f(α) = 1 π ∫ \K f (_1 ζ ) ζ^{−2} (ζ − α)^2 dσ_ζ = T [ −f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K(ζ) ] (α) (41)

dlØ vseh α ∈ K, gde T – kompleksnoe preobrazovanie Gil~berta, a χ_\K(·) – harakteristiqeskaØ funkciØ dopolneniØ kruga K. V silu (41), funkciØ T (1)f(α) opredelena dlØ p.v. α ∈ C , a tak kak T – izometriØ v L_2(C ), my poluqaem

‖T (1)f‖_{L2(}K_) 6 ‖T (1)f‖_{L2(}C_) = = ‖f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K(ζ)‖_{L2 (}C_) = ‖f‖_{L2(}K_). (42)

Inogda T (1) rassmatrivaetsØ kak operator iz L_2(K) v L_2(K), a inogda – kak operator iz L_2(K) v L_2(C ). Esli konkretnyæ smysl ne Øsen iz konteksta, my ispol~zuem oboznaqeniØ T (1)Kili T (1)C sootvetstvenno. Podobnoe ße soglaxenie primenØetsØ k T (h). V silu (42) i togo, qto T (1)f = f pri f ∈ A_2(K), poluqaem

‖T (1)K‖ = ‖T (1)C‖ = 1, (43)

T (1)f(α) = χK(α)f(α) ∀f ∈ A_2(K); (44)

poslednee verno pri vseh α ∈ K i p.v. α ∈ \K (proizvedenie zdes~ i vo vseæ stat~e sqitaetsØ ravnym nul¸, esli hotØ by odin iz somnoßiteleæ raven nul¸).

Predpoloßim teper~, vdobavok k (I), (II), qto funkciØ h udovletvorØet uslovi¸:

(III) h(z, α) analitiqna v K × K.

Togda h(z, α) raskladyvaetsØ v stepennoæ rØd h(z, α) = ∞∑ j=0 h_j(z)α^j ∀(z, α) ∈ K × K, (45)

302 H. RENEL^T gde funkcii h_j (·) opredeleny odnoznaqno. Predpoloßim ewe, qto

(IV) ∞∑ j=0 ‖h_j(·)‖_{L∞(}K_) =: C(h) < ∞ .

Iz usloviæ (III) i (IV), razumeetsØ, vytekaet (I). Krome togo, oni vlekut sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 1. Pust~ h(·, ·) udovletvorØet usloviØm (III) i (IV). To-

gda operator T (h), opredelennyæ formuloæ (40), ograniqen iz L_2(K) v A_2(K). Esli vypolneno ewe i (II), to T (h) ostavlØet na meste vse fflementy prostranstva A_2(K).

Dokazatel~stvo. Poslednee utverßdenie verno blagodarØ for-

mule (39). Analitiqnost~ funkcii T (h)f(α) v K poluqaetsØ mgnovenno – zametim, naprimer, qto | | | | ∂h(z, α) ∂α | | | | = | | | | | | ∞∑ j=0 jh_j (z)α^{j−1} | | | | | | 6^{C(h)} (1 − |α|)^2 ∀(z, α) ∈ K × K . Dalee,

‖T (h)f‖_{L2(}K_) = ‖ ∞∑ j=0 α^jT ( −h_j ( 1 ζ ) f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K(ζ) ) (α)‖_{L2(}K_) 6

∞∑ j=0 ‖T ( h_j ( 1 ζ ) f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K ) ‖_{L2(}K_) 6

6^{∞∑}_{j=0} ‖T^(hj^{( 1}_ζ^) f^{( 1}_ζ^) ζ^{−2}χ_{\K}^) ‖L_2(C) = ∞∑ j=0 ‖h_j f‖_{L2(}K_) 6 C(h)‖f‖_{L2(}K_),

otkuda sleduet ograniqennost~ operatora T (h).

VsØkoæ funkcii h, udovletvorØ¸weæ usloviØm (II), (III) i

(IV), otveqaet razloßenie prostranstva L_2(K) v prØmu¸ summu, L_2(K) = A⊕B. Deæstvitel~no, poloßim f_A = T (h)f, f_B = f −T (h)f i A = {f_A : f ∈ L_2(K)} , B = {f_B : f ∈ L_2(K)} .

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 303 V silu teoremy 1 A = A_2(K), A ∩ B = {0} i

‖f_A‖_{L2(}K_) 6 C(h)‖f‖_{L2(}K_). (46)

Vvedem teper~ novoe skalØrnoe proizvedenie v L_2(K):

(f, g)_h = (f_A, g_A) + (f_B, g_B), (47)

gde (·, ·) – obyqnoe skalØrnoe proizvedenie (f, g) = ∫ K fḡdσ v L_2(K). DlØ (·, ·)_h vypolneno neravenstvo Koxi–Xvarca:

|(f, g)_h|^2 6 (f, f)_h · (g, g)_h. Pofftomu funkciØ ‖f‖_h := √ (f, f)_h –

norma v L_2(K), ffkvivalentnaØ (v silu (46)) standartnoæ.

Po otnoxeni¸ k skalØrnomu proizvedeni¸ (·, ·)_h prostranstva A i B ortogonal~ny. Dalee, (f, T (h)g)_h = (T (h)f, T (h)g) = (T (h)f, g)_h, (v qastnosti, (T (h)f, f)_h ¿ 0). �to oznaqaet, qto, esli snabdit~

L_2(K) skalØrnym proizvedeniem (·, ·)_h, operator T (h) stanovitsØ

samosoprØßennym i poloßitel~nym.

Esli h(z, α) ≡ 1 v K × K, to (·, ·)_1 = (·, ·). Deæstvitel~no,

(T (1)f, g) = ∫ K 1 π ∫ K f(t) (1 − zt̄)^2 dσ_t g(z)dσ_z =

= ∫ K 1 π ∫ K g(z)f(t) (1 − zt̄)^2 dσ_zdσ_t = (f, T (1)g) ∀f, g ∈ L_2(K). Znaqit,

(T (1)f, g − T (1)g) = (T (1)f, g) − (T (1)f, T (1)g) = 0 ∀f, g ∈ L_2(K)

(zametim, qto T (h)^2 = T (h) v L_2(K)).

Takim obrazom, v razloßenii L_2(K) = A_2(K) ⊕ B(1), poroßdennom funkcieæ 1, prostranstvo B(1) – obyqnoe ortogonal~noe dopolnenie prostranstva A_2(K) v L_2(K). Odnako tak budet tol~ko v fftom sluqae, ibo

esli B(h_1) = B(h_2), to h_1(z, α) = h_2(z, α) v K × K .

304 H. RENEL^T

Dokazatel~stvo. Esli dlØ kaßdoæ funkcii f ∈ L2(K) suwestvu-

et funkciØ g ∈ L_2(K) takaØ, qto f − T (h_1)f = g − T (h_2)g, to

f − g = T (h_1 − h_2)f + T (h_2)(f − g),

pofftomu f − g ∈ A_2(K). Znaqit, T (h_1 − h_2)f ≡ 0 pri vseh f iz

L_2(K), qto vozmoßno lix~, esli h_1 ≡ h_2 v K × K.

§5. Obratimost~

RazumeetsØ, v prostranstve L_2(K) operatory T (h) neobratimy, ibo ime¸t nenulevye (daße beskoneqnomernye) Ødra B(h). Esli, odnako, rassmotret~ ih kak otobraßeniØ prostranstva

L_2(K) v L_2(C ), oni okazyva¸tsØ vzaimno odnoznaqnymi po kraæ-

neæ mere dlØ nekotoryh h, udovletvorØ¸wih usloviØm (II), (III) i (IV), qto my sobiraemsØ seæqas pokazat~.

DlØ naqala, pust~ h(z, α) udovletvorØet usloviØm (II), (III) i raspadaetsØ v proizvedenie: h(z, α) = Λ(z) · Ξ(α). V silu (II) moßem napisat~

(V) h(z, α) =

Λ(z) Λ(α) , gde

Λ(·) ∈ A_2(K), Λ(z) ≠ 0 v K.

Esli vypolneno ewe i uslovie (IV), to suwestvu¸t poloßitel~- nye postoØnnye d(Λ), D(Λ) takie, qto

(IV^′) d(Λ) 6 |Λ(z)| 6 D(Λ) ∀z ∈ K.

Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto d(Λ) = 1. Legko videt~, qto pri uslovii (V) teorema 1 ostaetsØ spravedlivoæ, esli zamenit~ uslovie (IV) usloviem (IV^′) (v ocenkah dlØ norm v dokazatel~stve teoremy 1 i v (46) pri fftom nado zamenit~ C(h) na

D(Λ)).

Qtoby interpretirovat~ T (h)f kak fflement prostranstva

L_2(C ), nußno, qtoby funkciØ Λ(·) byla prodolßena na \K. My

predpoloßim, qto

(VI) Λ(·) ∈ L_∞(C ) , 1 6 |Λ(z)| 6 D(Λ) p.v. v C

(naprimer, tak budet, esli poloßit~ Λ(z) ≡ 1 v \K). Togda T (h)f(α) = −1 Λ(α) T ( Λ ( 1 ζ ) f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K(ζ) ) (α) (48)

est~ fflement prostranstva L_2(C ); ego sußenie na K sovpadaet s

T (h)f(α) iz formuly (40), i

‖T (h)f‖_{L2(}K_) 6 ‖T (h)f‖_{L2 (}C_) 6 D(Λ)‖f‖_{L2 (}K_). (49)

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 305 Nas interesuet obraz prostranstva L_2(K) pri takom otobraßenii T (h). Tak kak pri p > 1 operator T̄ , opredelennyæ formuloæ T̄ w(·)(z) := T (w(·))(z) ∀w(·) ∈ L_p(C ), ØvlØetsØ obratnym k operatoru T v L_p(C ), a takße v silu formuly (48), funkciØ g := T (h)f udovletvorØet ravenstvu

−T̄ (Λg)(ζ) = Λ ( 1 ζ ) f ( 1 ζ ) ζ^{−2}χ_\K(ζ) (50)

dlØ p.v. ζ ∈ C , t.e.

T̄ (Λg)(ζ) = 0 dlØ p.v. ζ ∈ K (51)

i, razumeetsØ,

g(·)|K ∈ A_2(K) . (52)

Dalee, dlØ kaßdoæ funkcii w iz L_2(C ) analitiqnoæ na K imeem T w̄(ζ) = − 1 π ∫ |z|>1 w(z) (z − ζ)^2 dσ_z ∀ζ ∈ K. Deæstvitel~no,

lim_{ε→0} ∫ Dε(ζ) w(z) (z − ζ)^2 dσ_z = 0

dlØ ζ ∈ K, gde D_ε (ζ) = {z : |z| < 1, |z − ζ| > ε}. Znaqit, esli g udovletvorØet uslovi¸ (52), a funkciØ Λ – usloviØm (IV^′) i (V), to formula (51) ffkvivalentna formule ∫ Λ(z)g(z)χ_\K(z) 1 (z − ζ)^2 dσ_z = 0 ∀ζ ∈ K (53)

(integral v (53) est~ analitiqeskaØ funkciØ ot ζ ∈ K). V svo¸ oqered~, (53) oznaqaet, qto v L_2(C ) funkciØ Λg ortogonal~na funkciØm^{χ\}K^{(z)}_{zk+1} , k = 1, 2, · · ·, t.e. ∫ |z|>1 Λ(z)g(z) 1 z̄^{k+1} dσ_z = 0 ∀k = 1, 2, · · · . (54)

306 H. RENEL^T Pust~

L^{(Λ)}_2 = {g : g ∈ L_2(C ), g udovletvorØet (52) i (54)}.

Snabdim ffto prostranstvo normoæ iz L_2(C ). RazumeetsØ, L^{(Λ)}_2 zamknuto v L^2(C ), a obraz prostranstva L_2(K) pri otobraßenii

T (h) vo vsØkom sluqae soderßitsØ v L^{(Λ)}_2 . No i vsØkaØ funkciØ g ∈ L^{(Λ)}_2 est~ obraz nekotoroæ funkcii f ∈ L_2(K) pri otobraßenii T (h), priqem f odnoznaqno opredelØetsØ formuloæ (50).

Obratnoe otobraßenie prostranstva L^{(Λ)}_2 v L_2(K) toße ograniqeno. V qastnosti, iz (VI) i (50) vytekaet, qto

‖f‖_{L2(}K_) 6 ‖Λf‖_{L2(}K_) = ‖T̄ Λg‖_{L2(}C_) = ‖Λg‖_{L2(}C_) 6 D(Λ)‖g‖_{L2(}C_) ,

otkuda (prinimaØ vo vnimanie (49)) poluqaem ‖T (h)‖ 6 D(Λ), ‖T (h)^{−1}‖ 6 D(Λ). Razloßenie L_2(K) = A_2(K)⊕B(h), poroßdennoe operatorom T (h)K, perenositsØ operatorom T (h)C v L^{(Λ)}_2 , t.e.

L^{(Λ)}_2 = T (h)CA_2(K) ⊕ T (h)CB(h) .

Iz special~nogo vida funkcii h, svoæstv funkcii Λ, i formuly (44) poluqaem

T (h)CA_2(K) = {gχK : g ∈ L^{(Λ)}_2 }, T (h)CB(h) = {gχ_\K : g ∈ L^{(Λ)}_2 } .

§6. Zameqanie ob uslovii Gœl~dera Uslovie gœl~derovosti, naloßennoe v §§2, 3, moßno bylo by zamenit~ usloviem ν, μ ∈ HL_p(G , G ) pri nekotorom p > 2 (sm. [4, s. 57]), qto na pervyæ vzglØd mØgqe. Odnako v suwestvennom oba usloviØ okazyva¸tsØ ffkvivalentnymi (dlØ otkrytyh mnoßestv G), daße vo vseh razmernostØh, naqinaØ s 2. Qtoby uvidet~ ffto, snaqala rasxirim opredelenie iz [4, s. 57].

Opredelenie. Pust~ G – oblast~ v R^n, D – proizvol~noe pod-

mnoßestvo v G, a p ¿ n ¿ 2. Klass HL_p(D, G) sostoit iz vseh funkciæ f ∈ L_∞(G), dlØ kotoryh

(i)^{f(x)−f(x0 )}

|x−x_0| ∈ Lp(G) (kak funkciØ peremennoæ x) pri

l¸bom x_0 ∈ D, i (ii) sup{‖^{f(x)−f(x0)} |x−x_0| ‖Lp(G) : x0 ∈ D } < ∞.

NEKOTORYE INTEGRAL^NYE PREOBRAZOVANI˚ 307 S normoæ ‖f‖_∗ := ‖f‖_{L∞ (G)} + sup{‖^{f(x)−f(x0)}_{|x−x0|} ‖_{Lp(G)} : x_0 ∈ D } HL_p(D, G) stanovitsØ banahovym prostranstvom. Esli D = {x_0}, x_0 ∈ G, to iz togo, qto f ∈ HL_p(D, G), ne vytekaet, voobwe govo-

rØ, suwestvovanie predela lim_{x→x0} f(x); obratno, esli takoæ predel suwestvuet i raven f(x_0), to ne obØzatel~no f ∈ HL_p(D, G). No trivial~nym obrazom sußenie funkciæ f ∈ HL_p(D, G) na D nepreryvno. Ono okaßetsØ daße nepreryvnym po Gœl~deru, esli ffto uslovie na proizvol~nom podmnoßestve D ⊆ R^n ponimat~ kak suwestvovanie poloßitel~nyh postoØnnyh K, α, 0 < α 6 1, takih, qto |f(z) − f(z^′)| 6 K|z − z^′|^α ∀z, z^′ ∈ D . Spravedliva sledu¸waØ teorema (sootvetstvu¸waØ gipoteza byla vyskazana v angliæskom izdanii knigi [4, s. 41]).

Teorema 2. Pust~ p > n ¿ 2. Togda kaßdaØ funkciØ f ∈ HLp(D, G)

nepreryvna po Gœl~deru s pokazatelem α = 1 −^n_p na l¸bom mnoßestve D^′ ⊆ D, takom qto D^′ ⊂⊂ G.

�to dokazyvaetsØ tak ße, kak teorema Kampanato v stat~e [1] (sm. takße Meæers [3] i uprowennoe dokazatel~stvo v [10]). Imenno, pust~ D^′ – kak v teoreme 2, pust~ x_0 ∈ D^′ i pust~ K_r (x_0) – xar s centrom x_0 i radiusa r, priqem 0 < r 6 dist{D^′, ∂G}. DlØ

f ∈ HL_p(D, G) neravenstvo Gœl~dera daet ∫ Kr(x0) |f(x) − f(x_0)|dσ 6 ‖f‖_∗ · ∫ Kr(x0) |x − x_0|^qdσ 1/q s q = pp − 1 . Sledovatel~no, ∫ Kr(x0) |f(x) − f(x_0)|dσ 6 Br^{n+(1− np )} , (55)

gde B = ‖f‖_∗ ω^{1/q}n (_1 q+n )_{1/q} , ω_n – plowad~ poverhnosti ediniqnoæ sfery v R^n. Iz (55) nußnoe utverßdenie sleduet kak v [10] (sm. dokazatel~stva teorem 1.4.1 i 1.4.2).

308 H. RENEL^T Literatura

1. S. Campanato, Proprietà di Hölderianità di alcune classi di funzioni. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 17 (1963), 175–188.

2. H. Meschkowski, Hilbertsche Räume mit Kernfunktion. Berlin, Göttingen, Heidelberg. Springer (1962).

3. N. G. Meyers, Mean oscillation over cubes and Hölder continuity. Proc. Amer.

Math. Soc., 15 (1964), 717–721.

4. H. Renelt, Quasikonforme Abbildungen und elliptische Systeme erster Ordnung in der Ebene. Teubner-Texte zur Mathematik Bd. 46, Teubner Leipzig 1982 (Engl. translation Wiley 1988).

5. H. Renelt, Generalized powers in the theory of (ν, μ)-solutions. Ann. Univ. Mariae Curie-Skłodowska, Sect. A 40 (1986), 217–235.

6. H. Renelt, An integral formula for the derivatives of solutions of certain elliptic systems. Ann. Polon. Math., 54 (1991), 45–57.

7. H. Renelt, Smooth approximation of solutions of Cauchy–Riemann systems. Ann.

Univ. Mariae Curie-Skłodowska, Sect. A 50 (1996), 191–199.

8. H. Renelt, Mean value properties of solutions of Cauchy-Riemann systems. Ann.

Univ. Mariae Curie-Skłodowska, Sect. A 50 (1996), 201–211.

9. K. Rödel, Fundamentallösungen für Cauchy-Riemann-Systeme. Preprint Nr. 07 (2000), Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, Fachbereich Mathematik und Informatik, 2000.

10. F. Schulz, Regularity Theory for Quasilinear Elliptic Systems and Monge-Ampère Equations in Two Dimensions. Lect. Notes Math. 1445, Springer 1990.

Renelt H. Some integral transformations with reproducing properties. By elementary considerations, families of integral transformations in certain spaces (e.g., in L_2(K), where K is the unit disk) are constructed that map the elements of certain subspaces to themselves or to their derivatives, respectively. As a special case, a family of integral transformations is obtained, each of which generates a decomposition of L_2(K) into a direct sum. By introducing appropriate new scalar products, these direct sums become orthogonal, and then the corresponding integral transformations become operators of L_2(K) into itself that are self-adjoint and positive with respect to the new scalar products. In further special cases, these integral transformations possess bounded and injective extensions that map L_2(K) onto certain subspaces of L_2(C ) defined explicitly. The latter is a consequence of the relationship of the above mappings with the complex Hilbert transformation.

Postupilo 28 marta 2000 g.

Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, Fachbereich Mathematik und Informatik, D-06099 Halle/S renelt@ cantor.mathematik.uni-halle.de