Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

O. I. Reænov

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs I

p-˚DERNYE OPERATORY (SLUQA` 0 <s6 1)

My priderßivaemsØ standartnyh oboznaqeniæ geometriqeskoæ teorii operatorov v banahovyh prostranstvah. Klassiqeskiæ spravoqnik po teorii operatornyh idealov – monografiØ A. Piqa [7]. OboznaqeniØ i terminologi¸, kotorye my ispol~- zuem, moßno naæti, naprimer, v [7, 8, 10, 11]. Napomnim lix~, qto, esli X, Y – para banahovyh prostranstv i p > 0, to qerez N_p(X, Y ) oboznaqaetsØ prostranstvo vseh p-Ødernyh operatorov iz X v Y , a qerez X^∗ ^⊗_pY – associirovannoe s nim p-proektivnoe tenzornoe proizvedenie. Esli J – nekotoryæ operatornyæ ideal, to J^{reg}(X, Y ) oboznaqaet prostranstvo vseh operatorov T iz X v Y , dlØ kotoryh π_Y T ∈ J(X, Y^{∗∗}), gde qerez π_Y oboznaqaetsØ kanoniqeskoe izometriqeskoe vloßenie prostranstva Y v ego vtoroe soprØßennoe Y^{∗∗}.

V fftoæ zametke nas, v osnovnom, budut interesovat~ sledu¸- wie dva voprosa:

1) Pri kakih usloviØh na banahovy prostranstva X, Y kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_p Y → N_p (X, Y ) vzaimno odnoznaqno?

2) Pri kakih usloviØh na banahovy prostranstva X, Y i na poloßitel~nye qisla s, r, N^{reg}_s (X, Y ) ⊂ N_r (X, Y )?

Oba ffti voprosa ves~ma podrobno izuqalis~, naprimer, v rabotah [10, 11]. Vopros 2) rassmatrivalsØ takße v [2] pri r = s = 1 i v [8] pri r = s > 1. Pri nekotoryh drugih znaqeniØh parametrov p, r, s oba ffti voprosa issledovalis~ v rabote [3]. Tak, izvestnaØ teorema A. Grotendika o 2/3 utverßdaet, qto vsegda N^{reg}_{2/3} ⊂ N_1 (dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ moßno budet uvidet~ v zameqanii 2 niße).

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Ministerstva obwego i professional~nogo obrazovaniØ Rossii (grant nomer 97-0-1.7-36) i FCP “IntegraciØ”, reg. nomer 326.53 277

278 O. I. RE`NOV

V kaqestve primerov otmetim ewe sledu¸wie fakty:

a) esli X, Y – proizvol~nye banahovy prostranstva, to kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_{2/3}Y → L (X, Y ) vsegda vzaimno odnoznaqno (sm. [3, 9], a takße sledstvie 1^′ niße);

b) esli kaßdoe koneqnomernoe podprostranstvo E prostranstva Y C (dim E)^α-dopolnØemo v Y (gde 0 < α 6 1/2), to dlØ s, 1/s = 1 + α, i dlØ kaßdogo banahova prostranstva X kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_sY → L (X, Y ) vzaimno odnoznaqno (sm. [10]);

c) esli 0 < s 6 1 i 1/s = 1/2 + 1/r, to N^{reg}_s (X, Y ) ⊂ N_r (X, Y ) dlØ l¸byh banahovyh prostranstv X, Y (sm. [3]);

d) esli p > 1 i X^∗ ∈ AP, to N^{reg}_p (X, Y ) ⊂ N_p (X, Y ) dlØ l¸bogo banahova prostranstva Y (sm. [3] otnositel~no sluqaØ p = 1; qto kasaetsØ sluqaØ p > 1, to zdes~ dokazatel~stvo provoditsØ po toæ ße sheme, qto i v [3], pofftomu my ne stanem povtorØt~sØ).

Zameqanie 1. Analog utverßdeniØ d) v predpoloßenii, qto

Y^{∗∗} ∈ AP (vmesto X^∗), byl sformulirovan v [3] dlØ p = 1 i v [5] dlØ p > 1. Niße my uvidim, qto ffti poslednie fakty neverny (vproqem, otnositel~no sluqaØ p = 1 sm. rabotu [6]).

V [10], sredi proqego, pokazano, qto utverßdeniØ (a)–(c) ne mogut byt~ uluqxeny “v xkale prostranstv l_p”. Niße my utoqnim utverßdeniØ (a)–(c) dlØ “xkaly prostranstv Lorenca”^1, i pokaßem, qto poluqennye novye utverßdeniØ neuluqxaemy i zdes~.

My uvidim takße (i ffto, poßaluæ, osnovnoe v rabote), qto vse “otricatel~nye” rezul~taty rabot [8, 10], sootvetstvu¸- wie utverßdeniØm (a)–(d), ime¸t mesto v namnogo bolee sil~- nyh variantah. Pervyæ primer podobnogo roda “usilennogo” kontrprimera moßno naæti v stat~e [6], gde ustanovleno, qto suwestvuet banahovo prostranstvo Z so special~nymi svoæstvami: (i) Z^{∗∗} separabel~no i imeet bazis (a Z^{∗∗∗} bez svoæstva approksimacii);

(ii) N^{reg}_1 (Z^{∗∗}, Z) ⊄ N_1 (Z^{∗∗}, Z).

�to – primer, pokazyva¸wiæ, qto vtoraØ qast~ utverßdeniØ A. Grotendika [3] (gl.1, s. 86, predloßenie 15) neverna. Niße my

1No ne v samoæ polnoæ obwnosti; po suwestvu, nas dopolnitel~no budet interesovat~ lix~ prostranstvo ls,1 pri s < 1; no i pri rassmotrenii fftogo sluqaØ voznika¸t ne sovsem oqevidnye obobweniØ; sm. naprimer, teoremu 4 niße.

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 279

rasprostranim ukazannyæ kontrprimer na sluqaæ pokazateleæ Ødernosti p, bol~xih edinicy i men~xih dvoæki (no, koneqno, otliqnyh ot dvoæki; sootvetstvu¸wie kontrprimery dlØ p > 2 – tema posledu¸weæ stat~i); sm. teoremu 5 i ee sledstvie.

Niße my qasto budem ispol~zovat~ sledu¸wie dva fakta, ustanovlennye v rabote [4], – pervyæ iz nih est~ v toqnosti teorema 1 v [4], a vtoroæ – sledstvie 1 tam ße (suwestvovanie bazisa v prostranstve Z^{∗∗} v lemme 2 vytekaet iz opredeleniØ prostranstva Z v dokazatel~stve fftogo sledstviØ v [4]).

Lemma 1. DlØ vsØkogo separabel~nogo banahova prostranstva X

suwestvu¸t separabel~noe banahovo prostranstvo E i lineænyæ gomomorfizm ψ : E^∗ → X takie, qto E^∗ imeet bazis i E^{∗∗} = ψ^∗(X^∗) ⊕ π_E (E).

Lemma 2. DlØ vsØkogo separabel~nogo banahova prostranstva Y

suwestvu¸t separabel~noe banahovo prostranstvo Z i lineænyæ gomomorfizm φ : Z^{∗∗} → Y takie, qto Z^{∗∗} imeet bazis (i, sledovatel~no, separabel~no) i Ødro gomomorfizma φ est~ π_Z (Z).

Sledstvie 1. DlØ vsØkogo separabel~nogo banahova prostranstva

Y suwestvu¸t separabel~noe banahovo prostranstvo Z takoe, qto Z^{∗∗} imeet bazis, Z^{∗∗}/π_Z(Z) izomorfno prostranstvu Y , π_Z(Z)^⊥ dopolnØemo v Z^{∗∗∗} i vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

(a) dlØ l¸bogo p ∈ (0, 1] i vsØkogo banahova prostranstva E tenzornoe proizvedenie E^∗ ^⊗_pY izomorfno prostranstvu E^∗ ^⊗_p(Z^{∗∗}/ π_Z(Z)), kotoroe, v svo¸ oqered~, izomorfno faktor-prostranstvu N_p (E, Z^{∗∗}) / [ N^{reg}_p (E, π_Z(Z)) ⋂ (N_1(E, π_Z(Z))) ] ; (b) dlØ l¸bogo p ∈ (0, 1] i vsØkogo banahova prostranstva E prostranstvo N_p(E, Y ) izomorfno prostranstvu N_p (E, Z^{∗∗}/π_Z (Z)), kotoroe, v svo¸ oqered~, izomorfno faktor-prostranstvu

N_p (E, Z^{∗∗}) /N^{reg}_p (E, π_Z(Z)) .

Pri fftom vse izomorfizmy v utverßdeniØh (a) i (b) “kanoniqeskie”, to est~ poroßda¸tsØ zadannym gomomorfizmom Z^{∗∗} → Z^{∗∗}/π_Z (Z) → Y (podrobnosti – v dokazatel~stve).

Dokazatel~stvo. Pust~ Z – iz lemmy 2. Oboznaqim dlØ prosto-

ty Z^{∗∗}/π_Z(Z) qerez F .

280 O. I. RE`NOV

Faktorotobraßenie ψ : Z^{∗∗} → Z^{∗∗}/π_Z(Z) = F induciruet estestvennym obrazom otobraßenie Ψ : N_p(E, Z^{∗∗}) → E^∗ ^⊗_pF ,

Ψ(T ) := ψ ∘ T . Tak kak p 6 1, to ponØtno, qto ffto otobraßenie

Ψ est~ otobraßenie “na”. Posmotrim, qto iz sebØ predstavlØet Ødro fftogo otobraßeniØ.

Pust~ U ∈ Ker Ψ. �to oznaqaet, qto dlØ l¸bogo A ∈ L(F, E^{∗∗}) sled trace A ∘ ψ ∘ U raven nul¸; ili, qto dlØ l¸bogo B ∈ L(Z^{∗∗}, E^{∗∗}) takogo, qto B|_{πZ (Z)} = 0, sled trace B ∘ U raven nul¸. Ots¸da vytekaet, qto U (E) ⊂ π_Z(Z) (v protivnom sluqae naædetsØ takoæ odnomernyæ operator R ∈ L(Z^{∗∗}, E^{∗∗}), qto R|π_Z(Z) = 0 i trace R ∘ U ≠ 0).

Itak, U ∈ N^{reg}_p (E, π_Z(Z)). Nam nado utoqnit~ ffto vkl¸qenie: dokaßem, qto na samom dele U ∈ N_1(E, π_Z(Z)). Predpoloßim, qto U /∈ N_1(E, π_Z(Z)). Togda naædetsØ takoæ operator B ∈ L(Z^{∗∗}, E^{∗∗}), qto trace B ∘ U = 1, no trace B ∘ T = 0 dlØ l¸bogo T ∈ N_1(E, π_Z(Z)). Tak kak π_Z (Z) obladaet svoæstvom approksimacii Grotendika, to iz poslednego vytekaet, qto B|_{πZ (Z)} = 0, qto protivoreqit vyboru i svoæstvam U . Itak, U ∈ N_1(E, π_Z(Z)). S drugoæ storony, oqevidno, qto dlØ l¸byh V ∈ N_1(E, π_Z(Z)) i B ∈ L(Z^{∗∗}, E^{∗∗}), gde B|_{πZ (Z)} = 0, imeem: trace B ∘ V = 0. Pofftomu Ker Ψ = N^{reg}_p (E, π_Z(Z)) ∩ (N_1(E, π_Z(Z))). Ots¸da vytekaet utverßdenie (a).

Rassmotrim teper~ faktorotobraßenie

Ψ_0 : N_p(E, Z^{∗∗})^Ψ→ E^∗ ^⊗_pF^j→ N_p(E, F ),

gde j – kanoniqeskoe faktorotobraßenie. ˚dro Ker Ψ_0 sostoit iz vseh teh operatorov U ∈ N_p(E, Z^{∗∗}), kotorye prevrawa¸tsØ v toßdestvennyæ nul~ posle deæstviØ faktorizacii ψ : Z^{∗∗} → F , to est~ iz teh U , dlØ kotoryh U (E) ⊂ Ker ψ = π_Z(Z). �to i oznaqaet, qto Ker Ψ_0 = N^{reg}_p (E, π_Z(Z)). �

Otmetim l¸bopytnyæ “poboqnyæ” ffffekt naxih rassußdeniæ (ffto, koneqno, “vystrel iz puxki po vorob~Øm”).

Sledstvie 1^′ (A. Grotendik [3]). Esli p ∈ (0, 2/3], to G^∗ ^⊗pY =

N_p(G, Y ) dlØ l¸byh banahovyh prostranstv G i Y (to est~ faktorizacii pri kanoniqeskom faktor-otobraßenii G^∗ ^⊗_pY → N_p(G, Y ) ne proishodit).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto moßno ograniqit~sØ rassmotreni-

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 281

em lix~ separabel~nyh prostranstv^2. Esli p 6 2/3, to vsØkiæ operator U ∈ N^{reg}_p (G, π_Z(Z)), gde Z – iz lemmy 2 (ili, qto to ße samoe, iz sledstviØ 1), faktorizuetsØ qerez Ødernyæ diagonal~nyæ operator (sm. niße zameqanie 2) i, sledovatel~no, sam ØvlØetsØ Ødernym. Pofftomu N^{reg}_p (G, π_Z(Z)) ∩(N_1(G, π_Z(Z))) = N^{reg}_p (G, π_Z(Z)), i primenimo sledstvie 1. �

Napomnim, qto banahovo prostranstvo X obladaet svoæstvom approksimacii porØdka p, p ∈ (0, +∞], (korotko, X ∈ AP_p), esli dlØ kaßdogo banahova prostranstva Z kanoniqeskoe otobraßenie Z^∗ ^⊗_p X → L (Z, X) ØvlØetsØ vzaimno odnoznaqnym (sm., naprimer, [8, 10]). DlØ pary prostranstv X, Y i qisla s ∈ (0, 1) oboznaqim qerez Y^∗ ^⊗_{s,∞} X lineænoe prostranstvo, sostoØwee iz tenzorov z ∈ Y^∗ ^⊗_1 X (proektivnoe tenzornoe proizvedenie), dopuska¸wih predstavlenie vida z = ∞∑ k=1 λ_k y^′_k ⊗ x_k, gde λ_k ↘, λ^s_k = o(1/k), ‖y^′_k‖ ‖x_k‖ = 1. Opredelenie 1. Banahovo prostranstvo obladaet svoæstvom

AP_{s,∞}, gde s ∈ (0, 1], esli dlØ l¸bogo banahova prostranstva Z kanoniqeskoe otobraßenie Z^∗ ^⊗_{s,∞} X → L (Z, X) vzaimno odnoznaqno (inymi slovami, Z^∗ ^⊗_{s,∞} X = N_{s,∞} (Z, X); my opuskaem oqevidnoe opredelenie operatornogo prostranstva sprava).

Otmetim, qto prostranstvo X obladaet svoæstvom AP_{s,∞} togda i tol~ko togda, kogda vzaimno odnoznaqnym ØvlØetsØ kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_{s,∞} X → L (X, X); v fftom sluqae X^∗ ^⊗_{s,∞} X = N_{s,∞} (X, X). Teorema 1. 1) Pust~ α ∈ (0, 1/2], C > 0, i X – banahovo pro-

stranstvo. Esli kaßdoe koneqnomernoe podprostranstvo E prostranstva X C (dim E)^α-dopolnØemo v X, to X ∈ AP_{s,∞}, gde 1/s = 1 + α. V qastnosti (nado vzØt~ α = 1/2), vsØkoe banahovo prostranstvo obladaet svoæstvom AP_{2/3,∞}, a esli X ØvlØetsØ podprostranstvom ili faktorprostranstvom nekotorogo prostranstva L^p(μ), gde p ∈ (1, +∞), p ≠ 2, to X ∈ AP_{s,∞} (1/s = 1 + |1/p − 1/2|). 2DlØ vsØkogo separabel~nogo H æ G� suwestvuet takoe separabel~noe

G0 æ G, qto dlØ toßdestvennogo vloßeniØ j : G0 ! G operator j�^fi_H ! G�_0

est~ izometriqeskoe vloßenie.

282 O. I. RE`NOV

2) DlØ kaßdogo s ∈ [2/3, 1) suwestvuet takoe separabel~noe refleksivnoe prostranstvo Y , qto Y ∈ AP_{s,∞}, no Y /∈ AP_r kakovo by ni bylo r ∈ (s, 1].

Dokazatel~stvo qasti 2) teoremy soverxenno analogiqno dokazatel~stvu utverßdeniæ 1) i 2) teoremy 5.4 v [10]; dokazatel~stvo fftoæ posledneæ doslovno perenositsØ na nax sluqaæ, tol~ko vmesto lemmy 5.1 iz [10] nado ispol~zovat~ takoe usilenie qasti 1 naxeæ teoremy 1.

Predloßenie 1. Pust~ α ∈ (0, 1/2], C > 0, i X – banahovo pro-

stranstvo. Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo koneqnomernogo podprostranstva E prostranstva X naædetsØ takoe koneqnomernoe podprostranstvo E, E ⊂ F ⊂ X, qto F ØvlØetsØ C (dim E)^αdopolnØemym v X. Togda X ∈ AP_{s,∞}, gde 1/s = 1 + α.

Zdes~ snova dostatoqno soslat~sØ na stat~¸ [10]. Naxe predloßenie 1, po suwestvu, dokazano v rabote [10], lemma 5.1: netrudno uvidet~, qto osnovnoe, qto ispol~zovalos~ v fftom dokazatel~stve, – ffto prinadleßnost~ sootvetstvu¸wego tenzora z proektivnomu tenzornomu proizvedeni¸ (v nastoØweæ rabote vse tenzory takovy) i ocenka λ^s_j = o(j^{−1} ) dlØ kofffficientov z iz dokazatel~stva upomØnutoæ lemmy 5.1. My otsylaem qitatelØ za podrobnostØmi k rabote [10].

Teorema 2. 1) Pust~ s ∈ (0, 1). Esli X^∗ ∈ APs,∞ ili Y^{∗∗∗} ∈

AP_{s,∞}, to N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) ⊂ N_1 (X, Y ). V qastnosti, dlØ l¸byh banahovyh prostranstv X i Y imeem: N^{reg}_{2/3,∞} (X, Y ) ⊂ N_1 (X, Y ).

2) Suwestvuet banahovo prostranstvo Z, oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami:

(i) Z^{∗∗} imeet bazis (sledovatel~no, Z^{∗∗} ∈ AP); (ii) dlØ kaßdogo s ∈ (2/3, 1] imeem N^{reg}_s (Z^{∗∗}, Z) ⊄ N_1 (Z^{∗∗}, Z).

Takim obrazom, approksimacionnye usloviØ, naloßennye na X i Y v 1), suwestvenny.

Dokazatel~stvo. 1) Predpoloßim, qto suwestvuet takoæ opera-

tor T ∈ L(X, Y ), qto T /∈ N_1(X, Y ), no π_Y T ∈ N_{s,∞}(X, Y^{∗∗}). Tak kak libo X^∗, libo Y^{∗∗} obladaet svoæstvom AP_{s,∞}, to N_{s,∞}(X, Y^{∗∗}) = X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗}. Sledovatel~no, operator π_Y T moßno otoßdestvit~ s tenzornym fflementom t ∈ X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗} ⊂ X^∗ ^⊗_1Y^{∗∗}; pri fftom

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 283

t /∈ X^∗ ^⊗_1Y po vyboru T (kak obyqno, X^∗ ^⊗_1Y rassmatrivaetsØ kak podprostranstvo prostranstva X^∗ ^⊗_1Y^{∗∗}). Sledovatel~- no, suwestvuet takoæ operator U ∈ L(Y^{∗∗}, X^{∗∗}) = ( X^∗ ^⊗_1Y^{∗∗} )_∗ , qto trace U ∘ t = trace (t^∗ ∘ (U^∗|_X∗ )) = 1 i trace U ∘ π_Y ∘ z = 0 dlØ l¸bogo z ∈ X^∗ ^⊗_1Y . Iz poslednego vytekaet, v qastnosti, qto U π_Y = 0 i π^∗_Y U^∗|_X∗ = 0. Deæstvitel~no, esli x^′ ∈ X^∗ i y ∈ Y , to

< U π_Y y, x^′ >=< y, π^∗_Y U^∗|_X∗ x^′ >= trace U ∘ (x^′ ⊗ π_Y (y)) = 0.

Oqevidno, qto tenzornyæ fflement U ∘ t poroßdaet operator U π_Y T , kotoryæ toßdestvenno raven nul¸.

Esli X^∗ ∈ AP_{s,∞}, to X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗} = N_{s,∞}(X, Y^{∗∗}) i, znaqit, fftot tenzornyæ fflement nulevoæ, qto protivoreqit ravenstvu

trace U ∘ t = 1.

Pust~ teper~ Y^{∗∗∗} ∈ AP_{s,∞}. V fftom sluqae operator

V := (U^∗|_X∗ ) ∘ T^∗ ∘ π^∗_Y : Y^{∗∗∗} → Y^∗ → X^∗ → Y^{∗∗∗}

odnoznaqno opredelØet nekotoryæ tenzornyæ fflement t_0 ∈ ∈ Y^{∗∗∗∗} ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗∗}. Voz~mem kakoe-libo predstavlenie t = ∑ x^′_n⊗y^{′′}_n dlØ t kak fflementa prostranstva X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗}. Oboznaqiv dlØ kratkosti operator U^∗|_X∗ qerez U_∗, poluqaem:

V y^{′′′} = U_∗ (T^∗π^∗_Y y^{′′′}) = U_∗ ((T^∗π^∗_Y π_Y ∗ ) π^∗_Y y^{′′′}) =

= U_∗ (((π_Y T )^∗ π_Y ∗ ) π^∗_Y y^{′′′}) = = U_∗ (((∑ y^{′′}_n ⊗ x^′_n ) π_Y ∗ ) π^∗_Y y^{′′′} ) = U_∗ (∑ < y^{′′}_n, π^∗_Y y^{′′′} > x^′_n ) = = ∑ < π^{∗∗}_Y y^{′′}_n, y^{′′′} > U_∗x^′_n. Itak, operator V (ili fflement t_0) imeet v prostranstve Y^{∗∗∗∗} ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗∗} predstavlenie V = ∑ π^{∗∗}_Y (y^{′′}_n) ⊗ U_∗(x^′_n). Sledovatel~no,

trace t_0 = trace V = ∑ < π^{∗∗}_Y (y^{′′}_n), U_∗(x^′_n) >= = ∑ < y^{′′}_n, π^∗_Y U_∗x^′_n >= ∑ 0 = 0.

284 O. I. RE`NOV

S drugoæ storony,

V y^{′′′} = U_∗ (π_Y T )^∗ y^{′′′} = U_∗ ∘ t^∗(y^{′′′}) = = U_∗ (∑ < y^{′′}_n, y^{′′′} > x^′_n ) = ∑ < y^{′′}_n, y^{′′′} > U_∗x^′_n, otkuda V = ∑ y^{′′}_n ⊗ U_∗(x^′_n). Pofftomu

trace t_0 = trace V = ∑ < y^{′′}_n, U_∗x^′_n >= = ∑ < U y^{′′}_n, x^′_n >= trace U ∘ t = 1. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo pervoæ qasti punkta 1). Sluqaæ s = 3/2 svoditsØ k primeneni¸ tol~ko qto dokazannogo utverßdeniØ i pervoæ qasti teoremy 1.

2) Horoxo izvestno, qto suwestvuet separabel~noe refleksivnoe banahovo prostranstvo X i nenulevoæ tenzornyæ fflement z ∈ X^∗ ^⊗_1X takie, qto z ∈ X^∗ ^⊗_sX dlØ vseh s > 2/3, no associirovannyæ operator ~z est~ toßdestvennyæ nul~ (sm., naprimer, [1], [7]). Takim obrazom, dlØ l¸bogo s ∈ (0, 1] X^∗ ^⊗_sX ≠ N_s(X, X). Po sledstvi¸ 1, suwestvu¸t separabel~noe Z i gomomorfizm φ : Z^{∗∗} → X takie, qto Z^{∗∗} imeet bazis, Ker φ = π_Z(Z), φ^∗(X^∗) dopolnØemo v Z^{∗∗∗} i N^{reg}_s (X, Z) ⊄ N_1(X, Z) pri vseh s > 2/3. Tak kak φ^∗(X^∗) dopolnØemo v Z^{∗∗∗}, to, oqevidno, N^{reg}_s (Z^{∗∗}, Z) ⊄ Z^{∗∗∗} ^⊗_1Z = N_1(Z^{∗∗}, Z) pri l¸bom s > 2/3. �

Zameqanie 2. Sovsem netrudno pokazat~, qto N^{reg}_{2/3} ⊂ N1. Deæ-

stvitel~no, esli operator T deæstvuet iz prostranstva E v prostranstvo Z i ØvlØetsØ 2/3-Ødernym kak operator iz E v Z^{∗∗}, to po opredeleni¸ 2/3-Ødernogo operatora my moßem razloßit~ T v proizvedenie: T : E^A−−−→ c_0^{Δ1}−−−→ l^{1 j}−−→ l^{2 Δ2}−−−→ l^{1 B}−−→ Z^{∗∗}, gde Δ_j – diagonal~nye operatory (takim obrazom, Δ_1 – Ødernyæ), a ostal~nye operatory nepreryvny. Sproektirovav ortogonal~no v l^2 na zamykanie obraza operatora j Δ_1 A, i rassmotrev B tol~ko na fftoæ proekcii, my poluqim v sovokupnosti vse tot ße operator T : E → Z; sledovatel~no, operator T – Ødernyæ iz E v Z. V nastoØwiæ moment avtoru neØsno, moßno li podobnym sposobom neposredstvenno poluqit~ sootvetstvu¸wiæ rezul~tat iz posledneæ teoremy (to est~, dlØ N^{reg}_{2/3,∞}).

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 285

Sledstvie 2. Pust~ X – takoe refleksivnoe banahovo pro-

stranstvo, qto kaßdoe n-mernoe podprostranstvo v X Cn^αdopolnØemo v X (zdes~ C > 0, α ∈ (0, 1/2) – nekotorye postoØnnye, n = 1, 2, . . .). Togda dlØ l¸bogo banahova prostranstva Y spravedlivo vkl¸qenie N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) ⊂ N_1 (X, Y ), gde 1/s = 1 + α.

V qastnosti, esli X ⊂ L^p(μ), 1 < p < +∞, p ≠ 2 i 1/s = 1 + |1/2 − 1/p|, to N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) ⊂ N_1 (X, Y ) dlØ kaßdogo Y .

DlØ dokazatel~stva dostatoqno primenit~ teoremu 1, 1) i teoremu 2, 1) i ispol~zovat~ tot fakt, qto l¸boe n-mernoe podprostranstvo prostranstva L^p(μ) Cn^{|1/2−1/p|}-dopolnØemo v L^p(μ).

Zameqanie 3. V teoreme 2, 1) i sledstvii 2 my na samom de-

le poluqili formal~no bolee sil~noe vkl¸qenie N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) ⊂ X^∗ ^⊗_1Y . Ego sleduet ponimat~ takim obrazom: kaßdyæ operator T ∈ N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) (odnoznaqno) poroßdaetsØ tenzornym fflementom iz prostranstva X^∗ ^⊗_{s,∞} Y^{∗∗} ⊂ X^∗ ^⊗_1 Y^{∗∗}; fftot tenzornyæ fflement, v svo¸ oqered~, prinadleßit prostranstvu X^∗ ^⊗_1Y , podprostranstvu prostranstva X^∗ ^⊗_1 Y^{∗∗}; tak qto, esli ∑ x^′_n ⊗ y^{′′}_n – predstavlenie operatora T

v prostranstve X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗}, ∑ x̃^′_n ⊗ ỹ^{′′}_n – v prostranstve X^∗ ^⊗_1 Y^{∗∗} i ∑ x̃^′_n ⊗ ỹ – v prostranstve X^∗ ^⊗_1 Y ,

to dlØ vsØkogo U ∈ L (Y^{∗∗}, X^{∗∗}) imeem

trace U ∘ T = ∑ ⟨x^′_n, U y^{′′}_n⟩ = ∑ ⟨x̃^′_n, U ỹ^{′′}_n⟩ = ∑ ⟨x̃^′_n, U ỹ_n⟩ (zametim, qto sled vpolne opredelen, poskol~ku v teoreme 2, 1) i v sledstvii 2 estestvennoe otobraßenie N^{reg}_{s,∞} (X^∗, Y^{∗∗}) → L (X, Y^{∗∗}) vzaimno odnoznaqno).

Tem ße metodom, qto i pri dokazatel~stve teoremy 2, 1), ustanavlivaetsØ sledu¸wiæ fakt.

Teorema 2^′. Pust~ s ∈ (0, 1]. Esli X^∗ ∈ APs, ili Y^{∗∗∗} ∈ APs, to

N^{reg}_s (X, Y ) ⊂ N_1 (X, Y ).

Vnimatel~no prosmotrev dokazatel~stvo punkta 2) teoremy 2 i sledstviØ 1, netrudno uvidet~, qto imeet mesto sledu¸wiæ bolee sil~nyæ fakt.

286 O. I. RE`NOV

Predloßenie 2. Suwestvu¸t separabel~noe banahovo prostran-

stvo Z i operator A ∈ L (Z^{∗∗}, Z) takie, qto Z^{∗∗} imeet bazis, π_Z A ∈ N_s (Z^{∗∗}, Z^{∗∗}) dlØ kaßdogo s > 2/3, no A /∈ N_1 (Z^{∗∗}, Z).

Teorema 3. DlØ vsØkogo s ∈ [2/3, 1) suwestvuet takoe separabel~-

noe banahovo prostranstvo Z, qto

(i) Z^{∗∗} imeet bazis;

(ii) vse prostranstva Z, Z^∗, Z^{∗∗}, . . . oblada¸t svoæstvom AP_s; (iii) Z^{∗∗∗} ne obladaet svoæstvom AP_r , kakovo by ni bylo r ∈ (s, 1];

(iv) dlØ vsØkogo banahova prostranstva X

N^{reg}_{s,∞} (X, Z) ⊂ N_1 (X, Z) i N^{reg}_{s,∞} (Z^{∗∗}, X) ⊂ N_1 (Z^{∗∗}, X) ;

(v) dlØ kaßdogo r ∈ (s, 1] N^{reg}_r (Z^{∗∗}, Z) ⊄ N_1 (Z^{∗∗}, Z). Bolee togo, suwestvuet takoæ operator U : Z^{∗∗} → Z, qto U ∈ N^{reg}_r (Z^{∗∗}, Z) dlØ vseh r ∈ (s, 1], no U /∈ N_1 (Z^{∗∗}, Z).

Dokazatel~stvo provoditsØ po sheme, analogiqnoæ dokazatel~stvu punkta 2) teoremy 2 s ispol~zovaniem posledovatel~no teoremy 1, 2), sledstviØ 1 i teoremy 2, 1). My predostavlØem (nesloßnye) detali qitatel¸.

Rassmotrim teper~ vopros o tom, qto moßno poluqit~ v utverßdeniØh naxih teorem, esli polnost~¸ otkazat~sØ ot kakihlibo approksimacionnyh predpoloßeniæ otnositel~no rassmatrivaemyh prostranstv (kak, naprimer, v sluqae s = 2/3 iz teoremy 2,1) – hotØ tam neØvno podobnye usloviØ prisutstvu- ¸t, ved~ kaßdoe banahovo prostranstvo obladaet svoæstvom

AP_{2/3,∞}). Snaqala posmotrim, kak budet vyglØdet~ v fftoæ si-

tuacii qast~ 1) teoremy 2.

Predvaritel~no sformuliruem odno vspomogatel~noe predloßenie, kotoroe, po suwestvu, dokazano v [10] (teorema 2, 1, A). Nam udobno budet oboznaqat~ kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_{s,∞} Y → X^∗ ^⊗_p Y qerez φ^∞_{sp}, a kanoniqeskoe otobraßenie X^∗ ^⊗_p Y → L (X, Y ) — qerez j_p.

Predloßenie 3. Esli s 6 1 i p > 2s/(2 − s), to otobraßenie j_p : φ^∞_{sp} ( X^∗ ^⊗_{s,∞} Y ) → L (X, Y ) ØvlØetsØ vzaimno odnoznaqnym.

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 287

Sm. dokazatel~stvo punkta A teoremy 2.1 v [10] – ono poqti doslovno perenositsØ na nax sluqaæ, rassmatrivaemyæ v predloßenii 3.

Privedem teper~ usilenie teoremy 3.1.A) iz [10], gde bylo pokazano, qto v usloviØh predloßeniØ 3 imeet mesto vkl¸qenie N^{reg}_s (X, Y ) ⊂ N_p (X, Y ). Dokazatel~stvo, odnako, ne budet stol~ fflementarnym, kak v [10].

Teorema 4. Esli 2/3 6 s < 1 i p = 2s/(2 − s), to N^{reg}_{s,∞} (X, Y ) ⊂

N_p (X, Y ), kakovy by ni byli banahovy prostranstva X i Y .

Dokazatel~stvo. Pust~ T ∈ N^{reg}_{s,∞} i T ≠ 0. Zafiksiruem tenzor-

nyæ fflement t = ∑ x̄^′_n ⊗ y^{′′}_n ∈ X^∗ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗}, poroßda¸wiæ operator T (to est~, π_Y T = ~t). Dostatoqno pokazat~, qto t ∈ X^∗ ^⊗_pY (to est~, qto obraz φ^∞_{sp}(t) ∈ X^∗ ^⊗_pY^{∗∗} leßit, na samom dele, v podprostranstve X^∗ ^⊗_pY ).

Predpoloßim, qto t /∈ X^∗ ^⊗_pY . V fftom sluqae naædetsØ operator U ∈ Π_p′ (Y^{∗∗}, X^{∗∗}), dlØ kotorogo trace U ∘ t = 0 i, s drugoæ storony, trace U ∘z = 1 dlØ vseh z ∈ X^∗ ~⊗_pY . V dal~neæxem udobno imet~ pered glazami neskol~ko diagramm (s kommentariØmi): X^T−−−→ Y^{πY}−−→ Y^{∗∗ B}−−−→ Z_p′^S−−→ X^{∗∗ T ∗∗}−−−−→ π_Y (Y ) (U = SB; ~t = π_Y T ; Bπ_Y = jB_0; A := π^{−1}T^{∗∗}S (fftot operator poØvitsØ pozße); U π_Y = 0 i Sj = 0); Y^{B0}−−−→ Y_p′^j−−→ Z_p′^S−−→ X^{∗∗ T ∗∗}−−−−→ π_Y (Y )^π −1 Y−−−−→ Y^{B0}−−−→ Y_p′ . Zdes~ Z_p′ ⊂ L_p′ (μ) (dlØ nekotoroæ koneqnoæ mery μ); B ∈

Π_p′ (Y^{∗∗}, Z_p′ ) i S ∈ L(Z_p′ , X^{∗∗}) takovy, qto U = SB; Y_p′ = Bπ_Y (Y ); B_0 – operator, inducirovannyæ operatorom B; j – toßdestvennoe vloßenie. Zametim, qto T^{∗∗}(X^{∗∗}) ⊂ π_Y (Y ) v silu kompaktnosti operatora T . Krome togo, U π = 0 po predpoloßeni¸; sledovatel~no, Sj = 0. Oboznaqim takße operator π^{−1}_Y T^{∗∗}S qerez A.

Tak kak Z_p′ ⊂ L_p′ (μ) i π_Y A ∈ N_{s,∞}, to, po teoreme 1, 1), operator π_Y A odnoznaqno opredelØetsØ tenzornym fflementom iz Z^∗_p′ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗}, kotoryæ my snova budem oboznaqat~ qerez π_Y A. ˚sno, qto π_Y A = T^{∗∗}S = ∑ S^∗ (π_X∗ (x̄^′_n)) ⊗ ȳ^{′′}_n.

288 O. I. RE`NOV

Po sledstvi¸ 2 i zameqani¸ posle nego, A ∈ Z^∗_p′ ^⊗_1Y , priqem

trace B(π_Y A) = trace(Bπ_Y ) ∘ A = ∑ < S^∗π_X∗ x̄^′_n, Bȳ^{′′}_n >= = ∑ < x̄^′_n, U ȳ^{′′}_n >= trace U ∘ t = 1. Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto π_Y a ≠ 0 (i A ≠ 0).

Voz~mem nekotoroe predstavlenie A vida ∑ z^′_n ⊗y_n kak fflementa prostranstva Z^∗_p′ ⊗_1 Y ; ffto takße i predstavlenie tenzornogo fflementa π_Y A ∈ Z^∗_p′ ^⊗_{s,∞}Y^{∗∗} (no v prostranstve π_Y A ∈ Z^∗_p′ ^⊗_1Y^{∗∗}). Imeem:

1 = trace(Bπ_Y ) ∘ A = trace(jB_0) ∘ A =

= trace(jB_0) ∘ (∑ z^′_n ⊗ y_n ) = ∑ < z^′_n, jB_0y_n >= = ∑ < z^′_n, jB^{∗∗}_0 π_Y y_n >= trace (jB^{∗∗}_0 ) ∘ (∑ z^′_n ⊗ π_Y y_n ) =

= trace (jB^{∗∗}_0 ) ∘ (π_Y A) = trace (jB^{∗∗}_0 ) ∘ (∑ S^∗ (π_X∗ (x̄^′_n)) ⊗ ȳ^{′′}_n ) =

= ∑ < S^∗π_X∗ x̄^′_n, jB^{∗∗}_0 ȳ^{′′}_n >= trace B^{∗∗}_0 ∘ (∑ ((Sj)^∗ π_X∗ ) ⊗ ȳ^{′′}_n ) . Ots¸da sleduet, qto tenzornyæ fflement α := ∑ ((Sj)^∗ π_X∗ ) ⊗ ȳ^{′′}_n,

leßawiæ v prostranstve Y^∗_p′ ^⊗Y^{∗∗}, ne raven nul¸. Po teoreme 1,1), ne raven nul¸ i poroßdaemyæ im operator ~α. OstaetsØ zametit~, qto ~α = T^{∗∗}Sj = 0. �

Zameqanie 4. Utverßdenie A^′ teoremy 3.1 iz [10] pokazyvaet,

qto naxa teorema 4 toqna. Analogiqnoe zameqanie moßno otnesti i k predloßeni¸ 3. Sledu¸wiæ fakt, odnako, namnogo sil~- nee, qem qast~ A^′ teoremy 3.1 iz [10], v kotoroæ ustanovleno suwestvovanie dvuh banahovyh prostranstv X i Y , dlØ kotoryh, v qastnosti, N^{reg}_s (X, Y ) ⊄ N_p (X, Y ) i Y ∈ AP. Pod vpeqatleniem nevernogo rezul~tata A. Grotendika, o kotorom xla req~ vyxe (sm. naqalo zametki – do opredeleniØ 1), Ø napisal v zameqanii k teoreme 3.1 v [10], qto Y “koneqno, ne obladaet svoæstvom ograniqennoæ approksimacii” BAP. Seæqas my uvidim, qto poslednØØ fraza byla lixena osnovaniæ.

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 289

Teorema 5. Pust~ r ∈ [2/3, 1) i 1/r = 1/2 + 1/p. Suwestvu¸t dva

separabel~nyh banahovyh prostranstva Z i W takie, qto

(i) W i Z^{∗∗} ime¸t bazisy;

(ii) kak W , tak i vse soprØßennye k nemu prostranstva W^∗, W^{∗∗}, . . ., oblada¸t svoæstvom AP_{r,∞};

(iii) W^∗ ne obladaet svoæstvom AP_s ni pri kakom s ∈ (r, 1]; (iv) dlØ l¸bogo banahova prostranstva E spravedlivo vkl¸qenie N^{reg}_{r,∞} (W, E) ⊂ N_1 (W, E);

(v) N^{reg}_s (W, Z) ⊄ N_p (W, Z), kakovo by ni bylo s ∈ (r, 1].

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto dlØ kaßdogo s, r <

s < 1, naædutsØ prostranstva Z = Z_s i W = W_s s ukazannymi v formulirovke teoremy svoæstvami, priqem pri dannom fiksirovannom s v (iii) dostatoqno poluqit~ bolee slaboe uslovie W^∗ /∈ AP_{s,∞} (poskol~ku s probegaet ves~ promeßutok (r, 1), a svoæstvo AP_1 – samoe sil~noe iz vseh approksimacionnyh svoæstv). Esli ffto budet sdelano, to dlØ s_n ↘ r prostranstva ( ∑ Z_{sn} )_{l2} i ( ∑ W_{sn} )_{l2} uße polnost~¸ budut udovletvorØt~ vsem usloviØm teoremy.

Itak, pust~ s ∈ (r, 1), tak qto p < 2s/(2 − s). Po teoreme 2.1, A^′), 1) iz [10], suwestvu¸t separabel~nye refleksivnye prostranstva X i Y , tenzornyæ fflement z ∈ X^∗ ^⊗_sY i operator U ∈ QN_p′ (Y, X) (kvazi-p^′-Ødernyæ) takie, qto trace U ∘ z = 1 i associirovannyæ operator ~z raven nul¸, priqem prostranstvo X moßet byt~ vybrano kak podprostranstvo v L_p′ (poslednee soderßitsØ v dokazatel~stve ukazannoæ teoremy iz [10]).

Pust~ Z – takoe separabel~noe prostranstvo, qto Z^{∗∗} imeet bazis i suwestvuet gomomorfizm φ iz Z^{∗∗} na Y s Ødrom π_Z(Z) (sm. lemmu 1). Podnimem (Ødernyæ) tenzornyæ fflement z, leßawiæ v X^∗ ^⊗_sY , do fflementa α ∈ X^∗ ^⊗_sZ^{∗∗}, tak qto φ ∘ α = z, i poloßim V := U ∘φ. Tak kak trace V ∘α = trace U ∘z = 1 i Z^{∗∗} obladaet svoæstvom approksimacii (svoæstvom AP_1), to ~α = α ≠ 0. Krome togo, operator ] φ ∘ α, associirovannyæ s tenzorom φ ∘ α, raven nul¸. Pofftomu α(X) ⊂ Ker φ = π_Z (Z), to est~ operator α deæstvuet iz X v Z.

Esli α ∈ X^∗ ^⊗_pZ, to dlØ proizvol~nogo p-Ødernogo predstavleniØ vida α = ∑ x^′_n ⊗ z_n imeem: trace V ∘ α = ∑ < x^′_n, V z_n >= ∑ 0 = 0; sledovatel~no, α /∈ X^∗ ^⊗_pZ (my vospol~zovalis~ tem,

qto V ∈ Π_p′ (Z, X)). Takim obrazom, N^{reg}_s (X, Z) ⊄ N_p (X, Z).

290 O. I. RE`NOV

Zametim, qto X (i X^∗) obladaet svoæstvom AP_{r,∞} (teorema 1, 1) – vspomnim, gde leßit prostranstvo X), no ne obladaet svoæstvom AP_{s,∞} (teorema 2,1)).

Rassmotrim teper~ takoe separabel~noe banahovo prostranstvo E, qto E^∗ imeet bazis i suwestvuet gomomorfizm ψ iz E^∗ na X s tem svoæstvom, qto E^{∗∗} = ψ^∗(X^∗)⊕π_E (E) (lemma 1). Poloßim W = E^∗. Tak kak E ∈ AP_1 i X^∗ ∈ AP_{r,∞}, to vse soprØßennye prostranstva W^∗, W^{∗∗}, . . . oblada¸t svoæstvom AP_{r,∞}; po teoreme 2, 1), imeet mesto utverßdenie (iv), a po postroeni¸, – utverßdenie (v). Krome togo, W^∗ /∈ AP_{s,∞}. �

Iz (i) i (v) predyduweæ teoremy momental~no vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 3. Suwestvuet para separabel~nyh banahovyh pro-

stranstv Z, W so sledu¸wimi svoæstvami. Prostranstva Z^{∗∗} i W ime¸t bazisy (i, sledovatel~no, oblada¸t svoæstvom approksimacii), i dlØ kaßdogo p, 1 6 p < 2, naædetsØ ne p-Ødernyæ operator iz W v Z s p-Ødernym vtorym soprØßennym.

Zameqanie 5. Podobnogo fenomena ne moßet byt~, esli libo

W^∗, libo Z^{∗∗∗} obladaet svoæstvom approksimacii. Vskol~z~ ob fftom uße upominalos~ vyxe (qastnyæ sluqaæ sformulirovan v teoreme 2^′). Sluqaæ p > 2 budet rassmotren v posledu¸weæ stat~e avtora.

Literatura

1. A. M. Davie, The approximation problem for Banach spaces. — Bull. London Math. Soc. 5 (1973), 261–266.

2. T. Figiel and W. B. Johnson, The approximation property does not imply the bounded approximation property. — Proc. Am. Math. Soc. 41 (1973), 197–200.

3. A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espases nucléaires. — Mem.

Am. Math. Soc. 16 (1955), 196–140.

4. J. Lindenstrauss, On James’ paper “Separable Conjugate Spaces”. — Israel J.

Math. 9 (1971), 279–284.

5. B. M. Makarov, V. G. Samarskiæ, SlabaØ sekvencial~naØ polnota i blizkie k neæ svoæstva nekotoryh prostranstv operatorov. — v kn: “TeoriØ operatorov i teoriØ funkciæ”, tom 1 (1983), 122-144, LGU, L.

6. E. Oja and O. I. Reinov, Un contre-exemple à une affirmation de A. Grothendieck.

— C. R. Acad. Sc. Paris., Serie I 305 (1987), 121–122.

7. A. Piq, Operatornye idealy. Mir, M. (1982).

8. O. I. Reinov, Approximation properties of order p and the existence of non-p-nuclear operators with p-nuclear second adjoints. — Math. Nachr. 109 (1982), 125–134.

APPROKSIMACIONNYE SVO`STVA APs 291

9. O. I. Reænov, Prostoe dokazatel~stvo dvuh teorem A. Grotendika. — Vestn. LGU 7 (1983), 115–116.

10. O. I. Reænov, Isqeznovenie tenzornyh fflementov v xkale p-Ødernyh operatorov. V kn. “TeoriØ operatorov i teoriØ funkciæ”, LGU, L. (1983), s. 145-165.

11. O. I. Reinov, Sur les operateurs p-nucléaires entre espaces de Banach avec bases.

— C. R. Acad. Sc. Paris., Serie I 316 (1993), 905–907.

Reinov O. I. Approximation properties AP_s and p-nuclear operators (the case where 0 < s < 1).

Among other things, it is shown that there exist Banach spaces Z and W such that Z^{∗∗} and W have bases, and for every p ∈ [1, 2) there is an operator T : W → Z that is not p-nuclear but T^{∗∗} is p-nuclear.

Postupilo 12 i¸nØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: orein@orein.usr.pu.ru